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Die Wechselwirkungen zwischen Magneten und rotirenden

Metallmassen , welche Arago entdeckt hatte , wurden zuerst von

Faraday als Erscheinungen elektrodynamischer Anziehung auf ,

gefasst und auf Ströme zurückgeſührt , welche in den Metall -

massen durch die Magnete inducirt werden . Es gelang Fara -

day , das Vorhandensein derartiger Ströme nachzuweisen , und

die Natur des Phänomens als einer Inductionserscheinung ausser

Zweifel zu setzen .

Der erste Versuch , die inzwischen ausgebildete Theorie

auf einige hierhergehörige Erscheinungen anzuwenden , wurde

im Jahre 1853 von Felici gemacht . Es gelang demselben , unter

vereinfachten Bedingungen angenäherte Lösungen zu erhalten,
die den Beobachtungen für das Erste hinreichend entsprachen.

Viel weiter ging im Jahre 1864 Herr Jochmann . Der -

selbe leitete , vom Weber ' schen Gesetze ausgehend , die vollstän -

digen Differentialgleichungen des Problems ab , und integrirte
dieselben für den Fall , dass der rotirende Körper eine unend -

lich ausgedehnte ebene Platte oder eine Kugel sei . Seine Rech -

nungen fanden sich in schönster Uebereinstimmung mit den

Beobachtungen . Freilich musste er die vereinfachende Annahme
machen , dass die Rotationsgeschwindigkeit sehr klein sei , den

Einfluss der Selbstinduction vermochte er nicht zu bestimmen .

Endlich hat im Jahre 1872 Herr Maxwell in sehr eleganter
Weise die Theorie der Induction in einer unendlich ausge -
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dehnten , sehr dünnen Platte gegeben und gezeigt , wie sich

dieselbe auf die Arago ' sche Scheibe anwenden lässt .

In der vorliegenden Arbeit ist das Problem vollständig

gelöst für den Fall , dass der betrachtete Körper eine um einen

Durchmesser rotirende Kugel oder Hohlkugel sei . Die indu —

cirenden Magnete können dabei im äussern , oder , bei Hohl -

kugeln , im innern Raum liegen . Auch auf den Fall ist die

Lösung ausgedehnt , dass die Masse der Kugel magnetische

Polarität anzunehmen vermag . Offenbar umschliesst dies Pro -

blem die früher gelösten als specielle Fälle .

Die erhaltenen Resultate habe ich durch einige Zeichnungen

zu veranschaulichen gesucht .



84

Festsetzung der Bezeichnungen .

In diesem Paragraphen sollen die Bezeichnungen ſestgesetat ,
und einige bekannte Formeln , die ich beständig gebrauchen
werde , zusammengestellt werden .

J. Das angewandte Coordinatensystem ist das Taf . 1a .
dargestellte . Die als positiv geltenden Drehungsrichtungen sind
in die Figur eingezeichnet . Die Achse falle mit der Rot
achse zusammen .

den e, o, 0.

ations -
Als Polarcoordinaten mögen verwendet wer -

entspreche der geographischen Länge , sei 0
in der à Ebene bei positiven à und wachse im Sinne der po -sitiven Drehung , entspreche dem Complement der geogra -phischen Breite und sei 0 in der positiven Achse . Gelegent -lich möge die Bezeichnung benutzt werden :

8 8 8 8
· 9 9

d d . d

8
d = 3 D,

VV

ferner werde der Differentialquotient nach Lagrange ' s Weise
9⁰bezeichnet , also 3. B.

Coordinaten. Aünt

*
J
0
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2. Die Rechnungen seien in elektromagnetischem Maasse
Bezeichnung geführt . Im Uebrigen seien die Bezeichnungen für die elektri —der

8ecmesben schen Grössen diejenigen , welche von Herrn Geheimrath Helm -Grössen.
holtz im 72 . Bande des Borchardt ' schen Journales eingeführt
sind . Es seien also :

mnẽ sec

die Dichtigkeiten der Strömung nach den σ
U 5 1

unmνε ungrs

Sec
MW

die entsprechenden Componenten des Vectorpotentiales ;
2 *

nmẽ ingrs

die Potentialfunction der freien Elektricität ;

Sec

der specifische Widerstand des Materiales . Der specifische Wi⸗-
derstand einer Fläche von verschwindender Dicke 0, nämlich

werde , wenn er als endlich betrachtet wird , bezeichnet mit

Dn

sec
Es seien ferner

1
mm see

die Componenten einer magnetischen Polarisation ;
L

ang nt mmẽV
Sec

N

) Dies ist nicht elektromagnetisches Maass . In letzterem gemessen
133ist die Potentialfunktian der freien Elektricität un , ꝙ Aꝛ, wenn

5
die

Lichtgeschwindigkeit bezeichnet . Obige Einheit vermeidet den lästigen1
ab —17.Faktor 4



*

5

die Potentiale der 1½% „, letztere als Massen gedacht ,
0 ( 0)

die magnetische Polarisationsconstante ,
1 1

mmẽ mgri

Sec

das magnetische Potential ; jedoch soll nur derjenige Theil des -

selben so bezeichnet werden , welcher thatsächlich von Magneten

herrührt , das magnetische Potential der inducirten Strömungen
Sei

43
mmẽ mgr⸗

Sec

Kverliert seine Bedeutung in der Masse der Hohlkugel , kann

also durch dieselbe nicht fortgesetzt werden , ist also eindeutig
im innern und äussern Raum .

Mit

N

mmẽ mgrã

80

werde die Strömungsfunktion in einer unendlich dünnen Hohl -

kugel bezeichnet . Um jede Zweideutigkeit im Bezug auf die
Vorzeichen zu vermeiden , ist hier die Bestimmung für ½/:
Wächst bei Durchlaufung einer Strecke ds aum d/ , so ist

d / die den zurückgelegten Weg von der Linken zur rechten
Seite in der Zeiteinheit durchströmende positive Elektricitäts -

menge . Bei Durchlaufung des Weges sind die Füsse gegen
den Mittelpunkt der Kugel , das Angesicht gegen das Ziel ge -
wandt zu denken .

Da wir es im folgenden nur mit Strömungen zu thun
haben , die in concentrischen Kugelschaalen um den Nullpunkt
erfolgen , so können und wollen wir

mgrů
mmẽ 8SeC

etwas allgemeiner definiren als eine Funktion von 07 6, œ, der -
art , dass0 da . a )
die Strömungsfunktion der Schicht zwischen α und d Æ＋πda
darstellt. 5

00
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Den angeführten Grössen sind zur Bequemlichkeit ihre
Einheiten beigefügt .

Wunaehedten 3. Der äussere Radius der betrachteten Hohlkugel sei R,
Kugel. der innere v. Die Drehungsgeschwindigkeit der Kugel sei 6 .

4. Wird eine Funktion 5 , die in einem beliebigen Raum

Enteimnelung
der Gleichung 7 o genügt , nach Kugelfunktionen entwickelt ,

aselnuntnonen . 80 Soll J / dasjenige Glied bezeichnen , welches den Faktor 0³
enthält , und diese Bezeichnung soll , wenn nicht näheres be —
stimmt wird , auch negative „ umfassen .

Bei weiterer Zerlegung von 1 , gelte die Bexeichnung:
für positive u :

I ν ο ＋u:
für negative u :

In ν 07

7²

7 . Ti ( A, , cos 1 % LE B. ,j sin iT0) P. , ( o) ,
0

für alle 2 gelten die Gleichungen :

4

S 9 2 νe* D 99 9 . 8

Die mten Differentialquotienten von „ , nach den 4 2

sind Kugelfunktionen 2 — nter Ordnung , sofern nicht ein vor -

angegangener der nullten Ordnung wird . Die Ausdrücke

91 ¹
„
do ' don, 9

sind Kugelfunktionen 2ter Ordnung .

Ferner ist

24 ( Fe) ( in— 5i ) ( in KEN ＋ 1 ) 0 F .

0 ( 0 155 9 ( 1 5 9 ( 0⁰ 55 3— Ne5
9 970 92

ee
— bson

890 0
2 10



5. Es sei / die Strömungsfunktion einer Kugelschaale

vom Radius R , es sei &“ ν das Potential einer Masse ,

welche auf der Kugelschaale mit der Dichtigkeit verbreitet
Sätze überdie

ist , so ist das Potential der Strömung : W

1 9
Kugelschaalen .

2 — — 77

und die Grössen UVV W sind :

BECC
R de R 95 R do⸗

W 7
R da R de R

2 du0 8
—

R de R 9o .

Ist J eine homogene Funktion zten Grades in , , 2,

80 ist

9 33

9U0 9 * ＋ 1 8

RR
„ 3

Immer ist :

„ 9

95,

9

„ N 570

d *

diese Formeln entwickelt in Maxwelb ' s Treatise
on electricity , Vol . II , pag . 276 . Die Vorzeichen sind dort
theilweis 5 jse andere , es liegt dies daran , dass dort nicht unser
Coordin : ‚inatensystem , sondern das symmetrische angewandt ist .

35 benutzte Coordinatensystem ist dasjenige , auf welches
sich die Helmholtz ' schen Formeln beziehen



er Mus Formeln für
ie elektromoto -
ischen Kräfte.

8

6. Für die elektromotorischen Kräfte , welche die als un —
veränderlich vorausgesetzten Componenten des Vectorpotentiales
Jin dem mit den Geschwindigkeitscomponenten a , 5, 7
bewegten Elemente hervorrufen , sind die Formen angenommen :

— 76 — 50
—54 „ „

‚—

„ 6 —20 —6200997% 892 9 99,

652
8

— 2 0
ie ,

Es sind dies die von Herrn Jochmann aufgestellten Formen .
Die Abänderung , welche die Formeln des Potentialgesetzes an
den Resultaten hervorrufen würden , sind in § 8 besprochen .

Wirken ausser den Strömungen 2 v 20, Magnete 1½ „, 80
ist für diesen Theil der Induction in obigen Formeln zu er -

setzen :
R M SNN

892
SN 9L

V durch
„ *

90 8„
9570 9

Die so erhaltenen Formeln gelten auch dann , wenn sich

die Magnete im Innern der rotirenden Masse befinden . Befinden

sich die Magnete nur ausserhalb der Masse , so wird , da in der

Masse

5 87 87

9 9 *

89 9 *

für die Elemente unserer Kugel ist

α
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Lösung bei Vernachlässigung der Selbstinduction .

In diesem Paragraphen soll das Problem für den Fall ge -

löst werden , dass von der Wirkung der Selbstinduction abge -
sehen werden kann . Für die Strömungen ½ o 20 bestehen die

Gleichungen

* ? —
5. N

X

8
* ²è εε

9 %
8

12b — 5
ferner , da die Strömung stationär ist , im Innern

d² 9od282⁰

und für ( = R und r ,

Hieraus ergeben sich für ꝙ die Bedingungen :
im Innern :

E„ „ *
5 5 ) 5A

und an der Oberfläche :

99
.

welche ꝙ bis auf eine additive Constante bestimmen .
Das Potential der im äussern und innern Raum befind -

lichen Magneten sei nach Kugelfunktionen entwickelt :

*

—00
Wir betrachten jedes Glied für sich und setzen daher das

äussere Potential S J, .

) Unter Annahme der hier für ꝙ gebrauchten Einheiten .

6e
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Dann ist

95 ,

3

9
9 —— C707 392

8 8 9
32 g = οαι 55

— W αν 5 — — n .

Daraus folgen für ꝙ die Bedingungen :
In der Masse der Hohlkugel

dx ,
à) A νσ 2ον =Bestimmung 92s elektrischen

tentia les. für τν 7 und 228

9 % ο 29b)
5 . nσi .

Eine Lösung dieser Gleichungen ist :

0⁰ 2 9

Denn es ist

9
A 0 92

7* N,½

O 97½
—. — 5 — — — — 13S 2 ( 2＋ 1)

5⸗
27²

52
(§ 1,J)

9
26αꝰ ) J ,

so dass die Gleichung für das Innere befriedigt ist . Ferner ist

9ein Produkt aus “ I und einer Funktion der Winkel 6 und ,
daraus ergiebt sich leicht , dass ꝙ der Grenzgleichung genügt .

Der Werth der Constanten , welchen man zu obigem Aus —

druck zu addiren hat , um die allgemeine Lösung zu erhalten ,

hängt in jedem Falle von den elektrostatischen Einflüssen ab,
denen die Kugel ausgesetzt ist . Es kann der Kugel in jedem
Falle so viel freie Elektricität zugeführt werden , dass die Con -

stante gleich Null wird , und es sei dies in der Folge voraus -

gesetzt .
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*

1

17

11

Aus ꝙ folgt unmittelbar :

00 1 8 „ xn= ern - απεα
1 52 * νάn 92

0 90 6 1 9 0 17 f
— ——— „„

* * V 95‚
2 52 * N¹ 952

9907 1 8 99
„

Multipliciren wir diese Gleichungen mit 2 / und addiren , 80

folgt % I U%% 1. 0 .

Die Strömung ist also überall senkrecht zum Radius , sie

tindet in concentrischen Kugelschaalen um den Nullpunkt statt .

Es ist dies eine Folge des Umstandes , dass Gleichung b) nicht

nur an der Oberfläche , sondern in der ganzen Masse erfüllt ist .

Weiter findet man

0 92 9²7 8
. . . .

0

4ο C0, da auch 4/ % = O.

VUebrigens sind 27 v 20 homogene Funktionen ten Grades
in 6, 8; es sind 3180 0 50 durch Kugelfunktionen 2ten Gra -
des dargestellt . Wir werden für 2 v 2% alsbald einfachere For -
men finden .

Da die Strömungen in den concentrischen Kugelschichten
einander ähnlich sind , so sind sie auch ähnlich denjenigen ,
welche in einer unendlich dünnen Hohlkugel entstehen , wir
wenden uns daher zunächst zu
den Werth der Integrale UV MV,
Raum , wenn 2 bositiv ist ;

einer solchen und bestimmen

und zwar für den innern

für den äussern Raum , wenn u ne —
gativ ist . Nur der erstere Fall soll durchgerechnet werden .
k ersetzen wir durch à. Für UV Wgelten die Bedingungen :

4 , 4 = O , = 0
im ganzen Raum, an der Kugelscha

**
ale

50 8
̊A4ru ,

Bestimmung
von (d, v, i0b,

4
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entsprechend für / und W; ausserdem die gewöhnlichen Stetig -
keitsbedingungen . Allen diesen Bedingungen ist genügt , wenn

Aufsuchung man setzt :
Funktion U.

4νhꝑP ο 198 20 15 97,
(ed e8 % 92

4νε ο 80
38 d
6 e0 d.

AuR 0 0
( 09 9½½

1 ——— 5e § 2 en 2 55„ *

E 2

50 - CTnG

1. 0 - CAFAn
Aus diesen UV W wollen wir die magnetisirenden Kräfte

im Innern , nämlich

5. 0 ( 1 ˙ο

9 89*
8

berechnen , und dieselben

2
— —

7 57
etc .

setzen , wir erhalten so die Funktion ( § 1,5 ) . Wir finden

nämlich :

4R ο 89 97½ 97½ 3 2
— 5 — Æ άοudö= — ε = —2˙ E1 92 950 92 ER 9

4R 9 9 9 ,
„2 % EI OD 93/ 9 H de⸗

4rR M 9½ 9½
„ I . . C . . . . I .2 * ＋ ¼ᷓ9)/ 957 9 R 95/

Also ergiebt sich

An Ne 0 3
0 SK 937 5

— 477 R —
οn iDhih
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und es folgen jetzt die übrigen Attribute der Strömung ohne

Weiteres aus . Eine willkürliche Constante , welche noch zu

II hinzugefügt werden kann , ist ohne Belang .

Sonach erhalten wir die Lösung unserer Aufgabe für eine

Kugelschaale in folgender Form ( § 1,5 ) :

Es sei

0
„

die indueirende Potentialfunktion , dann ist :

2

4 (5 (2 ＋ 1)
8

41 K 22 14＋˙1
11, Æ2H . ‚7 ²2—1⁴ 2u ＋1 ) . 1 ) *

0⁰ IR
0

4rR G /
2 * ＋＋1 * In

0⁰ 8 3
* 5

Aus den Relationen

139 9 U. 9 U ,
( CCCC . . .

R don
15

90 90
und den entsprechenden für / und I / erhält man ferner :

1 8 1˖ f
70

R „ „ e

1 87 % 1
ÆÆ

3 5%% 9ο
1 1 1 oο‚gοfε

* ＋ i 5 %
Endlich lässt sich der Ausdruck für das elektrische Po -

tential in der Masse der Hohlkugel umformen . Setzt man für
den Augenblick “ 0sin 6, 80 ist

9z16⁹

0r

I0

1
3

Zusammen-
stellung derFur.
meln.
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oder

97n
„

und in der Kugelschaale

— KE - 97
0

5⁰

Ganz ähnliche Rechnungen lassen sich durchführen , wenn
u negativ ist , sich also die inducirenden Magnete im Innern

befinden . Wir erhalten aus denselben das Resultat :

Ist die inducirende Potentialfunktion

N 2. ＋“
In 8 — 1

0
*̇

80 ist

73 ) V.5
( 2˙ E Ihy % R

V.
„ ˖˙

„ 3 15
( i lIh K

5 8 5

R

n ,

10

„ „ * S
„

„
05 89

RN sin 6
5

Von den hier angeführten Grössen gehen /½, , v, , ꝙ un -

mittelbar aus den früheren durch Vertauschung von 2 mit

— 2 —I hervor .
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Zu der erhaltenen Lösung mache ich die folgenden Be -
1

merkungen : u

1. Rotirt eine Hohlkugel von endlicher Dicke unter dem

Einfluss des Potentiales à3, ( n pos . oder neg . ) , so sind die in -

ducirten Strömungen :f
ν 1 939

1
314 115

5
** 50

1 W 8 ½
2 — —

„ 3
00%

1 O8. 1,

5 N

und ihre Strömungsfunktion ist :

* ＋ 1 „ AIn⸗

8 ; K2. Es sei z , noch weiter zerlegt , wir betrachten das Glied
7 7*

7 Anit 12 (850 Co ο Pn ,

Dazu gehört die Strömungsfunktion : Constrülln
5 Ain f

„ „ „ 38
Vni

70
sin ĩο Pai .

Daraus ergiebt sich folgende einfache Construction für die Strö —

8 mungslinien , welche ein derartiges einfaches Potential hervor -
1 ruft :

Man zeichne auf eine beliebige Kugelschicht die Linien
gleichen Potentiales auf , und drehe hierauf die Schicht um den

8 * 8 5 UnWinkel 2
die gezeichneten Linien stellen jetzt die Strom -

3 i

A7
linien dar , welche unter dem Einfluss jenes Potentiales ent -
stehen .

Rotirt beispielsweise die Kugel unter dem Einfluss einer

constanten Kraft , deren Richtung zur Rotationsaxe senkrecht le
ist , so erfüllt das äussere Potential die hier gestellten Bedin -
Sungen , es ist à 1, 1 1. Die Niveaulinien des Potentials
auf der Kagel eind Kreise , also sind auch die Strömungslinien
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Kreise . Die Ebenen ersterer sind parallel zur Rotationsaxe
und senkrecht zur Richtung der Kraft , sonach sind die Ebenen
letzterer parallel zur Richtung der Kraft und zur Rotationsaxe .ens 3. Wir können den Werth von in eine Form bringen,

der Lösung.
welche die Summation über sämmtliche Kugelfunktionen erlaubt ,also dio Zerlegung des äussern Potentials nach solchen über⸗flüssig macht .

Es sei u positiv , dann ist

09 I de
0

Sei zweitens 1 negativ , dann ist

2
dh2

„
E

Also jist für positive 2

und für negative 2

00
0 9

„ „ 40 .
1* § 8

0

Summation Diese Ausdrücke lassen ohne Weiteres die Summation zu ,
über die Kugel-
kankuonen. und wir erhalten folgende zweite Form der Lösung :

Bezeichnet à , den Theil des Potentiales , welcher von in —
neren , z3 den Theil , welcher von äusseren Magneten herrührt ,
80 jst

*
3

K„ D00 C ude
0 0

Ebenso ergiebt sich 8

0
9

00
οστσ sin 6 4 — 9 46.

0 0



* 9

17

Für eine unendlich dünne Kugelschaale vom Radius R wird:
0 6 %½ 3* ◻ιπ J5 K

0 R

„ 4＋.5
„ „ 10 .ν in N J %e J % 4

0 I

Daraus folgt zwischen ꝙ und / ) die Bezeichnung :

90 93* 2o .
53 ein 56

83

Vollständige Lösung für unendlich dünne Hohlkugeln .

Es soll jetat die Wirkung der Selbstinduction in Betracht

gezogen werden , es werde jedoch in diesem Paragraphen die

Betrachtung auf eine unendlich dünne Kugelschaale beschränkt .
Der Einfachheit halber werde in der ausgeführten Rechnung 2
als positiv vorausgesetzt .

Einer üblichen Anschauungsweise folgend , betrachten wir
zunächst den gesammten Inductionsact als eine unendliche Reihe
einzelner Inductionen ; die von den äussern Magneten inducirte
Strömung inducirt eine zweite , diese eine dritte , und so fort
ins Unendliche . Wir berechnen alle diese Ströme und addiren
sie , so lange die Summe gegen einen endlichen Grenzwerth
convergirt , stellt dieser sicherlich die thatsächlich stattfindende
Strömung dar .

Sei
0 ι

R 25
ein Theil der äussern Potentialfunktion . Das von dieser indu -
cirte Potential ist :

47r R 00 5E.
＋]

IAn Rn 0 R WM＋ 1 .„S
DET (

pel

i0•

I0

055

50



Berechnung
der successiven
Inductionen .
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Lassen wir erstens innerhalb der Hohlkugel eine zweite
rotiren , welche der ersten unendlich nahe sei und sich mit
gleicher Geschwindigkeit bewege , so wird in dieser von den
Strömen erster Ordnung ( L; ) eine Strömung inducirt , deren
magnetisches Potential im Innern ist :

4 - Gen . Y ( In22＋ ＋1＋4 R

Lassen wir zweitens ausserhalb der ursprünglichen Hohl -
kugel eine zweite rotiren , die der ersten unendlich nahe sei ,
so wird in dieser durch 8 Einfluss der Ströme erster Ord —

nung ( Qa) eine Strömung inducirt werden , deren Potential im
Innern ist :

5 4 n 00 Iu V ( u L1 ) ö5 7¹
7²WA Du 7

4 οο ν

6⸗I GUn
Beide Ausdrücke für Q“ fallen zusammen . Mit beiden

fällt daher auch das Potential derjenigen Ströwung zusammen ,
welche die Strömung erster Ordnung in der Kugelschaale selber
inducirt . Indem wir in ganz derselben Weise die folgenden
Inductionen berechnen und Alles addiren , erhalten wir für die

Gesammtwirkung :

VNW. ¹
—. 8 4u Ro. . —＋5

( 22 ＋ hοασ dοο

97
63 8 47 05 .

den / .2˙ = * ( — — — —
1 H ν Doß

1 , 2
J — —— — — — 3w4

39 8 555 8
43 · ＋ 1) ˖ ( 27 ＋ 1 ) 7 80

Die erhaltenen Ausdrücke lassen sich weiter entwickeln ,
wenn man V, noch weiter zerlegt . Man hat :

7*

— i ( A, cοſůEe B . sin àh ) Pri.
0
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Wir beschränken die Untersuchung auf ein Glied dieser

Reihe , und sei also :

— Ani CoS 2ι

Dann baben wir :

61
40 EIEI . . ! . . 7 0

1 „
2 . AN 3

4 Rο¹ ο 4αRο

GSar HD ( Gs 4. „)/LPont0 . . . . .
Setzen wir zur Abkürzung *

47 4π˙αοι
533 v, G ist eine reine Zahl )

s0 wird jetat :
*²

e 448 Pn; (ESin ο = I cos

XIEI = . ) 3 .

9˙ Ist à ein ächter Bruch , so convergirt die in Q enthaltene

Reihe und wir erhalten :

3
2 . —* 4½( F) II bin 2 — I 0f0 Hft

1 RVu . Il I 322 ν . =
1＋ůI Ani43 E ( sin ĩο = σ I cost ) P. r

—— 2n ＋ 1 I5 f
eeen cos ĩ o) P 15

Ist h ) 1“) , 80 divergirt die in Q vorkommende Reihe ,
und die Auffassung des Phänomens als einer Reihe successiver
Inductionen jist nicht mehr zulässig , da jede folgende grösser 3

W „ „ als die vorhergehende werden würde .

Nichtsdestoweniger gelten die aufgestellten Formeln für
jedes I , wie man leicht a posteriori verificirt und auch durch
dieselben Schlüsse ableiten kann , welche wir bei Hohlkugeln

* kupferne Hohlkugel von 50mm Radius , 2mm Wandstärke ,
beiläuſig ca. 87 Umdrehungen in der Sekunde machen , damit für

1 l , nH1 , Bl werde .

2 *
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von endlicher Dicke anzuwenden haben werden . Da ich die
vorliegenden Formeln nochmals aus den allgemeinen ableiten
werde , will ich mich hier nicht bei denselben aufhalten .

Wir setzen noch :

50

dann können wir schreiben :

77
— 45 ( N sin d sin ( ) 15

175 1
— — 45 sin ꝙq sin ( οe = ) 515

35 ＋
sin d sin ( οſe = udꝗ) P. j .

Das Resultat ist also das folgende :
1. Die Strömungsfunktion , welche eine einfache Kugel -

funktion inducirt , ist eine einfache Kugelflächenfunktion der —
selben Art , wie diejenige , welche in der inducirenden Funktion
enthalten ist . Die Construction , welche wir früher (C 25 2) zur
Bestimmung der Strömungskurven anwandten , können wir da -
her auch hier beibehalten , wir haben aber die behandelte Kugel -
schicht im Sinne der Rotation um einen gewissen Winkel —

2
gegen die früher festgesetzte Lage zu drehen . Dieser Winkel
ist bei kleinen Drehungsgeschwindigkeiten diesen Proportional ,
bei grösseren convergirt er gegen die Grösse

27
Die Inten -

sität , welche anfangs den Rotationsgeschwindigkeiten propor -
tional wächst , wächst bei steigenden Werthen derselben immer

langsamer und convergirt gegen eine feste Grenze .

8 0 8 7*2. Wird schliesslich
* wird 0

2
also

0

I

7²⁵

1
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Dieser Schluss gilt nicht für diejenigen Glieder der Ent -

wickelung , welche symmetrisch zur Rotationsaxe sind . Für

diese ist i, also 1, also 2 gleich Null für jede Drehungsge -

schwindigkeit . Diese Glieder rufen keine Strömung , sondern

nur eine Vertheilung freier Elektricität in der Kugel hervor .

Eine unendlich schnell rotirende Hohlkugel lässt also nur

diejenigen Theile des äusseren Potentiales in ihrem Innern

wirken , welche symmetrisch zur Axe sind , sind solche Glieder

nicht vorhanden , so ist das Innere der Kugel gegen den Ein -

fluss von Aussen geschützt . Ist das Potential eine Kugelfunktion ,

s0 findet die Strömung in den Linien gleichen Potentiales statt .

3. Für das elektrische Potential , welches entspricht ,

hatten wir gefunden ohne Berücksichtigung der Selbstinduction :

0 f 9 1¹

7
R sin 6

56

Mit Berücksichtigung der Selbstinduction werden wir haben :

70 97½% i .
N sin 6

Daraus folgt : Die Gestalt der Niveaulinien des Potentials bleibt

( für jede inducirende Kugelfunktion ) ungeändert durch die Selbst -

induction , die Niveaulinien erscheinen um denselben Winkel ge -

dreht , wie die Strömungslinien . Für die Tbeile des äussern

Potentials , welche symmetrisch zur Achse sind , wächst 9 ins

Unendliche bei wachsender Geschwindigkeit , für die übrigen
convergirt es gegen einen endlichen Grenzwerth , welcher sich

leicht bestimmen lässt .

Aulsdntumgen den Kugelschiaale .
Wir lassen jetzt den Radius der Kugelschaale unendlich

werden , die Variationen des inducirenden Potentials aber end -
lich bleiben , wir untersuchen sodann näher die elektrische Be -

wegung am Aequator und am Pol . Wir erhalten so die Theorie

es bewegter und rotirender ebener Platten . Erstere kann
als ein specieller Fall letzterer angesehen werden , es empfiehlt
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sich aber in mancher Hinsicht ,
handeln .

A. Geradlinig bewegte Platten .
Wir führen das Coordinatensystem der & „ S ein , dessen

Zusammenhang mit den 4, Je durch Tafel 1b . gegeben ist .
Die Richtung der „ ist die positive Bewegungsrichtung.

Die wirkenden Magnete denken wir uns in der Kugel , also auf
der Seite der negativen 8. Wir haben zu untersuchen , welche
Form in den 8 die Kugelfunktion

A1 cos ο P ¹

diese Fälle gesondert zu be -

annimmt .

Um endliche Variationen zu erbalten , haben wir à und 4
” Wwerden au lassen von der Ordnung von BN, wir setzen

für 7 7 N

für 2 ˙R .

Wir ersetzen ferner

05 ο 6
durch

R ＋ S ,
3

＋
7*

Dadurch geht über :

N＋＋•1

—
0

coS 2ο in cos ½ .

P. ; ( 6) muss in eine solche Funktion von E übergehen,
dass das Produkt derselben mit — co8 * νder Gleichung
4 % genügt . Eine solche Funktion ist cos s5 oder sin 3f ,
wenn

1u² ν π ＋＋ 52
ist .

Sonach nehmen die früheren Kugelfunktionen jetzt die

Form an

A, , eσ dgοννν dos 8s5,

und verwandte .
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Als Summe solcher Formen ist die äussere Potentialfunktion

J darzustellen . Diese Darstellung hat durch Fourier ' sche In -

tegrale zu erfolgen .
Für jedes Glied ( Element ) der Entwickelung geht nun die

Lösung unmittelbar aus dem früheren hervor . Für das ange -

führte setzen wir

27

worin c die Geschwindigkeit der Platte bezeichnet , und haben :

2 . ＋ ν dA,- ene sin d sin 6 % — d) eoõ65

ene Sin d sin = o) cos 85 Die Lösung.

1 8
A,s sin d sin ( d ) cos 5F.

Durch Summation über alle Glieder folgen die vollstän -

digen Integrale des Problems . Die Summation lässt sich aus -

führen für den Fall , dass 85 unendlich wird . Dann ist

2＋ sin 0S 1,

also

1 —

Auf der den Magneten abgewandten Seite ist dann das
Potential Null , die Strömung erfolgt überall in den Niveau -
linien des inducirenden Potentiales .

Abgesehen von diesem Grenzfall ist indessen die Anwen -

dung der obigen Lösung eine sehr weitläufige ; wir sehen uns
deshalb nach Näherungsmethoden um . Zu solchen gelangenwir
zunächst wieder durch Einführung der successiven Inductionen .

Damit die Betrachtung derselben erlaubt sei , muss ein

ächter Bruch sein , ist diese Bedingung erfüllt , so führt die
0 * * 2 4 4 1Rechnung , wie schon im allgemeinen Falle gezeigt ist , zu einem

convergenten Kesultat .
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Wir gehen wieder von der unendlichen Hohlkugel aus .
Zu der inducirenden Potentialfunction

X „ l gehörte im
äussern Kaum die inducirte Potentialfunktion :

Lassen wir nun R unendlich werden , während wir ersetzen
8* duüreb 78

57
* durch 2 1

oι durch

1 — 1 durch 7 , 4 , e — ( 08 „ cos 85
S0 wird

E8
15 * D0½

Aber es ist :

7
X7*5⁵

d
53

8

Also ist , nach Summation über alle 3

⁰
„ „3

6 97
r

Aus diesem Q können wir nun in ganz derselben Weise
das inducirte Potential zweiter Ordnung erhalten , und indem
wir in derselben Weise fortrechnen , erhalten wir schliesslich
das Resultat :

224 ( 50 2ανQαεσαοσο8 . 2u
1 9 *C

Diese Reihe führt , hinreichend fortgesetzt , zu dem exacten
Resultat ; in der That ist sie nur die Entwickelung desselben
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2
nach steigenden Potenzen von „ vie Ach in folgender

Weise zeigt :

In der Kugelschaale lässt sich das zu Iinihi gehörige

La in der Form darstellen : ( Seite 19 unten . )

1 97 5— .2
5 „ 1

47Eον

u ＋ I ) YI

Machen wir nun wieder die auf die ebene Platte bezüg -
lichen Substitutionen , entwickeln

1＋

und setzen für 7 seinen Werth

1E ˖XS¶

—9 —
* 38

80 folgt

„ ( ( 97s

21αα ά

＋4œæ2„e 7 * Xys — 5

aus welcher Entwickelung die vorige folgt , wenn man die Re -
lationen

00
XysS 9² ArsJuntE

0

anwendet , und die Summation über alle » undes ausführt .
Hieran knüpft sich naturgemäss der Versuch , für sehr grosse

2Werthe von eine Entwickelung nach absteigenden Po -

tenzen dieser Grösse zu erhalten .
Ist 1 ) 1, so haben wir

AIEne
47⁰

Iun

NeR
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also

‚‚ e? * 2 772
24 FFr 883— —2 NusS2uα 2 97 277

8
27 “ “ v 9 7

Die Glieder dieser Reihe lassen nun allerdings , wie der
Versuch zeigt , eine Darstellung , welche unmittelbar die Sum -
mation über alle ⁵ erlaubt , nicht 2zu; setzen wir aber voraus ,
das à symmetrisch zur Achse sei , so dass in seiner Ent -
wickelung nur Glieder mit cos ˙ ) vorkommen , so haben wir

98

7
1 897

A¹
0

und können dann wenigstens für die Glieder erster Ordnung

in die Summation ausführen . Indem wir uns auf diese

beschränken , erhalten wir :

9
I 97

—
, N öt ar

0

und für das sehr klein werdende Gesammtpotential auf der

bositiven Seite :

Ausser der schon angeführten Bedingung müssen wir dieser

Formel jedoch eine weitere Beschränkung auferlegen .

Ist nämlich auch noch s0 gross , so wird doch für

gewisse Elememente , für welche Rverschwindet / (1, also die

benutzte Entwickelung ungültig werden . Dieser Umstand hat

zur Folge , dass der aufgestellte Ausdruck nur in einem be —

grenzten Gebiet gilt , welches übrigens um 80 weiter ist , je
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grösser 1 wird . Ich verweise deshalb auf die gleich fol -

gende Betrachtung ( Seite 29) .

Wir bestimmen noch das Potential ꝙ der freien Elektricität .

Dasselbe ergiebt sich aus dem für die Hohlkugel gewonnenen „ Puu
Resultat durch ganz dieselben Substitutionen , welche wir be - 4r

ständig angewandt haben und wird erhalten :

1. ohne Berücksichtigung der Selbstinduction :

98 92
＋ f 57

46

0
5

2. mit Berücksichtigung derselben : 1
00

9 ( „ π)
5 = * : 8

0

Von Interesse ist der Fall , dass die Geschwindigkeit œ un -

endlich wird . Nehmen wir an , dass à symmetrisch zur Achse

ist , und beschränken uns auf ein endliches Gebiet , so haben

wir für 0 ,

1
1 97

2 . —＋ 4
zne ſ öt

an ,

0

also wird

85

0 0

* ( 4
22 95 38

0

9 nähert sich also bei wachsender Geschwindigkeit einem festen I0
endlichen Grenzwerthe .

B. Rotirende Scheibe .
M

Es werde jetzt die Nachbarschaft des Poles betrachtet , wir 7
erbalten so die Theorie einer unendlichen rotirenden Scheibe . i

Die inducirenden Magnete wögen wieder im Innern der Kugel
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gedacht sein . Die Schlüsse , welche wir anzuwenden haben ,
sind den im vorigen Falle gemachten ganz analog .

Als Coordinaten benutzen wir o , e ; soll hier den
senkrechten Abstand von der Rotationsaxe bezeichnen . In den
allgemeinen Formeln haben wir dann zu ersetzen :

durch 4e 2

0
aüren

Ie

o bleibt o ,

nach Einführung dieser Substitutionen haben wir N unendlich
werden zu lassen . Es geht dann eine einfache Kugelfunktion
über in die Form :

Ant 6058 2 % ( 80 ) 5

( und in analoge ) , in welcher J “ die gte Bessel ' sche Funktion
bezeichnet . Durch Integrale , welche den Fourier ' schen ganz
analog sind , ist das gegebene à in Glieder dieser Form zu zer —

spalten .

Wir behandeln jedes Glied einzeln .

Setzen wir :

. 8
so ist für das angeführte Glied die Lösung des Problems :

N2＋＋ ν dA,i eν sin d sin ( ⁰ = ον οσο )

HA351d' e sin d sin ( d) J . Hαε

2 75. A , sin d sin ( — 9) “ ν .

Durch Summation ergeben sich die vollständigen Integrale .

Wir suchen wieder eine Entwickelung nach Potenzen von

27r azu erhalten , durch Berücksichtigung der successiven In -

ductionen . Durch genau dieselben Schlüsse wie oben erhalten

wir :
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—

—

Y (‚-=eιο ε Yοινσν
133

298
277

Die Gültigkeit dieser Formeln ist aber an eine Beschrän -

kung geknüpft , welche den früheren analogen aufzuerlegen wir

nicht nöthig hatten . Ihre Ableitung setzt nämlich voraus , dass

für jedes einzelne Glied der Entwickelung von à die Anschauung
der Gesammtinduction als einer Reihe successiver Inductionen

erlaubt sei . Nach den Resultaten , die wir für Kugeln erhalten

haben , ist diese Bedingung nur für diejenigen Glieder erfüllt ,
2πο

für welche ein ächter Bruch ist . Nun kann aber 21 7²

jeden Werth von Null bis annehmen , für eine Reihe von

Gliedern ist daher die nothwendige Bedingung nicht erfüllt , das

Resultat kann also nur ein angenähertes sein . In Bezug hier -

auf bemerke ich folgendes :
1. Im Endlichen verschwinden die Glieder , für welehe 2

einen sehr kleinen Werth hat , gegen diejenigen , für welche u
einen endlichen Werth hat . Der in obiger Formel begangene
Fehler muss daher zunächst für grosse einen merklichen
Werth erhalten .

5 2752. Die Grösse kann immer so klein gedacht werden ,
dass innerhalb eines gegebenen Gebietes die Annäherung eine

271gegebene sei . Denn eine Verkleinerung von vermindert

die Anzahl der Glieder , welcher der erforderlichen Bedingung
nicht genügen , eine beliebige Verkleinerung vermindert die An -
zahl derselben in beliebigem Grade .

Die Bestimmung des Gültigkeitsgebietes bei einem

gegebenen und gegebener Annäherung dürfte Schwierig -
keiten haben , für die Anwendungen ist diese Bestimmung ohne

Wichtigkeit , da es sich hier erstens immer um sehr kleine

7*
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27¹ 8Werthe von zweitens nicht um unendliche , sondern um
begrenzte Platten handelt .

Die Gleichung

21¹0 8975— —.—
6⁰ d9

2

2 Gl

ist exact , wenn man von der Selbstinduction absieht . Es zeigt
sich also , dass die Erlaubniss , von der Selbstinduction absehen

3 5 2 1zu dürfen , nicht nur an die Bedingung , dass klein sei ,

sondern auch an die Beschränkung auf ein gewisses endliches
Gebiet geknüpft ist . Die Grösse dieses Gebietes hängt von
2¹

ab, über dasselbe hinaus aber ist ohne Berücksichtigung
der Selbstinduction auch keine angenäherte Bestimmung der
Strömung mehr möglich . Ein ganz analoges Resultat wird uns
am Ende des 5 4 begegnen .

Auch eine Entwickelung für grosse Werthe von — lässt

sich aufstellen . Wir bezeichnen mit 1 den Theil von , welcher

symmetrisch zur Rotationsaxe ist , mit JI1 — 170 den Rest .
Dem entspricht für jede Drehungsgeschwindigkeit der Werth
2 . Wir erhalten daher , wenn wir 1 als symmetrisch zur

2 7¹4Achse annehmen , für grosse Werthe von 5
0

— 5 8 dn .

0

Die Ableitung ist dieselbe wie oben . Die Reihe lässt sich

hier auch vollständig und auch für solche ausführen , welche

nicht symmetrisch zur à Achse sind ; ich gehe darauf nicht

weiter ein .

Zum Schluss bestimmen wir das Potential ꝙ der freien

Elektricität . Durch die passenden Substitntionen ergiebt sich

aus den allgemeinen Formeln :
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1. ohne Berücksichtigung der Selbstinduection :

0 X
△ οτ 5 ds .

Diesem ꝙ ist eventuell eine Constante von der Grösse
leelen maltl

hinzuzufügen , dass in der Unendlichkeit ꝙ = 0 wird . Die 5

Formel , zu welcher wir gelangt sind , ist schon von Hlerrn

Jochmann angegeben für den Fall , dass à symmetrisch zur

2 Achse ist , es zeigt sich , dass dieselbe ganz allgemein gilt .

2. mit Berücksichtigung der Selbstinduction haben wir :

— 9 245ef Ae

Für oo werdende d erhalten wir , wenn z symmetrisch zur

Achse ist :

7 U
· E. ＋ = ⁰ 275

0

Das erste Glied wächst mit ins Unendliche .

106
W *“ẽ 7

4

genommen , dass nur auf einer Seite der bewegten Platte sich

inducirende Magnete befinden ; diese Voraussetzung ist un -

wesentlich . Ist sie nicht erfüllt , so zerlegen wir das gesammte

Potential nach seinem Ursprung in zwei Theile , und behandeln

jeden so , wie dies oben an einem von ihnen gezeigt ist .

Wir baben bei der Behandlung ebener Platten immer an -

§ 4 .

Vollständige Lösung für Kugeln und Hohlkugeln von

endlicher Dicke .

Wir wenden uns jetzt zur Bestimmung der Induction in

einer Hohlkugel von endlicher Dicke . Um Weitläufigkeiten zu

vermeiden , mögen zunächst nur im äussern Raum indueirende

Magnete vorausgesetzt werden .
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Es seien U, V, W die Componenten eines Vectorpoten -
tiales , weleches von geschlossenen Strömen herrührt , die ganzoder theilweise im Innern der Kugel liegen . Wir suchen dio
von U, V, Winducirten Ströme d, 2 . Für dieselben be -
stehen die Gleichungen :

8 „N N
„ „ 6 5d 8A 957

ieme , 4 — 97 .
% *957 925 97

9 8 f5
E —„ ( 5 93 07( 57 —

25
ferner im Innern :

977 9 * 97⁰
09 2¹ 9³7

„„3

und an der Oberfläche :

l0

Wir setzen zur Abkürzung

90 N 98V e 97 9ε. D ) 1(57 —
5

5%0)
Unter Beachtung des Umstandes , dass

82 997 d2

ist , erhalten wir nun für die Bedingungen :

In der Masse der Hohlkugel :

9
— — 2 „ ( ν =- α A LAꝙ D 2ᷓ 05 (35 5

＋ O (αο A I),

und an der Grenze

605 555 —
90 0 6 9A5 0. %

Satz, welcher Wir beweisen zunächst den folgenden Satz :die Grundlage des
Folgenden bildet.

Haben UY die Form :0 8



dyn 9

50n 0 92 37
xn xn

5

dzn dxN

. Ke· ( v5 Se).
welche Form der Gleichung

D .
9 93,/ 92

genügt , so sind die Lösungen der vorstehenden Differential -

0

gleichungen :
93

＋ 00 . ( 33 )
= οοον sin 13

773 — — 55 on 9 „ 1¹
*

L
97 82 57

˙ — 8250˙² ( A „ A
8⁰⁰

*
52

15 e⸗6
9

55%⁰
Um den Beweis der Richtigkeit zu führen , drücken wir

zunächst die Bedingungen für ꝙ in 1 , aus . Es ist ( § 1,4 )

dzn dn
D m ( m N2 ＋ 1) 0 „ —

9 9
r m ( mn ＋2 ＋ 1) 20 b8 2 d

8 97 ,
J m ( m 4 2u ＋ 1) . — 5 — 5 — uere ,

305

94 UY n ( n ＋ 23 ) οο 5 1212

9
ι οναν m̃ (mn ＋ 2 1 55 nον

—1 N - A m n A 2n ＋ 1) ÜEU m/ An
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ferner :

95 N
2 An 93* 57

—j 1 8 ( 1l — o0
n 610 J 2¹

95 —2 In X.(A5
9 9ν 972 N 9 X
53 555 mob ( 1 1

Daraus ſolgt :

O =
=
= ονανοYοhe

Also werden die Bedingungen für ꝙ:

0
4 %% ν = un m ( m ＋ 2u ＋ 3) 1 1 , 9

— —
02 7

N¹— 2 ( ＋ 1) 0 5½

an der Grenze :

99 —
1.

„m 20J7
„ 9 „ 1).

Diesen Bedingungen aber genügt 6 , denn es ist

erstens :

97 9
4ꝙ ν o 0 ( 5• 2375

8 (O⁰ü17*0 392 ( O 10l
8

8 ſe 5 [ 0 ＋ 2) ( m ＋ 2 ＋ 1) —22

— uενe , In ( ＋ 2 ＋ 1 2 „ 0

9 *
—— 5 ( n T 2n 4 . 3 ) 60 —2 (5 95 — 12T%

Wonach die erste Bedingung erfüllt ist ;

zweitens ist ꝙ das Produkt aus einer Funktion der Winkel

und ou- EnEI, a180

989 σ m＋ * A 1
855 0939e 0
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wonach auch 65 zweite Bedingung erfüllt ist . Aus dem 80

als richtig nachgewiesenen ꝙ folgen aber die “ 2%è durch die

ursprünglichen Differentialgleichungen , zunächst allerdings in

einer etwas complicirteren Form . Ganz dieselbe Form jst aber

schon Seite 11 aufgetreten , und es hat sich schon dort gezeigt ,

dass sie mit der hier gegebenen identisch ist .

An diesen Satz knüpfen sich die folgenden Bemer -

kungen .

1. Wir können in demselben oον durch eine Reihe von

Potenzen , deren jede mit einer willkürlichen Constanten multi -

plicirt ist , also durch eine willkürliche Funktion von e ersetzen .

Wir können zweitens „ , durch eine Reihe von Kugelfunktionen

verschiedenen Grades mit beliebigen Coeffizienten ersetzen , da

die Ordnungszahlen im Endresultat keine Rolle spielt . Hier -

aus ergiebt sich folgende Verallgemeinerung des Satzes :

Ist à eine ganz beliebige Funktion und

9A
*

9 ο

17 — 5
0

3
9oοο

so sind die von U, Y, W inducirten v˙ 20“:

„ dο

223 ε2＋* Jc ,

43ͤͤÜ» gs » ·
„ dοο

Es ist nicht schwer , diesen Satz mit den in früheren Pa -

ragraphen erhaltenen Resultaten in Verbindung zu setzen .

2. Die durch obige Formen gegebenen UV W rühren

3 *

Folgerungen.
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von Strömungen her , die in concentrischen Kugelschaalen er -
folgen . Denn es ist

4 ＋ /A ＋24 = O.

Umgekehrt lassen sich die U, V, W solcher Strömungen
immer in obiger Form darstellen . Denn ist In V (e) das Glied
in der Entwicklung der Strömungsfunktion , welches die 2te

Kugelfunktion enthält , so haben die zu diesem Gliede gehörigen
U, V, Wohne Weiteres die obige Form .

Andererseits geschehen auch die inducirten Strömungen in

concentrischen Kugelschaalen . Denn es ist
35

1 % ＋ v ＋ 20 O.

Wir folgern daraus :

Die strömung Eine Strömung , welche in concentrischen Kugelschaalengeschieht inimer 2 8 8 5
eee e erfolgt , inducirt eine Strömung , welche dieselbe Eigenschaft hat .ugelschaalen .

Und weiter : Die Strömungen , welche in einer rotirenden Hohl —

kugel durch ruhende Magnete inducirt werden , erfolgen immer

in concentrischen Kugelschaalen um den Nullpunkt .

3. Es ist

9 ν οεα ) ,

sobald U, J , die obige Form , also die inducirenden Ströme

die besprochene Eigenthümlichkeit haben . Wir werden dies in

§ 8 benutzen müssen .

Es ist nun nicht mehr schwer , die successiven Inductionen

zu berechnen , welche ein gegebenes äusseres Potential hervor -
Berechnung

der euscesiven ruft . Sei /% das ute Glied in der Entwickelung desselben . WirInduetionen.
fanden die Ströme erster Induetion :

8 ＋ 1 Od ,

W 0

9ο
1 0Nν

70¹ eee

Die zugehörigen I J1 U sind :



2 9 7 eee

πα Dονο,½n gI 22 3 ( 2n - 5 He

83—
0² 27˙2˙9＋•3

( 21＋1 ) ( 2n T3) 655141 70 dο 22* ＋ 2M ＋3

2311 23 ＋3 An⸗ 4* 102ο—“) ̃e1 .
21 o 8

N² 0² 27 ½

dον

Man findet diese Werthe durch eine einfache Integration ,

indem man beachtet , dass ½1 5i 01 Produkte von e“ und Kugel -

flächenkunktionen sind . Das Potential jeder unendlich dünnen

Kugelschicht im Innern und Aeussern derselben ist bekannt

und eine Integration nach e giebt die angeführten Werthe . Es

folgen aus denselben die Strömungen zweiter Induction :

2n
0 ö

975 Re 0² 3
7. —— — . —————— ————H————————————

1LINU do2n - EI 23½8g ( 2n 1 ) u4 - 8 ) eA1
E 7

27
251

9 R 0² 272 —
5 Æ = = ——. . — — —

21d D⁰ ] nf - 1 23＋½3 2u 1) 23＋3 ) Srr1)
271 9 97 R² 0² 27283

6R 8 0
nIe / do nε ! ͤ23 ＋3 ( 23＋ 1) 21 4 . 3 ) 21

6 * In derselben Weise kann die Rechnung beliebig fortgesetzt

werden , die Resultate derselben werden jedoch immer com -

bplicirter und wir wenden uns daher zur exacten Lösung des
U

Problems .

Wir sahen , dass die Strömungen immer senkrecht zum

1
Radius sind , wir können also wieder von der Strömungsfunktion

K . Gebrauch machen .

Sei 5 ) ν eine beliebige Funktion von e, Sei

*¹.

die Strömungsfunktion eines in der Kugel bestehenden Strom -

Systems .

Die Stromdichten sind :
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7
9 * „

2˙ τι
9 ο

9½
Allgemeine 8 — — —

Lösung. 8
0 %

7
9

9ο

Sei nun V( ο ε H eine zweite Funktion von , welche

mit F7 durch die Gleichung verbunden ist :

0 —. — J 5 ( 4 4 4 2E4 ( ) d a0
25 L 11 V(a) 0 8

aus welcher durch Differentiation folgt :

38 An 2n＋41 900 4
4 (2 4 %

( Er1 ) ) anef

Es sind dann die zu 1, v, ob gehörigen U, V, V. :

d .

89

9

1

Daraus folgen die von dem System , inducirten Ströme :

0³ „dRn
Ooe;

„ 3

90⁰

Die zu diesem System gehörige Strömungsfunktion ist :

00 5
„
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Es inducirt also die Funktion

„ 2 e FIn

die andere

07 0 „

*

Es bedeute nun / die in der Kugel unter dem Einfluss

der äussern Potentialfunktion „ „ thatsächlich bestehende Strö —

mung , ½½ sei die von den äussern Magnetismen direct inducirte

Strömung , dann ist offenhar die Bedingung des stationären Zu -

standes :

/ ν Ii⁰ονν -

Um diese Gleichung weiter zu entwickeln , zerlegen wir

und betrachten jedes Glied für sich ; sei das vorgelegte :

*

Int 460 cos ο Pnt·

Wir baben dann ( Seite 13 ) :

V
— 2 7 3

5 4e ( I 0 Bu.

Setzt man nun

00 *
8

Ae ( 0 3 ( F( e ) sin 2 % ＋½% (o) cos iο ) Pn

S0 wird

3 8 0 22
*7 Ae ( Je eosSο = Vio sin dο ) Pnt -7**

Die Gleichung / ν ανοο ist nun erfüllt , wenn 7 und

J den Gleichungen genügen :

1
Jο⁰οεα ν νν

1%0
¹˙˙ ̊— Ji ( C)

durch welche J und /½ vollständig bestimmt sind .

Denken wir uns 7 und /½ gefunden , so lässt sich das Re -

sultat der Untersuchung in folgender Form aussprechen :
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Die Selbstinduction lässt die Form der Strömungslinien
( für jedes einzelne Glied der Entwickelung ) ungeändert , ihre

Wirkung besteht darin :

erstens , die Erscheinung um den zten Theil eines gewissen
Winkels d im Sinne der Rotation zu drehen , eines Winkels ,
der für die verschiedenen Schichten von verschiedener Grösse

ist , und für welchen die Gleichung tg 0 gilt ,
zweitens , die Intensität der Strömung in den verschiedenen

Schichten in verschiedener Weise abzuändern . Das Verhältniss
der wirklich stattfindenden Intensität zu der ohne Berücksichti —

gung der Selbstinduction erhaltenen ist

I .

Mit der Bestimmung der Funktionen / und /½ werden wir

uns einige Zeit zu beschäftigen haben .

Behandlung Wir führen die folgenden Abkürzungen ein : Es seider Gleichungen 5für die . 4 —

*

1 % = 5, ο S8

Jile ) Æπ ꝙi ανεο ν αg
Jele ) π ꝙα ενο e = ꝙu 0.

Wir denken uns in die Gleichungen , welche / und /½ be -

stimmen für Vi und /½ ihre Werthe gesetzt , wir transformiren

sodann die Gleichungen auf ꝙ und o, und erhalten :

80
1 0 9 22492 41%

60 1＋ — — 0 ꝙ2 αααν ’ν ο ꝙ uανſdα8
EnI ) , 5

0 5

7 3 3 64²mN＋2α . PcHiagadif 8
( 27＋ 16%

5 7

Durch Differentiation geben dieselben :

d (‚ —2u 4 27αꝰj— ( 0 — — 0
5 K 85

6¹ 62

d 2 0
‚— 6 ( οch½ chi

do d
2
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Die Form der Funktionen und ꝙ½ hängt also nur ab

von u, in den Integrationsconstanten kommen dann allerdings

noch ½, s und S vor .

Obige Gleichungen können geschrieben werden :

5 2 * ＋E 2 „
9 . ＋ ν

5 2 2

E

Als Differentialgleichungen können dieselben vollständig
ersetzt werden durch die folgenden :

9·² 4 91 — 1

2˙⁰◻ 2

Denn alle Lösungen der letzteren befriedigen erstere , und die

allgemeine Lösung der letzteren enthält 2 X& 2 willkürliche Con -

stanten , ist also auch die allgemeine Lösung der ersteren .

Setzen wir 11 1 , und verstehen insbesondere unter 4

diejenigen Wurzeln dieser Gleichung , deren reeller Theil positiv
ist , also

*1 * NKüiKh

„ „

5o werden unsere Gleichungen :

9 ν 12 F1

„ 2u* ＋ 2 „
5 = ᷣ . 1 9¹ .

Die beiden particulären Integrale derselben sind :

＋1 0

5 ( 1οο gl⁰ qv, ( on a ,
—1 1

gültig für reelle positive o.

Dass diese Integrale die Gleichungen befriedigen , wird
etwas weiter unten gezeigt werden . Da in unserm Falle u
eine ganze Zahl ist , so lassen sich die Integrale ausführen und
also das Resultat der Auflösung in endlicher geschlossener
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Form aufstellen , der Einfachheit halber möge die Integralform
beibehalten werden . Setzt man

Defination
der v und 9.

7.1
E GU 4 ( 1 — 0 * ανν

88 4 ( 1 —22 ) “ —◻ο do,
f

so sind offenbar die Lösungen der Differentialgleichungen :

9¹ Apn (uοο)ο ν BprCοον ) ο α gCꝗ,νσνο Dqu Ca

—
9＋

ν νA ] ·uνοαν νυν Bν,Uονο i, , Ciοοαννν ν .

Diese Lösungen sind in die Integralgleichungen einzusetzen

und daraus die Consfanten zu bestimmen . Zur Ausmittlung
der dabei auftretenden Integrale dienen die folgenden Rech -

nungen :

Man hat :

PnCAο) ’ 9 do ,

—1

＋1
2

45 ( o2 2888 6 ( 1 — ˙ ( 9οοα 2 ＋ 1)

—1

A2 ( 400

＋. 1
45 . 25

45 (62 ＋¹ 14 (1 ( 52＋ 267α 1)v)eνινννά

e (Aö0

Die letzte Gleichung zeigt , dass p , eine Lösung der vor -

gelegten Differentialgleichung ist .

4 *) Die letzten Glieder der Gleichungen werden durch Umformung

der voranstehenden Integrale , vorzüglich durch partielle Integration er —

halten .
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Durch rückwärtsschreitende Integration findet man nun aus

den vorigen Formeln :

27¹

ſon do 7⁷ puuiο

und

E 57 1 Cο dοο 3 0²⁰e- Pn ( Lo) ,
2 21

aus welchen durch Differentiation die Recursionsformeln folgen :

2n pðl Integral- und
pn ⁰ υεε

1 0 3 der
5

2 * ＋ 1 2⁰ pn und 9n.
Pn —1 ( vo „ Pn (AJo) 1

375 Pn A

aus welchen folgt :

5
275 Pn 4uα Aα 10 Pn4 - 1

2

E 6˙ — 1) p = 2 — 1 ( 2u —1 ) 7.—10
Ganz ähnliche Rechnungen lassen sich nun auch für die 9n

durchführen , die Resultate gehen aus den eben gewonnenen
einfach durch Vertauschung von p mit 9 hervor , man bat

also auch

2
J07, Q0 d0 I 1U

2n 1
ſern 9¹ Iαννο ασοσ‚]

* Ju Aο ) ete .

Mit Zuhülfenahme dieser Formeln hat die Ausführung der

nothwendigen Integrationen keine Schwierigkeit , beispielsweise
hat man , unter Zuhülfenahme einer partiellen Integration :

9 8
2 8

5 0 1125, a d 5 ap (a) da

8 0

27* 277 82n “ 0 21＋—5

17*
3
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27 27＋½
— 62n-A-1 E 1 D7 816 ) —. 62 . 17 ( .

Setzt man diese und die ähnlich zu bildenden Ausdrücke
für J in die Gleichungen ein , beachtet , dass 9˙ ◻ν ] ꝙi 12,
und 1 = 2 —1 , so heben sich die 2 und 9, wie es sein muss ,
heraus und es bleiben Gleichungen zurück von der Form

0 const . ＋ 8
welches die Lösungen der Gleichung

d —2n —. 274 8dqο⁰65 ο
0

sind .

Die hier auftretenden Constanten müssen einzeln ver -

schwinden , und es werden so die folgenden 4 Gleichungen für

43 C erlialten , unter Beachtung des Umstandes , dass

1

ist :

8
½ ( 4. 9 5%% 82 „ , AbIꝗYBPE1028 ) - 18 ) f2 ill 2

0 οApοe⁊ uν οeee σjꝗ¹ ) ν

0 A1¹ 8) ＋ 5 1 0² 991 C4nAI ( ¹s ) 5 D9 . 1 ( 2 8)

0 DÆApν ] ( ¹ Bp, 1 ( 2 80 ＋ C46¹ (A¹s⁵) 88 D9I¹ ( 28 ) .

Dieselben lassen sich leicht auflösen und ergeben :

2 * ＋1 JuE UA¹

„ PDu 1 (A1 8) 0% 1 ( 11 %% „ e e

2741 Pu＋I ( Cus)

A 5, I ( u U I u

27＋1 J＋ (
3

4 PIC ) s) — D＋νi U 94·ʃ1 )

277˙D - ＋e ( 25 )

P71 8S) 4¹α 0² 5) —PDI1 ( 5) 9¹ S )



45

Indem man diese Ausdrücke in ꝙ: und ꝙu einsetzt , erhält

man die vollständige Lösung . Dieselbe lässt sich einfacher dar -

stellen in folgender Weise : Da J1 und J conjugirt sind , 80

sind auch (uιον und ( ½οο conjugirt , ebenso sind , wie man

leicht sieht , 4 und B conjugirt , und es ist daher

A pn (ινννο αν Bpn ( νον

gleich dem doppelten Werthe des reellen Theiles jedes dieser

Ausdrücke . Ebenso ist

A pn C¹ e) B pn Cl2 ,

welcher Ausdruck in ꝙ½ vorkommt , gleich dem Doppelten des

Iudem man dies be -

achtet , und die Werthe von 4 und C, erkennt man leicht die

Richtigkeit der Gleichung :

2
＋-1 I Ci 0) 9½1 Ans ) — 4u (U1 PUA US

2n Pn —1 U¹ S) ＋ανοi0¹ 0 — 47◻ο U¹⁰ν̃ ) PU＋II 0¹ 5)

= 91 oh U—I ＋E½Ei .

Besonders einfach wird die Gleichung , wenn s 0 ist , es

sich alss um eine Vollkugel handelt . Dann ist JuI 6 ) un -

endlich , unsere Gleichung wird also :

21 P , ( I1 G

2n Ppun1 ( U¹α

Die Grössen , auf deren Kenntniss es uns besonders an -

imaginären Theiles des ersten Gliedes .

= I1 4. 95 U——1 .

kommt , nämlich der Winkel 9 areſtg 5 und die Verstär -
1

kung der Stromstärke V7 ＋ 7½, haben eine sehr einfache ana -

lytische Bedeutung , sie sind Amplitude und Modul der links

stehenden complexen Grössen .

Die Rechnungen lassen sich weiter führen mit Zuhülfe -

nahme der folgenden Bemerkungen :
Die Integrale , durch welche p und 9 definirt sind , lassen

sich für ganzzahlige u unbestimmt ausführen , und die p und g
also in geschlossener Form erhalten . Wir können und wollen

unter den p und ꝙ9 diese 80 ausgerechneten Funktionen ver -

Lösung der
Gleichungen für

A und n mittelst
der p und g.

MenInen90

Weitere Eigen-
schaften der

p und g.
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stehen . Dann sind auch ꝙ mit negativem Argument zulässig ,
und es gilt die Gleichung

—Pale ) gnle ) ＋ 9a ( - o ) ;

aus welcher folgt , dass

Ynle ) p⁊ = o ) .

Denn sei , unbestimmt ausgeführt

ſa n ‚d⸗

dann ist

Ju ( o) ν V ( o , ( 55 1)
1 1

P (0) ſa - eν „ l οονρ eoον . αν
0
0 6

(—- 61 )— ( —- 0o,0 )

60
Aber es ist für ganze

J( &o, o , YI ) = = (6550) ,
und 8o folgt die Behauptung .

Die einfachsten Integrale der ursprünglichen Differential -

gleichung sind also :

Jn ( 0) und Jn o ) .

Folgendes sind die Werthe der ersten 9, von welchen der erste

direct , die übrigen durch Recursion bestimmt sind :

5

—
Die ersten 9. —j— 0 ＋＋

0

„ . e
etC. ,

woraus also folgt :



20 15

2 85 6 . ＋

Für grosse Werthe von o nähern sich die 2 und 9 den

Ausdrücken : Die und 9
3 für grosse und

l — kleine Werthe
In 0C1 des Arguments.

pnlo ) „ 1 — 0).

Für sehr kleine Werthe von d wird :

( =2) / 11 . 3 . . . 2 — 11 ! —

5
3

Die Gleichung — p (o) 20ο)ο ατ αναε⏑ν-α) verliert hier ihre

Bedeutung , da für 0, 9 = αα᷑ οο wird . Um auch für sehr

kleine &G p zu kennen , entwickeln wir es in eine Reihe nach

aufsteigenden Potenzen von o. Es geschiebt das leicht , indem

man in dem Integral , welches p darstellt , für e seine Reihe

setzt und gliedweise integrirt , man erbält :

‚
0² 05

B3400 7 . eee

Von Wichtigkeit für später ist uns noch die folgende For -

mel : Es ist :

Jn ( 0) g - 1uÆ◻ ο = 9 ( — 0) 9 10

4 * ˙e •)8
6 4—100 93 —20 —0 )— 9 1＋σο 4. 20 %0

1·16 — 1) 1 ＋„ „ „ ˙· . 9— ———

a ) —

0

welche Formel sich durch die für 9 gefundene Recursionsformel

leicht beweisen lässt .

In allen besprochenen Eigenschaften der p , und qu, zeigt
sich eine nahe Verwandtschaft derselben zu den Bessel ' schen

Funktionen , in der That lassen sich die Jun durch die vn＋ !
und 4n E ausdrücken .
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Aus der Formel , welche unser Resultat bildete , können

wir nun die Funktich 9 fortschaflen , und erhalten :

2n1 Jn＋Æ1 ( 48) In 3 — „ Ju 1⁰ Ju. ( Ao

² Ju - (As) Ju - 1 E48 ) = A 4n - 1 ( 48 )

Ju ＋ J½ — i .

*

Wir wenden diese Formel , welche die exacte Lösung giebt ,
auf specielle Fälle an , welche Vereinfachungen zulassen .

1. Es sei zunächst die Hohlkugel sehr dünn , sei d ihre

Dicke . Es ist dann 8 sehr wenig verschieden von 55 Ssei

S ÆνT d, wo nun d ud ist .

Für q können wir einen beliebigen Werth zwischen s und

S setzen , sei G ν 8 .

Setzt man diesen Werth in obige Formel ein , wendet im

Nenner die Substitution

— 2οœ
275 Jn. 175 ( E Jn＋νr1

an , und dividirt durch den Zähler , so erhält man

61 ＋ 92 21

1

* 1 4 N100 ¹νινν . U¹ι 97ν¹ )

07 ) 2 % % %

Setzt man nun entwickelud :

Jn＋1 889 2 ( 6＋ 00

Jnοr1 ẽ ) ＋ Aο 9 CQs)

0²5⁵
ꝗ＋σνοα⁰ α νασ ] hο 291 ( )

0

Ju＋1 (E — AJn＋＋1 Es 5 —
2( ö24 • JnA - 2 —A8)

*) Es werde fortan für J, einfach J geschrieben , und ist also
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s0o kann man unter Zuhülfenahme von Formel a) ( Seite 47 )

die 9 durch Division wegheben und erhält

— 5 1

„
22 ＋

Nun ist aber

80 4n RE,E
2u ＋1 ( 2n 1. 1) K

nach unserer früheren Bezeichnungsweise , also wird

—

1

14e —

„5„
II IA＋=

welches Resultat mit dem früher erhaltenen zusammenfällt .

Wir haben sonach einerseits unsere Formel an einem schon

bekannten Resultat geprüft , andererseits den Beweis geführt ,

dass die früher gegebenen Formeln für alle „ gelten , welcher

Beweis noch ausstand .

2. Wir wenden zweitens unsere Formel auf den Fall an ,

dass wir in den 7 und /% nur die erste Potenz der Drehungs -

geschwindigkeit beizubehalten brauchen . Der Einfachheit halber
beschränken wir uns auf eine Vollkugel . Für eine solche

hatten wir

— 2ꝛ2 % ‚ Kleine Rots-
5 1* — — — * ionsgeschwin-J¹ A 2„ % 57½ 1 ( 48 ) dlobelten .

FEntwickeln wir die p und behalten nur die ersten Po -

tenzen bei , so folgt
2

2 5½½c
Ji ＋7—h E1 2

**
Eine nähere Betrachtung dieser Formel zeigt , dass die aus

derselben für / , und ½% folgenden Werthe , in eingesetzt ,
nichts anderes ergeben , als die Inductionen erster und zweiter

4
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Ordnung , welche wir schon auf Seite 37 berechnet haben . Wir
betrachten hier nur den Drehungswinkel . Mit ausschliesslicher

Berücksichtigung der ersten Potenzen hat man :

2 2
110 . 6 . L ,1 * 22＋ε 2 ＋◻3

also den Drehungswinkel

271 8

21 - r 2AN＋43/8 *

Es erscheinen also alle Schichten gedreht , die Drehung
ist am kleinsten an der Oberfläche der Kugel und nimmt von
dort gegen das Innere stetig zu . Denkt man sich durch den

Aequator der Kugel einen ebenen Schnitt gelegt , und verbindet

correspondirende Punkte der verschiedenen Schichten , 80 erhält

man ein System congruenter Curven , welches sehr geeignet ist ,
den Zustand der Kugel zu veranschaulichen . Die Gleichung
einer dieser Curven jist offenbar :

S a tg 2 ＋7,
oder sehr nahezu :

—5 271
9 21

＋α3 /

In Figur c, Tafel 1 sind diese Curven dargestellt für den

Fall , dass die Kugel von Kupfer R = 50 mm , 1 ist , und

dass die Kugel 1, 2, 3, 4 Umdrehungen in der Sekunde wacht .

3. Es werde drittens angenommen , dass ½ s0 gross sei ,

dass für die ( 87 ) und 9 ( 6 % ihre angenäherten Werthe ge -

setzt werden können . Es werde ferner angenommen , dass das

„ 8 —. —Verhältniss 7
weder sehr nahe = 1, noch sehr nahe 2 0

sei . Ersterer Fall ist schon erledigt , letzterer muss besonders

betrachtet werden . Durch Einsetzung der Näherungswerthe in

die exacte Formel wird erhalten :

1 —
2 8 — 9 .4f— —16 = 9

＋ 92 ( S
5

1 0 0
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Da S nicht sehr nahe gleich s, beide aber sehr gross sein

sollen , so verschwindet im Nenner das zweite Glied gegen das

erste , und es wird

234. 1 5 5Ce,
91 ＋ 952 Ii2 uνν • d ] ( e 63

＋ οσσν)].
Das zweite Glied der Parenthese verschwindet gegen das

erste , ausser wenn Sr rist , verzichten wir daher auf eine

genaue Kenntniss der Strömung an der innern Grenze , 80
können wir setzen :

S··
N

3
Dals oder r aus dieser Gleichung verschwunden ist , 80

ist anzunehmen , dass sie auch für Vollkugeln Gültigkeit hat ,
in der That ergiebt sie sich leicht aus den für Vollkugeln gel -
tenden exacten Formeln , wenn man üähnliche Vernachlässigungen
macht , wie die oben ausgeführten , und auf eine genaue Kennt -
niss der Strömung im Centrum verzichtet , ( wo übrigens die
Intensität sehr klein ist ).

In den erhaltenen Ausdrücken ist

à1⸗M ( iWz
ohne die Sonderung des Imaginären und Reellen auszuführen
fluden wir leicht :

αουο .

72 ＋ ¹Aetßtßtt·t . · . . . ——1

2＋ 2 „ „
W ee

*
Setzt man diese Ausdrücke in ein , so erhält man

22˙ “ Jio ιε -=σ˖ 8 6
262＋T1) 43 V2 an ſin —45( K00)

welches also diejenige Strömungsfunktion ist , die bei sehr
grossen Drehungsgeschwindigkeiten von der äussern Potential -
funktion

4 *
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*
coS ο P¹ ;

σ

hervorgerufen wird .

Die Bedeutung obiger Formel lässt sich leicht durchschauen ,

stellen wir ihr Ergebniss mit den früheren zusammen , so kön -

nen wir die Erscheinung , welche eine mit beständig wachsender

Geschwindigkeit unter dem Einfluss einer inducirenden Kugel -

funktion rotirende Hohlkugel darbieten würde , in folgender

Weise beschreiben :

Beginnt die Selbstinduction merklich zu werden , so ver -

ändert sie die Form der Strömungscurven in den einzelnen

Kugelschichten nicht , die letzteren aber beginnen sich schein -

bar zu drehen im Sinne der Rotation ; dabei gehen die inneren

Schichten den äusseren voraus . Die Drehlung der inneren

Schichten ist an keine Grenze gebunden , sondern kann ins Un -

endliche wachsen , der Drehungswinkel der äussersten Schicht

8 7r
convergirt gegen den Werth

3
nachdem er übrigens vorher

75

bei Hohlkugeln diesen Werth überschritten haben kann . Ist die

Drehungsgeschwindigkeit sehr gross , 80 liegen correspondirende

Punkte verschiedener Schichten auf [ Archimedischen Spiralen ,

die Zahl der Windungen derselben in der Kugel wächst mit

der Rotationsgeschwindigkeit ins Unendliche .

Die Intensität wächst Anfangs mit der Rotationsgeschwin -

digkeit , aber nirgends dieser proportional schneller in den

äussern , als in den innern Schichten . In der äussersten Schicht

wächst sie beständig , schliesslich wie Vos, in allen andern er -

reicht sie bei einer gewissen Drehungsgeschwindigkeit ein Maxi -

mum , um dann wieder abzunehmen . Bei grossen nimmt sie

vom Rande gegen das Innere ab wie eine Exponentialfunktion ,

deren Exponent Voo enthält .

Von Unteresse ist noch die Abhängigkeit der Erscheinung

von der Ordnungszahle2 ( deren Quadratwurzel auch in , ent -

halten ist ), ich verweise deshalb auf die Formeln .

Ein scheinbarer Widerspruch zwischen dor Theorie einer
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unendlich dünnern Hoblkugel und der einer Hohlkugel von end —

licher Dicke mag auffallen ; derselbe löst sich leicht , wenn man

beachtet , dass jede noch so dünne Hohlkugel nur bis zu einer

gewissen Grösse der Rotationsgeschwindigkeit als unendlich dünn

betrachtet werden darf .

Ich will noch kurz den Fall erledigen , dass die inducirenden

Magnete im Innern der Hohlkugel liegen , dass also die auf - „ kan, aass ue
Magnete im In-

tretenden Kugelfunktionen negativer Ordnung sind . Tael 118kugel liegen.
Es sei

7 1＋• 1

I ν cos hο Pn ,

dann wird

0⁰ . Ii

⁰ Aαe 9 sin ο Pnt·
7*

Setzen wir nun

5 8W
W A4e0 , Unsin 2 ＋ Vn CosS ) PI ,

80 wird die von / inducirte Funktion / ) :

„ VI 42
*2* — —0 40 9 ( ＋ cos ο FEu sin i o ) Pn -

7¹ 0 7*

Dabei ist aber der Zusammenhang zwischen F und V ein

etwas anderer , als früher ; es ist nämlich gesetzt :

8
4

10UA
3 ( C da Jadaſ .

8

Die Bedingung

ν vο ＋ 1ͤ
liefert wieder die Gleichungen :

. 8
„ 5 —ͤ . *

72 — .
*

Unter Benutzung derselben Abkürzungen , wie früher wer -

den dieselben :
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9 8

0¹1 1 ＋ JemloſdeHſore . 62 A da
8 0

9 5

326K1 2ſſegud ſcn aν ꝙi Adα
8 0

Differenzirt geben diese

40 ( 45 ( 2 1 170
45 ( s 45 ( 6 2 — 1 10 — 091

oder

„ 2 %ͤr —
93 92

„ 2
2 P1·

Setat man ꝙ oοe , 80 folgen für die ꝙ die Glei -

chungen :

2n ＋ 2 — —
91 *E 0

„ 2˙ 2 —
½⁴＋

0
393 915

also Gleichungen , welche wieder auf die vn und % führen .

Die Bestimmung der Constanten lässt sich dann ganz
analog der früheren ausführen und es wird erhalten :

9¹ 1 — 92

02N＋ο¹

2 C3

J31 ( 18 ) 9 = ＋¶ L0) — i JAo )

45108 ( J1A1 EE JuIi ) ο

Besonders einfach wird die Formel für den Fall , dass S

00 ist , es sich also um einen kugelförmigen Ilohlraum in einer

2063 ＋ 1) ( 22 ＋ 1)

unbegrenzten Masse handelt .
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Dann wird 9 %108 ) O, und also wird

21＋

01 31 ＋9 = — 2 ( 63 1 2n — 3 E

Kann man ue d wegen des sehr kleinen Werthes von 9

gegen die Einheit vernachlässigen , so kann man für die q , ihre

Werthe für kleine Argumente ( Seite 47 ) setzen und erhält

dann :

91 U —I A＋ g = νοατνονe ,

oder da wir die Grössen von der Ordnung c schon zum Theil

vernachlässigt haben

ÜT .

51 S 1, 9½ O,

wie es sein muss .

Verschwindet andererseits die Einheit gegen e , und er -

setzt man demgemäss die 9 % durch ihre Näherungswerthe für

grosse Argumente ( Seite 47) , so erhält man

R7 7 6 ( νYν ον
Daraus ergeben sich ähnliche Erscheinungen , wie an der

0

Vollkugel , die Drehung beträgt * an der innersten Schicht

und wächst mit wachsendem e ins Unendliche .

Für findet man

2391 4 3 7

27¹ * 1

in ( . .ein (io 4 ) .
welche Form der für die Vollkugel erhaltenen ganz analog ist .

Man erkennt übrigens , dass schon bei den kleinsten Dre -

hungsgeschwindigkeiten im unbegrenzten Kaum o so gross ge -

wählt werden kann , dass die gemachten Annäherungen zulässig

sind , es wird daher auch schon bei den kleinsten à die In -

duction alle möglichen Winkel durchlaufen , allerdings in Ent -

fernungen , in welchen die Intensität sehr klein ist .

Zur Vernach-
lässigung der
Selbstinduction.
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Das Potential
der inducirten

Ströme . 95

Werth dessel-
ben im äussern
Raum.
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Ich erinnere hier an die Bemerkung , welche wir schon

auf Seite 30 betreffs der Vernachlässigung der Selbstinduction

gemacht haben .

Es würde ein Leichtes sein , die für Hohlkugeln gewonnenen
Resultate auf ebene Platten von endlicher Dicke auszudehnen ;
um Weitläufigkeiten zu vermeiden , verzichte ich hierauf . Das

Wesentliche der Erscheinung lässt sich übrigens ohne Rechnung
aus dem Besprochenen abnehmen .

3

Kräfte , welche die inducirten Strömungen ausüben .

Es sollen jetzt die von den inducirten Strömungen aus -

geübten Kräfte und die von denselben erzeugte Wärme be⸗

rechnet werden . Der letzteren ist die Arbeit gleich , welche

geleistet werden muss , um die Rotation zu erhalten .

A. Das Potential der inducirten Strömungen .

1. Wir berechnen dasselbe zunächst für den äusseren

Raum . Der Theil , welcher von der zwischen ( = und

α＋τ da liegenden Kugelschicht herrührt , ist

492 Aun
2 „ % 0

wenn wir das Glied ½e der gesammten Strömungsfunktion )
betrachten .

Nun ist

Vn ; ( a) da ,

7* 5

V( a ) da — A 4⁰0 5 ( Ad sin 2ο ρlαẽο,iu ) Prj dd .

Setzt man diesen Werth in d ein , und versucht die

Integration nach den d auszuführen , 80 trifft man auf die

Integrale
R

5 425 . U2 f (a) da .

7



Man hat aber

. d
2

4
0 214 —( An .1I) R

— I Gs ) ,
4 47r

4 nach der Definition für F ( Seite 38 ) ;

4 Qn ＋ )

nach den Gleichungen , welchen 1/½ Vi Va genügen ( Seite 39 ) ;

und ebenso
R

Vn d da

0 21＋4˙1QEnAL1I )R Ii . R

N
47r

( 21＋1 ) 2

25 385 ANο 0 Ji U ) .
5

Mit Benutzung dieser Ausdrücke findet man :

n

9 . 121 40—9 6ÆR einde 4 ( 1I K) oos c0h) B. l

ARIFür sehr kleine Drehungsgeschwindigkeiten ist /% 0,

F I , also ⸗= O;

für sehr grosse ist /1 ι?e= , slso an der Oberfläche

der Hohlkugel
— „„5„
3

3
2. In ganz derselben Weise lassen sich die Rechnungen 5 1 0 m.

für den innern Raum der Hohlkugel ausführen , man findet :

2. —6650 A4 ½r sin 1 =νueν ] ο cos 1 PI

also für das Gesammtpotential :

N¹ ＋ 40 Hir cos v uνrsin οf Pni·
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Für verschwindende Dr ehungsgeschwindigkeiten wird dieser
Ausdruck für grosse = O, genauer findet sich für grosse 6
aus einer Formel , welche wir schon früher angewandt hahen

( Seite 50 )

209n - I1 ) 1
2¹ 5 1νYο — Ce

1＋＋• 1
2 ( 21¼YJ ) U0 Ih ( Rr ) .
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Daraus folgt dann

r I

L .＋I ,

„ — ( R i

4˙νν ) , V2 0 ( 1 43 )01 7 4

Es nimmt also das Potential im Innern bei wachsender

Geschwindigkeit ausserordentlich schnell ab , gleichzeitig aber
haben seine Niveauflächen die Eigenthümlichkeit , um einen der

Rotationsgeschwindigkeit proportionalen Winkel gedreht zu er -

scheinen , die durch das Potential bedingten Kräfte nehmen also

Aohlrann,im bei allmählig wachsender Geschwindigkeit nach und nach alle

Richtungen der Windrose an , und zwar bei beliebig wachsender

Geschwindigkeit beliebig oft .

Erzeugte Wärme. B. Erzeugte Wärme .

Es sei K der Radius einer sehr dünnen Kugelschaale , es

herrsche in derselben die Strömungsfunktion

Q⁊ Vn .

Der Widerstand der Schaale sei &, es wird die in ihr er —

zeugte Wärme gesucht .

Wuürmeerzeu Wir bestimmen die d v, 2 , welche zu ) gehören , speciell
gung in einer
Kugelschaale . diejenigen , welche zu dem Gliede

Vni ν Asin ĩο n

gebören . Sind , 20 gefunden , so folgt die erzeugte Wärme

179. Coo ＋E v ＋ 2702) ds ,

das Integral über die ganze Kugelfläche ausgedehnt .
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Führen wir die Bezeichnungen und G ein für die Strö -

mungen längs der Breiten - und Meridiankreise in Richtung der

wachsenden 6 und o , so haben wir :

1 89
2 = 2＋F7 α4

9 R 90

RN Singd 95 1

7% ν Ocos 6 cos οα sin

O cos 6 sin VEcos

20 — O sin 6.

Setzt man hierin den angeführten Werth von t ein , 80

erhält man :

U*

FFR

A4 3 ö— cos 10 008 0 ( Pn cotg 6) A sin 2 sin 0 Pnif

A 3 „cos 2 sin (i Pni cotg 6) — sin ⁊ο cos Pni
4

1CoõS ο Pni .

Nun ist aber :

7 5 cotg 9 — 20˙5fN1¹ (A＋eο) 6˙ 4 H1) P1
P . 2MH—- PniEI 0αάενν ανe = ε “ P . I .

Durch Einsetzung dieser Werthe in 2 v 20 folgt :
4

AE loos C 10œ P1
＋ Aꝗ ) fαe· -＋ν ) cos ( ( 1 ) 0 FPriA 1

4
—

2 ſsin 64 1) 0 Pn1
— αανννονe α ) sin ( - ο P1

6＋6vvvv.......———
20 1cos ο P .

Hierdurch sind die 2 v 2 nach Kugelflächenfunktionen ent -
wickelt . In gleicher Form denken wir uns die 2 v 70 für alle
Glieder bestimmt , und den Ausdruck

e ＋ o 4 20 )̇ d8
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gebildet . Bei der Integration geben diejenigen Glieder , welche
Producte aus Kugelfunktionen verschiedener Ordnung sind , das
Resultat O, wir können also für jedes / , das entsprechende V.
besonders bestimmen und die Resultate addiren . Eine nähere
Betrachtung zeigt dann , dass wir auch für jedes / die Wärme
besonders berechnen und die Resultate addiren können . Es
werden allerdings nicht alle Integrale , welche Combinationen
aus verschiedenen ½ entsprechen , gleich Null werden ; aber die

Integrale in 95 1 ds , für welche dies eintritt , werden sich gegen

ihnen gleiche in 9 vꝛ ds aufheben .

Für das oben angegebene Vni erhalten wir nun :

E 5 ( ＋ v 207) 48

44

＋ (1◻αεe9 ( ½ =4 1) 2 ſſcos ( 4 — 1) 0 PuI ) “ ds

＋ 22⁹9 ( cos ĩο Pu ) 40,
was nach bekannten Formeln und einfachen Reductionen ergiebt :

*
( Cos ( I＋ 1) P . ) ꝰ de

Mat EA “ . — 5 Guαe I ) ( υν2 ) (6 2)

bA G0 ,

wWo jetzt (2, : ) eine leicht verständliche Abkürzung ist . Da

N = 835 5

so ist unsere Aufgabe gelöst . Man erkennt leicht , dass dem

Resultat die Formen gegeben werden können :

wWI TsG⁰οα) T. Junbd
* 7

wir weiter haben :

oder

1*— — 3 1 ( ＋1 ) ſu ds .

N*
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Der vorliegende Satz hätte , vielleicht einfacher , mittelst

einer aus dem Green ' schen Satze abgeleiteten Betrachtung be⸗

wiesen werden können ; in dem hier gegebenen Beweise sind

implicite die Formeln enthalten :

8 9N

00
15 03 500 65 2 ( 2 ＋* ſ vn 115

8ο

52. ( Sin 0 Pri

S = feos ( ＋ο PI = οννννοσνο νε ⁰hοοσ,zu- 1 ) 0P1

dn
( sin ) Pn

=1sin ( α 1 ) PIIEIIααν ο 1 ) sin ( - 1 ) οPν

„
505

( sin 2 Pi ) cos ο Pni ;

an welche sich leicht ähnliche anschliessen lassen . Beziehen

sich o , 0 und , 6 auf Polarcoordinatensysteme mit verschie -

denen Achsen , 80 erlauben die zuletzt angeführten Gleichungen ,

Integrale von der Form
*
cos ĩο Pnilb ) eosj Pj ( ) d &,

( in welchen die , 6 als die Integrationsvariabelen betrachtet

sind ) aus dem bekannten

‚ 4
10( 6) eoͤjο Prj ( 9 )ds 2½ I1

0080 P. j ( o)

abzuleiten , allerdings im Allgemeinen nur mittelst weitläufiger

Rechnungen .
Ich bestimme jetzt die in der rotirenden Kugel durch das

Glied ½ der inducirenden Potentialfunktion erzeugte Wärme . Wärmeeme.
gung in der rot-

Ju 58 gehört renden Kugel.

— 00 0
7²

4 ◻ (AH sin 2 ½ Cο⁸St,o) Pur ,

also die Wärme

W. - 4 5 4( DU hνν ,



62

Das Integral kann ausgeführt werden für kleine und für
grosse Drehungsgeschwindigkeiten . Für erstere ist

— J½• = O , und es wird daher die erzeugte Wärme in diesemkeiten . Fall :

Rohο0 26 7)
6 * 8 3( 24 ( 2¹ ＋ 3 )3) I

Für sehr grosse Drehungsgeschwindigkeiten hingegen war

2u ＋I ) 2
5

— * —

Es wird daher das in V. , vorkommende Integral , welches
Bet Erosen von 0 an genommen werden kann , gleichGeschwindig -

keiten. R
2

αN½αεeο 9
50 4

EQn 1)
1

3

da IÆu als sehr gross betrachtet wird . Wir erhalten sonach
für sehr grosse :

. 45 AZu 1. I ) ꝰ (%, ) NVJRoο

(⁷4 27¹

ie ist von R noch insofern abhängig , als dasselbe in 4 ent⸗
halten ist .

Die entwickelte Wärme wächst also ins Unendliche mit
wachsendem , und zwar wie /o . Das gleiche gilt von der

E zur Erhaltung der Rotation erforderten Arbeit . Bilden die in -
ducirenden Magnete ein fest verbundenes System , so wird dem -
selben ein Drehungsmoment um die Rotationsachse ertheilt ,
welches sich aus der erzeugten Wärme berechnen lässt . Denkct
man sich nämlich die Kugel ruhend , die äussern Magnete ro -
tirend mit der Windeinssehändiiet , 80 leistet das Dre -
hungsmoment D, welches die Bewegung erhält , in der Zeitein -

*) Wegen des scheinbaren Widerspruchs mit dem fün S dinne
Kugelschaalen erhaltenen Rosultate gilt die Bemerkung auf Seite 52 unten .

*
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heit die Arbeit 2 D, diese Arbeit ist gleich der erzeugten

Wärme , also

21ο
5

Es ist aber dies Drehungsmoment gleich demjenigen , welches Prehungeme,
ment, welchesaulilt. die inducirend

umgekehrt die rotirende Kugel den ruhenden Magneten ertheilt .
Man erkennt leicht , dass für kleine o , D proportional mit Wra.

0 758 „
Wächst , für grosse nimmt es ab mit wachsendem o, und
*

2 1. 8
zwar ist es proportional mit *3 schliesslich wird es unend -

0

lich klein . ( Das hindert nicht , dass es eine Arbeit von der

Ordnung “/ leistet ) . Andererseits sahen wir schon , dass bei

unendlichen die auf die indueirenden Magnete ausgeübten
Kräfte endlich sind , da dieselben nun ein Drehungsmoment um

die Rotationsaxe nicht hervorrufen , so müssen ihre Resultanten

in einer durch die Axe gelegten Ebene wirken .

In der That verhält sich bei unendlichen o die Kugel zu

den äussern Magneten ähnlich , wie eine leitende Kugel zu elek -

trischen Massen , eine leitende Kugel kann aber indueirenden

Massen keine Rotation um eine durch ihren Mittelpunkt gehende
Achse ertheilen .

8 6.

Rotation magnetischer Kugeln .

Ich mache jetzt die Annahme , dass die Masse der Kugel
fähig sei , magnetische Polarität anzunehmen . Von dem Vor —

handensein einer Coercitivkraft sehe ich ab .

Zunächst sind die für diesen Fall geltenden Formen der

elektromotorischen Kräfte zu bilden . Nach Anleitung des § 1,6
haben wir , um die Wirkung der Magnetismen zu erhalten , in

den allgemeinen Formeln für die elektromotorischen Kräfte zu

ersetzen :



durch
8

892 970
—
8 892

91L 9

93, 80
Danach ist weiter zu ersetzen :

9809— durch INA —¹89 d3, de

iR 97

˖ 9ν d9 92*
8

da

9
89 957 9

Nun ist aber

J L = E A471J

1 3) I Æ A4ν

1511

893 90 8

4 998

„ 3

„ „

Indem man hiernach L, M, NM aus den Ausdrücken 1) eli —

minirt , und die von den Strömen direct ausgeübten Kräfte

„
Die Difforon- — ete . addirt , erhält man für die Ausdrücke , welche

tialgleichungen . 9 97

— — etd . zu treten haben die fol -jetzt an Stelle der

genden :



—

57)3 170 ( 55
R . 97

59 8 410) (52 52
0 4 „ „

In denselben bedeutet àdas Gesammtpotential . Dasselbe

besteht aber :

1. aus dem gegebenen äusseren Potential der induciren -

den Magnete ,
2. aus dem Eigenpotential 3, der magnetisirten Kugel .

Für das letztere gelten die Bedingungen :
Im Innern

6) 4 J % O,

wie aus Gleichung 2) und 4) folgt ; an der Grenze :

97% 8
7) An9 N. = ( 1＋ 4u5 ) 5 37

wenn N die von den äussern Magnetismen und den inducirten

Strömungen in Richtung des Radius ausgeübte Kraft ist .

In Worten kann man die Wirkung der Polarisirbarkeit des

Mediums 80 aussprechen :
Die Polarisirbarkeit verändert einmal die magnetisirenden

Kräfte im Innern in der Weise , wie dies die allgemeine Theorie

des Magnetismus angiebt , sie vergrössert zweitens die von den

magnetisirenden Kräften verursachten Wirkungen im Verhält -
niss 1 ＋ 4 6 . Beide Theile der Wirkung haben entgegen -
gesetzte Tendenz ; der Erfolg ist , dass die Wirkung auch für
sehr grosse 6 nur in endlichem Verhältniss vergrössert erscheint .

Es werde wieder zunächst von der Selbstinduction abge - Vernachlüssi⸗
i der Selbst-sehen . Es muss aber bemerkt werden , dass dies nur dann induetion.

erlaubt ist , wenn

R * 4¹ ( 1 47¹6 )
7

sehr klein ist ; bei grossen 6 und R muss & auch absolut be -

trachtet , sehr klein sein , um diese Bedingung zu erfüllen .

5
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Ist das äussere Potential

85 Ae 5
so kann das Eigenpotential der Hohlkugel in der Form darge -
stellt werden

B5˙2n＋1
A⁰ 3 62＋

und also das Gesammtpotential in der Form

Eααννοο
Nach dem Vorigen verhält sich nun die magnetische Hohl -

kugel genau so , wie eine nicht polarisirbare von gleichem Wider -
stand , welche unter dem Einfluss des Potentials

21＋1

u4σ9οαα ) 5
steht .

8

Da dies Potential aus zwei Kugelfunktionen besteht , 80
lassen sich die Strömungen nach dem vorigen als bekannt an -
schen .

Für die Strömungsfunktion erhalten wir :

5 27＋1
97 ,„ - üe - 6000 . 5

Wären alle Umstände dieselben , nur 6 0 , 80 würden
wir für die Strömungsfunktion / % erhalten haben

0 0 dJn

Durch Division folgt :

27 - ⁰“7
— ιπεάννονν t(1 ＋ 4r0 ) 4

5
0

Die Form der Strömungen in den einzelnen Schichten ist

also nicht geändert , nur ist die Intensität anders vertheilt . Es

wird beqnem sein , die Erscheinungen durch Vergleichung von

„ mit d zu beschreiben . Die Grössen 4 und sind durch
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die Gleichungen 6) 7) gegeben , setzt man F Ä * werden

sie gefunden :

( 2n ＋ I ) J ( 2u ＋ 1) ( 14 470 ) — 4n

riene e

410¹⁰2D1 ?Nͤ ＋1 )

1 („A ＋ J) 16 6 ( 1 — 2 ( 2à ＋ I ) ( 1＋Au0 )

Da diese Ausdrücke eine leichte Uebersicht nicht gestatten ,

80 sollen dieselben auf vereinfachte Fälle angewandt werden . .

1. Es sei 6 sehr klein . Dann wifd durch Entwickelung : Füul, den,

7*
— 1 4

22＋1 85

'als0

· ＋ 1 „ Vn- C1 0 echr klein.

Die Intensität der Strömung erscheint also an der Innen —

fläche der Hohlkugel gar nicht verändert , in den übrigen Theilen

der Kugel erscheint sie überall verstärkt , wenn 6 positiv ist .

Die Verstärkung ist mit 6 proportional . In diamagnetischen
Kugeln ist die Intensität überall schwächer als in unmagnetischen .
Die Drehung magnetischer Kugeln erfordert mehr , die diamag -
netischer weniger Arbeit , als die unmagnetischer .

2. Es sei 0 sehr gross , und nicht gleichzeitig e sehr nahe

an 1. Dann wird

27 * 1

4r 6 7 ( 1 625T1) 9 sehr gross.
1113

„ * * . ·
4n U ͥe = οονν

und also :

35 2n- ＋- 1

—
— 2n ＋• 1 —. —

7²

Per
1 .



Dünne Iohl -
kugel.

Vollkugel.
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Es ist also hier die Strömung in der innersten Schicht

gleich Null , wächst dann aber rasch nach aussen und wird in

der Grenzfläche mal so stark , als in der nichtmag —

netischen Kugel . Ist 0 überhaupt gross , 8o ist die Verstärkung
der Strömung von seinem absoluten Werthe nahezu unabhängig .

3. Es sei s unendlich nahe gleich 1.

Dann wird

( 22 ＋ 1) ( 1＋ 46 ) — 4u9n

n ＋ I ) (LU A4A09)
4710˙

EE

43

83

Also wird

21n ＋ 1
— — 1 ⁰ ν o -

In unendlich dünnen Hohlkugeln ist die Magnetisirbarkeit
ohne Einfluss auf die inducirten Strömungen , ( obgleich die Po -

larisationen nicht verschwinden , und die magnetisirenden Kräfte

in der Schaale Aenderungen erleiden ) . Ich bemerke gleich ,
dass dies Resultat Gültigkeit behalten wird , auch dann , wenn

auf die Selbstinduction Rücksicht genommen wird .

4. Es sei O, das ist der Fall in der Vollkugel .

Das Glied mit negativem Exponenten von o fällt fort ; es

wird erhalten

1

1
2 1

14 47 6— — — — 0

47 0
2 * ˙f1

Für grosse 6 folgt daraus

*3
3

o·

Die Grösse liegt zwischen 2 und 3.
7*̇
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In Eisenkugeln sind die Strömungen also 2 bis 3mal

stärker als in einem gleich gut leitenden , nicht magnetischen

Metall ; die entwickelte Wärme , die gebrauchte Arbeit und be —

wirkte Dämpfung sind 4 — 9 mal grösser als in jenem .

5. Ebene Platten .

Eine sehr dünne ebene Platte Kann als Theil einer sehr

dünnen Hohlkugel angesehen werden , für eine solche ist daher

ν o⸗

Eine sehr dicke Platte kann als Theil einer unendlichen

Vollkugel angesehen werden , für eine solche ist , da un sehr
Ebene Platten.

gross zu setzen ist :

47¹0

I2u
Wo.

In beiden Grenzfällen bleibt auch die gesammte Strömungs -

form ungeändert ; in dem zuletzt genannten ist bei grossen 6

die Intensität durch die Magnetisirbarkeit verdoppelt .

Bei mittleren Dicken der Platten gelten mittlere Werthe ,

die Rechnungen lassen sich leicht durchführen , geben aber keine

sehr einfachen Resultate , weshalb sie hier wegbleiben mögen .

Es werde jetzt die Selbstinduction in Betracht gezogen , Berucksicht.

jedoch sollen die Rechnungen nur für Vollkugeln durchgeführt Wnen

werden . Analytische Schwierigkeiten besonderer Natur bieten

auch Hohlkugeln nicht , die Rechnungen werden aber äusserst

complieirt .

Wir finden die Strö . Beschränkunz
Strömung durch folgende Ueberlegungen : t Volkugelk

Sei das inducirende Potential

0
N.

Ini A ( △ coS 20 Pni .

Sei ½, die von ½ % direct inducirte Strömungsfunktion ,

dann ist :

5 1＋ 410 07
0% 40 gsin ο Pni .

7* ＋1

2 * ＋
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Sei

00 6
* ν ůAJt 4e( 50 3 ( Asin 2 % / coõTf 25

die thatsächlich stattfindende Strömungsfunktion . Es handelt
sich darum , die von dieser inducirte Strömung zu finden .
Hierzu ist zunächst die Kenntniss des von in der magne -
tischen Masse inducirten Potentiales J % erforderlich .

Die von der Strömungsfunktion

— (A Fz

in Richtung des Radius ausgeühte magnetische Kraft ist

55 30 57 92 6 92 5 99 5%%0

* ( Seite 32 )

7⸗0

0 17 1 (*π 8 ( Seite 34 )

wenn FY und F den auf Seite 38 angegebenen Zusammenhang
haben .

Hieraus und aus den Bedingungsgleichungen für J ( Glei -
chung 6) 7) Seite 65 ) ergiebt sich ½ im allgemeinen und in

unserm speciellen Falle , und wir erhalten für letzteren :

A4οlαuεει
* ⁰ 2 ＋ 1＋4 9

00 7

72 24 1

V

( Iο sin ã ＋＋ Vn ( h coö 20 Pni

Verstehen wir nun unter diejenige Strömungsfunktion
welche ) und J½ zusammen in der unmagnetischen Kugel er -

zeugen würden , so veranlassen sie in der magnetischen Masse

die Funktion

%½% 1. 4fνο⁰

und die Bedingung des stationären Zustandes wird werden :

ſ i⸗ M5.
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„ ist genau so zu bilden , wie früher , also ist auch /½)

bekannt . Setzt man die Werthe von / , % , ½/ in die letzte

Gleichung ein und macht die Coefficienten von cos 20 und

Ssin 1 einzeln der Null gleich , so folgen für die /1, ½¼ Vi und

. a die Gleichungen :

Ae
2u＋ ) U 4A0 r 40½( 1＋. Au0) ( R1 σ

α 4 „ 2u ＋E1＋ 4an

* 5 (1＋4u0 ) Vi ( o

o ααον,α n¹ )
ſa leꝰ

„* 2½ α 1＋4uνινν
K

— ÆYAI10 V. 0 .

Setzt man hier

4uινον ( 1 47 )

Ji ( e ) ꝙi ( hα ν ꝙꝙ¹

J . ( e ) ꝙu ( he ) 9 U

so werden für die 51 und ꝙ½ hier genau dieselben Differential -

gleichungen erhalten , wie früher ( Seite 41 ) . Da wir eine Voll -

kugel behandeln , brauchen wir nur diejenigen Lösungen beizu -

behalten , welche im Mittelpunkte endlich sind , wir können

also setzen :

9¹ νApn ( u⁰ο ν Bpn C½

9½˙ ½J11Apn Aο BI pn Co

1 u . νυ ) ˖

„ I „ I „ „ (

Die Bestimmung der Constanten hat hier genau nach der -

selben Methode zu geschehen , wie oben . Die Integrale , welche

zu bilden sind , sind nicht verschieden von den früheren , nur

durch die Weitläufigkeit der Constanten wird die Rechnung

92 verwickelter . Das Resultat aber ist ein relativ einfaches ,
es wird gefunden :
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27 - 1) ( 17 40 4IDie Lösung .
5 0 0 —— ( 0 ) 55

2n p . I ( AuNF AA9n Aνρ
Wir verificiren zunächst dies Resultat . Für verschwin -

dende giebt es

2⁷⁰f41 PDν Aαννσν)EE51¹8
27 * 1 R

was mit dem für unmagnetische Vollkugel erhaltenen ( Seite 45 )
Vergleich mit übereinstimmt .

„ Für verschwindende ergiebt es ferner , da

2n＋ - „ 12 7²⁰
Dn (O0) r

QQn1 ) ＋4u0 )
C

Was . wir gleichfalls gefunden haben . ( Seite 68 ) .
Im Allgemeinen ist ersichtlich , dass die Form der Strö —

mung in der magnetischen Kugel dieselbe ist , wie dliejenige ,welche in einer unmagnetischen Kugel von gleichem Widerstand
entsteht , wenn letztere ( 1＋ 4u⁰ ) mal schneller rotirt als die

ag magnetische Kugel . Beide Strömungen unterscheiden sich dann
aber noch dadureli von einander , dass sie , als Ganzes gednelit ,
um einen gewissen Winkel gegen einander gedreht sind , sowie
durch ihre verschiedene Intensität .

Ich wende die Formel auf zwei specielle Fälle an .
Kleine nota- 1. Es sei 410 sehr gross , o aber hinreichend klein , dasstionsgeschwin -

5 5diskeiten . 1½ Re gegen die Einheit verschwindet . Es soll die Formel ent -
wickelt werden und nur die erste Potenz dieser Grösse beibe -
behalten werden . Man hat :

„ P( CRJ )
„ 1

0 5 2 277³⁹⁹.
0.1Ä ( Seite 47 ) .77 2 ( 2A 3 ) ＋ e E1

Für den Drehungswinkel erhalten wir unter Vernachlässi -

2751 ↄν νe eν

gung von Gliedern höherer Ordnung :



S aretg 5 ( R· — e
„FFC

‚

0 16˙ο 6 5ñS .
7 20 ＋502 0 )

Die Drehung ist also Null in der äussersten Schicht “) ,
im Allgemeinen ist sie bedeutend vergrössert gegen die un -

magnetische Kugel , nahezu im Verhältniss 4u .
In Figur d, Tafel 1 sind für eine Eisenkugel die Curven

dargestellt , welche den auf Seite 50 für eine Kupferkugel ge -

gebenen entsprechen . Dabei ist der Widerstand des Eisens

gleich dem 6fachen des Kupfers angenommenen , und 47 200

gesetzt . Die dargestellten Geschwindigkeiten sind äusserst ge -

ringe , nämlich eine Umdrehung in 10 Sekunden und eine Um -

drehung in 5 Sekunden ; schon hier macht sich also die Selbst -

induction recht bemerklich . Vgl . Taf . 7b .

2. Wird o sehr gross , während 6 einen endlichen , übrigens
beliebigen Werth behält , so wird , wie man leicht aus den
Formeln ableitet , die Erscheinung derjenigen in unmagnetischen
Kugeln durchaus älinlich werden . Auch hier ist schliesslich der

Drehungswinkel in der äussersten Schicht
47

Die Erscheinung5 5
ist identisch mit derjenigen , welche in der unmagnetischen Kugel
bei einer ( 1 4710 ) fachen Geschwindigkeit besteht . Die er —

zeugte Wärme ist dann /IÆ47ro mal grösser als in der mit
gleicher Geschwindigkeit bewegten unmagnetischen Kugel .

Verwandte Probleme .

Es sollen in diesem Paragraphen einige Probleme be⸗
sprochen werden die mit den früher behandelten in engem Zu -
sammenhange stehen .

) Eine Folge davon, dass in dieser Schicht für grosse 6, nach den
Gleichungen für

15

Grosse Ge-
schwindigkeiten.
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tationskörper .
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1

Sehen wir von der Selbstinduction ab , so können wir die
Kenntniss der Strömung in einer Kugel dazu benutzen , um die
Strömung in einem beliebig gestalteten Rotationskörper zu be⸗
stimmen , oder doch deren Bestimmung auf eine einfachere Auf —
gabe zurückzuführen .

Es sei 8S der Rotationskörper , à seine nach innen gekehrte
Normale . Wir beschreiben um ihn eine Kugel von beliebigem
Radius . Seien ½1 v. 21 die Strömungen , welche in letzterer
stattiinden würden , und

N ν en cos 4 ＋ 2i cο⁸S ＋ 201 Co85
die Strömung in Richtung der à an der Oberfläche von §S. Be -
stimmen wir ½ bn 20 so , dass

907 2½ Y — 33
8

95

99* 2⁰ᷓ — 8 . 5
97⁰⁶ 9 9705

2 0
9 95%7 92

24 CoõSο ＋E v C0S 5 4 202 C08 ◻ε ουτQM
so sind offenbar

1 7˙½) 1 ＋ 92) 701 E 202
die gesuchten Strömungen in S. Die Aufgabe ist also auf die

einfachere zurückgeführt :
Eine Funktion ꝙ½ so zu bestimmen , dass im Innern von

9
8 Aꝙ = und an der Oberfläche — MᷣMᷣ, gleich einer

gegebenen Funktion , ist .

J . Es sei beispielsweise eine geradlinig bewegte Platte

einseitig begrenzt durch die Gerade E b. Es sei die äussere

Potentialfunktion aufgelöst und ein Glied derselben

A4 e
gοiõg cos 5F.
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Dann fanden wir für die Strömung in der unendlichen

Platte
4 α

½ . zin u eos 5 .
7*² *

Also ist die Strömung senkrecht zur Grenze

2 grenzte Platten.

cos sb .
77 7² 7

Daraus folgen für ꝙuν die Bedingungen :

8 . 9 9˙ 92 0
9 977²

und für 5 b:

97 — 85 cos n cos sb .
7*

Also ist :

D 5 a er ( = 0 coö eos 85 .

Zu ꝙu gehört die Strömungsfunktion

—r ( 65 — 9 81 *¹ sin πν cos 80,

und es wird daher die gesammte Strömungsfunktion

.
i ( coͤ65 — co⁸⁶8Y.

7* *

Durch Summation über alle Glieder folgt die vollständige

Lösung . Aehnlich ist die Lösung für beiderseitig begrenzte
Streifen .

2. Um die Strömung in einer begrenzten rotirenden

Scheibe zu bestimmen , sei ein Glied der äussern Potentialfunktion

Ae u os 70 77( 10) .
Dann war :

G Rꝑ ö
¹ ＋ v7„,

in 20 J ( 629 .

Also die Strömung in Richtung des Radius nach innen

für die Grenze , für ( R:

5 „ 5 •
e



Begrenzte
Scheibe.

Dielektrische
Kugeln.

—

Daraus folgt , wie oben :

.

„ νεαν ν C087M .

Nach Bestimmung der diesem J entsprechenden Strö —
mung ½% Rfolgt die gesammte Strömung :

. d % „ „ e R . Uνοσ οαα 760l.

Durch Summation sind wieder die vollständigen Integrale
zu erhalten . In gleicher Weise lässt sich die Strömung für
Ringe bestimmen , die von concentrischen Kreisen begrenzt sind .

Im Allgemeinen wird weder die Auflösung nach einzelnen

Gliedern , noch die Bestimmung des Potentials J½ LZur Lösung
der Aufgabe erforderlich sein , es wird genügen , / 8o zu be -

stimmen , dass es in der Platte der Gleichung
9 %½ 8 . ½
S 977

8

genügt und an der Grenze derselben — ½ wird . Einige
einfache Beispiele werden in § 9 gegeben .

II .

In Leitern bringen die elektromotorischen Kräfte elektro -

dynamischen Ursprungs dieselben Wirkungen hervor , wie die
ihnen numerisch gleichen Kräfte elelctrostatischen Ursprungs .
Findet das Gleiche in dielektrischen Mitteln statt , so müssen

Kugeln aus dielektrischem Material , welche im magnetischen
Felde rotiren , eine Polarisation annehmen . Seien

mm inge 2

5
die Componenten derselben ,

8 ( Jahl ) “
die Dielektricitätsconstante .

*) Die Einheiten sind wieder derart , dass die Liclitgeschwindigkeit
E 8 5

4
nicht auftritt , die entsprechenden Grössen in magnetischem Maasse

sind gleich 42r , A2y, Asaz, 425.
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Dann gelten für x y z die Gleichungen :

9 ꝙ 5

„ „
99

8
1⸗ — 43

3C * EXL
‚‚οf ‚f

AI

e 5 . — bel
Daraus folgt für ꝙ:

4re 2—
59 3

4 % ο
νÆAe 5 97 92

und für 0
9 % ? A4rν

R „ Y ＋ 29 ) .

Im äussern Kaum muss sein 40 0.

Ist wieder à „ das 1te Glied des äussern Potentiales , so ist ,

wie oben ( Seite 10) :

dXx dy 83 8 7

. 00
5

9½ W.

* ＋ Y ＋ 23 5 7 4210
Um die Bedingungsgleichungen zu erfüllen , setzen wir :

9 ν
σν Aα

47ue 0 dxn

0
An 00 3 7* 0* 9 Ju

Pa = I I n 0

58 7
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9i genügt der partiellen Differentialgleichung , welcher ꝙ ge -
nügen soll . a ist so gebildet , dass es 1. der Gleichung

4 90 ν

genügt , 2. an der Oberfläche der Kugel mit zusammenlällt .
Dass erstere Bedingung erfüllt ist , erkennt man daraus , dass
die überstrichenen Ausdrücke Kugelflächenfunktionen ( 2＋ I ) ten
und ( 2—½iI ) ten Grades sind , wie man leicht nachweist . Durch
Einsetzung von 9 ＋ ꝙ/in die Bedingungen für erhält man
für ꝙ die Gleichungen :

Aꝙ, überall O, stetig ,
KN

KErdeim die-
lektrischen
Raum.

89

deren Erfüllung keine Schwierigkeit hat , da wir % schon als
Summe von Kugelfunktionen dargestellt haben .

Von besonderem Interesse ist der Fall , dass ein kugel -
förmiger Magnet in einem , ihn umgebenden ruhenden Dielek -
trikum rotirt , da die Erde ein rotirender Magnet und der Welt -
raum nach der Annahme vieler Physiker ein Dielektricum ist .
Um in diesem Falle das elektrische Potential zu bestimmen ,
haben wir zu beachten , dass die Erde ein Leiter ist , es wird
daher auch in ihr eine Vertheilung eintreten , die auf das Die -
lektricum zurückwirkt , und zur Folge hat , dass an der Ober -
fläche der Erde das Potential constant wird .

Ist
àx FETx, das Potential der Erde , so ist die Aufgabe

1＋Q4us )

diese :

9 80 zu bestimmen , dass im äussern Raum

„

und an der Oberfläche 9 const ist .

Man findet leicht :

4rue R. —0² 9
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Für die Steigung des Potentials an der Erdoberfläche folgt

daraus :

47re ＋
1 5417

9 1 ＋ A4u¹ 2½E1 82⸗

Bei Weitem der grösste Theil der erdmagnetischen Kraſt

rührt von den Gliedern her , für welche n = — 2 , oder doch

klein ist . Annähernd können wir daher setzen

8αn 4 2 fο 5
90 1＋ 4us 3 92

ist die gegen den Nordpol des Himmels gewandte Compo -
2

nente der erdmagnetischen Kraft .

;
4

Nimmt man an , dass für den Weltraum
„

sehr

nahe an 1 sei , so erhält man für die elektrischen Steigungen

Werthe , die von der Ordnung von 1 Daniell auf 50 m. , also

ausserordentlich klein , sind . Zu dem 1 von

con
kann übrigens noch ein Glied von der Form — — hinzutreten .
Der Werth desselben hängt ab von der Menge 15 freien Elek -

tricität , welche die Erde mit sich führt , und ist nicht Null ,
wenn diese Menge Null ist ; die Ordnung der berechneten Kräfte

wird aber durch dieses Glied nicht geändert .

III .

Rotirt eine beliebig magnetisirte Kugel in einer Flüssig -

keit , die selber leitet und die Oberfläche der Kugel leitend be -

rührt , so wird die Kugel in der Flüssigkeit Ströme verursachen ,

die im Allgemeinen nicht mehr in concentrischen Kugelschaalen

erfolgen , sondern den Magneten durchsetzen .

Die Bestimmung dieser Ströme hat , von der Selbstinduetion

abgesehen , keine Schwierigkeit mehr , ich will auf die Rech -

nungen nicht eingehen . Figur e, Tafel 1 soll den einfachsten

Fall veranschaulichen : Eine homogen magnetisirte Kugel ro -

Kugelförmiger
Magnet in einer
Flüssigkeit.



80

tirt um ihre magnetische Axe .
die Strömungslinien
derselben ist hier un

Die gezeichnete Figur stellt
in einem Meridianschnitt dar . Die Form

abhängig von den Widerständen der Flüssig -keit und des Magneten . Die Intensität aber wird Null , wenneiner derselben unendlich wird .

§8 .

Lösung für die Formeln des P

Ich habe bisher für die inducirten ClektromotorischenKräfte diejenigen Formen angenommen
für dieselben aus dem Weber '
Ich will jetzt untersuchen ,

otentialgesetzes .

» welche Herr Jochmann
schen Grundgesetze abgeleitet hat .

welche Aenderungen die Resultateerleiden durch Anwendung der aus dem Potentialgesetz folgen -den Formeln , welche im 78 . Bande des Borchardt ' schen Jour —nales gegeben sind .

Bezeichnen X, W3
torischen Kräfte , æ“ ,

genden , s0 ist

die bisher angenommenen elektromo -
3 “ die aus dem Potentialgesetz fol -

3 9
75

„ )

8
950

33
U½/).

Wir haben aber auf Seite 36 gesehen , dass für alle in
der Untersuchung vorkommenden 7' Iwird :

9 ν ̃ ( J — U½) .
Man übersieht sofort , dass wir die bislierigen Lösungen

in Bezug nuf , 7b0, / % L, unverändert beibehalten können .
Die einzige Aenderung , welche wir vorzunehmen haben , ist die ,
dass wir für das Potential der freien Elektricität ꝙ jetzt zu
setzen haben

9 S const, ,
und , wenn ursprünglich freie Elektricität nicht vorlanden war :

G (
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Auf einer unendlichen Kugel oder ebenen Platte muss

immer sein

Zu dem gleichen Resultate ist Herr Maxwell gelangt , in —

dem er von den Gleichungen des Potentialgesetzes für ruhende

Leiter ausging . Verwirft man die Glieder àUÆ B ν

in den Formeln der elektromotorischen Kräfte für bewegte

Leiter , so sind auch die Gleichungen für ruhende Leiter abzu -

ändern , und die Gleichung

οευε 0

gilt dann nicht mehr .

82

Specielle Fälle und Anwendungen .

Zum Schlusse sollen die gefundenen Formeln auf einige

sbecielle Fälle angewandt werden .

1. Ein einzelner Magnetpol von der Intensität 1 bewege

sich geradlinig parallel einer unendlich dünnen ebenen Platte . In

den Fusspunkt des von ihm auf die Platte gefällten Perpen -
dikels werde der Anfangspunkt der E5 & gelegt , die negative

5 - Ache falle mit der Richtung seiner Bewegung zusammen “ ) .

Die Coordinaten des Poles seien 0, 0, — c, dann ist sein Po -

tential :

1

VITV (
*

Also wird das inducirte Potential erster Ordnung für po -

Ssitive 8:

*) Dann wird àæ positiv .

Magnetpol über
einer ebenen
Platte.
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Daraus folgt das Potential zweiter Ordnung :

72 — F

81 8 75 ( e=ν
— ͤ

In derselben Weise kann weiter gerechnet werden .
Für die Strömungsfunktionen erster und 2w

erhalten wir :

4

250

eiter Ordnung

¹ D 4 ( — —38

„ „ „

„

6
worin jetat * F ＋ ι ＋ en ist .

In der 2 - Achse ist : E = 0)

1 . — 25(Æ)/ ITc
also

0* 1 277α

Als den Mittelpunkt der Erscheinung können wir den
Punkt 5 0 , / = 0 bezeichnen , derselbe erscheint also in

2
1 Folge der Selbstinduction verschoben um die Strecke

CVerschieb R 8 8 ;der Induetionser . und zwar bleibt er um die genannte Länge hinter dem be —
scheinung. f 8 0wegten Pole zurück . Das gleiche gilt von der gesammten Er —

scheinung in der Nähe des Pols .

Für unendliche Geschwindigkeiten wird

) Dies Resultat stimmt vollständig mit dem von Herrn Jochmann
erhaltenen überein .



2α ? =

—5 1 I. —35
6 A2Ar

Auch hier ist die Abscisse des Punktes 5 0, ½ͤ ν :

2ααα
——

da aber dieser Werth sehr gross ist , und unsere Formel nur

für endliche 3 gilt , so ist er nicht als exact zu betrachten .

Das Potential der freien Elektricität in der Platte ist :

7
0

ꝙ οσ α „
0

also für kleine Geschwindigkeiten :

8
00

3
GOα οο

98
55

0

de

Die Niveaulinien haben also in diesem Fall dieselbe Form

wie die Stromlinien . Für sehr grosse Geschwindigkeiten ist :

V
9 5 27 » „ ( —7) 90

welche Formel im Unendlichen ihre Gültigkeit verliert .

Die hier entwickelten Formeln sind durch Tafel 2 und 3

veranschaulicht . Die der Zeichnung zu Grunde gelegten An -

nahmen sind die folgenden :
6 *



Zu Tafel 2
und 3.

Magnetpol über
oiner Scheibe.
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Die Platte ist von Kupfer ( also „ = 227000 ) , ihre Dicke
ist 2 mm ( also * 113500 ) . Der Abstand des Pols von
der Platte ist 30 mm . Die eingeschriebenen Werthe von

geben absolutes Maass , wenn die Stärke des Pols

e m Ner ,13700 ist .

mtr

860
Auf Tafel 2 ist die Geschwindigkeit des Pols 5

(A4 π f5000 ) , dabei stellt à die Erscheinung ohne Berücksich -

tigung der Selbstinduction , à mit Berücksichtigung derselben dar .

Tafel 30 ) giebt die Erscheinung für die Geschwindigkeit

100 — berechnet aus der für grosse — geltenden Formel .

Bei dem gewählten Werthe ist allerdings die Annäherung noch

keine sehr vollkommene . Tafel 3 d) entspricht unendlicher

Geschwindigkeit des Pols , in die Zeichnung sind auch die Ni —

veaukurven des elektrischen Potentials eingetragen . Die ein -

geschriebenen Werthe des letzteren bedeuten Millionen der von

uns gebrauchten Einheiten .

Der Zusammenhang der verschiedenen Zustände geht aus

den Zeichnungen selbst klar hervor .

2. Ein ruhender Magnetpol befindet sich über einer ro⸗

tirenden unendlichen Scheibe . Die Ebene werde durch den

Pol gelegt . Neben den 2 % führen wir die 57 ein , deren

Nullpunkt der Fusspunkt des vom Pol auf die Platte gefällten

Perpendikels sei . Uebrigens sei

5

3

0 — 25
also

5 5 98 0 8
— — — ＋
8 63 9

5
97 9 5

à ist der Abstand des Poles von der Rotationsaxe , sei c

sein Abstand von der Platte . Dann ist
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Also
0

21α οο0π3 5

8

also , da
697 97 tr

97
77

55
0 is

2ααι,ιο
2 . — 21J5 4

8

23uο . —
＋ 7

00 7
1 .

Die Form der Strömungskurven ist alse unabhängig von

der Entfernung des Pols von der Achse “ ) . Für die Induction

zweiter Ordnung findet man

5
4

98 5 ＋ 7

21 8 70
(A＋αρ

welche Formeln im Unendlichen keine Gültigkeit haben .

Bei kleiner Drehungsgeschwindigkeit , und falls der indu -

cirende Pol nicht sehr nahe an der Achse liegt , können wir

den Punkt 5 0, / 0 als den Mittelpunkt der Erscheinung

bezeichnen . Die Ordinate desselben wird gefunden

21E ) πhνũ
7⁰ 38 7

*) Wie schon von Herrn Jochmann gefunden .



—*

86

In der Näh 8 ist 1 F In 5Nähe des Pols ist also die Erscheinung in Folge
Inductionser - 8 1 11 788

der Selbstinduction gedreht um den Winkel

271ο

im Sinne der Drehungsrichtung der Scheibe .

3. Ich will die Formeln jetzt auf ein neues Beispiel an —
wenden . Ueber die rotirende Scheibe mögen parallel der

ieee * Achse zwei Dräthe gespannt sein , die in entgegengesetzten
Richtungen von gleichen Strömen von der Intensität 1 durch -
flossen sind . Für einen einzelnen Strom würden die inducirten
Ströme in der unendlichen Scheibe unendlich werden .

Die Coordinaten der Punkte , in welchen die Drähte die

J Ebene durchsetzen , seien O, a, — und 0, 4, — “, es
ist dann für positive 2:

— a ——
S aretg ( e fKsts ( e )

Daraus folgt durch die mehrfach angewandten Formeln ,
wenn „ und v, die senkrechten Abstände von den Drähten be —

zeichnen :

2 — — 19 (807

0 22
1g —1

Für das Potential der freien Elektricität in der Platte

findet man

die Linien gleichen Potentials sind also Gerade , welche den
n Tafel 4a. Drähten parallel laufen . Auf Tafel 4a ) sind die Stromlinien

für den Fall gezeichnet , dass

οσν οον 60
5

71

= lomm , 3 20 fun ist

Da übrigens im Unendlichen die Strömungen unendlich

271ο
werden , so wird man sich ausserordentlich klein denken

C
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müssen , um noch in einem endlichen Gebiete eine gute An -

nüherung zu erhalten .

Da ferner alle Ströme im Unendlichen geschlossen sind ,

lässt sich nicht ohne Weiteres von der unendlichen auf die

begrenzte Scheibe schliessen .

Ich will deshalb nach der § 7 entwickelten Methode die

Strömung unter übrigens gleichen Umständen in einer endlichen

Scheibe berechnen . Der Radius der letzteren sei R.

Die exacte Lösung des Problems erfordert die Entwicke⸗ -

lung ziemlich complicirter Funktionen in sinus - und cosinus -

Reihen , ich mache deshalb die vereinfachende Annahme , dass

der senkrechte Abstand der stromtragenden Drähte vom Mittel -

punkt der Scheibe gross gegen die Dimensionen der letzteren

Sei.
Geradlinige

Ströme und be-

Sei zunächst wieder grenzte Schelbe.

= εε . =

Entwickelt man

0 7*
„ Teu ( e )

nach Potenzen der Coordinaten und vernachlässigt die höheren

Potenzen des Ausdrucks

＋7
C ＋

So erhält man :

3 32 55 (65 357“
449 sin 20 630 ο sin 40

31 5 e' (en 20
— 9 ).

Das entsprechende ½/½ ( 8 7, IL. Schluss ) ist :

8 — sin 20 ( 30 . — ( gr din , o' sin 40 W
¹ 6 6 ( ＋a ˙ ( sin 20 — —

Also wird :

1 — 60 o sin 20 ( R. — 7) .
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Die Form der Strömung ist also unabhängig von dem Ver —
hältniss à : c, ihre Intensität ist aber wesentlich von demselben
bedingt . Ist à« 0 oder à . , So wird sie gleich Null .
Ist 4 ( 6 73 , 80 ist die Richtung der Ströme dieselbe wie in
der unendlichen Scheibe , ist à 3 , so wird sie die entgegen -
gesetzte . Bei genauer Betrachtung der Vertheilung der wirken —
den Kräfte lässt sich dies zunächst auffällige Resultat wohl ver -

ZuTafel 4b. Seehen . Die Form der Erscheinung ist in Tafel 40 dargestellt .
Ebenso lässt sich die Aufgabe für eine beliebige Lage der

Drähte lösen . Rückt der eine derselben ins Unendliche , 80
bleiben in der endlichen Scheibe die Ströme endlich , und wir
erhalten , unter Bewahrung der ersten beiden Potenzen der Di -
mensionen der Scheibe :

2 40„„S 33＋. —
8 ( ＋ 55

0 cos ( I 0˙0

3Y
12 (0ᷓ u495

Der Zusammenhang mit dem vorigen Resultat ist leicht
ersichtlich .

ZuTafel 5. Auf Tafel 5 sind zwei besondere Fälle dargestellt . In a )
geht der geradlinige Draht durch die Rotationsaxe in hinreichen —
der Entfernung von der Scheibe , es verschwindet in diesem

Falle das zweite der oben beibehaltenen Glieder . In b) liegt
der Draht in der Ebeue der Scheibe und zwar in derjenigen
Eutfernung von derselben , in welcher er in der Figur selbst

dargestellt ist .

Rotirende 4. Sollen über die Drehungserscheinungen der InductionHohlkugeln .

6sin 20 ( R — 9) .

messende Versuche angestellt werden , so sind zu denselben

durchaus dünne Hohlkugeln zu verwenden , da für diese sich

Ausführung die Rechnungen leicht und exact ausführen lassen . Die ein —

fachste Form des Versuches würde die sein , dass man eine

solche Hohlkugel unter dem Einfluss einer constanten Kraft

rotiren lässt . Die Drehung der Stromebenen kann entweder

durch den Einfluss derselben auf einen sehr kleinen Magnet ,
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oder besser auf galvanometrischem Wege nachgewiesen wer -

den .

Ich will für ein Beispiel den Drehungswinkel und das

magnetische Moment der rotirenden Hohlkugel bestimmen .

Die Kugel sei von Kupfer , ihr Kadius 50 mm , ihre Wand -

stärke 2 mm ; da 2 ν◻r , 1, 8o hat man :

477 RO

* *

und kür das Moment der Kugel findet man leicht , wenn J ' die

inducirende Kraft ist :

RNs sin d

2

Ist 9 die Zahl der Umdrehungen in der Sekunde , so ist

ον 2 95

und da * 113500 , 80 findet man

tg S 0 . 0116 9.

Hiernach ist die folgende Tabelle berechnet :

U
4 0

7 4 0 77

5 3919 3614 80 42 51 42500

10 6˙ 27¹ 7178 90 46˙ 130 45100

20 3 14110 100 49⁰ 13 47310

30 19910 20520 200 66˙ 40 “ 57360

40 2453 26290 500 80215 61570

50 30˙ 60 31340

60 3449 35680 90⁰ 62500

70 39 4 39380

5. Die Tafeln 6. und 7. sind dazu bestimmt , den Strö -

mungszustand in Vollkugeln zu veranschaulichen , welche unter

dem Einfluss einer constanten zur Drehungsaxe senkrechten

Kraft rotiren .

Rotirende
Vollkugeln und
constante Kraft.
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Die geschlossenen Strombahnen sind hier 8ö deren Ebenen der Drehungsaxe parallel sind .
her die Stromdichtigkeit in der E

15
sehr leicht , dieselbe in

ämmtlich Kreise ,
Kennt man da -

bene des Aequators , so ist es
allen andern Punkten zu bestimmen .

Für die à / Ebene ist aber in unserm Falle 2 ν „ also
die Stromdichtigkeit S . Die Leichnungen stellen nun die
Dichtigkeit der Strömung in der genannten EZu Tafeln bene durch die

6 und 7. Curven :

20 ſConst .
dar .

Die eingeschriebenen Wertke von eb geben absolutes Maas 8.
wenn die wirkende Kraft

1⸗ 2890 — 27
5 ist .

mma Sec

Die Grösse der Kugeln ist die gezeichnete ( * 50 mm) j .

Auf Tafel 6 ist eine Kupferkugel bei 5 Umdrehungen in
der Sekunde dargestellt , ( in a ohne Berücksichtigung der Selbst -

induction ) .

Auf Tafel 7 a ist dieselbe Kugel dargestellt bei 50 Um -

drehungen in der Sekunde .
U

Figur b derselben Tafel giebt die Strömung in einer Eisen -

kugel bei 5 Umdrehungen in der Sekunde . Dabei ist der Wi —

3 derstand des Eisens gleich dem 6 fachen des Kupfers und 476

c200 angenommen . Man sieht , dass schon bei der genannten

mässigen Geschwindigkeit eine Vernachlässigung der Selbstin -

duction durchaus keine Annäherung mehr bieten würde .

6. Ein häufig ausgeführtes Experiment besteht darin , dass

leitende Kugeln , welche zwischen den Polen eines nicht erregtenAnhaltung ro - 8
durenemn

8ttefn . Elektromagneten rotiren , durch plötzliche Erregung desselbenſurcheinen Elek- 8
8 5komasneten . zur Ruhe gebracht werden . Die Theorie dieses Experiments

ist sehr einfach , wenn man das magnetische Feld als homogen

betrachtet , von der Selbstinduction absieht , und die Strömung
EuW in jedem Augenblick wie eine stationäre behandelt . Ist T die
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N

magnetische Kraft , welche in Richtung der 4 wirkt , so ist die

äussere Potentialfunktion

Æ◻ L TFo sin 0 cos o ,
also

0
Toe' sin 6 sin o ,

*

und demnach die erzeugte Wärme : ( 6. )

2 5 2
2½ * LE0

15 11

Ist V das Trägheitsmoment der Kugel , o ihre Geschwin —0

digkeit zur Zeit t , und rotirt sie ohne den Einfluss äusserer

Kräfte , so ist die Gleichung ihrer Bewegung

Ho ? 2 Fioœs

2 15 2
0

oder

— 22 LR
15

00 00 6

Ist 9 die Masse eines Cubikmillimeters der Substanz , so ist

8 5. —. — 15 9 7 R 5

also 72
492

„
·

Ein analoges Gesetz gilt , wenn sich die Kugel unter dem

Einfluss rotirender Magnete in Bewegung setzt . 4⁰

Kugeln verschiedener Radien und Hohlkugeln werden mit

gleicher Schnelligkeit in Bewegung gesetzt und zur KRuhe ge -
bracht . Dies entspricht in der That einer Beobachtung von

Matteucci “) . Beobachtunk
Matteueci' s.

Der Winkel welchen die Kugel nach Erregung des Elektro -

magneten noch zurücklegt , beträgt :
00

40 7＋ — 2 ο
0

*) Wiedemann , Gebramimus , 8 878 .
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Für stark magnetische Kugeln findet man :

OD

9 3—1 8 0
0 0

Hiernach ist die folgende Tabelle berechnet . In derselben

ist 7 5000 angenommen , was einem mässig starken Elektro -

magneten entspricht . Die Anfangsgeschwindigkeit ist gleich
einer Umdrehung ( 27 in der Sekunde genommen . Die zurück -

gelegten Winkel sind in ganzen Umdrehungen angegeben . Die

relativen Werthe gelten für jedes 7 und jedes 00 .

755
Stoff : dt

0

Aluminium . 0 . 14

EiHHH 0 . 16

Silber

R 31

Neusilber 3 . 90

GihiH 27,2

Conc . Lösung von

Kupfervitriol —ca . 544000

7. Dämpfung in einem Galvanometer .

In einer leitenden Hohlkugel schwinge ein Magnet , der -

Galeamhnsteim selbe sei entweder sehr klein , oder habe angenähert die Gestalt

einer homogen magnetisirten Kugel , ist dann MJ sein Moment ,

so ist in der Hohlkugel

„
als0

ιν
„3„5ͤ QRRRRRRRR* O

und die erzeugte Wärme per Sekunde :

8u Mοσο 1 1
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wenn , wie immer , „ den innern , ER den äusseren Radius der

Hohlkugel bezeichnet .

Es sei jetzt ꝙ der Ausschlag der Nadel aus der Ruhelage ,

I das Trägheitsmoment derselben , dann sind ihre Schwingungen

bestimmt durch die Gleichung :
2

Schreiben wir dieselbe

420

O.

49⏑
— 3 ** 2 . Hf4 %) d0

so sehen wir , dass

MTSG4083

dον
2 6 208) di

die während dt erzeugte Wärme ist , und dass wir also haben :

47r M
8

Istes klein , so erhält man daraus für das logarithmische
Decrement der Nadel :

N
* =Æ Æ —

3 HNu

Damit der aperiodische Zustand eintrete , muss sein :

„
60

oder :

RE 3

RE ĩxu RR
aus welcher Gleichung sich , bei gegebenen J , F, M, à leicht

die zur Erreichung des aperiodischen Zustandes nöthige Dicke

eines Dämpfers berechnen lässt .



THESEN .

1 17% 95 „1. Ein Fehler von /00 des wahren Werthes bildet die Grenze

für die wünschenswerthe Genauigkeit , ein Fehler von 7½1000 des

wahren Werthes die Grenze für die mögliche Genauigkeit in

der Bestimmung einer physikalischen Constanten ; genauer als
8 8 8 3bis auf ½10000 ihres Werthes lässt sich kaum eine physikalische

Constante auch nur definiren .

2 . Obgleich es verfehlt sein würde , im Verlaufe einer Unter -

suchung eine vorgefasste Meinung beständig festzuhalten , so ist

doch im Beginn der Untersuchung eine solche vorgefasste Mei -

nung nicht nur nicht schädlich , sondern sogar nothwendig .

3. Die untergeordnete Stellung , welche in dem Gymnasial -
unterricht die Studien mathematischen und naturwissenschaft -

lichen Inhalts gegenüber den humanistischen Studien einnehmen ,

ist gerechtfertigt .

VITA .

Henricus Rudolphus Hertz Hamburgensis natus sum die XXII mensis
Februarii a. h. s. LVII , patre Gustavo F. Hertz , I. U. D. , matre Elisabetha ,

quos bona valetudine frui magnopere gaudeo . Fidem profiteor evan -

gelicam .
Accepto a. h. s. LXXV , mense Martio , gymnasii Hamburgensis testi -

monio maturitatis , quum architecturae civili operam navare tune wihi esset

consilium , primum quidem Francofurti quotidiana exercitatione eius artis

elementa addidici , ut praeseribebant leges ; deinde academias frequentavi

polytechnicas Dresdensem et Berolinensem , ubi studiis incubui praecipue
mathematicis et physicis . Militandi officium praestiti Berolini ab octobre

anni LXXVI ad octobrem anni LXXVII . EX quo tempore , immutato

consilio , totum me tradidi studio scientiac physicne , interfni per bis sex

menses in universitate Monacensi scholis , frequentavique per reliquum ad

bune diem tempus hanc academiam Berolinensem , a cuius ordine philoso -

phorum etiam mihi delatum est praemium mense Augusto superioris anni .

Magistris glorior viris doctissimis : Aron , Baeyer , Beetz , Bezold ,

Borchardt , Fuhrmann , Helmholtz , Jolly , Königsberger , Kirchhoff , Kummer ,

Lösche , Narr , Pringsheim , Rüdorff , Schultzo , Jeller .
Quibus omnibus optime de me meritis gratias ago maximas , imprimis

viro fflustrissimo Helmholtz , qui quod tempus exereitationibus laboratorii

eius interlui , clementissimis semper we consiliis adiuvare et augere voluit .
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