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＋n den „ Beiträgen zur Geometrie der Lage “ beweist von Staudt pag . 28 folgen -

den Satz :

„ Wenn ein System F von Punkten mit dem ebenen System Unur den Punkt S, mit

jeder andern durch diesen Punkt gehenden Ebene aber nur eine Kurve zweiter Ordnung , und

zwar nur die in der Kurve liegenden Punkte gemein hat , so ist das System F nichts anderes

als der Inbegriff aller Punkte , welche in ein und derselben Fläche zweiter Ordnung , die im

Punkte 8S die Ebene Uberührt , enthalten sind . “

Dieser Satz , welcher einen Teil der Flächen zweiter Ordnung auf höchst anschauliche

Weise definiert , ist als Ausgangspunkt für eine Theorie der Flächen zweiter Ordnung in den

folgenden Zeilen gewählt worden .

Wir nennen das Gebilde , welches durch das oben gegebene Punktsystem V bestimmt

ist , bis auf Weiteres einen Komplex und setzen vorerst die Existenz eines derartigen Punkt -

komplexes voraus .

Aus der Definition ergiebt sich folgende Einteilung der Komplexe :

I. Komplexe , bei welchen nur nicht zerfallende Kegelschnitte durch die Ebene

durch S ausgeschnitten werden .

II . Komplexe , bei welchen eventuell neben Kegelschnitten noch Linienpaare , aber

keine Punktepaare vorkommen .

III . Komplexe , bei welchen neben Kurven zweiten Grades und Linienpaaren auch

Punktepaare ausgeschnitten werden können .

Wir untersuchen zuerst die Gebilde der letzten Art . — Zu ihnen gehört offenbar

der Punkt S allein an und für sich . Denn jede Ebene durch ihn schneidet dann 8S als Doppel -

punkt aus .

Der zweite einfachste Fall bestünde darin , dass jede Ebene ein Punktepaar ausschneidet ,

also jede Ebene ausser 8S noch einen zweiten Punkt , einige vielleicht auch 8 als Doppelpunkt .

Nehmen wir an , es schneide die Ebene à das Punktepaar 8S, 4 aus und ebenso 6 die Punkte

§ und B. Durch 8, 4 , B lässt sich dann immer eine dritte Ebene legen , welche kein Punkte -

paar aus dem Komplexe ausschneidet , da sie schon drei Punkte desselben enthält . Es kann

also höchstens in einem Komplexe eine Ebene ein wirkliches Punktepaar ausschneiden . Und

sollen überhaupt keine Kegelschnitte oder Linienpaare ausgeschnitten werden , so müssen die

übrigen Ebenen 8 als Doppelpunkt enthalten . Das durch den Komplex dargestellte

Gebilde ist somit ein Punktepaar im Raum .

Der nächste Fall , der zur Besprechung kommt , ist derjenige , dass in einem

Komplexe neben Punktepaaren und Doppelpunkten nur noch Linienpaare resp . Doppellinien

Vorkommen . Zunächst ist leicht zu sehen , dass Linienpaare und Doppellinien

neben eigentlichen Doppelpunkten nicht vorkommen können . Denn schneide a

wieder das Punktepaar 8, 4 aus und h5 das Linienpaar ( resp . Doppellinie ) B, so lässt sich
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durch eine der beiden Linien von B und durch 4 immer eine Ebene ) hindurch legen ,
Welche à in der Linie 8 A schneidet ; da diese Ebene schon eine Linie und den Punkt 4

mit dem Komplexe gemein hat , so müsste sie notwendig denselben ebenfalls in den

Geraden 8 4 schneiden . Das ist jedoch unmöglich , da sonst à« nicht das Punktepaar 8, 4 ,
sondern die Linie 8 4 ausschneiden müsste . Unsere Untersuchung beschränkt sich desshalb

auf den Fall , dass blos S als Doppelpunkt und ausserdem noch Doppellinien und Linienpaare
vorkommen . Schneidet nun blos eine Ebene ein Linienpaar resp . eine Doppellinie aus , alle

andern blos S als Doppelpunkt , so stellt der Komplex eine Doppellinie resp . ein Linienpaar

dar , dessen Linien in 8S sich schneiden . Setzen wir fest , dass , wenn eine Ebene blos eine

Linie ausschneidet , diese als Doppellinie aufgefasst werden kann , so kann der Komplex eine

beliebige Anzahl Gerader darstellen , von welchen höchstens zwei in einer Ebene liegen , und

die alle in 8 sich schneiden , ohne auf o zu liegen . Diese Anzahl kann auch unendlich sein

— und in diesem Falle kann der Komplex einen Kegel darstellen , welcher nur so beschaffen

sein muss , dass jede durch seine Spitze gehende Ebene , die noch einen Punkt mit dem -

Selben gemein hat , zwei resp . eine Gerade ausschneidet . Der Projektionskegel einer be -

liebigen ovalen Kurve von S aus , welcher von jeder Linie ihrer Ebene in

höchstens zwei Punkten geschnitten wird , stellt dann einen Komplex dar , ohne

gerade einen Kegel zweiter Ordnung sein zu müssen .

Nach diesen Spezialfällen gehen wir jetzt zur Besprechung des allgemeinsten Falles ,
dass in einem Komplexe der dritten Art neben diesen zerfallenden Kurven zweiten Grades

wirkliche Kegelschnitte vorkommen sollen . Ich behaupte :

Es ist nicht möglich , dass in einem Komplexe neben Kegelschnitten

zugleich Linienpaare Cesp . Doppellinien ) ausgeschnitten werden und umgekehrt .

Denn nehmen wir an , es schnitte die Ebene à den Kegelschnitt A aus , während 8
das Linienpaar B ausschneiden würde . Durch eine der beiden Geraden von B ( resp . durch

die Doppellinie ) könnten wir dann beliebig viele Ebenen legen , welche den Kegelschnitt A

ausser in 8S in noch einem andern Punkte schneiden . Alle diese Ebenen müssen dann wieder

ein Linienpaar ausschneiden , da sie eine Gerade schon mit dem Komplexe gemein haben und

ausserdem noch einen Punkt des Kegelschnittes A. Die andern Geraden müssten durch 8 und

diese Punkte hindurch gehen , — somit in der Ebene à liegen , was unmöglich ist . Denn G

würde dann ausser A noch beliebig viele durch 8 gehende Gerade ausschneiden . Es können

desshalh neben Punktepaaren entweder nur Gerade oder nur Kegelschnitte , die nicht zerfallen ,

ausgeschnitten werden . Der erste Fall ist bereits untersucht , wir sahen , dass selbst unendlich

viele Gerade ausgeschnitten werden können . Im Gegensatz dazu gilt bei dem zweiten der Satz :

Es giebt blos eine Ebene in einem Komplexe , bei welchem Punktepaare

ausgeschnitten werden , welche mit dem Komplexe eine wirkliche Kurve zweiten

Grades gemein hat . Dass es eine geben muss , soll der Komplex nicht in einen Doppelpunkt

resp . Punktepaar ausarten , folgt nach früherem ( pag . 3) .

Um diesen Satz zu beweisen , schicken wir folgenden voraus :

Wenn irgend ein Komplex ein Punktepaar enthält , so kann es keine

Kurven zweiten Grades enthalten , welche nicht durch dasselbe hindurchgehen .

Denn ist § ,4 das Punktepaar , à die dasselbe ausschneidende Ebene , und nehmen

wir an , es gäbe eine Ebene 6, welche die Kurve zweiten Grades B ausschneidet , so dass

diese keinen Punkt mit 8, 4 gemein hat , dann muss die Schnittlinie der beiden Ebenen den

Kegelschnitt B notwendig einmal schneiden . Denn diese Schnittlinie liegt auf 6 und geht
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durch den Punkt S; jede durch 8S gehende Linie dieser Ebene muss aber den Kegelschnitt
in noch einem Punkte schneiden , ausser der Tangente in 8, d. h. der Schnittlinie von 8
und o. Wir müssen desshalb vorerst den Fall ausschliessen , dass à und f sich gerade in dieser

Tangente schneiden würden . Da also — dieses ausgenommen — die Schnittlinie von à und g
den Kegelschnitt B in noch einem Punkte schneiden muss , so hat die Ebene & ausser dem

Punktepaar wenigstens noch diesen Schnittpunkt mit dem Komplexe gemeinsam , was der

Voraussetzung widerspricht .
Nehmen wir aber an , die Schnittlinie von à und 5; falle mit der Tangente an B in 8

gerade zusammen . Wir legen dann durch S 4 eine beliebige Ebene , welche den Kegelschnitt
in einem Punkte schneidet . Diese Ebene enthält drei Punkte des Komplexes ( S ,4 und den

Schnittpunkt mit B) und muss desshalb ebenfalls einen Kegelschnitt ausschneiden , da nach

obigem Linienpaare nicht möglich sind . Jetzt können wir beliebig viele nicht durch 4

gehende Ebenen durch S legen derart , dass dieselben diese beiden Kegelschnitte schneiden .

Jede enthält sicher drei Punkte des Komplexes ( S und die zwei Schnittpunkte mit den zwei

Kurven zweiten Grades ) , muss somit wieder einen Kegelschnitt mit dem Komplexe gemein
haben . Es ist nun immer möglich , eine dieser letzten Ebenen so zu wählen , dass ihre Schnitt -

linie mit o nicht mit derjenigen von à und o zusammenfällt , d . h . dass der vorhin ausge -
nommene Fall nicht eintritt . Wir können desshalb mit Hilfe dieses letzten Kegelschnittes
und des Punktepaares 8, A wie vorhin beweisen , dass die Ebene à noch einen andern Punkt

des Komplexes — ausser 4 und 8 —enthalten muss , was unmöglich ist .

Wenn somit ein Komplex Punktepaare und Kegelschnitte enthält , 80
können die letzteren nur durch die Punktepaare hindurchgehen .

Enthält somit ein Komplex eine Reihe von Punktepaaren , so müssen sie so liegen ,
dass alle auf einem und demselben Kegelschnitte liegen , da ja nach obiger Ableitung
mehrere Kegelschnitte neben Punktepaaren nicht vorkommen können . Der Komplex stellt

somit einen Kegelschnitt im Raum dar , welcher von o berührt wird . Ist aber nur ein einziges
Punktepaar bekannt , z. B, 8, 4 , so können scheinbar mehrere durch die Linie S A gelegte
Ebenen , Kegelschnitte aus dem Komplexe ausschneiden . Nehmen wir jedoch an , es seien

„ und 6 solche Ebenen , welche die durch 4 gehenden Kurven G und B ausschneiden , S0

legen wir eine Ebene 8 so , dass sie nicht durch 4 geht , jeden Kegelschnitt aber in je einem

Punkte ( ausser S) schneidet . S müsste dann ebenfalls einen Kegelschnitt mit dem Komplex
gemein haben , — denn es liegen auf ihr sicher drei Punkte desselben —, und diese Kurve

ginge nicht durch A4. Dieses ist jedoch , wie eben gezeigt wurde , nicht möglich . Es giebt
somit blos eine Ebene , welche eine Kurve ausschneidet . Dann aber sind neben dem

Punktepaare 8S, 4 noch unendlich viele andere vorhanden . Der Fall , dass ein Komplex neben

Kurven zweiten Grades blos ein Punktepaar hat , existiert also nicht .

Fassen wir jetzt die bisherigen Untersuchungen zusammen , so sehen wir : Die Komplexe
der dritten Art Gach obiger Einteilung derselben ) stellen blos folgende Gebilde dar : Einen

Punkt , einen Doppelpunkt , eine beliebige Anzahl selbst unendlich vieler

durch 8 gehender gerader Linien , von welchen jedoch höchstens zwei auf einer

Ebene liegen und endlich eine nicht zerfallende Kurve zweiten Grades , welche

von o in 8S berührt wird . Andere Gebilde giebt es nicht .
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Wir kommen jetzt zur Untersuchung der Komplexe der zweiten Art . Der oben

bewiesene Satz : dass in jedem Komplexe entweder nur Gerade oder nur Kurven zweiten

Grades ausgeschnitten werden , lässt die einzige Möglichkeit offen , dass jede durch 8S gelegte

Ebene höchstens zwei Gerade ausschneide . Der Komplex würde dann aus lauter Geraden

bestehen , und zwar , wie sich leicht zeigen lässt , aus unendlich vielen Geraden . Denn gäbe

es eine endliche Anzahl solcher Linien , so könnte man unter allen Umständen einen durch 8

(als Spitze ) gehenden Kegel zweiten Grades konstruieren , so dass dieser alle diese Graden in

sich schlösse . Es sind aber bei jedem Kegel dieser Art unendlich viele Ebenen möglich ,

welche durch die Spitze gehen und ausserhalb desselben liegen .
Der Komplex muss also aus unendlich vielen Geraden bestehen , die s80

liegen , dass höchstens zwei auf einer Ebene durch 8S liegen , jede dieser Ebenen

( ausser o) aber wenigstens eine enthält .

Ob ein solches Gebilde möglich ist , bleibt dahingestellt .

Wir kommen jetzt zur Untersuchung der Komplexe der ersten Art , welche so beschaffen

sind , dass jede durch S gelegte Ebene ( ausser o) einen wirklichen Kegelschnitt und sonst keine

Weiteren Punkte ausschneidet . Die Existenz eines solchen Gebildes setzen wir vorerst voraus .

Wir erhalten leicht den Satz :

Ein Komplex der ersten Art muss , wenn er existiert , eine zusammen -

hängende , überallestetige Fläche darstellen .

Denn sei P ein beliebiger Punkt des Komplexes , so muss jede Ebene des Ebenen -

büschels S P eine Kurve zweiten Grades ausschneiden . In dem Punkte P

des Komplexes sind desshalb unendlich viele Punkte in jeder Richtung benach -

bart . Zugleich müssen die aufeinander folgenden Kurven des Büschels stetig
in einander übergehen . Denn würden dieses zwei aufeinander folgende Kurven

nicht thun an irgend einem Punkte , so würde eine dritte Ebene durch diesen

Punkt so gelegt , dass sie beide Kurven schneidet , nicht einen Kegelschnitt
ausschneiden können , da die ausgeschnittene Kurve an diesem Orte eine

Unstetigkeit zeigen müsste .

Mittelst des obigen Satzes ergiebt sich nun von selbst der Satz , dass jeder Komplex
in jedem Punkte eine Tangentenebene haben muss , dass also der Punkt S in Beziehung auf

die Ebene d kein ausgezeichneter Punkt des Komplexes ist . Denn es sei P ein beliebiger
Punkt und - und zwei Kurven zweiten Grades des Komplexes ,
welche durch P und 8S hindurchgehen . Es sei ferner iι eine dritte

durch S gehende Kurve zweiten Grades desselben , welche „ in K

und in Lschneidet . Durch P, K, Llässt sich eine Ebene legen ,
welche die Sehnen PI , PK , LA der drei Kurven enthält . Ist

nun 0 ein beliebiger von 8, L, K verschiedener Punkt von ν und

denkt man sich die Ebene des Kegelschnittes „ um 80 herum

gegen P hin sich drehen , so gehen die Sehnen in die Tangenten
der drei Kegelschnitte in P über , und zwar LK in diejenige des

Kegelschnittes 80 P . Sie bleiben aber bei diesem Ubergange
immer in der sich bewegenden Ebene PLK . Diese kommt also ,

wenn der Kegelschnitt ν durch P geht , in eine Grenzlage in P,
in welcher sie die Tangenten von , J und 80 P enthält . Hätte sich die Kurve ν von der



andern Seite P genähert , so müsste 8S0 in dieselbe Grenzlage übergegangen sein , da die -

selbe durch die Tangenten an und à in P bestimmt ist . Aus gleichem Grunde folgt auch ,

dass die Wahl des Punktes C auf diese Grenzlage keinen Einfluss hat . Da nun aber die

Tangente des Kegelschnittes 8S0P immer in derselben liegt , und wir den Punkt 0 beliebig

auf dem Komplexe wählen dürfen , so folgt , dass die Tangenten aller Kegelschnitte , welche

durch das Ebenenbüschel 8SP aus dem Komplexe ausgeschnitten werden , auf dieser Grenzebene

liegen , dass diese also die Tangentenebene im Punkte P des Komplexes darstellt . Zugleich

sehen wir , dass es nur eine einzige derartige Ebene in P giebt .

Anmerkung : Da wir von den Kurven x, J, li nur die Eigenschaft der Stetigkeit im P gebrauchten ,

S0 kann der Beweis ebenso für jede in P stetige Fläche gemacht werden , die so beschaffen ist , dass alle von

irgend einem Ebenenbüschel 8SP ausgeschnittenen Kurven in P stetig sind .

Jede in Pstetige Fläche , deren Schnittkurven eines Ebenenbüschels S in P

stetig sind , hat also in Peine Tangentenebene .

Wir sehen somit :

In jedem Punkte eines Komplexes der ersten Art giebt es eine Tangenten -

ebene , welche mit dem Komplexe nur einen Punkt gemein hat .

Nun ist es nicht schwer folgenden Satz zu beweisen :

Stimmen zwei Komplexe ausser in S8 und o überein in zwei sich zweimal schneidenden

Kurven und in einem nicht in deren Ebenen liegenden Punkte , so sind sie identisch . Es

Seien die Kurven , „ und der Punkt 0 die gemeinsamen Elemente . Jede Ebene , welche “

resp . Yausser in 8S in noch einem Punkte K resp . Lüschneidet , schneidet aus jedem Komplex

eine Kurve zweiten Grades aus , welche durch 8, O, K, L hindurch geht und ihre Schnittlinie

mit o als Tangente hat . Beide dadurch ausgeschnittene Kurven sind somit identisch , Weil

sie fünf Elemente gemeinsam haben . Ebenso sind die beiden durch die Ebene 0PS aus -

geschnittenen Kegelschnitte gleich , da sie nach letztem Satz in P dieselbe Tangentenebene 77

haben . Auch müssen beide Komplexe in 0 dieselbe Tangentenebene ) haben , da sie in

beliebig vielen , durch 8S0 gehenden Kegelschnitten übereinstimmen . Und daraus folgt dann ,

dass sie auch in denjenigen Kurven übereinstimmen , welche durch die beiden von und

den Tangenten von „ und bestimmten Ebenen ausgeschnitten werden . Denn von diesen

vier Kegelschnitten stimmen je zwei überein in 8, O, den Tangenten in S und 0 und in dem

Schnittpunkt mit derjenigen Kurve & resp . J7, durch deren Tangente die ausschneidende Ebene

nicht geht . Beide Komplexe haben somit alle Kurven des Ebenenbüschels 8S gemeinsam
und andere Punkte giebt es , wie leicht zu sehen , in keinem Komplexe . Dass obiger Satz

ebenfalls gilt , wenn „ und J sich berühren oder keinen Punkt gemein haben , ist leicht zu

sehen . Es gilt desshalb allgemein :

Stimmen zwei Kkomplexe ausser in ound S in zwei Kurven und einem nicht

in deren Ebene liegenden Punkte Oüberein , so sind sie identisch .

Aus dem bewiesenen Satze folgt nun gleich der weitere :

Ein Komplex muss durch zwei in 8S sich schneidende Kurven , „ und J,

welche o berühren , und einen nicht in deren Ebenen liegenden Punkt Heindeutig

bestimmt sein , wenn es überhaupt einen giebt .

Und wie wir zu konstruieren haben , zeigt ebenfalls der letzte Beweis . Wir müssen

nämlich zuerst alle die Ebenen durch S 9 legen , welche und in je einem Punkte , K und L

ausser 8 schneiden . Auf diesen Ebenen sind die Kegelschnitte durch S, O, L, K und d ein -

deutig bestimmt . Alle diese Kegelschnitte müssen dann in — wie später bewiesen wird —



dieselbe Ebene berühren ( pag 7) , und diese Ebene ist leicht als Tangentenebene an zwei

der konstruierten Kegelschnitte zu finden . Auf der Ebene 8S0P kennen wir vom Kegel -
schnitte drei Punkte und die Tangenten in 8S und , da wir konstruieren können . Dasselbe

kennen wir in denjenigen beiden Ebenen , welche durch und je eine der beiden Tangenten
von „ und J gehen und nur den andern Kegelschnitt schneiden . Damit haben wir dann offen -

bar jeden Punkt des Komplexes konstruiert , und es bleibt uns nur zu beweisen erstens :

Dass alle so konstruierten Kurven 80 in Oein und dieselbe Tangenten -
ebene haben , und zweitens : dass das konstruierte Gebilde einen Komplex dar -

stellt , d. h. dass nicht nur die Ebenen durch 80 , sondern jede Ebene durch 8

einen Kegelschnitt ausschneidet .

Um die Beweise zu führen , untersuchen wir das Gebilde , welches durch die auf

obige Weise konstruierten Kegelschnitte 8S0 bestimmt ist , genauer . Wir nennen dasselbe

einen Kegelschnittbüschel und bezeichnen denselben mit 8 C, wobei der vorangestellte Buch -

stabe 8S bedeutet , dass in S die Ebene o gegeben ist und somit durch S die Kurven „ und à

gehen . Durch den Punkt P, dem zweiten Schnittpunkte von „ und J ausser 8, und durch 0
legen wir eine beliebige Ehbene , welche * im Punkte und J in TY schneiden soll . Verbindet

man 8 mit allen Punkten von 2 oder J, so erhält man zwei Strahlenbüschel , und verbindet man
ebenso alle Kurvenpunkte von « und durch Ebenen mit den in der Ebene Oρ liegenden
Linien K resp . C V, so erhält man zwei Ebenenbüschel , von welchen 0 E projektivisch ist

2u 3 und O projektivisch zu 15 Dadurch sind aber nach einem bekannten Satze die

Strahlenbündel und 8 reciprok aufeinander bezogen . GVergl . v. Staudt : Geom . d. Lage
No . 129 , I. )

Das Ebenenbüschel 80 bezieht die beiden Strahlen -

büschel 8• und 85 perspektivisch so aufeinander , dass der

Strahl 8SP sich selbst entspricht . Dadurch sind aber auch die

Ebenenbüschel πρ und 07T perspektivisch zugeordnet , weil

die gemeinschaftliche Ebene POν sich selbst entspricht . Je

zwei entsprechende Ebenen schneiden sich desshalb in je einer

Linie eines Strahlenbüschels mit dem Centrum 0 , dessen

Ebene sei .

Iun dem Bündel 8S entspricht somit der Linie 80 die

Ebene ) in 0.

Nehmen wir jetzt eine Ebene des Büschels S8S0, welche

in K und Jin L schneidet ; es sei dies die Ebene ſd. Diese

Ebene schneidet die Strahlen SK und 8SL in § , resp . 8 aus ,

welchen in 0 die Ebenen CÆ & resp . C1L entsprechen . Also entspricht der Ebene „ in 8
die Schnittlinie der Ebenen OÆρ K und C7L in C, die Linie mn, welche in der Ebene nach

obigem liegen muss und jedenfalls durch die Ebene ſi nicht aus / ausgeschnitten wird , weil
K und L selbst auf „ liegen . Jedem Strahle durch 8 in der Ebene entspricht also im
Bündel 0 eine durch gehende Ebene , und zwar dem Strahle SK die Ebene OEK d. h.
„ K und dem Strahle 8SL ebenso die Ebene L . Da nun das Ebenen - und Strahlenbüschel

Projektivisch aufeinander bezogen sind , so schneiden sie einen Kegelschnitt aus , welcher
durch S, O, K und L hindurchgeht und in 0 von berührt wird , da dem Strahle 80 in 0
die Ebene entspricht .
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Wir beweisen nun , dass diese Kurve ebenfalls von oin 8 berührt wird , indem wir

untersuchen , welche Ebene in 0 demjenigen Strahle entspricht , welcher von und in 8

ausgeschnitten wird .

Die Ebene o in S ist bestimmt durch die beiden Tangenten von „ und im Punkte 8.

Sie seien bezeichnet mit à und J. Der Linie à* entspricht nun in C die Ebene 0 und ebenso

entspricht die Ebene CJ . Es entspricht somit der Ebene oüim Bündel 8S die Linie 0 S in P .

Der Schnittlinie von d und ꝶι in S entspricht somit in C die durch n und 0 8 gelegte Ebene .

Daraus folgt , dass obige Kurve auf der Ebene 4 von o in 8S berührt wird und daraus ,
dass sie nichts anderes ist , als die auf der Ebene ι bestimmte Kurve des Kegelschnittbüschels .
Diese wird also in C von der Ebene ) ebenfalls berührt . Das gleiche folgt ebenso für alle

andern Kurven des Büschels , welche ? und 7 ( ausser S) in zwei Punkten schneiden . Und

wir haben also den wichtigen Satz :

Das Kegelschnittbüschel 80 hat nicht nur in 8, sondern auch in 0eine
Tangentenebene .

Obigen Satz haben wir mittelst Anwendung einer Eigenschaft der Strahlenbündel

bewiesen . Es wäre nun interessant , ohne Anwendung der Grundgebilde zweiter Stufe den

Beweis zu führen , da wir dann , wie sich zeigen wird , die Theorie der Flächen zweiter

Ordnung blos durch Kegelschnittseigenschaften abgeleitet hätten . Ich habe den Beweis

folgendermassen zu führen versucht .

Es ist bekannt , wenn man in einer Gleichung für eine Kurve zweiten Grades die
Coefficienten variiert , dass dann auch das Wertsystem einer Lösung sich unendlich wenig
verändert . Das heisst , wenn man die Elemente , durch welche ein Kegelschnitt bestimmt ist ,
unendlich wenig verändert , so geht derselbe stetig in einen andern über . Lassen wir nun

den Kegelschnitt d über 2 und hingleiten , so dass er immer

durch und 8 geht , so verändern sich K und L wie oben ver -

langt wird ; „ν wird sich desshalb stetig in seiner Ebene verändern
und bei der Bewegung dieser Ebene um 8 0 eine Fläche be⸗

schreiben . Dieser stetige Ubergang erleidet jedoch eine Unter -

brechung , wenn K in S und L in S übergeht , da wir dann von u ,
wie wir sahen , nur noch vier Elemente kennen und die Kurve
somit nicht mehr bestimmt ist . In beiden Fällen bestimmen wir

jedoch den Kegelschnitt , wie es die Konstruktion eines Kegel -
schnittbüschels verlangt , durch die theoretisch mögliche Bedingung ,
dass derselbe mit dem unmittelbar vorhergehenden und nach -

folgenden , welche noch vollständig bestimmt sind , dieselbe Tangenten -
ebene in C haben soll . Dadurch ist bewirkt , dass sicher in der Umgebung des Punktes 0
alle Kegelschnitte stetig in einander übergehen , somit dort das Stück einer Fläche bilden ,
an welche sich ( nach pag . 7 , Anmerkung ) eine Tangentenebene legen lassen muss . Die

Tangenten aller Kurven des Büschels liegen also in dieser Ebene und man sieht jetzt nach -

träglich , dass man zur Konstruktion jener beiden besonders besprochenen Kurven nicht die
beiden benachbarten , sondern beliebige des Büschels gebrauchen kann .

Durch den Beweis dieses Satzes sehen wir , dass die erste jener beiden Forderungen
Sag . 7) , welche die Konstruktion eines Komplexes bedingen , erfüllt ist . Weitere Eigenschaften
der Kegelschnittbüschel ergeben ebenso leicht die zweite . Vorab wichtig ist folgender Satz :

In einem Kegelschnittbüschel 80 , dessen erzeugende Kurven „ und 4

ausser 8 im Punkte Psich schneiden , werden auch durch die Ebenen des Ebenen -
büschels 8SP Kurven zweiten Grades ausgeschnitten .

II



ieeeeeeeeeegee

10

Es seien däund zwei Kurven des gegebenen Kegelschnittbüschels . Durch dieselben

ist ein zweites Kegelschnittbüschel SP bestimmt , welches nach dem letzten Satze in P die

durch die Tangenten von „ und 7 bestimmte Ebene als Tangentenebene haben muss , da

„ und 7 diesem Büschel selbst angehören . Hätte man nun zur Konstruktion dieses Büschels

statt „ zum Beispiel neben „ irgend eine andere Kurve “ des Büschels 8S 0 genommen , 50

hätte man mittelst und ein zweites Büschel SP konstruieren können , welches in F, da

ebenfalls diesem & und J angehören , dieselbe Tangentenebene haben muss . Je zwei Kurven

dieser Büschel SP , welche durch dieselbe Ebene SP ausgeschnitten werden , stimmen desshalb

überein in 8, P, im Schnittpunkt der herausschneidenden Ebene mit ν und in den Tangenten
in P und S. Sie sind desshalb identisch .

Dieses gilt nur nicht von den beiden Kurven , welche von derjenigen Ebene 5 , die

durch P, 8S und die Tangente an din & hindurchgeht , ausgeschnitten werden . Denn diese

Kurven stimmen blos überein in §, o, P und r , während die Kurve des ersten Büschels 2 in N

und die Kurve des andern Büschels “ in M' schneidet .

Um nun zu beweisen , dass auch auf dieser Ebene die

Kurven P, , M. S , o und P, R' , S, o identisch sind , kon -

struieren wir ein drittes Kegelschnittbüschel S mittelst

den Kurven und “ . Um diese drei Büschel 8SP kurz

zu bezeichnen , setzen wir fortan hinter die bisherige Be -

zeichnung die beiden erzeugenden Kurven in eine Klammer ,
50 dass wir folgende drei Büschel 8SP haben :

SR e , 856, )

Von diesen dreien hat das Büschel 8SPG , “ ) in P

ebenfalls die Ebene r als Tangentenebene , da ihm die

Kurven „ und J, deren gemeinschaftliche Berührungsebene & ist , ebenfalls angehören müssen .

Die Ebene schneidet desshalb aus ihm einen Kegelschnitt aus , welcher durch P, N. N“ , 8

geht und die Ebene und odüin P resp . S& berührt . Diese Kurve hat somit mit den Kegel -
schnitten P, ur, N. S, und P, , N' , S , jedesmal die fünf Elemente gemeinsam , alle drei und

also auch die beiden letzten sind desshalb identisch . SP ( u, ) und 8P ( u ,“ ) stimmen dess -

halb in allen Kurven überein , woraus zugleich der Satz folgt :

Haben zwei Kegelschnittbüschel SP dieselbe erzeugende , während

jeweils die andere Erzeugende jedes Büschels und „ ädemselben Kegelschnitt -
büschel 80 % angehören , so sind die beiden Kegelschnittbüschel identisch . Oder

etwas allgemeiner ausgesprochen :

Sind die Erzeugenden mehrerer Kegelschnittbüschel 8SP Kurven ein und

desselben Büschels 80 , so sind die Kegelschnittbüschel SP identisch .

Nun ergibt sich von selbst der zu beweisende Satz ( pag . 9) . Denn weil SP ( u, )
und S ( ινν ) identisch sind , so gehört dem Büschel S P (öU, ) auch die Kurve an und

nach dem zuletzt aufgestellten Satze jeder andere Kegelschnitt des Büschels 8S 9 (s, Y. Durch

jeden Punkt 4 des Büschels S P ( u, 7) geht diejenige Kurve des Büschels 80 , welche durch

die Ebene 80 A4 aus letzterem herausgeschnitten wird , da ja diese Kurve auch als eine

Erzeugende von 8SP betrachtet werden kann . Beide Büschel haben also alle Punkte gemein -
sam , und es müssen aus 8 0 ( ,⁰ Y) durch die Ebenenbüschels 8SP das Kegelschnittbüschel S

ausgeschnitten werden . Damit ist der obige Satz ( pag . 9) bewiesen und wir erhalten zugleich
den weiteren :



Sind von zwei Kegelschnittbüscheln SP und S0 zwei der Kurven des

einen die Erzeugenden des andern , so bestimmen beide dieselbe Fläche .

Nun folgt leicht , dass das Kurvenbüschel S 0 («, ) überall , nicht nur in der Um -

gebung von O, eine stetig zusammenhängende Fläche darstellt .

Denn nehmen wir an , es würden zwei aufeinander folgende Kurven undev nicht

stetig in einander übergehen , dann könnte jede Ebene des Büschels SP , welche die beiden

Kurven schneidet , keinen Kegelschnitt ausschneiden , da die ausgeschnittene Kurve bei den -

jenigen ihrer Punkte , welche zugleich 4und angehören , eine Unstetigkeit zeigen müsste ,
Was bei einem Kegelschnitt unmöglich ist . Somit erhellt :

Durch einen Kegelschnittbüschel ist eine überall stetig zusammen -

hängende Fläche dargestellt .

Nun ist es möglich , für diese Fläche eine Konstruktion aus andern Elementen , als

den bisher gegebenen , zu finden . Wir nehmen an , es seien ausser 8 und o noch der

Punkt P und eine Ebene durch ihn p gegeben , und ausserdem hätten wir noch einen Kegel -
schnitt , welcher , ohne auf o zu liegen , o in 8S berührt , mit aber keinen Punkt gemein
hat . Auf jeder Ebene SP , welche „ äin & nicht berührt , wird dann mittelst S, o, P, r und

dem Schnittpunkte Mmit u ein Kegelschnitt eindeutig bestimmt . Von diesen Kurven nehmen

wWir zwei beliebige à und heraus und legen durch einen beliebigen Punkt von , eine

Ebene 8 0 , welche „ in K, in L schneidet . Durch S, o, C, K L ist dann auf dieser Ebene

ein Kegelschnitt „ bestimmt , und wir erkennen leicht , dass mittelst ν ? und v ein Kegelschnitt -
büschel SP ( u, ) bestimmt ist , welches von rin P berührt wird , und dessen Kegelschnitte
mit den zuerst konstruierten ( mittelst S, o, P, πν und Kurve ſ½) identisch sind . Dadurch ist

nun auch auf jener Ebene SP , welche 4öin 8S berührt , ein Kegelschnitt bestimmt . Wir

sehen also , dass wir mittelst S§, o, 2 , P und der Kurve ſ ein Kegelschnittbüschel konstruieren

können : es bleibt nur noch zu beweisen , dass es blos eines gibt , d. h. dass die Kurve , welche

auf der Berührungsebene 8SP an liegt , von der Konstruktion unabhängig ist .

Denn zur Konstruktion war beliebig gewählt :

1) Die Kurve und J .

2) Die Kurve v.

3) Der Punkt O auf 1 .

Vorerst ist ersichtlich , dass , wie man auch diese Stücke wählen mag , die Kurven

derjenigen Ebenen , welche ‘ äschneiden , dieselben bleiben , da sie durch P, , &, und dem

Schnittpunkt ihrer Ebene mit ι eindeutig bestimmt sind . Um dasselbe von der Berührungs -
ebene an dd¼ äzu béweisen , denke ich zuerst statt 2 und zwei andere auf ebendieselbe Weise

konstruierten Kurven und genommen und statt die Kurve v“ ebenfalls durch 0 gehend .
Nach Satz pag . 10 ist dann :

S P ( u , ) identisch mit S 0 ( “, J) .
SP ( , ) identisch mit S0 (r , Y.

Nun gehören aber 4, u“, demselben Kegelschnittbüschel S ( , ) an , also ist

S 0 , Y identisch mit S0 ( , JY). Somit muss auch S ( u , „ ) identisch sein mit S PCι , ) ,
d . h . es ist gleichgiltig , wie ich diese Stücke wähle , wenn nur der Punkt 0 derselbe bleibt .
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Nun denke ich den Punkt C auf der Kurve verschoben nach O' . Auf der durch 0
gehenden Kurve zweiten Grades „ nehme ich einen Punkt 0 “ so an ,
dass wenn ich durch 0 0 “S eine Ebene lege , dieselbe den Kegel -
schnitt « und J nicht berührt , was immer möglich ist . Auf dieser

Ebene konstruiere ich mittelst S, o, H“ und den beiden Schnittpunkten
mit uund J eine Kurve / und beweise zunächst , dass sie ſ4üin 0
schneiden muss .

Zum Nachweise lege ich durch SP eine Ebene , welche die

Kurve hin 0“, in E und “ in X schneidet . Durch S,o , P , und

je einen der Punkte 0“, R, X sind in dieser Ebene die Kurven

K, resp . K, resp . K, bestimmt . Und es muss nun offenbar identisch sein :
0

K mit K, lals Kurve im Büschel S P ( u, )

K, mit K, lals Kurve im Büschel 8SPG , )

alS0 auch :

K4 mit K,⸗

Auf K liegt nun der Punkt 0“, er muss also auch auf K, liegen und kann dort

kein anderer sein , als der Punkt X. weil er auf der Ebene 8 P liegen muss . Das heisst aber
muss „ im Punkte 0 “ schneiden .

Nun ist es leicht , den Beweis zu vollenden . Diejenige Ebene 8SP , welche „ in 8

berührt , schneidet in N und “ in N' . Auf ihr sind wie oben durch S, o, P,ν und N

resp . Nzzwei Kegelschnitte bestimmt , C, und C/. Derjenige Kegelschnitt , welcher in S P ( u, )
die Kurve ſd berührt sei Cund derjenige , welcher sie in SP ( u , “ ) berührt sei C. Es muss
dann sein :

C = Cy Lals Kurve in 8SP ( U, ) ]

C/V , lals Kurve in 8SPGO, 0 )

C/ C. lals Kurve in 8 P ( C, )
das heisst aber :

„

Wo immer man also bei Ausführung obiger Konstruktion den Punkt auf i annimmt ,
erhält man dieselbe Kurve S P, welche „ berührt . Und da die andern Kegelschnitte S P ,
wWelche „½ schneiden , von selbst gleich sind , so folgt der Satz :

Durch §S,o , einem nicht auf o gelegenen Punkte Pund einer Ebene à durch

denselben , ausserdem durch einen Kegelschnitt , , welcher oin S berührt , mit æ

aber keinen Punkt gemein hat , ist ein Kegelschnittbüschel SP eindeutig
bestimmt .

Wir bezeichnen diese Büschel mit S P ( ‚α ) , wo die Tangentenebene des zunächst

stehenden Punktes P bezeichnet , während der eingeklammerte griechische Buchstaben , die

durch S gehende Kurve zweiten Grades bezeichnet .

Wir haben somit den Satz :

Nimmt man in einem Büschel SP ( d ) ) auf der Kurve /einen beliebigen
Punkt 0, und ausserdem zwei nicht durch diesen Punkt gehende Kegelschnitte ?
und des Büschels , so erhält man ein neues Büschel 8S0G , Y, welches dieselbe

Fläche mit dem ersten bildet .
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Nun könnten wir leicht neue Konstruktionsmethoden von Kegelschnittbüschel auffinden
und beweisen ; wir wenden uns jedoch zur Untersuchung der von einem solchen darge -
stellten Fläche .

Von einer solchen wissen wir aus dem bisherigen , dass sie von zwei Schaaren von

Kegelschnitten bedeckt ist , von denjenigen der Ebenenbüschel 8SP und 8S 0. In jedem Punkte
der Fläche schneiden sich desshalb zwei Kegelschnitte , je einer von jeder Schaar mit einem
der andern Nur die Punkte 8, und P scheinen ausgezeichnete Punkte zu sein , indem sich
dort nicht zwei , sondern unendlich viele Kegelschnitte schneiden .

Wir erhalten jedoch leicht folgenden Satz :

Haben zwei Kegelschnittbüschel S4 und S5B dieselben Erzeugenden und

liegt der Punkt B des einen auf der Fläche des andern , so haben sie alle
Punkte gemeinsam .

Es seien die Erzeugenden wieder „ und J, die gemeinsamen Punkte und Tangenten -
ebenen derselben wieder 8S und o, P und r . Wir erkennen sogleich , dass beide Büschel die
auf der Ebene 8S B liegenden Kurven gemeinsam haben müssen , da diese Ebene wWenigstens
eine der beiden Kurven à und schneiden muss . Diese gemeinsame Kurve heisse .
Nittelst S, 6, P. vr, 4können wir nun das Kegelschnittbüschel SPNJ konstruieren , welches
nach dem vorhergehenden Satze sowohl mit S 4 (à, Y, als mit S B G, Y dieselbe Fläche bilden

muss , womit der Satz bewiesen ist .

It somit 4 ein beliebiger Punkt des Büschels S B (x, Y) , so muss jede Ebene S8 A4 aus
dem Büschel einen Kegelschnitt ausschneiden , da das Büschel S4 ( x , Y, welches wir konstruieren

können , alle Punkte mit S B (à, J ) gemeinsam hat . Da nun A ein beliebiger Punkt vonS B (u, Y)
ist , S0 folgt der Satz :

Jede durch 8 gehende Ebene schneidet aus einem Kegelschnittbüschel ,
einen Kegelschnitt aus .

Somit stellt also ein Kegelschnittbüschel einen oben definierten Komplex dar , hat
also in jedem Punkte eine Tangentenebene . Und wir sehen , dass durch alle jene Stücke ,
durch welche ein Kegelschnittbüschel eindeutig bestimmt ist , ebenfalls ein Komplex eindeutig
gegeben ist .

Wir wissen also , Komplexe der beschriebenen Art existieren in der That , und es ist

nun nicht schwer , weitere Eigenschaften aufzufinden . Zunächst sehen

wir , dass in 8S0GE , ) resp . S P ( iꝗν der Punkt 8 vor P immer noch

dadurch ausgezeichnet ist , dass &, M resp . ι durch ihn gehen müssen ,
und dass nur die Ebenen des Ebenenbündels 8 Kurven zweiten

Grades ausschneiden . In Bezug auf den ersten Punkt werden wir

zeigen , dass ein Komplex SP auch bestimmt ist durch S, o, P, eine in 8

die Ebene o berührende Kurve zweiten Grades ιund eine zweite Kurve

durch P, welche „ in zwei Punkten schneidet , aber nicht in deren

88 Ebene liegt . Denn bei dieser Bestimmung eines Kegelschnittbüschels ,
d. h. eines Komplexes , ist S vor P in keiner Weise ausgezeichnet ,
da in P dann auch eine Tangentenebene vorhanden sein muss .

Es seien die Schnittpunkte von „ν undedie Punkte und .

Auf jeder Ebene P &, welche ½ unde nicht berührt und nicht

durch und geht , ist durch 8So P und den Schnittpunkten mit 4
und y ein Kegelschnitt eindeutig bestimmt , ebenso auf den Ebenen P9S
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und PAIHS , indem man die natürliche Bestimmung trifft , dass die Kegelschnitte in und Æ

die gemeinschaftlichen Tangentenebenen von ν undev berühren sollen . Das gleiche gilt für

die „ berührende Ebene . Dort ist der Kegelschnitt durch S8, o, P, dem Schnittpunkt M mit 1
und die Tangente an v in P bestimmt . Sollten jedoch ν undev dieselbe Berührungsebene

haben , so dass M mit 8 zusammenfällt , so ist der Kegelschnitt bestimmt durch die gleich

anzugebende Konstruktion auf der Berührungsebene an . Wir bestimmen nämlich auf

dieser Ebene wie oben ( pag . 9) den Kegelschnitt durch die vorerst blos theoretisch mög -

liche Bedingung , dass er mit dem nächstfolgenden und dem vorhergehenden in P dieselbe

Ebene berühren soll .

Verfahren wir jetzt genau wie oben , so erhalten wir aus denselben Gründen jeden -
kalls in der Umgebung des Punktes P ein stetig zusammenhängendes Flächenstück , so dass

wieder in P alle Kurven SP eine gemeinschaftliche Tangentenebene haben . Und diese

Ebene berührt ebenfalls die Kurve „, da ihre Tangente in P zugleich Tangente an diejenige
Kurve SP ist , welche auf der die Kurve berührenden Ebene liegt .

Anmerkung . Dieser Beweis kann auf analoge Weise wie oben ( pag . 8) mit Anwendung von

Grundgebilden zweiter Stufe durchgeführt werden .

Nun folgt leicht , dass alle diese Kurven zweiten Grades ein Kurvenbüschel S bilden ,
denn da alle in P berühren , so sind sie identisch mit denjenigen des Büschels S Pr (40.

Konstruieren wir jedoch das Büschel PSO ) , so sehen wir , dass die Kurven dieses

Büschels ebenfalls mit den mittelst νund konstruierten zusammenfallen . Die Büschel SPr (
und PS o ) stellen somit dieselbe Fläche dar , und es muss desshalb sowohl jede Ebene durch S

Als auch durch P eine Kurve zweiten Grades ausschneiden . Somit haben wir den Satz :

Aus dem durch Su ( ) ) bestimmten Komplex schneidet jede Ebene der

Bündel 8S und P Kurven zweiten Grades aus . Oder :

Der Komplex SP (uιν und PSOUO ) sind identisch .

Nun wissen wir aber , dass in der Fläche SP ( ν der Punkt P kein ausgezeichneter
Punkt ist , sondern dass , wenn 4 ein beliebiger Punkt , à darin die Berührungsebene , e eine in

der Fläche liegende Kurve zweiten Grades durch S bedeutet , wir dieselbe auch durch das

Büschel SAàg ( e ) darstellen können . Daraus folgt dann wieder , dass auch jede durch 4

gehende Ebene eine Kurve zweiten Grades ausschneidet . Und es resultiert so :

Schneidet eine beliebige Ebene die durch einen Kegelschnittbüschel dar -

gestellte Fläche , so ist die Schnittkurve ein nicht zerfallender Kegelschnitt .

Die weitere Untersuchung dieser Flächen geht nun auf Bekanntes zurück . Sei P ein

ausserhalb der Fläche gelegener Punkt , so schneidet jede Ebene durch P, welche die Fläche

triftt und nicht berührt , einen Kegelschnitt aus . Konstruiert man in jedem dieser Kegelschnitte
die Polare zu P, so müssen sich alle diese Polare schneiden und desshalb in einer Ebene

liegen , weil sie nicht durch einen Punkt hindurchgehen . Ordnet man noch jedem Punkte auf

der Fläche die durch ihn gehende Tangentenebene zu , so sieht man , dass jedem Punkte des

Raumes eine Ebene , die Polarebene , zugeordnet ist . Ebenso erkennt man leicht , dass jeder
Ebene ein Punkt , der Pol , zugeordnet ist . Denn nimmt man drei nicht in einer Geraden

liegende Punkte der Ebene und konstruiert zu jedem die Polarebene , so schneiden sich diese

in einem Punkte , dem Pol . Dieser ist von der Lage jener drei Punkte auf der Ebene unab -

hängig , da er von jedem Punkte der Ebene durch die Schnittpunkte ihrer Verbindungslinie
mit der Fläche harmonisch getrennt ist , wie man leicht sieht . Zugleich erkennt man auch ,
dass wenn die Polarebene zu P und ꝶν²izu M ist und Mliegt in r , dass dann auch P in 1



liegen muss . Man sieht also , die Punkte und Ebenen des Raumes sind durch den Komplex
reciprok einander zugeordnet , so dass die Punkte des Komplexes auf den ihnen zugeordneten
Ebenen liegen . Das heisst aber : Obige Komplexe sind Flächen zweiter Ordnung
nach von Staudt ' scher Definition , und zwar nur solche , welche keine geraden
Linien enthalten , also Elipsoide , Paraboloide und parabolische Hyperboloide ,
während die sogenannten Regelflächen von obiger Definition nicht umfasst

werden . Dagegen fallen unter sie , wie wir sahen , wieder Gebilde , welche nicht zu den

Flächen zweiter Ordnung gehören .

Es erübrigt nun noch , auch für die Regelflächen eine ähnliche Definition aufzustellen ,
wie die gegebene . Diese finden wir ebenfalls bei von Staudt am gleichen Orte ; sie lautet :

„ Wenn eine Fläche F, welche mit der Ebene Udie Gerade d, ↄ, aber keinen ausser -
halb dieser Geraden liegenden Punkt gemein hat , auch von jeder andern Ebene , welche

durch à oder ↄ geht , in noch einer Geraden , von jeder Ebene Haber , welche die Geraden d, 5
im Punkte ay schneidet , in einer Kurve II . Ordnung geschnitten wird , die alle in der Ebene EH
befindlichen Punkte der Fläche Fenthält , so ist diese Fläche eine Regelfläche . “

Von dieser Definition ausgehend kann dann die Theorie auf ganz analoge Weise ,
wie die gegebene , durchgeführt werden .
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Ueber die Flächen zweiten Grades .

§ 1. Die allgemeine Gleichung zweiten Grades mit drei Variabeln ist

au ＋E d½ J/ ＋E dο ＋ 24d1½ 4½% ＋ 2415 4 % ＋E 24i3 /% ＋T 2414 ＋ 24½½/ ＋ 243 % C-4. = 0 ( 1 ) .

Die Funktion auf der linken Seite wird gelegentlich abkürzend mit 7 ( , /½, à) bezeichnet werden .

Die Gleichung ( 1. ) stellt eine Fläche dar , welche durch jede einer Coordinaten - Ebene

parallele Ebene in einer Linie zweiten Grades geschnitten wird . — Da jede Ebene als Coordinaten -

Ebene angenommen werden kann , und da der Uebergang von einem Parallel - Coordinaten - Systeme au

irgend einem andern Parallel - Coordinaten - Systeme weder den Charakter der Gleichung als einer

algebraischen noch ihren Grad ändert , so folgt daraus , dass die Fläche durch jede Ebene in einer

Linie zweiten Grades geschnitten wird . Diese kann selbstverständlich alle Spezial - nnd Grenzfälle

darbieten , insbesondere auch imaginär werden . — Demzufolge wird eine Fläche zweiten Grades

von jeder geraden Linie in zwei Punkten geschnitten ; es kann die Besonderheit eintreten , dass , wäh⸗

rend die Linie in endlicher Entfernung liegt , einer der beiden Punkte in unendlicher Entfernung
liegt ; es kann die andere Besonderheit eintreten , dass die beiden Punkte in einen zusammenfallen

oder dass sie imaginär werden .

§ 2. Durch Verlegung des Anfangspunktes der Coordinaten in den Punkt ( v 9½ ohne

Kenderung der Axenrichtungen werden die sechs Glieder zweiter Dimension nicht geändert , die

Coefficienten der drei Glieder erster Dimension werden

2 (a75

2 (4³¹ ＋ d ds d5¹)

wobei zu bemerken ist , dass dα = ε ds ist . — Wenn 9% so bestimmt werden , dass jene drei Coeffi -

cienten gleichzeitig Null werden , so ist der Punkt ( u ) der Mittelpunkt der Fläche , indem dann

jede durch diesen Punkt gezogene Sehne der Fläche von ihm halbiert wird .

Die Fläche hat einen bestimmten Mittelpunkt in endlicher Entfernung , wenn der

gemeinsame Nenner der durch diese drei Bedingungen bestimmten Werthe von 9/ von Null ver -

schieden ist . — Dieser gemeinsame Nenner ist

4¹¹ 412 C15—

4˙¹ d4 C½ 2
3l d3 433

Wenn demnach diese Zahl von Null verschieden ist , so ist die Fläche eine Mittelpunkts -

fläche ; sie ist es nicht , wenn die Zahl gleich Null ist .

1



2

§ 3. Welches ist der geometrische Ort der Mitte einer Sehne von gegebener

Richtung in einer Fläche zweiten Grades ?

Die Gleichungen der Sehne seien

EEC . . C . . . . . . . . . .

4
8

0
3

0
60

die Gleichung der Fläche sei die (1) in 8 J.

Man erhält die Durchnittspunkte der Linie ( 3) mit der Fläche ( 1) , indem man diejenigen
Werthe von ½%%ù82, welche diesen beiden Oertern gemeinsam sind , d. h. indem man die den Gleichun -

gen ( 1) und ( 3) gemeinsamen Wurzeln bestimmt . Man erhält dadurch zwei Werthegruppen von ½ 2,

den Endpunkten der Sehne entsprechend . — Man erhält die Coordinaten der Mitte der Sehne ,
indem man die halbe Summe je zweier gleichnamigen Coordinaten der Endpunkte der Sehne nimmt .

Die Elimination gewinnt Symmetrie und dadurch Einfachheit , indem man eine vierte Variable à ein -

führt , welche so bestimmt ist , dass

232 9— —P ——PP — ˙ — — — — 4).
4 0 8

Es ist dann Y der Entfernung des Punktes àͤ 2 vom Punkte / 2i proportional . Die

Elimination ergiebt dann zwei Werthe für Y, deren halbe Summe dem Abstande der Mitte der Sehne

von 1 /1 21 Proportional ist . Die Gleichungen der Linie (3) Sind

* Ꝙτ EE
1 ＋E U

„

Durch Substitution in die Gleichung (1) erhält man

( a 4 ＋ d 5˙ ＋ d½½ 6 ＋ 244½ 45 ＋ 241½ 4 % ＋ 24 be) N

4 d ＋ 42 6%½1 ＋ d½ ＋ un ( a/ . ＋ bai ) ＋ d1s ( dl ＋= cν din ( beI KE eiſi

EVYCi JJi = O .

— 2 3

Bezeichnet man die Coordinaten der Mitte der Sehne wit 4“ /ö und entsprechend die

halbe Summe der beiden Werthe von à mit “ , so hat man die vier Gleichungen

2. ν ] αονν

„ „

2 ◻ν e% οον

( a a : ＋ 4½½ b6˙ ＋- d½, 0 ＋ 241½ 45 ＋ 2a4 4e ＋ H24½5 be ) N.

8
4¹ ανννν 42 57/1 ＋ d½ 021 = di2 4 / 375 b071 —＋ d413 (dei E Cb¹ ＋ d4d4 (521 ＋E 2 10

— 0
＋ 4,ο ＋ α ο ＋ 4½

Eliminirt man aus diesen vier Gleichungen 4 /1 1 ( Wodurch gleichzeitig ) “ herausfällt )
d. h. macht man die Beziehung zwischen den Variabeln und den Constanten unabhängig von den -

jenigen Grössen , welche nur einer individuellen Lage der Sehne angehören , so erhält man die

Gleichung des geometrischen Ortes der Mitte der Sehne , deren Richtung ( à0o) ist . Nach Weg⸗
lassung der Accente wird die Gleichung :
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(aIt 222 5 ＋ 4 % C) , . (45¹ ＋ 432 — 433 0)
＋ ( a , 4 ＋ dιο 4 O. 6

Der geometrische Ort der Mitte einer Sehne von gegebener Richtung ist also eine Ebene .

— Wenn die Fläche eine Mittelpunktsfläche ist , so ist nothwendig der Mittelpunkt in der Ebene (5)
enthalten . Die Ebene enthält also dann unendlich viele Durchmesser . — Sie enthält aber auch in

jedem anderen Falle unendlich viele Durchmesser und heisst deshalb Durchmesserebene .

Bezeichnet man eine in der Ebene ( 5) enthaltene Richtung mit ( 4. 61 ei ) , so ist diese

Beriehung dargestellt durch die Gleichung

(di1 dο d1 ＋ dis C) 4¹ ＋ ( a d ＋E 4½½ ＋E 4½½ S) Y% ＋ ( 4½ αꝘιν ꝗ47 ＋ H4½) e = O.

Diese Gleichung erweis ' t sich als ymmetrisch in Bezug auf à6 C einerseits und an b1 6

andrerseits , und lässt sich demzufolge schreiben

a ZIJ ei) “ ＋ ( 61 al 4 457 5 ＋ 433 61080

d. h. die Richtung ( 4 Y c) ist in dem geometrischen Orte der Mitte der Sehne von der Richtung

a1 b e enthalten . — Deshalb nennt man die Richtung ( aeα ) und die Stellung der Ebene (5)

conjugirt und hat den Satz :

Jeder KRichtung ist in Bezug auf eine Fläche zweiten Grades eine Stellung

derart conjugirt , dass die allen Riehtungen dieser Stellung conjugirten Stellun⸗

gen jene eine Richtung gemeinsam haben ; und umgekehrt .

§ 4. Unter welchen Bedingungen steht eine Richtung ( c) auf der con -

jugirten Stellung senkrecht ?

Die Bedingung ist unter Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten

CC . C . . . . ĩ ĩͤGGCC
0

3
0 0

Um diejenige Werthegruppe 49 ozu bestimmen , welche diesen beiden Bedingungen gleich -

zeitig genügt , führt man eine vierte Unbekannte à ein , welche so bestimmt ist , dass

4¹¹α E 412 5＋ 413 E L AEie A52
5

4 5 5

Diese Gleichungen kann man in folgender Form schreiben :

( 41 — ˙⁰αe 412 ＋ 0

4½¹ ＋ ( a ν 0 (8)
441 d ＋ 4 % 5 ＋ (4½%, — ο = 0 .

Die Bedingung , dass diese drei Gleichungen gleichzeitig erfüllt sein können , ist

01¹2 C

t § 6⁴² 0 9

431 4 d33 —-

Diese Gleichung ist in Bezug auf ) vom dritten Grade , hat also jedenfalls eine reelle Wurzel .

Es lässt sich zeigen , dass alle drei Wurzeln reell sind .

1 *
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Die Gleichung (9) lässt sich folgendermassen schreiben :

au ) ( — 4 ) O = ds ) e = aun⁰ d ( 4̈72 ) 413 — ( — 435) 412 — 2415 9230% 0

Dieselbe lässt sich folgendermassen ordnen :

an ) aν] ο O = d8 ) — 7 — — 47 ) 413 . — ( — 435) 413· — 40 )

Die Zahl e 477) 0 3 4³⁴ 65523

lässt sich stets in zwei reelle Faktoren

„ *

zrrlegen , wo die kleinere der beiden Zahlen 9 und J ( es sei 8) Kkleiner als 4 und als dis , die

grössere J ν udνε§ und az , ist . Die linke Seite der Gleichung ( 10 ) nimmt dann für

X EL den Werth —

15 ( N˖ 6 Vas , — 6 an
* Æ * 85 ＋27 a 413 e=dAas 472)
X = ＋ 9 5

an , mithin hat die Gleichung ( 9) eine reelle Wurzel zwischen — & und b, eine zwischen g und 1
und eine zwischen J und E . — Es ergibt sich demnach , dass , mit Ausnahme besonderer Fälle ,
welche sogleich zu erörtern sind , à drei verschiedene Werthe hat . Wenn aber à drei verschiedene

Werthe hat , so ergeben sich drei verschiedene Werthegruppen für 4 % . — Es giebt demnach im

Allgemeinen in einer Fläche zweiten Grades drei Richtungen , welche auf der conjugirten Ebene senk -
recht stehen . — Jede solche Richtung heisst Hauptrichtung . — Es seien W ½ J , die Wurzeln

der Gleichung ( 9) und ( ar ö. ei ) ( 45 , c½) (as Os c: ) die drei ihnen entsprechenden Richtungen . —
Dann wird 2. B. die erste der drei Gleichungen (8) sowohl durch 41 §1 ei als durch d 5, o, N.
befriedigt , und es ist also

3 N1) a E 41 d1 . 4¹⁸ ½Q ν

(ali — N a ＋ d12 U. . 4¹⁸ C˙ ν o

Durch Elimination von aii erhält man

O½ Dν dν u d1 : (51 4. — b. 41) ＋ 41 (o. 4. — c, 40)0 ν 0

Ebenso erhält man aus der zweiten der Gleichungen ( 8)

( 2 — ½) ) ö67 ＋E 412 ( a b. — 4½ 61) ＋ 47 (oi 5 — e 51) 0

und aus der dritten

G½ — Yu) ei c ＋ dis ( a e — 4½ ei ) ＋E d (51 %½ — b, ei) 0.

Durch Addition dieser drei Gleichungen bekommt 1131

(O — Yui) ( a d½, ＋ 561 5 ＋ 0i e, )

Ebenso OQi — Y½) ( al d½, ＋E 61 6, ＋E Ci e%) ◻ 0
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Folglich , wenn die drei Wurzeln der Gleichung (ö9) verschieden sind

41 4 ＋E 51 b. ＋ ei % =

a1 % L 51 b ＋ ei = 0 ( 11)

d. h. die drei Hauptrichtungen stehen auf einander , jede auf jeder senkrecht . ( Dieses Resultat Iässt

sich leicht auch geometrisch begründen . )

Legt man durch den Anfangspunkt der Coordinaten eine Linie von der Richtung d1 O1 c.
und bezeichnet die laufenden Coordinaten eines Punktes dieser Linie mit à 2, so sind æͤ ; ͤ den

1 §1 ei Proportinal , fofglich stellen die Gleichungen

(ali — uu) 4e ν Æ g413 ◻ 0

¹ ＋E( a½ — Af) 3/ ＋. 473 005 ( 12)

4³ον d32 VVo' ikl
drei Ebenen dar , welche sich in dieser Linie schneiden , d. h. die Gleichungen ( 12) sind die Gleichungen
der Linie .

Erörterung der besonderen Fälle , wo die Wurzeln der Gleichung (9) nicht

alle verschieden sind .

1. Die Wurzeln der Gleichung

4¹² 0 4⁴⁴] 3 4¹⁸

welche mit g und 7 bezeichnet sind , sind resp .

34 4 3
85

0 — 4
—— — — VE. ů 80 E dr , und

Die Kleinste der drei Wurzeln der Gleichung ( 9 ) ist also kleiner als die kleinere dieser beiden

Zahlen , die zweite liegt zwischen ihnen , die dritte ist grösser als die grössere . — Gleiche Rollen

spielen die Wurzeln der Gleichungen

13 3 4¹⁸ 0

55 41³ O05

d. h. die Zahlen

G1¹¹ E 5 4 —11 33³ 1 3 4¹¹ . — J335
7

5
2 3＋ at und VeE ＋ 418

e , ere . ul 2r . . ( el8L 12.

Wenn also zwei der drei Wurzeln einander gleich sind , so muss , wenn Y. N, J ist1 32 8 7 7 1 2 3 90

422. LE G3 422 — J333 2 4¹¹ E 433 ( an — 4½ )
¹ 8 2 2 E A² ε . —8—3

—
— a15 5



dagegen , wenn 1 νεν ν

„ ee läe en, Iãr
6411 011 22 11 22

2

sein , d. h. die vier Gleichungen

= dA4¹ 47: ) ( — 453 )— 8 e ö i = „ 241⁹ d2ů43¹1 20

0
8 ) N e = aο aν eσ ο

20 0 . — 45— 4ε

haben eine gemeinsame Wurzel , sie sind für einen gemeinsamen Werth von ) . ( nämlich Y, D) ,
welcher jetat ) heissen möge , gleichzeitig erfüllt , d. h. es ist

3 4⁷ νe = 4⁴⁴ ν 9 —411 ) 4σ οſ 472 ) 41ã0 — 43 ) 42 — 41¹2 423 C³1¹

folglich ist

087 78¹¹1 —πρ ＋3a¹e ν2 4 613 12

Wenn man diese Ausdrücke in die Gleichungen ( 12) einsetzt , so sieht man , dass sie alle
in eine einzige , nämlich in die

4¹½ G13 E 4½2 423 / ＋E 413 492 ( 13)

übergehen , dass es also der Wurzel Y entsprechend nicht eine sondern unendlich viele Hauptrichtungen
gibt , welche sämmtlich in der Ebene ( 13) liegen . Die der Wurzel J; entsprechende Hauptrichtung
bleibt bestimmt und stelit auf der Ebene ( 13 ) senkrecht .

Wenn demnach die Gleichung (9) zwei gleiche Wurzeln hat , so ist

2¹² 413 — 242 C⁰⁸ C¹8³ 423

Umgekehrt lässt sich zeigen , dass , wenn diese beiden Bedingungen gleichzeitig erfüllt sind ,
die Gleichung (9) wenigstens zwei gleiche Wurzeln hat . Denn bezeichnet man jede dieser drei gleichen
Zahlen mit W“, so ist

12 N 8412 4 432RRRRSREEC **
C3 4¹ 41¹2

Setzt man diese Ausdrücke für a1 4½½ 453 in die Gleichung ( 9) ein , so geht sie über in

4¹2 J13
0

J¹² 423
5

4¹3³ 43
o,é

63 4¹ 4¹²

aus welcher unmittelbar ersichtlich ist , dass sie zwei Wurzeln = ) hat , In diesem Falle sind also
alle drei Wurzeln sehr einfach gegeben .



2. Damit alle drei Wurzeln einander gleich seien , ist noth wendige Bedingung , dass

E — J33
2 30 1¹ 33 2

2 13 411

und dies ist gleichbedeutend mit den fünf Bedingungen

4¹ ν 4d ν u33 41 ν dια ν d431 ν O.

Wenn diese fünf Bedingungen erfüllt sind , so reduciert sich die Gleichung ( 9) auf die

( J —aii ) ““ O0.

Die Bedingungen sind also auch genügend . In diesem Falle sind die Hauptrichtungen
vollständig unbestimmt , d. h. jede Richtung ist eine Hauptrichtung .

Es ist demnach bewiesen , dass es in jeder Fläche zweiten Grades im Allgemeinen und
mindestens drei Hauptrichtungen gibt . Bei Mittelpunktsflächen heissen die Durchmesser , welche
Hauptrichtungen haben , Hauptaxen . Die Ebene 2weier Hauptaxen heisst Hauptebene . Bei den
übrigen Flächen kommen diese Begriffe auch vor , bedürfen aber dort noch näherer Bestimmung.

§ 5. 1. Unter welcher Bedingung gibt es eine Richtung , deren conjugirte
Durchmesserebene in unendlicher Entfernung liegt ?

Damit die der Richtung ( à Y c) conjugirte Durchmesserebene , deren Gleichung in § 3
( unter 5) gegeben ist , in unendlicher Entfernung liege , muss

411 ＋ a1½ 6 ＋ 413 0

( 4)
a% EE 45½ 6 ＋ 4½% ο◻ε 0

sein . Damit diese drei Gleichungen zusammenbestehen können , muss sein

¹ ꝗ4 3
—. — 5542 222 Q◻5 0. ( 5)

G³ d32 (633

In einer Mittelpunktsfläche tritt also selbstverständlich der fragliche Fall nicht ein ; in
jeder andern gibt es mindestens eine Richtung , deren conjugirte Durchmesserebene in unendlicher
Entfernung liegt ; man findet sie durch Auflösung der Gleichungen ( 14) . — Ist das Coordinaten -
system ein rechtwinkliges , so ist für diesen Fall Y O eine Wurzel der Gleichung ( 9) . Das
Gleichungssystem ( 14 ) ist also dasselbe wie das (8), d. h. : In jeder Fläche , die nicht Mittelpunkts-
fläche ist , liegt eine Hauptebene in unendlicher Entfernung , oder gibt es eine Hauptrichtung , deren
Conjugirte Durchmesserebene in unendlicher Entfernung liegt .

2. Unter welchen Bedingungen gibt es zwei oder mehr Richtungen , deren
conjugirte Durchmesserebenen in unendlicher Entfernung liegen ?

Damit das eintrete , muss dem Gleichungssystem ( 14) durch mehr als eine Werthegruppe von
( 4 b c) genügt werden . Das tritt aber nur dann ein , wenn dasselbe unendlich viele Werthegruppen
für 4 0 o liefert , wenn die Werthe für 4 5 c unbestimmt Werden , d. h. wenn

411 : 412 : 41s ν dαε % d7 ꝗ4½ fugν d3 : 433.

Diese Bedingung ist aber dieselbe wie die , dass die sechs Glieder Zzweiter Dimensien
in der Gleichung ( 1) ein vollständiges Cuadrat bilden .
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Dann gibt es nicht bloss zwei sondern unendlich viele Richtungen , deren conjugirte Durch -

messerebenen in unendlicher Entfernung liegen , aber sie alle sind einer sehr einfachen Bedingung
unterworfen . — Wenn nämlich für drei Richtungen ( 4G ) ( di b ei ) ( 4 b c½) gleichzeitig die con -

jugirten Durchmesserebenen in unendlicher Entfernung liegen , so muss für jede derselben das

Gleichungssystem ( 14) erfüllt sein , müssen also alle drei 2. B. der ersten der drei Gleichungen ( 14 )
genügen , d. h. es müssen die Gleichungen

411 ◻ε d4d4125 ＋ 413 0

41¹ 41 ＋ 412 61 ＋ 416 1 0

411 du E d12 b2 ＋ 413 C 0

zusammen bestehen , d. h. es muss

2 02 02

sein , d. h. die Richtungen ( d ö c) ( a. 51 ei ) ( 4 52 c ) müssen derselben Stellung angehören .
Demnach : Alle Richtungen , deren conjugirte Durchmesserebenen in unendlicher

Entfernung liegen , gehören derselben Stellung an .

Hieraus folgt : Unter den Hauptrichtungen einer Fläche zweiten Grades ist

mindestens eine , deren conjugirte Durchmesserebene ( Hauptebene ) in endlicher

Entfernung liegt .

§ 6. Es sei eine Fläche zweiter Ordnung auf eine in endlicher Entfernung liegende Haupt -
ebene als XVEbene und auf eine auf ihr senkrechte Linie als AAxe bezogen . Ihre Gleichung kann

dann die erste Potenz von 2 nicht enthalten , muss also die Form haben

au ＋E d22 J/½ ＋ di3 2˙ ＋ 2412 40 ＋ 2a ＋ 242 / E 4 0 ( 16)

Der Schnitt dieser Fläche mit der XV - Ebene ist eine Linie zweiten Grades . Abgesehen

von dem besondern , späterer Erörterung vorzubehaltenden Falle wo gleichzeitig à11 0 d22 ν 0

und 4i2 0 jist , Wo also die Gleichung ( 16 ) die besondere Form

453 2˙ ＋ 241½ 2 / ＋ ,ε ( 17

annimmt , hat der Schnitt mit der X VEbene ein Paar bestimmte rechtwinklige conjugirte Richtungen
und wenigstens einen Durchmesser , welcher alle auf ihm senkrechten Sehnen halbiert . Nehmen wir

diesen Durchmesser als XAxe und eine der ihr conjugirten Sehnen als VAxe , so erhält die

Gleichung der Fläche die Form

a11 4 ＋E 422 / ＋ 433 82 ＋E 241½ ＋ 4½% O0.

Durch Verlegung des Anfangspunktes der Coordinaten lässt sich diese Gleichung , wenn 11
von Null verschieden ist , auf die Form

an¹ ＋＋ dn J½% ＋E dgz 2˙ ＋ 4 , eσ 18 )

und wenn 411 ν 0 und di4 von Null verschieden ist , auf die Form

422 J% ＋Ed36 ˙ ＋ 244̊eσ 0 ( 19 )

bringen ; wenn endlich 411 = O und auch 4i4 = ist , so reducirt sie sich auf die Form

422² /½ — 433 8² ＋ 44 ◻ρ 0 ( 2
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Die Gleichungen ( 17) bis ( 20) umfassen demnach sämmtliche Flächen zweiten Grades . Aus

§ 2 ergiebt sich , dass die Gleichung ( 18 ) in welcher 411 d22 433 von Null verschieden sind , die
Flächen mit bestimmtem endlich entfernten Mittelpunkte , die Gleichung ( 19) die Flächen mit einem
unendlich entfernten Mittelpunkte , die Gleichung ( 20) die Flächen mit unendlich vielen Mittelpunkten
in endlicher Entfernung , die im Allgemeinen in einer graden Linie , der Mittellinie liegen , die

Gleichung ( 17) die Flächen mit unendlich entfernter Mittellinie darstellen . (8. 895 . 2
§ 7. Uebersichtliche Entwieklung und Beschreibung sämmtlicher Formen

der Flächen zweiten Grades .

A. Die in der Gleichung ( 18) enthaltenen Flächen .

I. a sei von Null verschieden . — Wir dividiren durch — 444

5 38 4 4 2 81. Die Coèfficienten — —1 , — —22. , — seien sämmtlich negativ , s0 ist die
—44 4⁴e4 4⁴⁴

Fläche imaginär .

9Q 0 0 0 82. Die Coéfficienten — —I , — 22 , — — seien sämmtlich positiv .
4⁴e4 4⁴⁴ 0⁴e4

8 8 4 5 1 49 8 C. 8 1Wir bezeichnen — I mit ½ ,
— 2 mit 3½ , — mit ,

0⁴4 5
⁴t4 4⁴⁴

8o ist die Gleichung der Fläche

2 2 222
＋ ＋ ½ 1 0 210 8 7

Die Fläche ist gegen jede der drei Coordinaten - Ebenen symmetrisch .
Die Schnitte in den Coordinaten - Ebenen sind Ellipsen mit den Halbaxen à 67 . Die

Schnitte parallel den Coordinaten-Ebenen sind jenen ähnlich und sind um 80 kleiner , je weiter sie
vom Mittelpunkte entfernt sind . In den Entfernungen G resp . ＋ 6, KÆ vom Mittelpunkte
reducirt sich die Schnittfigur auf einen Punkt , die Ebene berührt die Fläche . — Die Fläche ist

vollständig begrenzt ; sie liegt ganz in dem rechtwinkligen Parallelepipedon , dessen Ebenen die

Gleichungen 2 ◻ ＋ d, / ＋ , = ＋ haben . Die Berührungspunkte mit diesen Ebenen
sind die Scheitel der Fläche . Sie heisst EIIipsoid . — Alle ebenen Schnitte des Ellipsoids
sind Ellipsen .

Es sei c& die grösste , J die Kleinste der drei Halbaxen ; irgend ein Radius des Ellipsoids (21)
habe die Länge b und bilde mit den Axen Winkel , deren Cosinus d ) e seien , so ist & ν Oꝗd
bbr A eß

4² 0² 0² 1
2 28 6 U

und da ＋ 62 ＋ Æ l , 80 jist

1 1 1 1 1

ö
1 1 1* 1 1

tolglich ist & der grösste und J der Kkleinste Radius des Ellipsoids .

2

3
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In der Ellipse der V . Ebene ist 28 die grosse Axe , in der Ellipse der XVEbene die kleine

Axe . Legt man demnach durch die eine um dieselbe drehbare Ebene , lässt sie zunächst mit

der hbene zusammenfallen und drelit sie , so ist die Schnittfigur stets eine Ellipse , deren eiue

Axe fest ist , während die andre die XHbene durchläuft ; diese letztere &xe ist anfangs die kleinere

und wird später die grössere ; es tritt also der Fall ein , wWo beide Xxen einander gleich sind ; dann

ist der Schnitt ein Kreis . Es giebt zwei solche Kreisschnitte ; sie bilden mit der VVAEbene gleiche

Winkel ; ebenso mit der XVEbene .

Wenn von den drei Halbasen & 6 zwei einander gleich sind , z. B. und 8, so sind alle

Schnitte parallel der XVEbene Kreise ; das Ellipsoid ist ein Revolutions - Ellipsoid . Die Um -

drehungsaxe ist die Axe . — Ein Revolutions - Ellipsoid kann seine grösste und seine kleinste Xxe

zur Umdrehungsaxe haben . In ihm fallen die beiden durch die mittlere Axe zu legenden Kreis -

schnitte in einen zusammen . —

Wenn ist , so ist das Ellipsoid eine Kugel . In ihr sind die im § 4 No . 2 ent⸗

wickelten Bedingungen dafür erfüllt , dass die Fläche unendlich viele Hauptrichtungen hat . — Um -

gekehrt , jede Fläche , in welcher diese Bedingungen erfüllt sind , ist eine Kugel . Denn diese Fläche

hat allgemein die Gleichung

7% 2 2 4. 2 ,
4¹¹ 11 6¹¹ 41¹

welche sich sogleich auf die Form

ee b4¹1 4¹j 411 61¹ 4¹¹ 611 11

bringen und dadurch als die einer Kugel erkennen lässt .

Hiernach lässt sich leicht erkennen , dass jede Fläche zweiten Grades , welche in dem

Spezialfalle § 4. No . 1 enthalten ist , eine Revolutionsfläche ist .

Nimmt man einen beliebigen Durchmesser als ZAxe , die conjugirte Ebene als XVEbene ,
darin irgend einen Durchmesser als XXxe , den conjugirten als EAxe , so hat die Fläche auch für

dieses schiefwinklige Xxensystem eine Gleichung von der Form

772 2

2 — „ 0
61 4

Daraus ersieht man , dass alle parallelen Schnittfiguren des Ellipsoids ähnliche Ellipsen

sind , deren Mittelpunkte sämmtlich in einer Graden , nämlich dem ihrer gemeinsamen Stellung con -

jugirten Durchmesser liegen . Legt man durch die Endpunkte eines solchen Durchmessers eine

Ebene , welche die conjugirte Stellung hat , so hat dieselbe mit der Fläche einen Punkt gemein und

enthält alle diejenigen Tangenten , welche die durch den Durchmesser gelegten Schnittcurven in dem

Punkte berühren ; sie berührt die Fläche . Die Fläche ist ganz in einem schiefwinkligen Parallele -

pipedon enthalten , dessen Ebenen die Gleichungen ν ＋ d , ＋ ν H＋ Ii haben , ent -

halten und berührt diese Ebenen .

8 8 2 6¹1 022 23 5
3. Es seien von den drei Coefficienten — AE, — ⏑ wei positiv und einer

0⁴4 0⁴4 4⁴⁴

j 4¹¹ 1 42² 1 43 1
AsAbiy ; S Cãĩ CCCC2

— r2 —
½ 80 ist die Gleichung

0⁴4 0 444 ⁴4
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2 7 2 22

I7 „ „ „ 22²

Auch diese Fläche ist , wie alle in der Gleichung ( 18 ) enthaltenen Flächen , gegen jede der

drei Coordinaten - Ebenen symmetrisch . Der Schnitt mit der XVEbene ist eine Ellipse ; alle Ebenen

parallel der XVEbene schneiden die Fläche in ähnlichen Ellipsen , und zwar in um 8o grösseren ,je weiter

die Ebenen vom Mittelpunkte entfernt sind . — Die ZAxe hat keinen Punkt mit der Fläche gemein .

Der Schnitt mit der ÆAAbene ist eine Hyperbel , welche ihre Hauptaxe in der XAxe hat .

Jeder Schnitt parallel der &Ebene , dessen Entfernung vom Mittelpunkte nicht grösser ist als B,

ist eine Hyperbel , welche ihre Hauptaxe parallel der XAxe hat ; jeder Schnitt parallel der XÆbene ,

dessen Entfernung vom Mittelpunkte Gist , ist eine Hyperbel , deren Hauptaxe parallel der AAxe

ist ; die Grenze zwischen beiden , im Scheitel der VAxe , ist ein System zweier graden Linien ;

sie haben die allen eben bezeichneten Hyperbeln gemeinsamen Asymptotenrichtungen . — Die ana - ⸗

logen Erscheinungen zeigen die Schnitte parallel der Hbene . — Die Fläche heisst einschaliges

Hyperboloid .

Legt man durch die EAxe eine um dieselbe drehbare Ebene und lässt dieselbe zuerst

mit der XV . Ebene zusammenfallen um sie nachher bis zur VVAEbene hinzudrehen , so ist der

Schnitt anfangs eine Ellipse , deren eine Axe constant ist , deren zweite Xxe bei der Drehung con -

tinuirlich wächst ; es zeigt sich , dass sie in eine Hyperbel übergeht , deren Hauptaxe in der VAxe

liegt und constant bleibt ; die Grenze zwischen Ellipse und Hyperbel bildet ein System zweier

parallelen Graden ; sie liegen in den beiden oben bezeichneten Ebenen , welche durch die in der

Vxe gelegenen Scheitel parallel der XEbene gelegt werden und sind je eine von den beiden

Linien , in welchen jede von diesen die Fläche schneidet . — Dasselbe zeigt sich bei der Drehung um

die XAxe . — Wenn die Drehung um die längere Axe der in der XVEbene gelegenen Ellipse

erfolgt , so kommt unter den Formen der elliptischen Schnitte auch der Kreis vor , und zwar in

zwei Ebenen , welche mit der XVEbene gleiche Winkel bilden . — Wenn 4 = dist , so ist die Fläche

eine Revolutionsfläche , welche durch Umdrehung einer Hyperbel um ihre Nebenaxe entsteht . —

Dann fallen die beiden Kreisschnitte in einen zusammen .

Schreibt man die Gleichung ( 22 ) folgendermassen

2 22 72
92 8 8²

So erkennt man , dass ihr genügt wird durch jeden gemeinsamen Punkt der beiden Ebenen

*
0 90 83

5 2 3

2 70 3

und ebenso durch jeden gemeinsamen Punkt der beiden Ebenen

2 2 7—— — 1 ——

1 25

5 2 7
* ( — ε 1 —

6

Wo X eine willkürliche Grösse bezeichnet . Daraus ergibt sich , dass die Fläche zwei Sys teme von

unendlich vielen Graden enthält .

2 *



Zwei Grade desselben Systems haben keinen Punkt gemeinsam , denn

die vier Ebenen

5 2
FEFE .4 2 U

5 2

04 3 55

2

5 1 66 *1 ρ O
1

5 0 2
*1 — 2* E 1 0

4 2 N

5 588 5 4 6 19
haben keinen Punkt gemein , weil die Determinante , wovon dies abhängig ist , den Werth — 5

0. U 7
hat , also nicht Null ist . — Ebenso für zwei Grade des zweiten Systems .

Dagegen hat jede Grade des einen Systems mit jeder Graden des andern

Systems einen Punkt gemein .
Dies ist dadurch bedingt , dass die vier Ebenen

2 „ε

2 2
— — 1 2 0

0 3 95

7 2
— . 0

＋4 1
6 7

5

4 2
3J . . . .

＋4 2 94

einen Punkt gemein haben ; dies findet immer statt , weil die bezügliche Determinante identisch Null

ist . — Die Ebene , welche die beiden Graden enthält , hat die Gleichung

1＋ Æπνιι 5 1 — πt
2 1

Für jedes beliebige Werthepaar von 4 und à1 hat also diese Ebene mit der Fläche ( 22 )
zwei grade Linien gemein .

— KCαποοeα 23)

f a 0 663. 54. Es seien von den drei Coefficienten — , — —. , — 44 einer positiv , zwei negativ ;
444 0⁴4 4⁴t4

3 1822 1 6433 1 3
es sei —- 1 ε ‚ νν

⏑ Qε ο]Ꝙτν. 80 geht die Gleichung ( 18) über in die
0⁴⁴ Q 5 4⁴4 ＋

05 92 22
(24)

U

Die Fläche hat mit der XVEbene und mit allen ihr parallelen Ebenen deren Entfernungen
vom Nittelpunkte beiderseitig nicht grösser als J sind , keinen Punkt gemein ; die Ebenen 2 π

haben mit der Fläche je einen Punkt gemein , den Scheitel . Jede Ebene 2 ε ＋ e, vos Iist ,
schneidet die Fläche in einer Ellipse , deren Xxen der X und der VAxe parallel sind ; alle diese

Ellipsen sind ähnlich , die Fläche besteht aus zwei getrennten Schalen .
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Die XZEbene und jede ihr parallele Ebene schneidet die Fläche in einer Hyperbel ; alle

diese Hyperbeln sind einander ähnlich und haben ihre Hauptaxen parallel der Z - Axe . — Die

bene und jede ihr parallele Ebene schneidet ebenfalls die Fläche in einer Hyperbel , auch

diese Hyperbeln sind sämmtlich einander ähnlich und haben ihre Hauptaxen parallel der Axe .

Die Fläche heisst zweischaliges Hyperbolbid .
Wenn = d ist , so ist die Fläche eine Revolutionsfläche , welche durch Umdrehung einer

Hyperbel um ihre Hauptaxe entsteht . —

II . Der Coefficient 4½ der Gleichung ( 18 ) sei Null .

1. Die drei Coefficienten 411 422 433 haben gleiche Vorzeichen . Die Fläche reducirt sich

auf den Anfangspunkt der Coordinaten .

2. Die drei Coefficienten 411 42 A3j3 haben nicht sämmtlich gleiche Vorzeichen . Die Gleichung

lässt sich dann schreiben

52 9
2

0
.ꝗ. — . — — —
9 62 0. (25)

Die XVEbene hat mit der Fläche einen Punkt gemein ; jede ihr parallele Ebene schneidet die

Fläche in einer Ellipse ; alle diese Ellipsen sind einander ähnlich und haben ihre Axen parallel der

X und der FAxe . Der Schnitt mit der XVKEbene ist ein System zweier graden Linien , welche mit

der Z - Axe gleiche Winkel bilden ; jeder parallele Schnitt eine Hyperbel , deren Asymptoten den

Durchschnittslinien mit der XYHbene parallel sind . — Ebenso für die TEbene .

Die Gleichung ( 25) ist homogen . Wenn also ein Punkt 4/ᷣ der Fläche angehört , so

gehört der Punkt Lh, ½/, te für einen beliebigen Werth von ? auch der Fläche an , d. h. sie wird von

einer unendlichen Schaar grader Linien erfüllt , welche vom Mittelpunkte ausgehen . — Die Fläche

heisst Kegel .

Wenn = 8 ist , so ist der Kegel eine Umdrehungsfläche , ein sogenannter grader

Kreiskegel .
B. Die in der Gleichung ( 19 ) enthaltenen Flächen .

Es wird vorausgesetzt , dass alle Coefficienten von Null verschieden sind , indem der Fall ,

WO 414 = 0 jist , in der Gleichung ( 20) und der Fall , Wo 422 oder 433 0ist , in der Gleichung ( 17 )
enthalten ist .

1. 422 und a33 haben gleiche Vorzeichen . Die Gleichung lässt sich dann schreiben

2 2
U 2 5

62 1
0. (26) .

Die Ebene berührt die Fläche im Anfangspunkte der Coordinaten , im Scheitel der

Fläche . — Diese liegt ganz auf einer Seite der Y - Ebene . Alle reellen Schnitte parallel der

bene sind Ellipsen von gleichem Axenverhältnis und parallelen Axen ; sie sind um so grösser ,

je Weiter ihre Ebenen vom Anfangspunkt entfernt sind .

Die XEbene sowohl wie die Ebene und alle ihnen parallelen Ebenen schneiden die

Fläche in Parabeln , deren Axen sämmtlich in der Richtung der XAxe und sämmtlich nach der -

selben Seite hin liegen . — Die Fläche heisst elliptisches Paraboloid . Wenn 6 = 2 7, so ist

sie eine Revolutionsfläche , welche durch Umdrehung einer Parabel um ihre Xxe entsteht .

2. 4½2 und 433 haben entgegengesetzte Vorzeichen . Die Gleichung lässt sich dann schreiben

( 27 )
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Die VAHbene hat mit der Fläche zwei grade Linien gemein , welche sich im Anfangspunkte ,
dem Scheitel der Fläche , schneiden . Jede Ebene parallel der YAHbene schneidet die Fläche in

einer Hyperbel ; alle diese Hyperbeln haben ihre Asymptoten den beiden in der VVAEbene enthaltenen

Linien der Fläche parallel ; alle Hyperbeln auf der einen Seite der V - Ebene gehören dem einen

Asymptotenwinkel , alle auf der andern Seite dem andern Asymptotenwinkel an . Alle Schnitte

parallel der XVEbene , und ebenso alle parallel der ÆEbene sind Parabeln ; alle ihre Xxen sind

parallel der XAxe , aber in den Parabeln der einen Gruppe sind sie nach der einen Seite , in denen

der andern Gruppe nach der entgegengesetzten Seite gerichtet . Die Fläche heisst hyperbolisches
Paraboloid .

Jeder Punkt , welcher gleichzeitig den beiden Gleichungen

0 36

EE
88

genügt , liegt in der Fläche ( 27) . Ebenso jeder Punkt , welcher gleichzeitig den Gleichungen

7 2
7755

—
6 7

„ 3F * VVVV
E 55 0

genügt . Daraus ergibt sich , dass die Fläche zwei Systeme von unendlich vielen graden Linien ent -

hält . Wie beim einschaligen Hyperboloid lässt sich auch hier zeigen , dass zwei Grade desselben

Systems nie einen Punkt gemein haben , dass aber jede Grade des einen Systems mit jeder Graden

des andern Systems einen Punkt gemein hat . Die Ebene , welche die Graden

2 „ „ * Ü * . 39 ̃ 0
1 U

7 2 5 9 5
( E＋ Y ==2 11 ( ＋ — =2 7

6 1 8 6 4

enthält , hat die Gleichung

5 9 2

ee (28)

Für jedes beliebige Werthepaar von „ und 21 hat also diese Ebene mit der Fläche

zwei Grade gemein .

C. Die in der Gleichung ( 20 ) enthaltenen Flächen .

I. 4½ sei von Null verschieden . Wir dividiren durch — 444

4 4 ...
1. — nund — seien beide negativ . Die Fläche ist imaginär .

⁴e4 4⁴

822 433 8 2 8— 2 8 5 8 8
2. — — und — — seien beide positiv . Die Gleichung lässt sich dann schreiben

4⁴4 4⁴⁴
2 22

( 29)
8
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Alle Schnitte parallel der Ebene sind congruente Ellipsen mit parallelen Axen . Jede

Ebene , deren Gleichung — s ist , schneidet die Fläche in zwei parallelen Graden , sofern s zwischen

Uund — 1 liegt ; für ◻ 1 fallen die beiden Graden in eine zusammen . Ebenso für jede
4 4 5 8 3 8Ebene , deren Gleichung ist . — Die Fläche ist ein elliptischer Cylinder . Wenn man

einen der elliptischen Schnitte , welche der VI - Ebene parallel sind , um die grosse Axe dreht , 80
gelangt man in zwei Stellungen , welche mit der Vbene gleiche Winkel bilden , zu Kreisschnitten .
Wenn g 17, so fallen diese beiden in einen zusammen , die Fläche ist ein Umdrehungs -Cylinder .

25 6435Fnhrebaßben entgegesetzte Vorzeichen . Die Gleichung lässt sich
444 444

dann schreiben

2 2
7 2

1⸗ 0 . ( 30)

Alle Schnitte parallel der VEbene sind congruente Hyperbeln mit parallelen Axen . Jede
Ebene , parallel der XV- Ebene , schneidet die Fläche in zwei parallelen Graden ; jede Ebene , deren

Gleichung 6 ist , schneidet die Fläche in zwei parallelen Graden , sofern 22

fallen die beiden Graden in eine zusammen . Die Fläche ist ein hyperbolischer Cylinder .
4. Von den beiden Coefficienten 4½ und 433 sei einer Null . Die Gleichung lässt sich

dann schreiben
2

75

Sie stellt ein System zweier Ebenen , welche der Vbene parallel sind und zu beiden
Seiten derselben in der Entfernung g liegen , oder eine imaginäre Fläche dar .8 7 8

II . a4 sei Null .

I . d und daj haben gleiche Vorzeichen . Die Gleichung lässt sich dann schreiben

72 22
47 ＋ 320

Die Fläche reducirt sich auf die XAxe .

2. du2 und 43g3; haben entgegengesetzte Vorzeichen . Die Gleichung geht dann über in

92 23
8

0.ł 633 )

Die Fläche besteht aus zwei Ebenen , welche auf der Ebene senkrecht stehen und mit der
FAxe gleiche Winkel bilden ; ebenso mit der ZAxe .

3. Von den Coeflicienten 4 : und 433 sei einer Null , so nimmt die Gleichung folgende
Gestalt an :

2
45

0. ( 34 )

Die Fläche reducirt sich auf die XEbene .



D. Die in der Gleichung ( 17 ) enthaltenen Flächen . —

Jeder Schnitt parallel der XT - Ebene ist eine Grade ; alle diese Graden sind parallel .

Alle Schnitte parallel der XY - Ebene sind congruente Parabeln von gleicher Xxenrichtung ; ebenso

alle Schnitte parallel der YZJ . - Ebene . Die Fläche ist ein parabolischer Cylinder . Die Gestalt

der Fläche tritt noch leichter hervor , wenn man die Linie

2414 2a42 ＋ α ◻ν 2

zur VAxe , irgend eine in der XTYEbene darauf Senlkrechten Linie zur XAxe , und die im Durch -

schnittspunkte auf beiden senkrechte Linie zur JNe macht . Dann erhält die Gleichung

die Gestalt

15 ＋ 2 0 . ( 35)

§ 8. Fundamentalsätze von Tangenten und Polaren .

1. Die Entfernung des Punktes à vom Punkte 21 /1 L1 wird durch den Punkt

I
1

in dem Verhältnisse : u getheilt . Soll der letztgenannte Punkt in der Fläche (1) liegen , so wird

diese Bedingung durch die Gleichung ausgedrückt , welche man erhält , wenn man die Coordinaten

dieses Punktes in die Gleichung (1) substituirt . Diese Gleichung wird dann , nach . und 1 geordnet ,

wenn man 7 ( u 3/e ) mit U, F ( vi /i ei ; mit Ui und

an ＋ 422 ½½1 ＋ d458 ＋ di ( 1 „ NÆ＋ ai ( νν 41 ) ＋ d . ( %1 ＋ 91

＋ 4u ( ＋ 41) ＋ d / ＋ %½ ＋ 4%. (E L e1) d4

mit bezeichnet ,

DMu ＋ Ui ＋ 2 ον = O. ( 36)

Diese Gleichung ergibt zwei Werthe für das Verhältniss Y: J wWeil im Allgemeinen die Fläche

mit der Linie zwei Punkte gemein hat . Sollen die beiden Werthe für Y: u einander gleich sein ,

d. h. sollen die beiden Punkte in einen zusammenfallen , so muss

( 37

sein . Diese Gleichung drückt also die Bedingung dafür aus , dass der Punkt ½/ in einer vom

Punkte 41 /1 L1 an die Fläche gelegten Tangenten liegt , d. h. sie ist die Gleichung einer Fläche ,

welche alle vom Punkte 41 /1 Li an die Fläche ( 1) gelegten Tangenten enthält . Das ist eine

Kegelfläche .
Man erhält die Gleichung einer Fläche , welche alle den Flächen

V — ==

gemeinsamen Punkte enthält , indam man die erstere mit Ui multiplicirt und dann zur zweiten

addirt . Man erhält dadurch die Gleichung

und schliesst daraus , dass die Berührungspunkte aller von einem Punkte an eine Fläche zweiten

Grades gelegten Tangenten in einer Ebene liegen , also einen Kegelschnitt erfüllen .
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Wenn insbesondere der Punkt 41 /1 2i ein Punkt der Fläche (1) ist , so ist UI = 0; die

Gleichung ( 37 ) reducirt sich also dann auf die “/2 ν „ oder Y O, d. h. sämmtliche Tangenten
in einem Punkte einer Fläche zweiten Grades liegen in einer Ebene , der Tangentialebene . Ihre

Gleichung jst

( 411 41 ＋ 412 /1 ＋ 413 e1 ＋ di ) ＋ ( Arl 41 ＋ df2 /½1 ＋ 23 21 ＋ 4240 / ＋

(a31 21 E 432 /1 ＋ 433 1 ＋E 434) ＋- ( dl 21 ＋ d42 J½ ＋ 443 eI ＋E 4½%¼ = o0. ( 38 )

Für die besonderen Formen der Gleichungen (21) bis ( 35) nimmt die Gleichung der

Tangentialebene besonders einfache Formen an ; ihre Entwicklung ist eine einfache gute Uebung ;
sie sollen hier nicht aufgezählt werden .

2. Die Bedingung , dass die beiden Werthe für X: 1 in der Gleichung ( 36 ) gleiche absolute

Werthe aber entgegengesetzte Vorzeichen haben , d. h. dass die beiden Punkte %/ à und 41 7/1 21
und die Durchschnittspunkte mit der Fläche harmonische Punkte sind , ist gegeben durch

die Gleichung

Demnach ist der geometrische Ort des vierten harmonischen Punktes zu den beiden

Schnitten einer graden Linie , welche von einem festen Punkte ausgeht , mit einer Fläche zweiten

Grades und zu dem festen Punkte eine Ebene . Sie heisst die Polarebene des Punktes .

Wenn der Punkt in der Fläche liegt , so ist seine Polarebene die Tangentialebene . Wenn

der Punkt ausserhalb der Fläche liegt , so ist seine Polarebene diejenige Ebene , welche die Be -

rührungspunkte des bezüglichen Berührungskegels enthält .

Aus der Symmetrie der Gleichung ) in Bezug auf den Punkt 41 J/1 21 einerseits und

den Punkt L andrerseits ergibt sich , dass die Polarebenen aller Punkte einer Ebene sich in

einem Punkte , dem Pole der Ebene schneiden , und dass die Pole aller Ebenen , die einen Punkt

gemeinsam baben , in einer Ebene liegen , der Polarebene des Punktes . Ferner : Die Polarebenen

aller Punkte einer Graden haben eine Grade gemein , und die Pole aller Ebenen , welche eine Grade

gemein haben , liegen in einer Graden .

3. Die Bedingung , dass die Ebene

Aν Bfν C Dο . ( 39 )

Tangentialebene der Fläche ( 1) sei , ist dieselbe wie die , dass es einen Punkt 1 /1 L1 gebe , welcher

erstens die Gleichung ( 38) der Gleichung ( 39) identisch mache , und welcher zweitens auf der Fläche

S = o , oder was dasselbe ist , auf der Ebene ( 39) liege .
Die erste dieser beiden Bedingungen wird durch die Gleichungen

411 21 ＋ 412 /½1 ＋ 418 1 ＋ 4¼ /

42¹ 41 ＋ d22 /½1 ＋ d23 21 ＋ ,ν

431 21 ＋ 452 /½1＋ 433 E1 ＋ 43ο ν Æσε
44¹ 41 ＋ d42 J/½1＋ 443 1 ＋ νο

dargestellt ; die zweite durch die Gleichung

Aæi ＋ 35ν,ẽi C π = b.

ä

2

———

—
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Die Bedingung , dass diese fünf Gleichungen zusammen bestehen können , ist

4

a21 422 ¶d23 424

411 d12 413 4ſ14

431 432 833 834

S

S

P 0 (40)

„„„

441 d4˙ d, , 44

Wenn man 2. B. diese Bedingungen auf die Gleichungen ( 23) und ( 28) anwendet , So

erkennt man , dass diese Ebenen Tangentialebenen der betreffenden Flächen sind ; diese Tangential⸗

ebenen haben also mit der berührten Fläche nicht einen Punkt , sondern zwei grade Linien gemein ;

sie enthalten alle Tangenten der Fläche , welche durch den Durchschnittspunkt der beiden Graden

gehen , und berühren die Flächen in diesem Punkte .

4. Die Bedingung , dass eine Grade

A4 νυ αοοτνοοε ε ο (41)
A1 ◻ Biy ＋E Ge ＋ Di = 0

Taugente an die Fläche ( 1) sei , lässt sich folgendermassen entwickeln . Die Gleichung irgend einer

Ebene , welche durch die Grade ( 41) geht ist .

( A＋ N Ai ) ανονννν C NC) απε ο ] Dꝗ) = O.

Die Bedingung , dass diese Ebene die Fläche (1) berühre jist

4¹ẽj 01¹2 6¹ — 8¹ AοAii

421 2² 423 4 B ＋ YBI

431 a3² 433 4t CA - YN 0

44⁴1 4e 645 4⁴e4 D＋ ν i .

jj

Diese Gleichung ist in Bezug auf ) vom zweiten Grade , d. h. durch eine gegebene Grade

lassen sich im Allgemeinen zwei Berührungsebenen an eine Fläche zweiten Grades legen . Die Be -

dingung , dass die Linie ( 41) Tangente an die Fläche sei , ist im Allgemeinen , nämlich abgesehen von

Besonderheiten , welche bei den Regelflächen und speciell beim Kegel eintreten , keine andere als die ,

dass die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung einander gleich seien . Dieser Bedingung kann

man folgende Form geben

at üin

4 d2 d½6 dzi B B1

431 4 % ds d43. C 01
6

41 442 d4s d½ D D1 —5
82

0

2 .

Die Umformung führt sich am einfachsten durch den in Brioschi ' s Determinanten -

theorie § 6 Gleichung 56 enthaltenen Satz aus . Will man diesen Satz nicht voraussetzen ,
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sondern sich nur auf die elementarsten Eigenschaften der Determinanten stützen , so wird die

Rechnung allerdings erheblich länger , hat aber gar keine Schwierigkeit ; sie wird deshalb hier nicht

ausgeführt .

§ 9. Die graden Linien und die Tangentialebenen der Flächen zwei⸗

ten Grades .

I . Eine Fläche , welche grade Linien enthält , heisst Regelfläche . Die einfachste Regel -
fläche zweiten Grades ist der Kegel , als dessen Spezialfälle die Cylinder anzusehen sind .

Die Gleichung des Kegels , welche wir unter Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten der

Betrachtung zu Grunde legen , ist

2 972 22

Demnach erfüllen alle Richtungen ( a b ch, welche der Kegelfläche angehören , und nur sie ,
die Bedingung

Wenn drei Zahlen Y9 die Bedingung 2² ＋ 9 ε o erlüllen , so gibt es immer

eine Zahl “ von solcher Beschaffenheit , dass ꝓ 4 den Zahlen 2 — 1, 27 und 42 ＋ 1 proportional

sind und zwar jist 1 = 35 Demnach sind allgemein die Gleichungen jeder Graden , welche in

der Kegelfläche liegt
3 77 2

e

Für jede Grade , durch den Mittelpunkt , welche im Innern des Kegels liegt , d. h. durch

innere Punkte der Ellipsenschnitte geht , ist

² 0² 5

ihre Gleichungen also allgemein

— 7 3 82

4. ( — 1 )— 26 N. 162 4• 1)

wenn 82 S 1. Dieselbe Gleichung stellt , wenn e? 1 ist , eine Grade dar , welche im äusseren

Raume liegt .
2. Jede Linie durch den Mittelpunkt des Kegels ist nach 8 8. 4. Tangente des Kegels ;

jede Ebene durch den Mittelpunkt des Kegels ist nach § 8. 3. Tangentialebene des Kegels . — In

hervorragendem Sinne führen diesen letzteren Namen diejenigen Ebenen , welche mit der Kegelfläche
2 wei zusammenfallende Grade gemein haben . Jede Ebene durch den Mittelpunkt hat nämlich

entweder mit dem Kegel nur diesen Mittelpunkt gemein , jede - ihr parallele Ebene schneidet den Kegel
in einer Ellipse ; oder sie hat mit dem Kegel zwei Grade gemein , jede ihr parallele Ebene schneidet

dann den Kegel in einer Hyperbel ; oder , und das ist der Grenzfall zwischen beiden , sie hat mit ihr

3 *
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eine Grade gemein , in welcher zwei Kegelkanten zusammenfallend gedacht werden müssen ; jede ihr

parallele Ebene schneidet den Kegel in einer Parabel . — Die Bedingung , dass die Ebene

Aο B ο .

9² 772 22
33 —
42 5² 1

mit dem Kegel

zwei zusammenfallende Grade gemein habe , lässt sich dadurch entwickeln , dass man zwischen

beiden Gleichungen 4 eliminirt , also die Projection der Schnittfigur auf die YAHbene durch ihre

Gleichung darstellt ; das ergibt eine homogene Gleichung zweiten Grades mit zwei Variabeln ,
welche sich stets in zwei relle oder imaginäre Factoren zerlegen lässt , je nachdem

2
(45)

ist ; der Grenzfall , dass die beiden Faktoren einander gleich sind , ist gegeben durch die Bedingung

A ? ◻ B2 62 — C2 = O . ( 46 )

Demnach ist aus gleichen Gründen wie unter (1) die allgemeine Form der Gleichung einer

Ebene , welche mit der Kegelfläche zwei zusammenfallende Grade gemein hat

— 1 2A *
( 47 )

Die Vorzeichen der Glieder dieser Gleichung sind offenbar ganz willlcürlich ; die hier vor -

liegenden sind gewählt , weil bei dieser Wahl die Ebene ( 47) die Linie ( 44) enthält .

Jede durch den Anfangspunkt , den Mittelpunkt des Kegels , gelegte Ebene , lässt sich durch

die Gleichung

— 1 2 (ö02 ＋I )
( 48 )

darstellen . Aus der Bedingung ( 45) ergiebt sich , dass wenn e2 1 ist , die Ebene ( 48) mit der

Kegefläche nur den Mittelpunkt gemein hat , dass jede ihr parallele Ebene den Kegel in einer Ellipse
schneidet ; dass wenn 82 S Uist , die Ebene ( 48 ) mit der Kegelfläche zwei grade Linien gemein hat ,
dass jede ihr parallele Ebene den Kegel in einer Hyperbel schneidet , deren Asymptoten jenen beiden

Graden parallel sind .

3. Die Gleichung

2 7 22
( 0

stellt eine Schaar von unendlich vielen einschaligen und zweischaligen Hyperboloiden dar , wenn o

alle Werthe von — bis ＋E durchläuft , während ungeändert bleiben ; alle diese Hyper⸗
boloide haben gleiche Axenverhältnisse ; ein Spezialfall derselben , für = 0, ist der Kegel . Wir

erkennen die gegenseitigen Beziehungen dieser Schaar von Flächen , wenn wir nur die drei

Flächen ( 22) ( 24) ( 25)
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. f 0 24 )

3 2 22 5
12 — (25)

in Betracht ziehen .

Legen wir dem s einen beliebigen constanten Werth 21 bei , so werden alle drei Flächen
in ähnlichen Ellipsen geschnitten ; (die drei Flächen werden von jeder Ebene in ähnlichen , ähnlich

liegenden Figuren geschnitten ) . Die drei Ellipsen haben ihren gemeinsamen Mittelpunkt in der

EAxe ; die grösste Ellipse gehört dem einschaligen Hyperboloide ( 22) , die mittlere dem Kegel ( 25) ,
die kleinste dem zweischaligen Hyperboloide ( 24) an . Die beiden elliptischen Ringe zwischen den drei

Ellipsen sind stets gleich gross , und , da wir rechtwinklige Coordinaten angenommen haben , GgN .
Thre Grösse ist also von der Grösse der 21 unabhängig ; sie werden also um so schmaler , je grösser

21 wird , und wenn 21 unendlich wird , so werden die Ringe unendlich schmal , d. h. der Kegel ist gemein -
samer Asymptotenkegel für die Hyperboloide ( 22) u. ( 24) , oder auch für alle Hyperboloide ( 49) .

Diese Beziehungen treten durch die folgenden Betrachtungen noch viel schärfer hervor .
Jede Ebene lässt sich durch die Gleichung

2 3
— * Q 8 ( 50)

6 1

darstellen . Diese Ebene wird , wie sich aus der Bedingungsgleichung ( 40) in 8 8 ergiebt , Tangential -
ebene der Fläche ( 22) sein , wenn

1 ◻ 0̊ ＋ 1 ) (1 — 820 6¹1

ist . Diese Gleichung ergibt nur dann reelle Werthe für , wenn 82 E 1 ist . Wenn 82 1

ist , so schneidet die Ebene ( 50) die Fläche stets in einer Ellipse , welche sich nie auf einen Punkt

reduciren und nie imaginär werden kann . Wenn e2 S ist , so hat die Ebene ( 50) mit der Fläche ( 22)
eine Hyperbel gemein , welche in ein System zweier grader Linien übergeht , wenn à den besonderen

durch die Gleichung ( 51) bestimmten Werth hat .

Jede Tangentialebene der Fläche ( 22) lässt sich also durch die Gleichung
2 8 2

2 ＋
5 „ — 2 * 1) ＋A 22 — 0

4
52 )VU

darstellen “) . Durch Vergleichung der unteren dieser beiden Gleichungen mit der Gleichung ( 38) ,
welche für die Fläche ( 22) die besondere Gestalt

2. 2¹ ＋4t 3 281
92 6² 57

— 1 2 0

annimmt , erhält man für die Coordinaten der Berührungspunkte

—1 ) . 0 2 h
2¹ů — — 2¹ (53)——— 9 ————

6² ＋ 1ꝯ ) /¹ — 85 ² ＋ 1) 7/ — e „1 — e2

77. — —

) Diese Gleichung ( 52) lässt sich unmittelbar auf die Gleichung ( 23) zurückführen und somit darthun , dass
auch die Gleichung ( 23) alle Tangentialebenen darstellt , mithin auch die ihr vorhergehenden Gleichungen alle Graden des
Hyperboloids .
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Die Gleichungen der beiden Graden , welche dieselbe Ebene mit der Fläche ( 22 )

gemein hat , sind

ßVVVVE

IITCTCC

2z22CC ( W
„64 )

2 S2S2S

TETTTTTECCCCCCCEE
6 1 I⁰

E
6³̃ 1 / — 235 * ＋˙ 11

Die Ebene ( 50) wird Tangentialebene der Fläche (24) , wenn

4 ＋ 0 ＋ 1 ) (E2 —1 ) . ( 55 )

Diese Gleichung ergibt nur dann relle Werthe für à, wenn e2 1. Wenn e2 ZI ist , s

schneidet die Ebene ( 50 ) die Fläche ( 24 ) in einer Hyperbel , welche sich nie auf zwei grade Linien

reducirt . Wenn e2 1 ist , so schneidet die Ebene ( 50) die Fläche ( 27) in einer Ellipse , welche auch

imaginär werden kann , und welche in dem Falle , wo 4 die Bedingung ( 55) erfüllt , sich auf einen

Punkt reducirt . Jede Berührungsebene der Fläche ( 24) lässt sich also durch die Gleichung

38 602

ee e be0 (56)

darstellen . Die Coordinaten des Berührungspunktes der durch die obere dieser beiden Gleichungen

dargestellten Ebenen sind

2 *1 — — ＋ 3ͤĩ
( 1) J/ — 1 ( n＋ 1) / — 1 E1

Wenn s = Uist , so fallen die Gleichungen ( 52) und ( 56) in eine einzige , und zwar in die

Gleichung ( 47) zusammen ; die Berührungspunkte fallen ins Unendliche ; die Linien (54) werden

einander und der Linie ( 44 ) parallel . D. h. Alle Graden des Kegels ( 25 ) berühren die Flächen ( 22)
und ( 24 ) in unendliche Entfernungen ; alle Ebenen , welche den Kegel (25) längs einer Graden

berühren , berühren die Flächen ( 22) und ( 24) in unendlicher Entfernung und haben mit der

Fläche ( 22 ) zwei diametral gegenüberstehende Grade gemein , welche einander und den Graden des

Kegels parallel sind .

Hiernach übersieht man alle gegenseitigen Lagenbeziehungen der in der Gleichung ( 49 )
enthaltenen Flächen vollständig .

4. Auf ganz gleichem Wege findet man , dass jede Tangentialebene des Ellipsoids ( 21 )

05 92 52
(21)

sich durch die Gleichung

—1 2 6 —. —
— — ＋ 4 ( ＋ 1) VY1 ＋ . e

0 3——— 1
3
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darstellen lässt , und dass die Coordinaten der Berührungspunkte der durch die untere Gleichung
dargestellten Ebene sind :

„
— — J¹ ——ů — 1ů· X — — —

0²＋ 1) U 2,4lꝗ 1) V1¹◻Æ e

5. Jede TangentialEEbene des elliptischen Paraboloids ( 26 )

5 5
2 0 G6 )

wird durch die Gleichung
W 5

„ e 0 ( 58 )

dargestellt . Es ergibt sich daraus , dass bei dieser Fläche die Tangential Ebenen nicht paarweise
parallel sind , was bei den vorigen der Fall war . Die Coordinaten des Berührungspunktes sind

＋ R8 E. I .1¹ = 2 85 —
F

Jede der Ebene ( 58) parallele Ebene schneidet die Fläche in einer Ellipse , welche auf der
einen Seite der Tangential - Ebene reell , auf der andern imaginär ist .

6. Jede Tangentialebene des hyperbolischen Paraboloids ( 27 )

wird dargestellt durch die Gleichung

N 0 2 — 1 5e ( 59 )

Auch bei dieser Fläche sind also die Tangentialebenen nicht paarweise parallel . Die
Coordinaten des Berührungspunktes sind

3„

Die Tangentialebene hat mit der Fläche ausser dem Berührungspunkte zwei Grade gemein ,
deren Gleichungen sich folgendermassen schreiben lassen :

RV
( 60 )

UVVVEECE .
* ＋ 298 0ö

Es ist sofort ersichtlich , dass die erste der beiden Linien der Ebene “
AR 8 0

parallel ist , die zweite der Ebene 5 —
85 O. Die sämmtlichen Richtungen der beiden Systeme

von Graden des Paraboloids (27) sind also in diesen beiden Ebenen enthalten . Vgl . 8 7 5 2)0
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7. Aus § 8 3. ergiebt sich , dass jede Ebene , welche den graden Linien eines Cylinders

parallel ist , als eine Berührungsebene des Cylinders angesehen werden muss . Der Berührungs -

punkt liegt im Allgemeinen in unendlicher Entfernung . Die Ebene hat im Allgemeinen zwei parallele

Grade mit dem Cylinder gemein , welche reell und verschieden oder imaginär sein und im Grenzfalle

zusammenfallen können . In diesem Grenzfalle nennt man die Ebene im engeren Sinne eine Tan -

gentialebene des Cylinders . In diesem Sinne ist die Gleichung jeder Tangentialebene des elliptischen

Cylinders ( 29 )
33

B5 ( 61 )

und die Linien , längs deren die Berührung stattfindet , haben die Gleichungen

3 . . . . .
K

Æ —
8 . —3

Wo die Zeichen einander entsprechen .
In demselben engeren Sinne ist die Gleichung jeder Tangentialebene des hyperbolischen

Cylinders ( 30 )
N 1
883 ＋

A＋ — (62)

und die Gleichungen der Berührungslinie

7 N
0 — — 0— — —

5 5 6* 1 . 62

Ebenso ist für den parabolischen Cylinder , dessen Gleichung wir des Anschlusses an die

letzten Entwicklungen wegen etwas anders wie unter ( 35) schreiben wollen , nämlich

die Gleichung der Tangentialebene

62
3 3

5 0, ( 63)

und die Gleichungen der Berührungslinie sind

8
5. 0 2 . 0

§ 10 . 1. Unter welcher Bedingung stellt die Gleichung (1) einen Kegel dar ?

Die nothwendige und genügende Bedingung dafür , dass die Gleichung ( 1) einen Kegel

darstelle , ist die , dass sie sich durch Verlegung des Anfangspunktes der Coordinaten in eine homo -

gene Gleichung zweiten Grades verwandeln lasse . ( Vgl. § 7 X. II . 2) . — Die Bedingung dafür ist

die , dass sich drei Zahlen p, 9, „ so bestimmen lassen , dass

411 41 ＋ 413 “ ＋ de ,

42¹ ＋ 422 J ＋ d½3 ＋ g

½1ο ＋ 452 ＋ 433 ＋ g4 . ε

F ( P , J , 7) σ .
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Die letzte Gleichung geht unter Voraussetzung der drei ersten in die

a¹ννν ＋ d ν dαεαν ε α νσ

über , und die Bedingung , dass diese mit den drei ersten zusammen bestehen könne , ist die , dass

A1¹1 412 gis 14

oO. ( 64 )
4 3 424

431 432 433 434

3⁴ 4 ꝗgα 4

2. Unter welchen Bedingungen stellt die Gleichung (1) ein System zweier
Ebenen dar ?

Diese Frage ist gleichbedeutend mit der : Unter welcher Bedingung ist die allgemeine
Function zweiten Grades mit drei Variabeln in zwei lineare Factoren zerlegbar ? Die Behandlung

dieser Aufgabe wird einfacher , wenn wir die homogene Function zweiten Grades mit vier Varia -
beln behandeln . Der Uebersicht wegen wollen wir die Bedingungen der Zerlegbarkeit für homogene
Functionen zweiten Grades mit zwei und mit drei Variabeln Voranstellen .

Die Funetion a11 41 ＋L 422 U2 —L 242 41 42 (65)
ist stets in zwei lineare Factoren zerlegbar ; dieselben sind xeell , wenn 4122 . — 411 d22 Oist .

Die Function -

2 0 3 „ 2757 8411 4¹ ＋ d2 ＋ 433 43 = — 2412 41 4½2 L 2413 41 43 ＋ 2423 42 W53 ( 66)
ist in zwei lineare Factoren zerlegt , wenn 6 Zahlen 1 *½ ½οο ονον,rο˖gefunden sind , so dass die
Function ( 66) identisch gleich wird der Function

( ¹1 l . LE 2 42 ＋L 2⸗ Eñ) ( 4¹ 4˙ ＋ J 43) . ( 67 )

ZWei lineare Functionen , wie die beiden Factoren von ( 67) lassen sich im Allgemeinen
durch die linearen Substitutionen

4¹ ◻½i E P1 A3 2· 4 % ＋ P7 2 ( 68 )

auf die Formen x1 ＋E 1½ 4 und u 41 ＋ N½ 4 zurückführen , indem man pi und pe s0 be -
stimmt , dass 5

1 E¹ K Hνε 0) .
PI ＋ J½ P˙ ＋ ε 0

Dies ist immer auf endliche und bestimmte Weise möglich , sobald nicht à1 : 1 : N½.
Da die Function ( 67) in Bezug auf l , 22 , & homogen ist , so folgt hieraus , dass mit Ausnahme des
Falles , wo xI : 1 = ε : . 13 : Jg ist , wWo also ( 67) das Quadrat einer linearen homogenen
Function der drei Variabeln ist , sich diese Function stets in ein Produet 2weier linearen Functionen
mit zwei Variabeln transformiren lässt 5

Wenn also die Function ( 66) nicht ein vollständiges Quadrat ist , d. h. wenn nicht

gleichzeitig

412. — 411 422 0 413· — du , ͥs 425. — 422 430 0

ist , wo dann die Zerlegung von selbst ausgeführt ist , ist die Bedingung der Zerlegbarkeit keine
andre wie die , dass sich die Function (66) durch Substitutionen von der Gattung wie die ( 68) auf

4

˖
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zwei Variable zurückführen lässt . — Es sei insbesondere 4122 — 411 22 2 0, was sich bei der

Homogeneität der Function ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen lässt . Es ergibt sich

als Bedingung der Zerlegbarkeit

4¹¹ 412 4113

421 422 4423 0 ( 69)

431 432 433

und als Bedingung der Realität der Zerlegung die , dass d122 — d11 di2 Oist .

Durch ganz gleiche Schlüsse gelangt man zu der Bedingung der Zerlegbarkeit der homo -

genen Function

2 24 —4 55 5
411 L12 ＋ d22 U2 ＋ 435 3 . ＋E 4½4 A: ＋ 2412 1 4 ＋ 2413 K1 3 ＋E 2414 41 4½ ＋E 2423 2 4

＋E 20 ½ E 2434 4 C4. ( 70 )

Falls dieselbe nicht ein vollständiges Quadrat , falls also nicht gleichzeitig

2 — 2 — 2 — 2 —.
an — 411 422 = 0ο g313. — 4J1 433̃ 0 4½ — 4½ ½ % = ο gaε. Ad422433 0

2 — 2
a7 — d2 ν = ο a4a3“ — 433 d½ 0

ist , in welchem Falle die Zerlegung von selbst ausgeführt ist , falls also inbesondere

4122 — 411 422 ist , so wird die Function zerlegbar sein , wenn sie sich durch die Substitutionen

7 U U U * U 7
2¹ οαο½’ ＋ Pi 2%% νρε= u . ＋ DD Iννρσσ ονεο ＋

PD ͤ ½% 44

auf eine homogene Function der drei Variabeln 41 4 , &3 zurückführen lässt und wenn diese

Funetion zerlegbar ist . — Die erste Bedingung erfordert , dass Y1, P2, P3 80 bestimmt werden , dass

al¹ PI ＋ 4d12 D2 ＋E 413 U5 ＋ ud¹ỹ,ůje = 0

d21 PI1 ＋E d˙ D ＋ d2 P3 ＋ 4ι , =
(71)

431 P1 ＋E 432 P2 ＋ d33 3 ＋ ᷣ̃4
9

d4¹ I ＋ dl - P˙ ＋ dis P2 4 . 0

Damit das möglich sei muss

611 412 413 4ʃJ4

421 d : d2 424
( 72

4⁴ dαε

sein . Damit die dadurch erhaltene Function zerlegbar sei , muss

4¹¹ 412 ( 13

42˙ d22 023 0 ( 73 )

431 432 433



sein . Damit die Gleichungen ( 71 ) endliche Werthe für 51 P2, Of ergeben , müssen die neun übrigen
Unterdeterminanten dritter Ordnung der Determinante ( 72 ) einzeln Null sein . Die zehn letzten

Bedingungen lassen sich im Allgemeinen auf zwei unter ihnen zurückführen .

Wenden wir die gewöhnliche Bezeichnung an , wonach diejenige Unterdeterminante dritter

Ordnung der Determinante ( 72) , welche in ihr mit d , multiplicirt ist , ½ heisst , so schreibt sich

die Bedingung ( 73)
64 .

Die Bedingung ( 72) und (73) und die Bedingung 43 0 haben die übrigen acht zur

Folge . — Denn (s. Baltzer Determinanten 2. Aufl . S 6. 5) , da vermöge der Bedingung ( 72)

1¹ 44¹3 22 43 122 απf C. 33 34

6413 33s K14 % U ² ανe 3 % 0½

So folgt aus den Bedingungen 4½3 = O 4¼ά ε

¹3 ν 00 0 νρ 00 e 0 664 — 0

Ferner ist 4¹¹ N¹1 ＋ ꝗ412 N¹εẽ

4¹ A2 ＋ G2 4 %,ỹe 0

11 422 4155 0

Folglich 63 .

6¹¹

4¹9— 12 C1¹2
0²e² Q .

0²²

125
( . 15

13 4¹¹ 42
mithin

G12e ν O.

Demnach ist vermöge der Gleichung 11 ½2 — 4122 0 jedenfalls eine der beiden Zahlen

6411 und ½ Null ; es sei 4 0, 80 ergiebt sich 4u1 1 = 0 also mit Ausuahme des besonderen

Falles , wWo dii = 0 ist , ist auch 1 = 0. Die Bedingung der Realität der Zerlegung ist die , dass

412 — (111 422 (0ist .

Setzt man von den Variabeln der Function ( 70) eine gleich der Einheit , die drei andern

gleich 2, / 2, 80 gelangt man zu einer Function von der Form ( 1) und demnach stellt die

Gleichung (1) ein System zweier reellen Ebenen dar , wenn die Bedingung ( 72 ) (vgl . 64 ) erfüllt

ist , wenn ihre Unterdeterminanten dritter Ordnung einzeln Null sind , welche letzteren zehn Bedin -

gungen sich im Allgemeinen auf zwei zurückführen lassen , und wenn 4122 — 411 d22 0 oder

411 433 — 433 0 ist oder eine der vier übrigen analog gebildeten Bedingungen erfüllt ist .

Die weitere Ausführung der Grenzfälle unterlassen wir hier , weil sie für unsere Zwecke

nicht erforderlich ist .

§ 11 . Die Kreisschnitte der Flächen zweiten Grades . ,

In § 7 sind schon einige Kreisförmige Schnitte von Flächen zweiter Ordnung erwähnt

worden . Es sollen hier allgemein die Bedingungen erörtert werden , unter welchen ebene Schnitte

von Flächen zweiter Ordnung Kreise sind . — Es soll dabei zunächst der Fall der Umdrehungs -
flächen ausgeschlossen sein , um am Schlusse erledigt zu werden .

4 *
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Wenn eine Fläche zweiten Grades von einer Ebene in einem Kreise geschnitten wird , 80
lässt sich durch diesen Kreis eine Kugel legen . Bezeichnet man die Gleichung der Fläche mit Y = 0
und die der Kugel mit Ui O, s0 stellt V V = o0 jede Fläche zweiten Grades dar , welche
alle die beiden gegebenen Flächen gemeinsamen Punkte enthält . Es kann also auch so bestimmt
werden , dass ) U ＋ Ui = deine Fläche darstellt , von welcher die Kreisebene ein Theil ist , d. h.
dass sie ein System zweier Ebenen darstellt . Durch diese Erwägung soll die vorliegende Frage
gelöst werden .

I . Es sei die Gleichung eines Ellipsoids

2 77
3 —. — — 0

04 6²*

Die Gleichung der Kugel ist , da wir rechtwinklige Coordinaten Voraussetzen ,
9 5 2 2( — 410 ＋ / — 17 ) ei ) ? — 7 ◻ν O.

Folglich ist die Gleichung der Fläche zweiten Grades , welche die beiden Flächen gemein -
samen Punkte enthält

* *

125 — 4 — ( 5 E1 3 — (55 15 1) 2. — 2 — 2%/1 / — 2 &1 ＋ 415

=1u k.en — G＋ 7o 70
Die Function auf der linken Seite ist kein vollständiges Quadrat . Wenden wir auf diese

Gleichung die bisherige Bezeichnung an , um die Bedingungen dafür zu ermitteln , dass sie ein
System zweier Ebenen darstellt , so hat die Bedingung ½ ε bier die Form

* X

( 44
Da 4, 6, J von einander verschieden sind , so kann nur einer der drei Factoren Null sein ;

es sei ν
O 62 . — Die Bedingung 42 0 heisst hier

Aes b bt⸗ — 67 01

und ergibt /1 = 0. Dadurch jist die Bedingung ( 72) erfüllt . Die Bedingung 222 0 ergibt dann

5
28 — 21 .

„ „ „ · „ „ % % % % 75 )

Hiermit sind alle Bedingungen der Zerlegbarkeit erfüllt . Durch Substitution der gefundenen
Werthe in die Gleichung ( 74) nimmt dieselbe folgende Gestalt an

62 2
3 62

1652 E „ 9* ＋.
7

5 2 — 2521
3

Die Bedingung der Realität der Zerlegung der Function links ist , dass



ist , d. h. dass 3 der Grösse nach zwischen & und liegt ; wir bezeichnen demnach wieder wie
früher mit 4 die grösste , mit die kleinste Halbaxe . Durch Zerlegung erhalten wir die Gleichung

Es gibt demnach zwei Systeme von unendlich vielen Ebenen , welche das Ellipsoid in
Kreisen schneiden ; die Ebenen des einen Systems sind einander parallel , ebenso die Ebenen des
andern Systems ; die Ebenen beider Systeme stehen auf der Ebene der grössten und kleinsten Axe
senkrecht ; sie sind also alle der mittlern Axe parallel ; je zwei Ebenen , welche verschiedenen
Systemen angehören , bilden sowohl mit der längsten wie mit der kürzesten Axe gleiche Winkel .

Die Ebenen , welche in der Gleichung ( 76 ) enthalten sind , sind Sammtlich reell , wie auch
1 els d. h. wWwoauch der Mittelpunkt der Kugel gewählt werden möge , aber sie schneiden nicht
immer das Ellipsoid in reellen Kreisen . Zunächst ergibt die Gleichung ( 75) , dass die Kugel nur
dann reell ist , wenn

4 2. 2
1 —.

. .
U

2* —

d. h. wenn der Punkt 4 , e1 auf der konvexen Seite der Hyperbel

22 82

liegt . Diese Hyperbel ist der Ellipse

2

d. h. dem Schnitte der VEbene mit dem Ellipsoid confocal und schneidet dieselbe in den Punkten

682 232 —
25 0 7, — —5 4

Für jeden Punkt der Hyperbel , insbesondere für die eben bezeichneten vier Punkte , welche
man Nabelpunkte des Ellipsoids nennt , ist der Radius der Kugel Null ;
selbst ist jedesmal eine der Ebenen ( 76) Berührungsebene . Aber
konvexen Seite der Hyperbel ( 77) gew

in den vier Punkten

auch wenn der Punktt 41 , 21 àuf der
ählt wird , hat die Kugel deshalb noch nicht einen reellen Kreis

mit dem Ellipsoid gemein . — Damit die durch den ersten Factor der Gleichung ( 76 ) gegebeneEbene das Ellipsoid treffe , muss , vermöge der Gleichung ( 61) der Punkte %5 ei innerhalb des durch
die Doppelgleichung

α

55
υν,ενο ( 78 )

in der XVEbene gegebenen Parallelstreifens liegen ; diese beiden Graden berühren die Hyperbel in2wei diametral entgegengesetzten Nabelpunkten und stehen auf der einen Gruppe der Ebenen ( 76)
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senkrecht . Ebenso , damit die durch den zweiten Factor der Gleichung ( 76 ) gegebene Ebene das

Ellipsoid treffe , muss der Punkt , e1 innerhalb des durch die Doppelgleichung

. 70
Ves — 82 V — 62

gegebenen Parallelstreifens liegen . Diese beiden Graden berühren die Hyperbel ( 77 ) in den beiden

andern Nabelpunkten , und stehen auf der zweiten Gruppe der Ebenen ( 76 ) senkrecht . Die Linien

( 78) und ( 79) umschliessen einen Khombus , dessen Eckpunkte in der grössten und kleinsten Axe

liegen . — Wählt man den Punkt i , e1 im Innern dieses Rhombus , so schneidet die Kugel das Ellip -
soid in zwei reellen Kreisen ; wählt man ihn in einem der Eckpunkte , so berührt die Kugel das

Ellipsoid in zwei Nabelpunkten ; wählt man ihn ausserhab des Rhombus aber auf der konvexen

Seite der Hyperbel ( 77) , so wird einer der beiden Kreise oder werden beide imaginär ; eine der beiden

Ebenen ( 77) oder beide treten dann zu der Kugel und dem Ellypsoid in dieselbe Beziehung , welche

schon in den Elementen in der Ebene gleicher Potenzen ( Chordalebene ) zweier Kugeln oder in der

Linie gleicher Potenzen ( Chordallinie ) zweier Kreise vorkommt . Wenn der Punkt 4 , ei auf der

konkaven Seite der Hyperbel gewählt wird , so erscheinen die Ebenen ( 76) als Träger der gemein -
samen ( imaginären ) Punkte eines Ellipsoids und einer imaginären Kugel .

Je zwei Kreisschnitte der beiden verschiedenen Systeme liegen auf einer und der -

selben Kugel .
Wenn man von der Beziehung der Kreisschnitte zu der Kugel absehen will , so kann man

die Gleichungen der Ebenen ( 76 ) kürzer schreiben

L
* * 2 ο2 0

0¹ 3

53 3 5 22

0 7

Diese Ebenen schneiden das Ellipsoid in reellen Kreisen , sofern P? resp . 92 S — J2.
2. Für das einschalige Hyperboloid

2 7572 2² 45
„ „ . . 0 0
9 8 5

ergibt sich auf gleichem Wege Folgendes . Unter der Voraussetzung , dass g schneidet jede
Kugel , deren Mittelpunkt in der XEbene liegt und die Coordinaten 41 , eiI hat , und deren Radius

durch die Gleichung

bestimmt ist , in zwei reellen Kreisen , deren Ebenen folgende Gleichungen haben

6· —55 —
. * — 5 2 — * ¹ — 0

V52 — 6⁰² VS2 —— * 5 (80)
62 ο ＋N 0*

2 21 0
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Diese Gleichungen kann man abgekürzt schreiben

6 2 65— 2ECCC .
2 15 4 75

Wo p und ꝙ alle Werthe annehmen können .

3. Für das zweischalige Hyperboloid

1 . —5

5 92 3

2 15 14 1
＋ 1 = 0

ergibt sich ebenso : Wenn Sb ist , so schneidet im Allgemeinen eine Kugel , deren Mittelpunkt
in der XVEbene liegt und die Coordinaten 41 , E1 hat , und deren Radius durch die Gleichung

bestimmt ist , die Fläche in zwei Kreisen , deren Ebenen die Gleichungen ( 80 ) haben . Wenn der
Punkt 4 , i ausserhalb der Ellipse

2²

6 — 4 (82)

liegt , welche der in der XYEbene liegenden Hyperbel confocal ist und dieselbe in den Punkten

2 2 62 233 — ²
414 —5

45 L 15 VaEN5 ( 83 )

schneidet , so ist die Kugel reell . Wenn derselbe Punkt ausserhalb der beiden Parallelstreifen liegt ,
die von den Linien gebildet werden , welche die Ellipse ( 82) in den Punkten ( 83 ) berühren und auf
den Ebenen ( 80 ) senkrecht stehen , so schneidet die Kugel das Hyperboloid in zwei reellen Kreisen .
— Die Ebenen ( 81 ) schneiden das zweischalige Hyperboloid in reellen Kreisen , wenn p ? resp .
9² a ＋ J. ist .

4. Wenn in dem Kegel

=bist , so schneidet jede Kugel , deren Mittelpunkt in der VEbene liegt und die Coordinaten

417 1 hat , und deren Radius durch die Gleichung

bestimmt jst , die Fläche in zwei reellen Kreisen , deren Ebenen die Gleichungen ( 80) haben ; schreibt
man diese Gleichungen in der Form ( 81) , so sind ꝓ und 9 keinen Grenzbedingungen unterworfen .

5. Wenn in dem elliptischen Paraboloid

—



RRRrRrSrrrrre

32

62 ist , so schneidet im Allgemeinen eine Kugel , deren Mittelpunkt in der XÆYEbene liegt und

die Coordinaten 41 , 21 hat , und deren Radius durch die Gleichung

02K 9
2 —7 —. — 7 7

7 — 1* 05 § 25

bestimmt ist , die Fläche in zwei Kreisen deren Ebenen folgende Gleichungen haben :

V² — 62 12¹
̃

2 0* ＋
f

2 (8
7²⁵ .— 15 92 71 0

32

( 7 41 0

Wenn der Punkt 1 , 21 ausserhalb ( auf der convexen Seite ) der Parabel

2 23
8

82
( 85 )— 2 5

liegt , welche der in der XEbene liegenden Parabel confocal ist und dieselbe in den Punkten

33
5

＋ ( 86 )

schneidet , so ist die Kugel reell ; darüber , ob die Schnitte der reellen Kugel und des Paraboloids reell

sind , entscheiden die beiden Linien , welche die Parabel in den Punkten ( 86 ) berühren und auf den

Ebenen ( 84) senkrecht stehen . Liegt der Punkt 41 , 2i in demjenigen Winkel dieser beiden Linien in

welchem die Parabel ( 85) liegt , so ist keiner der beiden Kreise reell , liegt er im Scheitelwinkel , so

sind beide Kreise reell ; liegt er im Nebenwinkel , so ist einer der beiden Kreise reell , der

andre imaginär .
Schreibt man die Gleichungen ( 84) abgekürzt

2 do
Qu,

32 2
80 Werden die Ebenen mit dem Paraboloid reelle Kreise gemein haben , wenn p resp . 4 255

List .
0

Das hyperbolische Paraboloid hat keine Kreisschnitte .

6. Wenn in dem elliptischen Cylinder

1380
65

2 1*

62 ο ist , so schneidet jede Kugel , deren Mittelpunkt in der XVAbene liegt , deren Mittelpunkt
d 600 0n nat, und deren Radius durch die Gleichung
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bestimmt ist , die Fläche in zwei reellen Kreisen , deren Ebenen die Gleichungen

V . —
57
772

* —

* — 1*

haben .

Schreibt man die Gleichungen abkürzend

◻ σV — 82. — * ＋e2=
So sind ꝙ und 9 keinen Grenzbedingungen unterworfen .

D
Der hyperbolische und der parabolische Cylinder haben keine Kreisschnitte .

7. In allen Revolutionsflächen mit Ausnahme der Kugel gibt es nur ein System von

Kreisschnitten , deren Ebenen sämmtlich parallel sind und die alle auf der Rotaxionsaxe senkrecht

stehen . Die Mittelpunkte der Kugeln , welche die Fläche in Kreisflächen schneiden , liegen alle in der

Rotaxionsaxe ; ihr Radius ist unbestimmt . — Die Kugel wird von jeder Ebene in einem Kreise

geschnitten .

Die vorstehende Abhandlung gibt im Wesentlichen den Gang , nach welchem ich seit

mehreren Jahren in der Ober Prima unsrer Anstalt die Flächen zweiter Ordnung behandelt habe . —

In unserem Unterrichte in der analytischen Geometrie handelt es sich darum , dass der Schüler sich

innerhalb gewisser , immerhin enger Grenzen Verständnis der analytischen Methoden und eine

gewisse Fertigkeit in ihrer Anwendung aneigne , dass er zugleich lebendige und fruchtbare geome -
trische Auschauungen gewinne und die geometrischen Beziehungen mit Leichtigkeit in den Gleichun -

gen erkennen lerne . — Für diesen Zweck sind die Elemente der analytischen Geometrie des Raumes

besonders wichtig , die Anfangsgründe der Lehre von den Flächen zweiter Ordnung besonders frucht -

bar . — Der Masstab dafür , wie weit darin zu gehen ist , wird dadurch gegeben , dass die Schüler

unsrer obersten Klassen befähigt werden sollen , ihre Studien auf den polytechnischen Hochschulen mit

Erfolg fortzusetzen und zu vollenden . — Dazu ist , wenn diejenigen Ziele , welche der Verein deut -

scher Ingenieure in seiner trefflichen Denkschrift : „ Principien der Organisation polytech -
nischer Schulen “ aufgestellt hat , wirklich erreicht werden sollen , unerlässlich , dass die Schüler

eine gründliche und umfassende allgemeine Bildung und für den ihren Fachstudien zunächst

liegenden Wissenschaftskreis eine so tiefgehende specielle Vorbereitung erhalten , dass sie selbst -

ständig wissenschaftlich arbeiten können und im Stande sind , insbesondere die Mathematik als die

Sprache und das stets bereite Werkzeug der technischen und Naturwissenschaften handhaben zu
lernen . — Wie unsere Austalt beiden Aufgaben der Vorbereitung für die höheren technischen

Studien , welche meines Erachtens in §S 2 der oben genannten Denkschrift nicht hinreichend betont

sind , gerecht zu werden sucht , geht im Allgemeinen aus den Schulnachrichten hervor . Die

vorstehende Abhandlung hat diesem Bilde nach einer Seite schärfer ausgeprägte Züge geben wollen ,
Wie es in dem vorletzten Programm nach Seite der Chemie geschehen ist und demnächst hoffentlich

auch nach anderen Seiten geschehen wird .

Gallenkamp .




	Titelblatt
	[Seite]
	[Seite]

	[Text]
	[Seite]
	[Seite 4]
	[Seite 5]
	[Seite 6]
	[Seite 7]
	[Seite 8]
	[Seite 9]
	[Seite 10]
	[Seite 11]
	[Seite 12]
	[Seite 13]
	[Seite 14]
	[Seite 15]
	[Seite]

	Ueber die Flächen zweiten Grades
	[Seite]
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19
	Seite 20
	Seite 21
	Seite 22
	Seite 23
	Seite 24
	Seite 25
	Seite 26
	Seite 27
	Seite 28
	Seite 29
	Seite 30
	Seite 31
	Seite 32
	Seite 33
	[Seite]


