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Ausfithrliches Lehrbuch
Elementar-Geometrie.
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Vorwort.

“Vie die Arithmetik einen durch den Rechenunterricht
wohl vorbereiteten Gedankenkreis, Fertigkeit im Rechnen und
Berechnen, und Geiibtheit aus gegebenen Griinden Folgen ab-
zuleiten vorfindet, so sollte auch die Geometrie einen Reichtum
von Formen, Fertigkeit im Zeichnen und Konstruieren und
Ubung in denkender Bearbeitung geometrischer Gebilde vor-
aussetzen diirfen, auf deren Grunde sie sogleich ungestort
ihr Gebiiude ausfithren konnte. Das ist aber meistens nicht
der Fall. Oft findet sie entweder gar keine Vorbereitung
oder nicht die rechte. Daher hat gewshnlich der geometrische
Unterricht trotz der Anschaulichkeit grofsere Schwierigkeiten
zu iiberwinden, als der arithmetische. Um diese zu vermindern,
nahm der Verfasser die sinnliche Anschauung und das empiri-
sche Interesse in den Dienst des Unterrichts. Wenn er aber
seinen Vortrag so anschaulich als méglich einzurichten suchte,
so sollte die Anschaulichkeit doch nie den Beweis oder die
denkende Bearbeitung der Gebilde ersetzen, sondern nur der
Auffassung der Begriffe zu Hilfe kommen und das punctum
saliens, den Punkt, auf den es ankommt, scharf hervorheben,
Eben so nahm er auch die Empirie d. h. die Anwendung in
den Dienst des Denkens. Denn wird alles Wissen sofort in
ein Konnen iibergefithrt, findet alle Erkenntnis Anwendung
und Verwertung, wird also die Arbeit belohnt und der Geist
zugleich durch neue Gesichtspunkte bereichert, so wiichst die
Kraft fiir das Verstiindnis und das Interesse fiir den rein wissen-
schaftlichen Imhalt. Man wird daher die Riicksicht auf die
Praxis angemessen und zweckmiifsig finden. Sind aber An-
schaulichkeit und Anwendung meistens schon fiir den Schul-
unterricht, selbst fiir den Wohlvorbereiteten, wiinschenswert,
so werden sie fiir den Selbstunterricht geradezu notwendig,
weil diesem der Lehrer fehlt, der die dunklen und schweren
Stellen erleuchten und erleichtern kinnte, So hofft der Ver-
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fasser, dals seine Arbeit das ."‘:»H;.«-1.-\11[115!.!.15: der Geometrie er-
folgreich fordern werde, ohne es irge ndwie zu verflachen, und
itberhaupt allen denen niitzen l\unnu welche sich in den Stand
setzen wollen, die Natur und das Leben mit Hilfe der Mathe
matik verstehen zu 1»-1-m-n.

Hamburg.
H. B. Libsen.

Vorwort zur 25. Auflage.

\irl ¢ nur die neue Orthographie, sondern anch mancher-
lei Anforderungen des jetzigen Standpunktes der mathemati-
schen Wissenschaften liefsen eine neue Auflage der hiichst pralkti-
schen Greometrie des schon vor lingeren Jahren mit Tode abge-
gangenen rithmlichst bekannten Verfassers wiinschenswert er-
scheinen. Der Unterzeichnete, mit der Be arbeitung beauftragt,
fand in der That wesentliche Umgestaltungen, Verbesserungen
and Vermehrungen dringend geboten, man ventlich hinsichtlich
der Kongruenz und Ahnlichkeit. Letztere wurde noch in der
Euklid’schen Auffassung beibehalten, um die vorhergehenden
Auflagen neben der neuen benutzen zu kiénnen.

Miige das Buch in dieser neuen Geestalt sich viele neue
Freunde erwerben!

Leipzig, Ostern 1882.
Richard Schurig.
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Einleitung.

L
Mutmalslicher Ursprung der Geometrie.

\ on der urspringlichen Geschichte aller menschlichen
Kenntnisse in den ersten Zeiten des menschlichen Geschlechts
ist so wenig auf uns gekommen, dafs fast alles, was man fiber
einzelne gerettete Bruchstiicke berichtet, sich in reine Mut-
malsungen von zweifelhaftestem Werte verliert. Sogar die
erste Spur der allgemeinen Geschichte des nach langen Zeit-
riumen schon auf eine gewisse Kultur gehobenen Menschen-
geschlechts hat sich in tiefes, nie zu lichtendes Dunkel gehiillt.

Erst lange nachher, als die igyptische Finsternis rils
(wovon in den meisten Schulen noch ein Stiick zu sehen ist),
bricht eine Art Diimmerung in der Geschichte an, und hiernach
soll diejenige mathematische Wissenschaft, welche den Namen
nOeometrie“ als Titel fithrt, zuerst durch die alljithrlichen
-[I..l]!_']':ﬁl‘}l\‘«'(':Ji]I]lllIl_‘_‘T_'I'l des Nils veranlalst sein. (Herodot.)

Wenn der Nil, so wird erzshlt, aus seinen Ufern trat,
so pflegte er nicht selten die Grenzen und Befriedigungen

der dgyptischen Léindereien zu zerstvren und unkenntlich zu
machen, sondern auch nach und nach hier ein Stiick Land
abzureifsen und dort wieder anzusetzen. Es mulste also
oftmals von neuem wieder geteilt und jedem das Seinige zu-
gewiesen werden, um nach Recht und Billigkeit die Steuern
regulieren zu konnen,

Diese Teilungen und Grenzenbestimmungen mogen nun
aber anfangs aufs Geratewohl, durch blofse Schiitzung nach
dem Augenmafse bewirkt und deshalb manche Streitigkeiten

Labsens Elementar-Geometrie, 1
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| entstanden, und dadurch denkende Kopfe veranlafst worden
sein, auf untriiglichere, nicht von dem Augenmafse abh ingende

Mittel zu sinnen.
Auf solche und iihnliche Veranlassungen sind nun wahr-

scheinlich einige fir die Landmesskunst wichtige Siitze er- ]
. funden (z. B. gleichlaufende gerade Linien abzustecken und 1
auszumessen , Nivellieren etc.), deren Richtigkeit — weil sie

sich nicht Muls auf Erfahrung, sondern auf reine Vernunit

grilndcten — jeder Verniinftige anerkennen mulste und nach
welchen die fraglichen Griofsen und Grenzenbestimmungen
sicher geleitet, etwa begangene Lrrtimer und absichtliche
Jetriigereien le 1(]11 entdeckt und berichtigt werden konnten.
Aufserdem bezeugen die vielen grolsen Pyramiden, Gmo-
monen, 1mIvr|r11|=;i'|u-.n Giinge, l-i(dmulu Plllistt. Schiffs-
ypter ‘sich viel mit der

eriiben und Kaniile, dass die
Jaukunst, Fortifik: ntmn Astronomie und Schiffahrt beschiiftigt
haben, wozu einige Kenntnis der Geometrie nicht allein sehr
niitzlich, sondern sogar unentbhehrlich war.

Kurzum, viclfiltige praktische Bediirfnisse miissen schon
frith. bei allen zivilisierten Volkern, die Kultur und Pllege
dieser vielleicht uralten \\'iw-lmlui't (Geometrie) veranlalst
haben. Denkende Kopfe, bei den Agyptern wohl be sonders die
Priester, bei den Griechen, Persern, Arabern, Chinesen etc. die
Philosophen, unter denen auch Fiirsten, strengten sich an,

noch immer mehr neue geometrische Siitze zu «ntilwlu»n, Hie
und da unternahm es dann einer (spiter z. . der Grieche
Euklides 300 v. C. durch seine Reisen in \"\ilti n ete.) diese
anfangs sehr zerstreuten geometrischen Lehren zu sammeln
und sie, nicht allein wegen ihres praktisc ‘hen Nutzens, sondern
auch als fiufserst merkwiirdige Produkte des menschlichen

*) TUm die Kosten der Kanalbauten zu decken, warde von Sesostris
das der Kriegerkaste zugewiesene Dritteil des Landes einer Grundsteuer
unterworfen. Die Ausdehnung der Uberschwemmung bestimmte dort

: jihrlich, welche Lindereien stonerbar sein wiirden, und da feste Grenzen
unter diesen Umstinden nutzlos gewesen wiren, so mufste alljihrlich
mittelst vorgenommener Vermessung jedem Gr nndbesitzer ein gleiches Sti iick
des vom Nil befruchteten Landes zugeteilt werden. Be sides, die Landes-

! vermessung, wie die Stenererhebung, war ein Geschiift der Priesterkaste.”

8. Reynier, De I'éeon. polit. et rurale des Egyptiens et Carthaginois, p. 190,
mnd Ran, Grunds. der Finanzwiss.; Pilitz, Neune Jahrb. der Politik und

15840, Oktbr.-Hett, und Montuel:

1. Histoire des mathématiques.

Geschichte,
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Scharfsinns, zu ordnen, zu vervollkommnen, zum vorkommenden
Gebrauche und zur Bildung des Geistes fiir die Nachwelt auf-
zubewahren, und weil doch die Erd- oder Feldmelskunst die
mutmalsliche Veranlassung zur Entdeckung dieser Sitze ge-
wesen war, so gab oder liefs man der ganzen Sammlung der-
selben den Titel Geometrie (Erdmessung).

Seitdem ist aber diese Wissenschaft so sehr erweitert und
vervollkommnet, dals fir die richtige Bezeichnung derselben
der urspriingliche Name nGeometrie in der wirtlichen Be-
deutung , Erdmessung® gar nicht mehr passt, oder vielmehr
nie gepalst hat. Die Erd- oder Feldmelskunst ist allerdings
eine Anwendung der Geometrie, aber auch auf andere ganz
verschiedene Wissenschaften wird sie angewandt, z B. auf
Astronomie, Schiffahrtskunst, Optik, Mechanik, Wasserbau-
kunst, Fortifikation ete,, und so unpassend es also sein wiirde,
das Wort ,,Geometrie durch Himmelsmesskunst, Mechanik etc.
zu iibersetzen, eben so unpassend wiirde es sein, dies Wort
jetzt noch in der anfiinglichen Bedeutung ,, Erdmefskunst zy
nehmen.

Um nun aber einen vorliufigen Begriff von dieser Wissen-
schaft geben und andeuten zu konnen, worauf man beim
Studium derselben seine Aufmerksamkeit zu richten und was
man von ihr zu erwarten hat, ist es durchaus notwendig,
erst ihren eigentlichen Gegenstand, Zweck und Wesen hervor-
zuheben und kennen zu lernen, so wie auch einige notwendige
Vorbegriffe vorauszuschicken.

IL

(regenstand der Geometrie,
Raumliche Grifsen: Korper, Flachen und Linien.

Korper. Jeder Mensch hat die Vorstellung von dem nach
allen Richtungen bis ins Unendliche ausgedehnten Raume.
Von diesem unbegrenzten Raume denke man sich beliebig
gro'se, von allen Seiten begrenzte Stiicke (z. B. den Raum,
welcher von den Wiinden, Decke und Boden eines Zimmers
eingeschlossen (begrenzt) ist, so hat man sich das gedacht,
was man Kiarper oder auch wohl geometrische Korper
nennt, um sie durch dieses Beiwort »geometrisch% von

]’k
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den materiellen o
welche aufser ihrer Ausdehnung une
haben, wie z. B. Materialitit — Gewicht, Farbe ete.
ist also nichts Materielles, sondern

der 1'}1\'.‘-ir~t‘]lt'rl Kérpern zu unterscheiden,
1 Form noch andere Merk-

male
Der geometrische Korper
leerer Ranm. Spricht man von der Grisse

nur ein begrenzter
so abstrahiert man von

und Form eines ph‘\':ais:-h--n Kirpers,
dem Stoffe (Holz, Eisen etc.), aus welchem er besteht, betrachtet
viclmehr nur den leeren Raum, welchen der physische Korper
einnimmt (ausfillt).

Flichen. Die Grenzen eines Korpers nennt man Flichen
und alle Flichen, welche einen Korper begrenzen (einschliefsen),
n Oberfliiche. Die Flichen eines
eben weil sie einen Raum begrenzen,
mit andern Worten: Flichen haben

bilden zusammen d
Korpers konnen also,
kein Teil davon sein,
keine Dicke, sind nur wvom Korper abstrahierte
Raume. Will man sich eine Fliche durch ein Blatt Papier
cine Seite desselben

Grissen im

versinnlichen, so muss man sich nur die
denken, denn wie diinn es auch sein miige, so hat es doch
als materieller Korper notwendig eine gewisse Dicke und ist
mithin keine mathematische Fliche.

Linien. Die Grenzen einer Fliche nennt man Linien.
Die Linien konnen also, eben weil sie eine Fliche begrenzen
einer Fliche

(einfassen), kein Teil davon sein, weil ein
doch selbst wieder eine Fliche, mithin nicht die Grenze wiire.
Die Linien sind also auch nur Grifsen im Raume, sie haben
weder Dicke noch Breite, sondern nur eine Ausdehnung,
niimlich Linge.

Punkte. Die Grenzen einer Linie nennt man Punkte. Der
mathematische Punkt kann also, eben weil er die Grenze
( Anfa Fnde) einer Linie bezeichnet, kein Teil davon sein,

mithin auch gar keine Ausdehnung haben. Die verschiedenen

Richtungen im Raume nennt man auch _Dimensionen®
Breite und

Der Korper hat also drei Dimensionen (L
Dicke oder Hihe), die Fliche nur zwei Dimenstonen, die Linie
nur eine Dimension. Da der Punkt keine Dimension hat, so
kann er auch keinen Stoff zu weiteren Betrachtungen geben.

Wir unterscheiden demnach nur dreierlei Arten piinmliche
Grofsen, niimlich: Kérper, Flichen und Linien, und
diese reinen (Gedankendinge sind nun der eigentliche Gegen-
stand, mit welchem die Geometrie sich beschiiftigt.

Baden-Wiirttemberg
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Zweck der Geometrie.

Entdeckung der Eigenschaften; Konmstruktion und Ausmessung der
raumlichen Grifsen.

1. Die Geometrie soll die Eigenschaften der réiumlichen
Grofsen entdecken und kennen lehren.

So hat z. B. die in sich zuriicklaufende krumme Linie,
welche man Kreis nennt,*) unter andem merkwiirdigen und
wichtigen Eigenschaften auch die, dals sich der Halbmesser
desselben gerade sechsmal in die krumme Linie abtragen Lilst.
Nimmt man néimlich die vom Mittelpunkt
Cnach A gehende gerade Linie, welche
man Halbmesser nennt, in den Zirkel
und steckt sie erst von 4 nach B ab,
dann von B nach D, von D nach F ete.,
so muls man zum sechstenmale genau
wieder auf den Punkt 4 zuriickkommen,
zugleich ist hierdurch die Kreislinie in
sechs gleiche Bigen geteilt. Ebenso hat jede andere riunm-
liche Grolse viele merkwiirdige Eigenschaften. So hat z. B., um
noch ein Erliuterungs-Beispiel anzufithren, ein jedes Dreieck
die (fir die Mechanik wichtige)
Eigenschaft, dafs die drei, wvon
den Endpunkten 4, B, C nach
f den Mitten 2, M, M der gegen-
iiber liegenden Seiten gezogenen

geraden Linien sich immer in einem
und demselben Punkie ¢ treffen
miissen u. m. dgl.

2. Die Geometrie lehrt die réiumlichen Grijlsen (Figuren und

Liniengebilde) richtig und leicht konstruieren (zeichnen). Wollte

z. B. ein Architekt ein regelmilsiges Sechseck zeichnen, d. i.
eine Figur von sechs gleichen Seiten und sechs gleichen Winkeln

*) Zu einer vorliufigen Einleitung geniigen die gewdhnlichen popu-
liren Begriffe von geraden und krummen Linien, Kreis, Dreieck ete. voll-
kommen und diese diirfen wir auch unbedenklich bei jedem zum Studium
der Geometrie fihigen Schiiler voraussetzen.
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und zwar so, dass jede Seite 5 em lang wiire, so wiirde ihm dieses,
wenn er (Geometrie verstinde, ein leichtes sein. Kr brauchte
sich ja nur der eben erwiihnten Eigenschaft des Kreises zu
erinnern, mit einem Halbmesser von 5 em einen Kreis zu be-
schreiben, hierauf den Halbmesser nur unmittelbar darin herum-
sutragen und die so gefundenen sechs Teilungspunkte durch
‘e gerade Linien zu verbinden, Ebenso lehrt die Geometrie jede
andere verlangte Figur richtig zu konstruieren.

3. Die Geometrie lehrt ein sicheres Verfahren kennen, die
riumlichen Grofsen genau auszumessen. Frigt z. B. jemand:

e —

wie viel kann auf jenem viereckigen Stiick Feld mehr wachsen, |
als auf diesem fiinfeckigen; wie viel kann dieses Schiff laden,
um nicht tiefer als 3%/, m zu gehen; wie findet man den
richtigen Weg durch das bahnlose Meer; wie werden Land-
und See-Karten angefertigt; wie findet man die Entfernung
des Mondes von der Erde, die Zeit, nach welcher eine Sonnen-
finsternis eintritt, ein Komet wieder erscheint; wie mufs ein
(Greschiitz gerichtet werden, damit die Kugel einen bestimmten
Punkt treffe u. m. dgl, so kénnen solche und dhnliche Fragen
nur von einem der Geometrie Kundigen beantwortet werden.

IV.
Begriff der Geometrie. -

Nachdem nun die zur Bildung des hier geforderten vor
liufigen Begriffs notigen Vorstellungen vorausgeschickt worden,
kann man also, um von dem Umfang und Inhalt einer ganzen
Wissenschaft so viel wie miglich in ein paar Worten zu-
sammen zu fassen, sagen: Die Geometrie ist die Wissenschaft
von den Eigenschaften, der Konstruktion und Aus-
messung der riumlichen Grilsen.

V.

Methode der Geometrie.

Aus dem Vorhergehenden erhellet woll, dals die Haupt-
aufgabe der Geometrie darin besteht: die Eigenschaften der
riumlichen Gréfsen zu entdecken. Auf welche Weise soll dies

aber geschehen? Wie ist man z. B. wohl zur Kenntnis des

BADISCHE B
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vorhin erwihnten merkwiirdigen Satzes gelangt: dals sich
der Halbmesser eines Kreises gerade sechsmal in demselben
herumtragen lasse, so wie zu dem andern Satze: dafs die
drei von den Eckpunkten eines Dreiecks nach den Mitten der
gegenitber liegenden Seiten gezogenen geraden Linien sich
immer in demselben Punkte durchschneiden? Hat man diese un-
umstilslichen Wahrheiten etwa durch einen gliicklichen Zufall,
durch Erfahrung entdeckt, indem man ganz gedankenlos, gleich-
sam spiclend, den Halbmesser in den Kreis herumtrug und

Jene drei Linien in dem Dreiecke zog, ohne die Entdeckungen

BADISCHE
LANDESBI

zu ahnen, von welchen man nachher iiberrascht wurde?
Viele solche einfache Sitze der Geometrie kénnen und
mogen in grauer Vorzeit wirklich auf diese Weise durch
blofses Probieren zuerst entdeckt sein, allein die meisten und
wichtigsten Eigenschaften der riumlichen Gréfsen wiirden sich
auf diese Weise: durch Versuche und Erfahrungen unmiglich
finden lassen. Auch wiirden die so gefundenen Sitze keine
allgemeine Giiltigkeit haben und also auch nicht auf den
Namen: mathematische Wahrheiten Anspruch machen
kinnen, welche immer so evident, d. h. so einleuchtend
gewils und zuverlissig sein miissen, dals man auf die unum-
stilsliche Richtigkeit derselben unbedenklich bauen kann.
Wollte z. B. jemand den eben vom Dreieck erwiihnten
Satz behaupten und die unbestreitbare Richtigkeit desselben
dadurch beweisen, dals er vor unsern Augen die fraglichen
drei Linien z6ge, und nun sagen: seht ihr, dafs die drei Linien
sich wirklich in demselben Punkte schneiden! so wiirden wir ihm
doch gleich zurufen: Du bist durch Deine uns soeben gezeigte
Probe, strenge genommen, noch nicht einmal berechtigt, nur
die wahrscheinliche, viel weniger noch die absolute Richtig-
keit Deines Satzes zu behaupten; denn angenommen, Deine
Zeichnung sei ohne Irrtum, so genau, als es Deine Sinne und
Instrumente erlauben, so gilt Dein behaupteter Satz doch nur
von diesem einen Dreiecke, oder von so vielen als Du unter-
sucht hast; welcher Grund berechtigt Dich aber, von cinem oder
ein paar Dreiecken auf alle iibrigen zu schliessen, deren Zahl,
weil unendlich, Du doch nicht alle durchprobieren kannst?
Hiernach mochte es wohl schon dem ersten Anfinger ein-
leuchten, dafls, wenn die mathematischen Wahrheiten diesen
Namen verdienen, niimlich unumstsfsliche Gewilsheit und all-

BLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



gemeine Giiltiglkeit haben sollen, dieselben dann auch als eine
| Aha(}lut{ Notwendigkeit durch die reine Vernunft erkannt

werden miissen. Dies ist auch der Grund, weshalb man die

reine Mathematik eine reine Vernunftwissenschaft nennt. Kein
Satz, kein Schlufs griindet sich auf Erfahrung.  Alles muls
hier durch reine Vernunftspekulation, aus reinen Verstandes-
begriffen abgeleitet und gefunden werden, und eben d: wdurch |
erhalten die mathematischen Siitze ihre einleuchtende Gewils-
heit und Notwendigkeit. Die unumsti(slichen Gewilsheit |
halber standen die mathematischen Wissenschaften auch bei
allen Philosophen des Altertums, deren Lehren und Sitten die
vollkommensten waren, in so hoher Achtung. Besonders waren
es die griechischen Philosophen Thales, Pythagoras, Hippo-
krates, Plato, Aristoteles, Euklides und Archimedes, welche
sich fiir die mathematischen Wissenschaften interessierten und
deren Studium nicht allein des praktischen Nutzens halber,

sondern auch als eine praktische Logik, die Entwickelung der
Geisteskriifte fordernd, und das Urteil schirfend, so dringend
empfahlen. Von lluto wird erziihlt: er habe keinen Schiiler
ohne mathematische Vorbildung zu seinem Unterricht gelassen.
Der berithmte Arzt Hippokrates soll seinem Sohne dringend
geraten haben, mit dem Studium der Arzeneikunst auch das
der Mathematik zu verbinden.*) Genug, der Anfiinger wird
sich bald selbst iiberzengen, dals jeder, der mit Nutzen
Mathematik studieren will, auch genotigt ist, sein Denkver-

mégen in Thitigkeit zu setzen und sich an ein solides Urteil zu
gewthnen, wozu ihm unerschipflicher Stoff dargeboten wird.
Ohne Nachdenken und Spekulieren wiirden die mathematischen
Wissenschaften nicht erfunden sein, und soll das Studium
derselben Erfolg haben, Ausbildung des Verstandes, sichere
Praxis, schnelle Kombination bekannter Wahrheiten und Auf-
findung neuer erreicht werden, so muls sich der Anfinger
gleich von Haus aus wissenschaftlich bilden, die vorgetragenen
Lehren nicht blofs aufs Wort glauben und mechanisch auf-
fassen, sondern dieselben so zu durchdringen suchen, dals er
; die vollkommenste Uberzeugung erlange und mithin einsieht,
i dals es durchaus so sein muls, wie behauptet worden.

*) Hippokrates mag hierbei wohl an die Physiologie gedacht haben,

i die in neuerer Zeit so eifrig kultiviert wird und durchaus Kenntnisse der
Mathematik und Naturwissenschaft verlangt.
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System der Geometrie.

Wie schon in IV. gesagt, ist die Geometrie die Wissen-
schaft von den Eigenschaften, der Konstruktion und Ausmes-
sung der riumlichen Grofsen und ihre Hauptaufgabe ist: die
Eigenschaften derselben zu entdecken. Nun kann man sich
aber von jeder der drei Arten riumlicher Grifsen: Korper,
Flichen und Linien unzéihlige verschieden geformte denken.
So sind z B. die Korper, welche man Wiirfel, Kegel, Kugel,
Cylinder ete. nennt, an Gestalt (Form, Figur) himmelweit
verschieden; ebenso dje Flichengri(sen , Dreieck , Viereck,
Kreis ete.; aufser der Kreislinje lassen sich noch unzihlige
anders gestaltete krumme Linien “denken. Aber alle diese
unzihligen Gestalten betrachten und ihre Eigenschaften ent-
decken zu wollen, wiirde offenbar, eben weil ihre Zahl unend-
lich ist, unmoglich sein, Gliickl

icherweise ist dies aber auch
gar nicht notig. Es hat sich nimlich gezeigt, dals man zur
Bildung einer vollstindigen Geometrie dennoch
wenige von den unzihligen riumlichen Gré
und genau zu erforschen braucht, niimlic

nur sehr
[sen zu betrachten
h diejenigen, die uns
gleichsam den Schliissel zur Kenntnis aller tibrigen geben,
Die wichtigsten Eigenschaften, welche man bei diesen
wenigen ridumlichen Grifsen entdeckt hat, sind nun, wie schon
bemerkt, von unsern Vorfahren aufgezeichnet worden, Als die
beste Form sie mitzuteilen und zu lehren, hat man sie in
sogenannte Lehrsiitze gekleidet und diese nach einer gewissen,
durch die Wissenschaft selbst vorgeschricbenen systematischen
Ordnung an einander gereiht. Denn, so wie in der Arithmetik
ein gewisses systematisches Fortschreiten notwendig beob-
achtet werden mulfs, und man z. B, nicht eher das Dividieren
lernen kann, bevor man das Multiplizieren gelernt hat, diesem
aber das Addieren und diesem wiederum das Zihlen vorher-
gehen mufs, so miissen auch in der (Geometrie die Lehrsiitze
in einer gewissen Ordnung auf einander folgen, und der An-
fanger wird deshalb schwerlich einen Satz gehorig verstehen,
wenn er nicht alle vorhergehenden Siitze, welche ihn begriinden
und wie Glieder einer Kette mit ihm zusammenhiéingen, ge-
hirig verstanden hat.
Um die unumsti(sliche Richtigkeit dessen, was jeder Lehr-
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stitigen, sind jedesmal die notwendigen

satz behauptet, zu be
und hierauf

Griinde dafiir in Form eines
folgen dann in der Regel noch Beispiele, um den mitgeteilten
Satz praktisch einzuiiben und dem Gedichtnis einzuprigen,

Simtliche im System der Geometrie enthaltenen Lehr-
giitze ete. pflegt man auch wohl die Elemente (Fundamente)
derselben und deshalb das System selbst die Elementar-Geo-

Jeweises hinzugefiigt

metrie zZu nennen.
Schlielslich moge
Herkommen nach, die Geometrie in zwe
wird, nimlich in ebene und korperliche Ge
ebene Geometrie (Planimetrie) betrachtet nur solc
einer ebenen Fliche liegen; die kirper-
dagegen diejenigen ritumlichen
liegen und deren

hier noch erwihnt werden, dafs altem
i Hauptteile geteilt
ometrie. Die
‘he Konstruk-

tionen, welche ganz in
liche Geometrie (Stereometrie)
Grofsen, welche nicht in einer ebenen Fliiche
Bilder deshalb auch nur perspektivisch gezeichnet werden konnen.

Mit der Betrachtung der einfachsten rdumlichen Grolsen

miissen wir natiirlich beginnen und zwar zunzchst mit den

Bestandteilen der ebenen Figuren, piimlich mit der Be-
r geraden Linien und Winkel (resp. Ecken). Denn

trachtung de
obgleich jeder Mensch diese Begriffe schon hat und bei niichternem
krummen ver-

Verstande gewils keine gerade Linie mit einer
wechseln wird, so ist doch eine genauere mathematische Be-
stimmung dieser Begriffe notwendig.

Wer nun gesunden Menschenverstand und fiir merkwiirdige
Schispfungen des menschlichen Geistes Sinn hat, nicht denk-
ht durch die ersten Schwierigkeiten (die sich

faul ist und sich nic
ab-

durch fleilsiges Repetieren beseitigen lassen)

ithrigens
derselben sich

schrecken lifst, der wird nach Uberwindung
fiir die mathematischen Wissenschaften

immer mehr und mehr
schone Ordnung in denselben freuen

interessieren, sich iiber die
iiberzeugenden Gewilsheit iiberrascht, mit zu-

und von ihrer
derselben

nehmender Spannung die allmiihliche Entwickelung
verfolgen.

Um zur Kenntnis der ganzen Geometrie zu gelangen, hat
ganzen nur etwa hundert eigentliche (hier

man fibrigens im
und diese

mit gesperrter Schrift bezeichnete) Siitze zu lernen,
werden die darauf zu verwendende Zeit, wenn wochentlich
auch nur zwei statt vier gelernt werden, reichlich lohnen.
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Erster Teil.
Ebene Geometrie,

Erstes Buch.

Yon den geraden Linien besonders, von der Ebene
und vom Kreise vorliufig die Erklirungen.

1.

Erklarung. Eine gerade Linie
istdiejenige, welche nicht aus
ihrer Lage kommt, wenn sie
sich um zwei in ihr liegenden
festen Punkte (z. B. um ihre
Endpunkte) dreht.*)

Erlauterung. Zwischen zwei Punkten A und B sind offen-
bar unzihlig viele Linien moglich, z, B. die von 4 iiber F
nach B, oder die von 4 durch G nach B gehende. Stellt
man sich nun vor: alle diese Linien drehten sich um die beiden
als fest gedachten Endpunkte 4 und B, so dals sie in andere
Lagen, z. B. nach halber Umdrehung in die punktierte kommen,
so lifst sich noch .eine solche von A nach B gehende Linie
denken, welche bei dieser Umdrehung nicht aus ihrer Lage

*) 8o horten wir einmal Ganfs bei der Erklirung des Fernrohrs und
dessen richtigem Gebrauche den Begriff der geraden Linie festsetzen. Diese
Erklarung ist theoretisch fruchtbar, wie die gleich daraus folgenden Siitze
zeigen; aufserdem ist das angegebene Merkmal praktisch wichtig, =z B.
bei der Justierung eines Fernrohrs, richtigen Bohrung eines Cylinders ete.
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Umdrehungsachse bildet, in welcher also
ruhen. (Man breche ein Stick Papier,
srade Linie.)

kommt, gleichsam die
alle Punkte, wie C, D,
so ist der entstehende Bruch [Falze] eine g

2.

Erklarungen. Eine gerade Linie ( eine
Gerade) nennt und bezeichnet man
durch zwei an ihre Endpunkte gesetzte
Buchstaben (Ziffern). Will man auch
den Lauf der Linie andeuten und gich
dieselbe durch die fortschreitende Bewegung des einen Endpunkts
gegen den andern hin, beschrieben denken, so schreibt man
desjenigen Punktes Buchstaben voran, von dem die Bewegung
ausgeht. So bedeutet z. B. AB oder nach der neuern Bezeich-
nung (Carnot) AB, die von 4 nach B gehende gerade Linie, und
oder BA dieselbe Linie in umgekehrter Richtung.
len Linien von verschiedenen Richtungen zu-
heifst eine gebrochene Linie (AGB

eben so BA
Fin aus gerac
sammengesetzter Zug
in vorletzter Figur oder die 2. Linie in vorstehender Figur).
welcher also kein Teil

Eine stetig gebrochene Linie, in
in vor-

gerade ist, heilst eine krumme Linie (die 3. Linie
stehender Figur).

%in aus geraden und krummen Linien bestehender Zug
heilst eine gemischte Linie (die 4. Linie in vorstehender Figur).
Statt gerade Linie, sagt man gewdhnlich kurzweg: Linie.

3.

Lehrsatz. Durch zwei Punkte
A und B ist nur eine einzige
gerade Linie mbglich.

Beweig. Dies folgt aus dem § 1 fest-
gesetzten Begriff der gera den Linie.
Zufolee der dort gegebenen Erliuterung kann es zwischen
A und B offenbar nur eine einzige solche Reihe wvon Punkten
geben; die nicht aus ihrer Lage kommen, indem man die
ganze Figur (in Gedanken) um die beiden festen Endpunkte
A, B dreht.

Zusatz. Hieraus folgt noch eine andere, jedoch nicht
eigenttimliche Eigenschaft der geraden Linie. Wird nimlich
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eine gerade Linie 4B so umgelegt (um ihre Mitte € in der
Bildfliiche herumgedreht), dafs das Ende A nach B und
daftr B nach 4 und folglich # nach o kommt, so muls
notwendig (weil zwischen zwei Punkten nur eine gerade
Linie maglich ist) die gerade Linie in ihrer Jjetzigen umge-

en Lage mit der vorigen genau zusammenfallen und mithin
Jede gerade Linie an der einen Seite genau so heschaffen

wie an der andern.

Aufgabe. Zu untersuchen, ob
die Seite a? eines zum Zichen
gerader Linien dienenden Lineals
auch wirklich gerade ist,

Auﬂésuug, Man ziehe lings
der zu priifenden Kante ab eine Linie so fein :

mdglich ;
lege hierauf das Lineal um (drehe es in der Jildfliche um
die Mitte m), so dals @ nach und b nach g, mithin ¢ nach
¢’ und d nach @ kommt, Schliefst dann dieselbe Kante des
Lineals sowohl in dieser Lage als auch, wenn es jetzt Lings
der gezogenen Linic fortgeschoben wird, an dieselbe immer
g genau an, so ist das Lincal richtig,

Erklirung., FEine Fliche ist und
heifst eben oder eine Ebene, wenn
eine gerade Linie, die zwei be-
liehige Punkte mit jhr gemein hat,
auch mit allen ihren itbrigen Punkten
darin enthalten ist: oder mit andern Worten: eine Fliche
heifst eben, wenn man von jedem ihrer Punkte aus, nach
allen Richtungen gerade Linien in derselben zichen kann.

Es sei hier noch ein fiir allemal daran erinnert, dafs im
ersten Teile der Geometrie nur solche Figuren betrachtet
werden, die ganz in einer ebenen Fliche (Ebene) liegen,
wofiir das Papier oder die Tafel, worauf sie gezeichnet sind,
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stets angenommen wird, Eine dreieckige Figur z. B., welche
auf einer krummen Fliche, etwa auf einer Kugelfliche ge-
zeichnet ist, gehort also nicht zur ebenen, sondern zur kirper-

lichen Geometrie.

! 6.

Aufgabe. Wie kann man erkennen, ob eine Fliche eben
oder eine Ebene ist, |

Auflosung. Man passe ein richtiges Lineal an verschie-
denen Stellen auf die zu priifende Ebene und sehe zu, ob |
die Kante des Lineals mit allen ihren Punkten genau an-
schlielst. (§ 5.)

Anmerkung. Aulser diesem einfachen Priiffungsmittel giebt (
es noch viel schirfere. Vollkommen ebene Flichen existieren
itbrigens nur in Gedanken. Der feinern Technik wird es
schon als Meisterstiick angerechnet, wenn sie eine Fliche nur
von der Grofse eines Kartenblattes so eben liefert, dals sie
die erwiihnten strengern Priifungsmittel vertragen kann. Unsere
gewohnlichen Tische, Spiegelgliser ete. werden meistens fiir
eben gehalten, strenge untersucht, finden sich aber immer Er- |
hshungen und Kriimmungen darauf.

i

Lehrsatz. Durch zwei Punkte
A, B,istdieLage und Richtung
derdadurch gehenden ge raden
Linie AB, nimlich der Lauf

A e B

ihrer geradlinigen Verlingerungen (die man sich,
nach beiden Seiten hin, bis ins Unendliche denken
kann), vollkommen bestimmt.

Beweis. Man stelle sich vor, die Bildebene werde, wie
in § 1, um die beiden fosten Punkte 4, B gebrochen, s0
entsteht in der ganzen unendlichen Ausdehnung der Bild-
! ebene nur eine und eben deshalb durch die beiden Punkte
A. B bestimmte Linie (Falze), welche in ihrer ganzen un-
endlichien Ausdehnung das § 1 erwihnte Merkmal hat. Es
ist also micht moglich, eine gerade Linie auf ve rschiedene

' Weise geradlinig verlingert zu denken.
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Lehrsatz. Wenn zwei gerade
Linien zwei Punkte gemein
haben, so bilden sie nur eine
einzige gerade Linie.

Beweis. Die beiden Linien AB,
CD schneiden sich in dem Punkte s,
den sie also gemeinschaftlich haben.
Stellt man sich nun vor, die Linie CD drehe sich um den
gemeinschaftlichen Punkt m, so dals noch ein zweiter Punkt
#‘, der Linie CD, mit einem Punkt #» der Linie AB zu-
sammenfillt, so haben dann die beiden Linien zwei Punkte
m und » gemein. Durch diese beiden Punkte ist aber nur
eine gerade Linie moglich (§ 3) und die geradlinige Ver-
lingerung derselben vollkommen bestimmt (§ 7). Mithin
miissen auch zwei gerade Linien, wenn sie zwei Punkte ge-
mein haben, in ihrer ganzen unendlichen Ausdehnung zu-
sammenfallen, mithin nur eine einzige gerade Linie bilden.

9

7,

Lehrsatz. Wenn in einer Reihe
yon Panktend, 2, 8 4 = je
drei auf einander folgende in
gerader Linie sind, so liegen

sie alle zusammen in einer geraden Linie (in
einerlei Richtung).

Beweis. Enrstlich haben die beiden geraden Linien 123 und
234 zwei Punkte, 2 und 3, gemein und bilden folglich eine
einzige gerade Linie 1234 (§ 8); dann haben wieder die beiden
geraden Linien 1234 und 345 die zwei Punkte 3 und 4 gemein,
und bilden mithin wieder eine gerade Linie ete.

Ob eine Reihe von Punkten in gerader Linie liegen, wiirde
man praktisch dadurch ermitteln kénnen, indem man ein Lineal
(Schnur) an die Punkte legt, und, wenn es zur Zeit nur iiber
drei hinausreicht, an der ganzen Reihe fortschiebt und acht-
giebt, ob die ganze Reihe oder je drei unmittelbar auf ein-
ander folgende genau anliegen. Hierauf beruht auch das Ver-
fahren, mittelst eines kurzen Lineals eine gerade Linie beliebig
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weit zu verlingern, indem man nur darauf achtet, dafs jeder

folgende Zug mit dem vorhergehenden zwei Punkte gemein hat.

10.

Erklarung. Unter Entfernung (Abstand) zweier Punkte
versteht man die Linge der sie verbindenden geraden
Linie.

Ist also der Weg zwischen zwei Punkten nicht gerade
(geht er z. B. iiber einen Berg), so muls man die Liinge
desselben nicht mit der Entfernung (Abstand) der beiden
Punkte verwechseln.

ikl
Von den, die gerade Linie betreffenden Lehrsiitzen wollen

wir nun schliefslich noch einige praktische Anwendungen auf
das Feldmessen machen, und uns zu dem Ende auf ein ebenes

freies Feld versetzt denken. Wie man in hiigeligen und durch- 4
schnittenen Gegenden zu verfahren hat, kann erst in der ]
korperlichen Greometrie gelehrt werden. Aus dem hichst ein-
fachen Apparate, welcher zur Feldmelskunst erforderlich ist,
entlehnen wir vorliufig nur einige runde Stangen, so-
cenannte Melsstibe. Diese sind etwa 3 cm dick, 2'f
bis 8 m lang; an einem Ende, um sie leichter in den
harten Boden stecken zu kinnen, mit eisernen Spitzen ver- D
sehen, und um sie besser aus der Ferne wahrnehmen zu
konnen, halbmeterweise abwechselnd, rot und weils mit Olfarbe e
angestrichen, In Ermangelung solcher Stibe sind fiir den '

Privatmann auch andere Stibe, wenn sie nur ziemlich gleiche ]
Dicke haben, gut genug. E

Angenommen nun, es seien (siche folgende Figur) mehre
solcher Mefsstibe vertikal*) und so in die Erde gesteckt,

dals eine gerade Linie, welche die heiden #ufsersten beriihrt,
auch alle mittlern beriihrt, so wiirden sie auch alle in einerlei
Richtung stehen. Ob dies wirklich der Fall ist, giecht man

*) Vertikal heifst diejenige Richtung, welche ein freifallender Korper
einschliigt oder ein frei und ruhig hingendes Lot (Senkblei, d. i. ein
Faden mit einer daran hingenden kleinen Kugel) angiebt. Fiir den hier
angegebenen Zweck wird jedoch, ohne Hilfe eines Senkbleies, die ver-
tikale Stellung der Mefsstibe stets mur nach dem Augenmafse genau

genug bewirkt
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aber (nach ein paar Stunden Uhung} sehr leicht, indem man
nur hinter einen der beiden fulsersten Melsstibe tretend, an
beiden Seiten hinsieht (visiert). Fiir Kurzsichtige, oder wenn
die Reihe der Stiibe zu lang ist, wird ein Fernrohr notwendig.

12

Aufgabe. Auf dem
Felde stehen zwei Mels-
stibe, 1 und 2. Zwischen
dieselben soll ein dritter,
3, 80 eingesteckt werden,
dals er mit 1 und 2 in
einerlei Richtung steht.

Auflosung. Man mufs erst die Linie 12 verlingern und
deshalb in 4 eine Mefsstange so einstecken, dafs beim Visieren
4,2, 1 in einerlei Richtung erscheinen, alsdann richte man,
mit der dritten Mefsstange zwischen 1 und 2 tretend, diese
dritte so ein, dafs auch 3, 2, 4 in einerlei Richtung er-
scheinen. Ist dies der Fall, so haben die beiden geraden Linien
421 und 324 zwei Punkte, 2 und 4, gemein, und bilden mit-
hin eine einzige gerade Linie, (§ 8)%).

Anmerkung. Zwei Personen brauchen hierzu weniger Zeit.
Die eine (4) tritt dann in die Verlingerung von 12 und
lilst, auf gegebene Winke, den Gehilfen die dritte Mefs-
stange mit ausgestrecktem Arm, so lange hin und her riicken,
bis sie die Stibe 1, 8, 2 in ecinerlei Richtung erblickt, worauf
dann der Gehilfe, nach erhaltenem Winke, die dritte Mels-
stange fest einsteckt,

Nachdem erst drei Punkte in einer Linie durch Mefsstibe
bezeichnet sind, kann eine einzige Person leicht noch mehrere
Zwischenpunkte durch eingesteckte Melsstiibe bezeichnen,

Soll eine so ausgesteckte Linie ganz zur Anschauung ge-
bracht werden, um darnach etwa eine Mauer, einen Damm ete.
aufzuftihren, ‘so kann man von einem Punkt zum andern eine

Schnur spannen und lings derselben eine kleine Furche in
den Boden reilsen.

gen sich dies Verfahren praktisch erliutern und sich

eren iiben, indem sie auf einen Tisch Stecknadeln einstecken,

ibsens Elementar-Geometrie, 2
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Aufgabe, Zwischen zwei gegebenen Punkten, 1 und 4,
zwei andere Punkte durch Mefsstibe zu bezeichnen, so dals
alle vier in einerlei Richtung sind. Es wird hier der Fall an-

genommen, dals man wohl zwischen die Punkte 1 und 4,

jedoch nicht hinter dieselben treten kann %)
Auflosung. Zwei Personen (2 und 3) richten sich durch
dals ;‘!L_'i\:]lztj'.itig 2,3, 4 und

Visieren gegenseitig so ein,
3 9, 1 in gerader Linie sind, welches auf gegenseitiges Zu-
Herriicken leicht bewirkt wird.

winken, nach einigem Hin- und
34 und 321 zwei

Ist dies aber der Fall, so haben beide Linien 2

Punkte, 2 und 3, gemein und folglich einerlei Richtung. (§ 8.)
Soll eine Person dies allein thun, so braucht sie nur,

wegen des oftern Hintretens von einem der beiden Stibe, 2

und 3, zum andern, mehr Zeit. Nachdem aber diese beiden

Zwischenpunkte gefunden sind, konnen leicht noch mehrere

bezeichnet werden.

Aufgabe. Von 1 nach 6 soll iber zwei Berge eine Bahn,
Chaussee 'ete. gefihrt, oder diesclbe nach gerader Richtung

#) Der Antinger mige zum bessern Verstindnis dieser Aufgabe einen
Tiseh mitten ins Zimmer stellen und aunf diesen zwei Stecknadeln (2) und
(3) so einzustecken suchen, dafs sie mit den beiden gegeniiber liegenden

Kanten (1) und (4) des Zimmers in einerlei Richtung si id.
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durchgegraben und deshalb, um den Arbeitern Richtpunkte
zu geben, diese Richtung RIIS“'E’atGLLt werden. Hs wird an-
genommen, dals man von jedem Berge aus nur das zuniichst
stehende Signal sehen kann.

Auﬁasung Auf jeden Berg treten zwei Personen und richten
sich, wie in vorhergehender Aufgabe, durch Visieren so ein.
J‘tla zu gleicher Zeit, 123, 234, 345, 456, gerade Linien sind.
Ist dies der Fall mld lenkt man sich diese vier Linien an den

verlingerten Stitben heruntergleitend, so miissen sie notwendig
alle (weil dann jede folgende Linie mit der vorhergehenden
zwei Punkte gemein bekommt) aunf die durch 1 und G gehende
gerade Linie fallen und mithin die iiber beide Berge gehende
gerade Richtung oder den Durchschnitt bezeichnen. Mehre
Zywischenpunkte sind nun leicht aufzufinden.

Aufga.be. Fs soll von 1 nach 4 ein unterirdischer Gang
(Tunnel) unter einem Berge hindurch gefithrt werden und die
Arbeit an beiden Enden (Eingang und Ausgang) zugleich
beginnen. Was ist zu thun, damit die Minierer in ecinerlei
Richtung arbeiten und auf einander stofsen?

Auflosung. Auf dem Berge werden erst zwei Stiibe, 2 und
3, mit 1 und 4 in einerlei Richtung eingesteckt (nach § 13):
alsdann imuh 5 1111:1 6 in dieselbe Richtung gebracht, so dals
erst 1, 2, 3 und 2, 3, 4, dann 5, 1, 2 und 6, 4, 8 in einerlei
LJLhtun; sind , rLum haben die beiden Linien 5123 und
2346 zwei Punkte gemein und das Verlangte wird zustande
gebracht, wenn die Arbeit nach den durch 1, 5 und 4, 6 be-
stimmten Richtungen ausgefithrt wird, Auf ihnliche Weise
liefse sich auch ein Tunnel unter einem Flusse hindurch fithren.
Es wiire allerdings noch méglich, dafs die beiden Linien 51
und 64 itber und unter einander weggingen, wie sich aber
auch dies leicht vermeiden lifst, lehrt spiter § 213,

0 %
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Aufgabe. Eine auf ebenem Felde ausgesteckte Linie AB
auszumessen,

Verfahren. Zu solchen unmittelbaren Lingenmessungen
gebraucht man ein 20 (oder 25) m langes Stahlbandmals,
welches in Centimeter eingeteilt ist. Durch die Endringe des-
selben werden, um sie bequemer fortziehen und anspannen zu
konnen, 1 bis 1'/; m lange Stibe (Kettenstiibe) gesteckt,
welche gleich den Melsstangen eiserne Spitzen haben. Ein
paar Stifte verhiiten das Abgleiten der Ringe. Zum blofsen
Privatgebrauch kann auch eine hanfene Schnur dienen.

Zwei Personen, I und II, ziehen nun dieses Bandmals.
No. I zieht zuerst den in A stehenden Mefsstab aus, steckt
an dessen Stelle ihren Kettenstab und richtet darauf durch
Winke No. II, welche das Bandmals straff anzieht, so ein,
dals die beiden Kettenstiibe und die in B stehende Melsstange
in einerlei Richtung sind. Hierauf ziehen beide Kettenzieher
die Kettenstiibe wieder aus, No, I richtet die Melsstange in A
wieder auf, No. IL bezeichnet die Stelle, wo ihr Kettenstab
stand, mit einem kleinen Merkzeichen (Zihl- oder Markier-
stiibe, auch Sticken, deren sie ein Dutzend in einem Kécher
mit sich fithrt) und geht nun, das Bandmals nach sich
schleppend, vorwiirts, bis die ihr folgende No. I an die be-
zeichnete Stelle kommt, und an die Stelle des Merkzeichens
ihren Kettenstab steckt. Nach diesem Kettenstabe und nach
der in A wieder aufgerichteten Melsstange kann No. II sich
jetzt selbst einrichten. Diese zweite Stelle wird wieder mit
einem Merkzeichen bezeichnet u. 5. w. — So viele Merkzeichen
No. T einsammelt, so viele ganze Bandlingen hilt die aus-

oemessene Linie. Ein iibrig ‘bleibendes Stiick wird mit einem

Teile des Bandmalses ausgemessen.
Fine nicht zu grolse Liinge kann auch mit einem soge-

nannten Dreimeterstock ausgemessen werden, In sehr vielen
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Fillen geniigt es auch, zu manchen militirischen Zwecken
z. B., eine Linge durch Abschreiten oder durch blofse
Schiitzung nach dem Augenmals zu messen, wozu dann aber
eine grofse Ubung erforderlich ist, Um sich im Zihlen der
Schritte nicht zu irren, kann man sich eines Schrittzihlers
(in Form einer Taschenuhr) bedienen. Die Lingen krummer
Linien und Wege werden oft auch mit einem eigenen , blth
den Kriimmungen anschliefsenden W egemesser gemessen, d,
ein Rad von 2 bis 2!, m im Umfange. Stand der \TulI
punkt o unten und ist das Rad auf der krummen Linie so weit
fortgeschoben, bis der Nullpunkt wiederum unten steht, so ist
offenbar die Liinge dieses durchlaufenen Stiicks der krummen
Linie gleich dem Umfange des Rades. In der Regel befindet
sich an einem solchen Wegemesser eine Art U hr, und man
kann darnach, aus der Stellung der Zeiger, die Linge des vom
Rade duwrchlaufenen Weges unmittelbar ablesen, Jeder Uhr-
macher kann an einen Wagen, dessen Achsen in ihrer Nabe
nicht zu viel Spielraum haben, einen solchen etwa 25 Mark
kostenden Mechanismus leicht anbringen.
17,

Erklarungen, 1) Eine nach allen Richtungen hin begrenzte
Fliche heilst Figur, Dieselbe ist eine geradlinige oder krumm-
linige oder gemischtlinige, je nachdem sie von geraden oder
krummen oder gemh(’htm Linien begrenzt ist (z. B. Dreieck,
Kreis, Halbkreis).

2) Der von den Grenzen einer Figur eingeschlossene Teil
der (unendlichen) Ebene heilst Inhalt oder Flicheninhalt.

3) Der Kreis ist eine ebene Figur, von
einer krummen Linie so begrenzt, dafs alle
ihre Punkte, wie 4, @, H. .. von einem
innerhalb liegenden Punkt C, den man
Mittelpunkt oder Centrum nennt.
gleich weit entfernt sind.

4) Die den Kreis begrenzende krumme Linie heifst Kreis-
Linie oder auch Peripherie (U ‘mfang) und die davon ein-
geschlossene Fliche, Kreis oder Kreisflache, ,Kreis* wird
wohl auch fiir ,Kreislinie gebraucht; aus dem Zusammen-
hange ergiebt sich aber alsdann, ob die Kreisfliiche oder die
Peripherie (Kreislinie) gemeint ist.

5) Jede vom Mittelpunkt € bis an die Peripherie gehende
Linie, wie CA, CD, . . heifst Radius oder auch Halbmesser.
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6) Sehne (Chorde) heifst jede irgend zwei Punkte der
| Peripherie verbindende Gerade; z B. GH.

7) Durchmesser (Diameter) heifst die durch den Mittel-
punkt gehende Sehne, z. B. 4 B.

8) Es folgt aus dem Begriffe des Kreises, dafs alle Radien
desselben einander gleich und ebenso, dals alle Durchmesser ein-
ander gleich und jeder derselben doppelt so grofs als ein Radius ist.

0) Jeder Teil der Kreislinie heilst ein Bogen (Arcus)j
z. B. GH oder arc GH.

Den Kreis kann man sich enstanden denken, indem der
Radius A desselben sich um den Mittelpunkt C dreht, alsdann
beschreibt der Endpunkt A die in sich zurticklaufende Kreislinie.

18.

Erklarung, Wenn zwei Figuren so beschaffen sind, dals,
wenn man sie (in Gedanken) auf einander legt, sie genau mit
einander zusammenfallen, so sagt man: siedecken sich oder

sie sind kongruent. Figuren sind gleich, wenn sie gleichen
Fliicheninhalt haben. So kann z. B. ein Kreis einem Dreieck gleich
sein. Das Zeichen der (leichheit (der g‘li‘il‘[tf'n Grilse 18t =,
das Zeichen der Kongruenz (der Gleichheit nach Grolse) und
Geestalt) . Es ist klar, dafs, wenn zwei Figuren sich genau
decken (kongruent sind), sie dann notwendig auch vollkommen
gleich sind. Der Nachweis der Deckung (Kongruenz) zweier
Figuren wird hiiufig angewandt, um die Gleichheit derselben
zu beweisen. Als Erliiuterungsbeispiel moge folgender Satz dienen,
19,

Lehrsatz. Ein Kreis wird durch
einen beliebig gezogenen Durch-
messer AB halbiert, d. h, in zwei
gleiche Hilften geteilt.

Beweis. Man denke sich den obern
Teil ADB aus der Bildebene herausge-
schnitten, und (indem man ihn um den
Durchmesser AB, wic um eine Achse gedreht denkt) auf den
. untern Teil AEB gelegt, so miissen, weil dem Begriffe des
8 | Kreises zufolge, alle Punkte der Peripherie gleich weit vom
' Mittelpunkt C entfernt sind, notwendig auch alle Punkte des
obern Bogens ADB auf den untern AEB fallen, folglich decken
sich beide Teile (Halbkreise), sind also kongruent und jeder
die Hilfte des Ganzen.
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Zweites Buch.
Von den Winkeln.

0.

{ 4]

Erklﬁrung‘ Wenn von einem Punkte zwei gerade (un-
endliche) Linien (Strahlen) nach verschiedenen Richtungen
ausgehen, so sagt man: sie seien gegen einander geneigt und
bilden einen Winkel mit einander, und man versteht daher
unter Winkel immer die Neigung - zweier geraden Linien
*) Die beiden, einen Winkel bildenden Linien,
wie BA, BC, heilsen die Schenkel und der Punkt B, in
welchem sie zusammenstofsen, der Scheitel (Spitze, Scheitel-
punkt) des Winkels.

gegen einander.

Einen Winkel nennt und be-
zeichnet man entweder blofs durch
den am Scheitel stehenden Buch-
staben, oder, wenn mehrere an
einerlei Scheitel liegen und dadurch
Verwechselung entstehen konnte,
durch einen in die Offnung der
e Schenkel gesetzten Buchstaben,
oder auch durch drei Buchstaben, indem man den am Scheitel
stehenden zwischen die an den Schenkeln stehenden schreibt.
Als Winkelzeichen benutzt man ~ oder 7. Manche legen
auch eine gebrochene Linie iiber die den Winkel bezeichnenden
Bu('hsml{-;n. So bedeutet z. B. ,,Winkel B, ~ B, 4 B, ]’;:
ABC, CBA den Winkel bei B, ebenso: #n, KHL, LHK den
Winkel, den die beiden Linien HK und HI bilden.

Die Grifse eines Winkels hingt allein von der Neigung
(Offnung) seiner Schenkel ab, die Linge der Schenkel ist
ganz gleichgiiltig. Denkt man den Winkel ¢ so auf B gelegt,
dals der Scheitel ¢ auf B, der Schenkel ¢f in die Richtung
BC kommt, und es fillt dann der Schenkel ed auf B4, so
gind die Winkel B und ¢ gleich grofs, obgleich ihre Schenkel

verschiedene Linge haben.

*) Denkt man sich unter ,,Winkel" den Teil der (unendlichen)
Ebene, der zwischen zwei von einem Punkte ausgehenden Strahlen ent-
halten ist, so lifst sich die Gleichheit der korrespondierenden Winkel

streng beweisen (Paralleltheorie von Rich. Schurig).
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Einen Winkel kann man sich durch Bewegung entstanden
denken. Der Schenkel BA z. B. habe anfangs auf dem Schenkel
BC gelegen, sich dann um den Scheitel B gedreht, so ent-
steht sogleich ein Winkel, der mit fortgesetzter Drehung immer
grofser wird.

21,

Aufgabe. An die Linie
GH im Punkte G einen
Winkel zu tragen, der
einem gegebenen Winkel
B gleich ist.

Auflisung, Aus dem
Scheitel B des gegebenen Winkels beschreibe man zwischen
den Schenkeln desselben, mit einem beliebigen Radius BD
einen Bogen DE, und mit demselben Radius BD aus dem
neuen Scheitel G einen Bogen KL, denke die Sehne DE
gezogen und beschreibe mit derselben als Radius aus K einen
Bogen mm, der den Bogen KL in einem Punkte F' schneidet,
und ziehe dann nur die Linie GF, so ist der Winkel G
— Winkel B. Denn denkt man sich die Winkel gehorig auf
einander gelegt, so fallen die mit demselben Radius BD be-
schriebenen Bégen DE, KL und ebenso die mit demselben
Radius DE beschricbenen Bégen pg, mn und, wie leicht ein-

zusehen (wenn man die Bogen zu ganzen Kreisen vollendet

denkt), auch deren Durchschnittspunkte F und F auf einander;

die Winkel decken sich also und sind folglich gleich, 2 ¢ = £ B.
22.

Erklarungen: 1) Liegen die Schenkel
eines Winkels in entgegengesetzter Richtung,
bilden sie also eine einzige gerade Linie,
so heifst der Winkel ein gestreckter
oder flacher; z. B. DEBC,

2) Der rechte Winkel ist die Hiilfte
des gestreckten. Ist also ¢ die Hiilfte des Winkels =~ DBC, so
ist ~ a ein Rechter. Den rechten Winkel bezeichnet man mit

R. Die beiden Geraden, welche einen rechten Winkel bilden,
stehen perpendikuliir (senkrecht, lotrecht, normal, vertikal*)

*) nVertikal* bedeutet urspriinglich die Richtung des freien Falles
(s. § 11, Anmerkung).
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auf einander. ,AB steht senkrecht auf DC* kiirzt man
durch ,AB L OD“ ab. B ist der Fulspunkt des Perpen-
dikels (der Senkrechten) AB. Aus vorstehenden Erklirungen
folgt, dals in einem Punkt B der Linie DC nur ein Perpen-
dikel AB moglich ist, und dafs daher alle rechte Winkel not-
wendig gleich sind (sich decken miissen)

Man breche ein Stiick Papier und dann nochmals, so dals
das eine Ende des ersten Bruches auf das andere filllt, so hat man
einen rechten Winkel und zwei auf einander senkrechte Linien.

3) Winkel, die kleiner als ein gestreckter, also kleiner,
als zwei Rechte sind, heilsen konkave (hohle oder aus-
springende). Die konkaven Winkel sind entweder rechte oder
spitze oder stumpfe. Spitz ist ein Winkel, wenn er kleiner
ist als ein rechter, z. B. ~ b in der Fig. zu § 23, stumpf,
wenn er grifser ist als ein rechter, z. B. 2 ¢ in der Fig. zu
§ 28. Zwei Linien, die einen spitzen oder stumpfen Winkel
bilden, heifsen schrig oder schief gegen einander. Spitze
und stumpfe Winkel nennt man daher auch schiefe.

4) Der konvexe (iiberstumpfe, erhabene, einspringende
Winkel ist grofser als ein gestreckter (== 2 h)

5) Der Winkel, welcher durch eine volle U mdrehung ent-
standen ist, also — 4 R ist, heilst ein voller oder kompleter.

23.

Erklarung. Zwei Winkel, welche
einen Schenkel gemein haben und deren
beiden andern Schenkel eine gerade
Linie bilden, heifsen Nebenwinkel.

Von zwei Nebenwinkeln, @ und 3,
kann man sich den einen entstanden denken, indem man den
Schenkel des andern riickwiirts verliingert. Anfiinger miissen
sich den Begriff Nebenwinkel genau merken. Bei zwei
blofs an einander liegenden Winkeln, wie m und 2 in § 20,
die auch einen Schenkel HK gemein haben, bilden die beiden
dulsern Schenkel HG', HL keine gerade Linie, wie es bei
Nebenwinkeln sein mulfs,

Ein rechter Winkel ist also auch seinem Nebenwinkel
gleich, und umgekehrt: Sind zwei Nebenwinkel einander gleich,
s0 ist jeder ein Rechter.
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Aufgabe. Zu untersuchen, ob die
Schenkel eines sogenannten Winkel-
hakens (oder Dreiecks), dessen man
sich bedient, um rechte Winkel zu
zeichnen und Perpendikel zu ziehen,

auch genau rechtwinklig auf einander stehen.

Auflosung. Man ziehe eine gerade Linie DH, lege an die-
selbe den einen Schenkel BC des Winkelhakens und ziehe
lings des andern 4B eine gerade Linie, Wire nun der Winkel
ABC genau ein rechter, so miilfste er seinem Nebenwinkel
ABD gleich sein; ob er dies ist, wiirde sich gleich zeigen,
indem man den Winkelhaken nur hineinpalst.

oF

1

Winkelmafs. So wie man, um Linien
zu messen, verschiedene Liingen-Einheiten
(Meter, Centimeter, Millimeter) gebraucht,
g0 ist man auch, um Winkel zu messen,
iiber folgende drei Winkel-Einheiten iiber-
eingekommen.

Man denkt sich den rechten Winkel
in 90 kleinere gleiche Winkel geteilt,
welche man Grade (%) nennt. Sei =~ DBC

ein solcher, deren neunzig an einander liegend den rechten
Winkel 4 BCgenau ausfiillen, niimlich = DBC==1°, so ist dieser
Winkel die grifste Winkel-Einheit. Diese denkt man ferner
in 60 gleiche (ihrer Kleinheit wegen aber auf dem Papier
nicht darstellbare) Winkel geteilt, welche man Minuten ()
nennt, so dafs also 1 Grad = 60 Minuten, in Zeichen 1° — 60,
Den Winkel von einer Minute denkt man sich wiederum in
60 gleiche Winkel geteilt, welche Sekunden (”) heilsen, so
dafs also 1’ = 60”. Hiernach ist also der rechte Winkel niimlich:
R = 90° = 5400° = 324 000".
' Es geniigt hier, sich diese weit gehende Teilung des
rechten Winkels nur in Gedanken vorzustellen, Gehorigen
Orts kann man sich iiberzeugen, dals es einem geschickten
. Mechanikus mittelst einer Teilmaschine und einer kiinstlichen
‘ Vorrichtung (Mikrometer, Nonius) miglich ist, diese feine
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mit dem man, bei gehoriger Handhabung desselben, die
Winkel bis auf die Sekunde genau messen kann.

Gesetzt nun, es sei in dem Winkel H die erste Einheit,
niimlich 1 Grad, 36 mal, in dem itberschiissigen Teil die zweite
Winkel-Einheit, niimlich 1 Minute, 40 mal, und in dem jetzt
noch iibrig bleibenden Teil des Winkels H die dritte Einheit,
néimlich eine Sekunde, noch 20 mal enthalten, so betriige die
Grifse des Winkels H, 36 Grad 40 Minuten und 20 Sekunden,
oder kiirzer in Zeichen: .~ H = 869 40° 20".

Winkelmesser. Der Kreis dient uns nicht allein als Hilfs-
linie, um Winkel zu zeichnen, sondern gehtrig dazu einge-
richtet, auch als Instrument, vermittelst dessen man einen
Winkel messen und seine Gréfse in Graden, Minuten und
Sekunden angeben kann.

Man denke sich den Durchmesser AB eines Kreises gezo-
gen, wodurch derselbe halbiert ist (§ 19). Auf dem Durch-
messer denke man sich im Mittelpunkt C' das Perpendikel DC
errichtet, so teilt dieses den Halbkreis wieder in zwei gleiche
Teile arc 4D = are DB; denn denkt man sich die beiden rechten
Winkel ACD und DCB zur Deckung gebracht, so miissen
sich auch die Bogen 4D und DB decken, weil alle ihre Punkte
gleich weit vom Mittelpunkt entfernt sind. Die Bégen AD
und DB sind also gleich und jeder ein Viertelkreis (Quadrant).
Denkt man sich nun jeden der beiden rechten Winkel in 00
gleiche Winkel (Winkelgrade) geteilt, so wiirden die Teilungs-
linien offenbar auch jeden der beiden Viertelkreise in 90, mit.
hin den Halbkreis in 180 gleiche Bogen (Bogengrade) teilen
(§ 18). Wiirde nun umgekehrt der Halbkreis erst in 180
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gleiche Bogen geteilt (welches einem geschickten Mechanismus
1 mittelst einer Teilmaschine desto leichter sein muls, je grofser
der Halbkreis ist, weil dann die Teilpunkte weiter auseinander
liegen und deutlicher hervortreten) und dann von diesen Teil-
punkten nach dem Mittelpunkte C' gerade Linien gezogen, 80
wiren dadurch 180 an einander liegende gleiche Winkel-Grade
versinnlicht.

In manchem Besteck findet sich ein solcher eingeteilter
metall ener Halbkreis, oder vielmehr nur dessen ausgeschnittener
Rand, wo man sich dann die Teilstriche bis zum Mittelpunkt
verlingert denkt. Der Gebrauch eines solchen Winkelmessers
(Transporteurs) ist nun einfach folgender:

Um z B. den Winkel ECB zu messen, lege man das
Instrument so: dafs sein Mittelpunkt auf den Scheitel C und
sein Nullpunkt auf einen Schenkel CB des zu messenden
Winkels fillt, alsdann sehe man zu, wie viele Grade der
andere Schenkel C'E abschneidet, indem man halbe bis viertel
Grade nach dem Augenmals schiitzt. Nach Andentung der
Figur wire z. B. Winkel ECB = 43° 50,

Anmerkung. Dieser eben beschriebene, etwa 6 bis 15 em
im Durchmesser haltende und nur bis auf Grade (seltener
halbe Grade) geteilte Winkelmesser wird nur gebraucht, um
Winkel in Zeichnungen oder Rissen zu messen und aufzutragen
und gewihrt fiir solche Zwecke eine hinreichende Genauigkeit,
Die § 25 erwiihnten, besonders fiir die Geodiisie und Astronomic
erforderlichen feineren Winkelmesser sind ganze Kreisc von
40 cm bis 1 m und daritber im Durchmesser mit einem um
den Mittelpunkt drehbaren Fernrohr. Die Teilstriche sind hier
so fein, dafs man sic nur mit einem Vergrifserungsglase
deutlich sehen und ablesen kann. Nach den hohen Preisen
derselben, von 300 bis zu 10000 Mark und dariiber, kann
man mutmalsen, welche Geduld und Geschicklichkeit die Ver-
fertigung solcher Instrumente erfordert.

217.
Aufgabe. Die Anzahl Grade und
Minuten, welche ein beliebig gegebener
Winkel C enthiilt, blofs mit Hilfe eines
Zirkels und wenigstens eben so genau
zu bestimmen, als es mit den gewthn-
lichen Winkelmessern moglich ist.
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e Auflosung. Mit einem miglichst grofsen Radius CA be-
schreibe man zwischen den Schenkeln des gegebenen Winkels
C einen Bogen 4B, den man zu einem ganzen Kreise voll-
endet. Hierauf untersuche man, wie oft der Bogen AR (indem
man dessen Sehne 4B in den Zirkel nimmt) in der ganzen
Peripherie enthalten ist, und dividiere mit der gefundenen Zahl
in 360°% Wire z. B, arc AB 7! g mal in der ganzen Peri-
pherie enthalten, so wire .~ 0 — '—?:HE = 480
2

28.

Lehrsatz. Zwei Nebenwinkel
betragen zusammen zwei rechte
Winkel. In Zeichen:

a4+ b =2 R — 1800,

Beweis. Denkt man sich aus dem
gemeinschaftlichen Scheitel B einen in 180 © geteilten Halb-
kreis beschrieben, oder den Winkelmesser angelegt, so ist klar,
dafs die beiden Nebenwinkel ¢ und & ihn ganz ausfiillen, und
dafs der eine Nebenwinkel a gerade so viel iiber 900 hat, als
dem andern » daran fehlen. Dasselbe folgt auch, wenn man
e in B ein Perpendikel auf DC errichtet denkt.

o Aufgabe. Es sei der Winkel 5 = 520 37’ 49", Wie
grols ist der Winkel o?

Antwort. Es ist £~ a — 127° 22" 117,

29.

Lehrsatz. Alle Winkel, welche
aneinerlei Seite einer geraden
Linie liegen und einen Scheitel
inderselben gemein haben, be-
tragen zusammen zwei rechte
Winkel. In Zeichen:

a-+ b+ ¢c=2 R = 180°.

Beweis. Man denke sich wieder im gemeinschaftlichen
Scheitel B ein Perpendikel auf CE errichtet (oder den Winkel-
messer angelegt), so werden die entstehenden beiden rechten
Winkel durch die andern ganz ausgefiillt; letztere haben also
zusammen eben so viele Grade, als zwei rechte Winkel,

Aufgabe 1. Es sei £ a =500 16" 20”; ~ ¢ = 300 10’
10”5 wie grofs ist .~ 9

~71-) BADISCHE -
BLB LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg



BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

Aufgabe 2. Essei Za = 720 50°

18”; wie viel mal so grofs ist £ a als 2 ¢?

Antwort. 1) < b = 990 33’ 30”; 2) 3y mal.

30.

Lehrsatz. Alle Winkel, welche
rings um einen gem einschaft-
lichen Scheitelpunkt liegen,
betragen zusammen immer v ier
Rechte. In Zeichen:
a-+b+ e+ d-+e + =4 R=360"

Beweis. Man denke sich durch
den gemeinschaftlichen Scheitel eine gerade Linie gezogen, s0
]ilf‘h':!.é,"i'n die Winkel an jeder Seite derselben 2 R, mithin an
beiden Sciten zusammen 4 R. Die Richtigkeit des Satzes ergiebt
lem man den Mittelpunkt eines in 360 ° geteilten
Kreises auf den gemeinschaftlichen Scheitel gelegt denkt.
Aufgabe. Xs sei a = 500 25’ 27, b = 68° 0" 127,

¢ — 200 40' 48", d = 120" 57" 0", e = 60° 9’ 54" wie

sich auch, ine

grols ist der Winkel f?

Antwort. Es ist = f = 80° 47" 4",
Sl

Lehrsatz. Wenn zwei gerade
Liniensichschneiden, sosind
je zwei gegeniiber liegende
Winkel, welcheman Scheitel-
winkelnennt, einandergleich.

In Zeichen: Gi=b

" = n
Beweis. Die Winkel @ und m sind zwei Nebenwinkel und
betragen zusammen zwei Rechte (§ 28)3 eben so sind b und
m zwei Nebenwinkel und betragen zusammen auch zwei
rechte Winkel, Da es nun einerlei ist, ob man a oder b zu
m legt, indem in beiden Fillen die Summe gleich zweien
Rochten ist. so ist motwendig auch ¢ — b. Eben so ist es
einerlei, ob man m oder » zu a addiert, mithin auch der Winkel
m seinem Scheitelwinkel n gleich. Wiire z. B. £ a = 60 so
wiire jeder seiner Nebenwinkel m und », = 120° und b = 60°
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Drittes Buch.
Von der Kongruenz der Dreiecke.

32.

Zur Bildung einer geradlinigen Figur sind mindestens drei
Gerade erforderlich. Diese begrenzenden Geraden werden
Seiten, die Summe der Seiten: Umfang (Perimeter), und
der vom Umfange eingeschlossene Teil der Ebene: Inhalt der
Figur genannt. Die Punkte, in welchen 2 Seiten zusammen-

stolsen, heilsen Kcken, die also zugleich die Scheitel der
Winkel der Figur sind. Nach der Zahl der Seiten (oder
Ecken) teilt man die Figuren ein in Dreiecke, Vierecke und
Vielecke (Polygone).

Das Dreieck ist offenbar das einfachste unter. allen gerad-
linigen Figuren, zugleich aber auch die wichtigste, weil alle
Vielecke in Dreiecke zerlegt werden koénnen. Deshalb mufs
man auch alle Lehrsiitze itber das Dreieck nicht allein gt
verstehen, sondern auch gut inne haben. Uberhaupt hiingt,
wie man schon in den beiden vorhergehenden Biichern gemerkt
haben wird, die Leichtigkeit und Gewandtheit in den An-
wendungen der Geometrie und rasches Fortschreiten in der-
selben von der leichten und schnellen Erinnerung ihrer Lehr-
siitze ab.

38.

Erklarungen. 1) Die Seite des Dreiecks, auf welcher man
sich dasselbe ruhend denkt, wird Grundlinie oder Basis
genannt., Die beiden andern Seiten nennt man Schenkel
des Dreiecks oder Scheitelseiten. Die der Grundlinie gegen-
iiberliegende Kcke heilst Spitze des Dreiecks. ,Drejeck®
kiirzt man durch A ab,

2) Dem Verhiltnis seiner Seiten nach ist das Dreieck:
a) ungleichseitig, wenn alle drei Seiten ungleich sind;
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b) gleichseitig, wenn alle Seiten gleich sind;
¢) gleichschenklig, wenn es nur zwei gleiche Seiten
hat, Diese heifsen dann die Schenkel und die dritte
Seite Grundlinie.
9) Der Beschaffenheit der Winkel nach ist das Dreieck:

a) spitzwinklig, wenn alle drei Winkel spitz sind

b) stumpfwinklig, wenn es einen stampfen Winkel hat;

¢) rechtwinklig, wenn es einen rechten Winlkel hat. Im

rechtwinkligen Dreieck heilsen die beiden rechtwinklig
auf einander stehenden Seiten die Katheten (Senk-
rechte) und die dem rechten Winkel gegeniiber liegende
Seite: Hypotenuse.

Unter den sechs Bestandteilen eines jeden Dreiecks (drei
Seiten und drei Winkel) giebt es immer drei von einander un-
abhiingige Stiicke, durch deren Grofse das ganze Dreieck, also
auch die iibrigen drei Stiicke vollkommen bestimmt sind.
Diese drei aus den ,,vier Kongruenzsitzen* erforderlichen Be-
stimmungsstiicke, welche man sich ganz besonders merken muls,
werden nun die folgenden Paragraphen kennen lehren.

1, Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie zwei Seiten und den von denselben ein-
geschlossenen Winkel wechselweise gleich haben.

Beweis. Angenommen, es seien fiir die beiden Dreiecke
ABC wnd DEF die im Lehrsatz erwiihnten drei gleichen
Stiicke bezichlich folgende: Die Seite BC im ersten Dreieck
sei — der Seite EF im andern Dreieck, ferner Seite
AB = Seite DE und der von den beiden Seiten AB, BC
eingeschlossene Winkel B gleich dem von den beiden Seiten
DE, EF gebildeten Winkel E.

Man denke sich nun das eine Dreieck DEF aus der
Bildebene herausgenommen und iibereinstimmend, némlich so

auf das andere |?|‘t_'i{’l‘li IH'” g‘f‘[(?;_{t, (lal“s l.“l_‘ j_ﬂl_'it'lll 5;'1‘0|I.~'-
vorausgesetzten Winkel B und F mit ihren ebenfalls gleich

grols vorausgesetzten Schenkeln sich decken, so dals also
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F auf B, Fauf C und D auf 4 fillt. Notwendig mufs

dann auch (§ 3) die Seite DF die Seite AC, Winkel D den
Winkel 4, und Winkel ' den Winkel ¢ decken und folglich
auch, wie der Lehrsatz behauptet, A ABC >~ A DEF sein,
(Lies: A ABC kongruent / DEF: s, § 18).

Anmerkung. In kongruenten Dreiccken liegen gleiche
Winkel gleichen Seiten und umgekehrt, gleiche Seiten l‘rh sichen
Winkeln gegeniiber Hiernach findet man aus ]h;m]\ul, die
kongruent sind, auch leicht die beziehlich gleichen Stiicke
heraus.

35;

Aufgabe. Es sind zwei Seiten @ und b eines Dreiecks
und der davon eingeschlossene Winkel m gegeben. Es soll

das dadurch bestimmte Dreieck konstruiert werden.

Auflosung. Man nehme eine der beiden gegebenen Seiten
(@) in den Zirkel und stecke sie in B( ab, trage an das
eine Ende B dieser Linie den gegebenen Winkel m (8 21),
mache den andern Schenkel BA so lang, als die andere Linie
b ist und ziehe dann die Linie AC, so ist ABC das verlangte
Dreieck.

Anmerkung, Hitte man auch den gegebenen Winkel m
statt in B, in C, oberhalb oder unterhalb B¢ angetragen, so
wiirde man doch immer dasselbe Dreieck, nur in anderer
Lage erhalten haben. Anflinger werden wohl thun, diese
beiden Konstruktionen noch zu machen,

Statt also zu sagen: zwei (alle) Dreiecke sind kongruent,
wenn sie zwei Seiten und den zwischenliegenden Winkel
gleich haben, hiitte man auch sagen kinnen: ein Dreieck ist
bestimmt durch zwei Seiten und den zwischen liegenden
Winkel. Die im Lehrsatz beibehaltene frithere Redeform ist
aber fiir den ersten Unterricht besser.

BADISCHE
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Aufgabe. Durch Anwendung des vorhergehenden Lehr-
satzes die Entfernung zweier Punkte 4, B auf dem Felde zu
bestimmen, wenn ein zwischenliegendes Hindernis die un-
mittelbare Messung nicht erlaubt,

Auflosung. Man bezeichne durch einen Mefsstab noch
emen dritten Punkt €, von dem man ungehindert mit der
Kette nach 4 und B messen kann, Messe die Linien AC und
B(C und trage ihre Liingen geradlinig nach A" und B’ fort, so
dals A' C=AC und B’ €= BC wird; messe hierauf nur die
Linie A" I, so giebt diese die gesuchte Liinge von AB. Wiire
z.B. A" B = 400 m gemessen, so wire auch A B = 400 m.

Beweis. Die beiden Dreiecke A'B'C und ABC sind
kongruent, weil sie zufolge Konstruktion zwei Seiten und den
eingeschlossenen Winkel gleich haben, niimlich: 4'C= AC,
B'C= BC (gleich gemacht) und m" = m (als Scheitelwinkel,
§ 31). Stellt man sich vor, das untere Dreieck drehe sich
um den Punkt C herum, bis A’ anf 4 fillt, so muls dann
B’ auf B, mithin A'B" auf AB fallen.

an 5
(2 N Y

. 2. Kongruenzsatz. Zwei Dreieckesind kongruent,
? wenn sie eine Seite und zwei entsprechende (in
2 Bezug auf die Seite gleichliegende) Winkel gleich
| haben. Hier sind zwei Fiille zu unterscheiden:

i [. Die Dreiecke haber. eine Seite und die beiden an-
liegenden Winkel beziehlich gleich.

") BADIsCHE
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In Zeichen:

Es sei 50 ist:

BC = EF AB — DE
ZB=-F = RC—DF A ABC & A DEF,
ZC0=_~F ZA=rD

Beweis. Man denke sich das eine Dreieck DEF so auf
das andere ABC gelegt, dals die als gleich vorausgesetzten
Seiten und Winkel sich J{’clun also erstlich EF auf BC fillt,
alsdann mufs, weil ~ E=_~ Bund ~ F— ~ C, der Punkt D
notwendig sowohl in die Richtung BA, als in die Richtung
CA fallen. Soll aber ein Pankt D (der keine Ausdehnung hat)
in zwei verschiedene Richtungen BA, (A zugleich fallen,
so liegt er notwendig in ihrem gemeinschaftlichen Durch-
schnittspunkt 4. Die Dreiecke decken sich also und es ist,
wie im Lehrsatz behauptet, A ABC ~ A DEF.

II. Die Dreiecke haben eine Seite, einen anliegenden und
einen gegeniiberliegenden Winkel gleich.

Dieser Fall findet in § 65 Berticksichtigung,

Aufgabe. Es sind eine Seite @ und die beiden anliegen-
den Winkel m und n gegeben; es soll das durch diese drei
Stiicke bestimmte Dreieck konstruiert werden.

Auflosung, Man stecke die Linie @ in BC ab, trage daran
in B den Winkel m, in € den Winkel », und \'1_1].111;_1(’..1(. die
Sckenkel dieser angetragenen Winkel bis zu ihrem Durch-
schnittspunkt A4, so ist ABC das verlangte Dreicck.

Anmerkung. Hiitte man < » hei I und -~ m bei € oder
beide Winkel unterhalb BC angetragen, so hiitte man doch
dasselbe Dreieck, nur in anderer Lage,

erhalten.

BADISCHE
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Aufgabe. Mittelst des vorhergehenden Lehrsatzes die Ent-
fernung zweier Punkte A und B zu bestimmen, wenn nur der
cine Punkt B zugiinglich ist,

Auflosung. Man stecke erst in C einen Melsstab, der
mit 4, B in einerlei Richtung ist; dann stecke man einen
Melsstab in D), messe die Linien BD, CD und trage ihre
Lingen geradlinig nach B und € hinaus, so dals B'D= BD,
und C'D = CD wird. Jetzt gehe man in der, durch die be-
zeichneten Punkte €, B’ bestimmten Richtung riickwiirts fort,
bis man an einen Punkt A" kommt, der zugleich auch mit

A, D in einerlei Richtung liegt, messe dann nur die Linie

anung von A bis B.

A'B, so giebt diese die gesuchte En

Beweis. Um zu zeigen, dals zufolge der Konstruktion

notwendig AB = A'B’ sein muls, bemerke man zuerst, dals
BOCD>~ /A BCD (§ 34) und dals hieraus die Gleichheit

der Winkel p und p" folgt (§ 34, Anmerkung). Ferner sind
nun auch die Dreiecke ABD und 4 B'D kongruent, weil sie

eine Seite und die beiden anliegenden Winkel beziehlich gleich
haben, niimlich: BD = B'D (gleich gemacht), ~n — ~ » (als
Scheitelwinkel, § 81) und 2 g = 2 ¢’ (als Nebenwinkel von = p
_ und £ p'); denn wenn zwei Winkel p und p° gleich sind, se
i miissen auch ihre Nebenwinkel ¢ und ¢ gleich sein (§ 28
Daher £ ABD >~ /A A'B'D (§ 37) und hieraus: AB =A'B
(§ 34, Anmerkung).
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Lehrsatz. Injedem gleichschenk-
ligen Dreieck sind die Winkel
an der Grundlinie gleich.

In Zeichen:

Wenn: s0 ist auch:
AB = AC ZB=20(
Beweis. Man kann sich den Winkel BACan der Spitze durch
die Linie AD halbiert denken, so dals 25— ~ w5 alsdann
wiirden aber die beiden Dreiecke 4BD und ACD kongruent
sein wegen zwei beziehlich gleicher Seiten und des zwischen

liegenden gleichen Winkels, niimlich: 4B — AC, nach Voraus-
setzung; Zn =~ n' = } £ BAC und AD= AD; folglich (§34)
AABD> A ACD und hieraus (§ 34, Anmerkung) £ B= - (..
Zusatz. Sind umgekehrt in einem Dreiecke zwei Winkel
gleich, 2 B= ~ (, so sind notwendig auch die ihnen gegeniiber
liegenden Seiten gleich, AB — AC, und das Dreieck ist ein
gleichschenkliges. Denn diichte man sich in der Mitte D ein
Perpendikel auf BC errichtet, so miissen nach § 37 zwei kon-
gruente Dreiecke entstehen (BD = DC, ~# B — ~ U, =D —
D), mithin die beiden andern Seiten dies Perpendikel in
emem gemeinschaftlichen Punkt 4 schneiden. und folglich
AB = AC sein.

3. Kongruenzsatz.
Zwei Dreiecke
sind kongruent,
wenn sie alle drei
Seiten beziehlich
gleich haben.

In Zeichen:

Wenn: s0 ist:
AB=DE A= _~-D daher:
AC=DF 2B=_»E A ABC™ A DEF.
BC=EF €= -F
Beweis. Man denke sich das eine Dreieck DEF in um-
gekehrter Lage so an das andere Dreieck ABC gelegt, dafs
Seite EF' die als gleich vorausgesetate Seite BC' deckt. Denkt

1.1 BADISCHE
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man sich nun in den Dreiccken links die Linie AD gezogen,
go ist das Dreieck ABD gleichschenklig, weil nach Voraus-
setzung AB — DE und daher die Winkel an der Grund-
linie AD einander gleich, niimlich 2 n= < » (§ 40). Aus dem-
selben Grunde ist auch Dreieck ACD gleichschenklig und des-
halb auch ~ m — ~ m’. Die Summe der beiden Winkel m und
n ist also gleich der Summe der beiden andern Winkel »
und #/, daher ist auch 2~ BAC= ~ DEF. Das Ubrige folgt
nun aus § 34, weil beide Dreiecke jetzt zwei Seiten und den
ringt‘s('-hlo:;scnen Winkel beziehlich gleich haben.

42,

1. Aufgabe. Es sind alle
drei Seiten a, b, ¢ eines
Dreiecks gegeben, es soll
das dadurch bestimmte Drei-
eck gezeichnet werden.

Auflosung. Man stecke eine der gegebenen Seiten, z. B.
a in BC ab, beschreibe aus dem einen Endpunkt B mit der
Seite ¢, als Radius, einen Bogen mn, ebenso aus € mit der

Seite b, als Radius, einen zweiten Bogen pg, und ziche von
dem Durchschnittspunkt 4 beider Bogen Gerade nach B und
U, so ist ABC das verlangte Dreieck. Vergleiche § 85, An-
merkung,

2. Aufgabe. Eine Figur
abzuzeichnen (abzutragen).

Auflosung. Man bezeichne
die Winkelpunkte mnach
einerlei Folge herum mit
Ziffern. teile die Figur durch Diagonalen (d. h. solche Linien,
welche irgend zwei nicht auf ecinander folgende Punkte der
Figur verbinden) in lauter Dreiecke und zeichne dann diese

an einander hiingenden Dreiecke ab.

Anmerkung. Die erwiihnten Diagonalen brauchen nicht
wrklich gezogen, sondern nur gedacht zu werden.

Genauer wird die Kopie, wenn man mit einer und der-
selben Grundlinie oder Diagonale alle iibrigen Punkte des
Originals zu Dreieckspunkten verbunden denkt.

Sind krumme Linien abzuzeichnen, so kann man die
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Lage der wichtigsten Punkte, je mehr, je genauer, einzeln be-
stimmen und sie durch freie Handzeichnung verbinden,

Dieses Verfahren, eine Figur abzuzeichnen, ist, obwohl
theoretisch richtig, doch nur dann praktisch brauchbar, wenn
die Figur nur wenige und lauter gerade Seiten hat,

Aufser andern Methoden, welche in der Zeichenkunst
gelehrt werden, bedient man sich auch, um Karten und Pline
abzuzeichnen, mit grolsem Vorteil eines unter dem Namen
Pantograph bekannten, aber sehr teuern Instruments
(300 Mark), welches nicht mit dem sogenannten Storch-
schnabel zu verwechseln ist, obgleich er auf demselben Prinzip
beruht. (Vergleiche § 124, 3.)

43,

4. (und letzter) Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kon-
gruent, wenn sie 2 Seiten und den der grofseren dieser beiden
Seiten gegeniiberliegenden Winkel gleich haben.

In Zeichen (s Fig. zu § 41):

Wenn 80 ist daher
BC = EF AC = DF AN ABC > DEF.
AB = DE
BC grofser als AB
2 A == =)

Beweis. Man denke sich das A DEF in umgekehrter
Lage so an A\ ABC gelegt, dals sich die gleichen Seiten EF
und BC decken. Denkt man sich nun in den Dreiecken
links die Linie AD gezogen, so ist A ABD, wegen AB —
ED, gleichschenklig, daher nach § 40: ~n— ~#%. Da aber
nach Voraussetzung ~- 4= ~ D, so mufs nun auch =~ 4 — ~ n
=<£LD— 2Zn d i Zm=2m sein, folglich ist auch A
ACD ein gleichschenkliges (s. § 40, Zusatz), daher AC = CD
d. i. AC = DE. Da nun alle 8 Seiten des Dreiecks DEF
gleich den 3 Seiten des Dreiecks ABC, so sind beide
Dreiecke nach § 41 kongruent.

Anmerkung. Dreiecke sind nicht unbedingt kongruent,
wenn sie zwei Seiten und den der kleinern Seite gegen-
tiberliegenden Winkel gleich haben (s. § 56, 2. Aufgabe).
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Viertes Buch.
Von den Perpendikeln.

4.

Lehrsatz. Die von der Spitze ei-
nes gleichschenkligen Dreiecks
nach der Mitte der Grundlinie
gehende Linie steht senkrecht
auf der Grundlinie und halbiert
den Winkel an der Spitze,

In Zeichen:

Wenn: 80 ist:
AB = AC Sy = Z¥ = 900
und BM = MC Ln= Zn.

Beweis. Die beiden Dreiecke ABM und ACM sind
kongruent, weil sie alle drei Seiten wechselweise gleich haben;
denn die Seite 4 M ist beiden gemein, und nach Voraussetzung
ist AB— ACund BM = MC, daher (§ 41) A ABM > A\ ACM
und hieraus (§ 34, Anmerkung) n = n und »r = r.

Weil nun aber die beiden gleichen Winkel # und #* zu-
oleich auch Nebenwinkel sind, so ist jeder ein rechter Winkel
und folglich AM perpendikuldr auf BC. (§ 23).

45.

Aufgabe. Auf einer Linie BH in einem bestimmten
Punkt I eine Senkrechte zu errichten. *)

*) Wer den vorhergehenden Lehrsatz gut verstanden und dber die
Losung der hier gestellten Aufgabe, als eine gehr einfache Anwendung
des Lehrsatzes, gehirig nachgedacht hat, wird sie ohne Anleitung finden
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Auflosung. Man schneide von
D aus erst rechts und links zwei
gleiche Stiicke ab, DC'— DG. Be-
schreibe jetzt aus € und G mit
einerlei Radius zwei sich schnei-
dende Biogen und verbinde deren
Durchschnittspunkt 4 mit D, so ist
AD das verlangte Perpendikel,

Beweis. Denkt man noch 4G und AC gezogen, so ist,
zufolge Konstruktion, AGC ein gleiv]m-lnenkliges Dreieck und
D die Mitte der Grundlinie, folglich (§ 44) AD auf GC
senkrecht,

Zusatz. Auf gleiche Weise kann man auf dem Felde auf
einer ausgesteckten Linie BC in D eine Senkrechte errichten,
indem man von D aus, zu beiden Seiten gleiche Stiicke
DC = DG abmifst, in den Punkten C und G die Enden einer
Schnur (Kette) befestigt und sie dann, in der Mitte A fassend,
straff anspannt, bis sie mit GC ein gl(-ichschtfukliges Dreieck
bildet, dessen Spitze A dann notwendig in der auf GC in D
zu errichtenden Senkrechten liegt.

46,

Lehrsatz. Die Linie, welche
durch die Spitzen zweier gleich-
schenkligen Dreiecke von ge-
meinschaftlichen Grund-Linie
geht, halbiert 1) die Winkel an
denSpitzen,2)halbiertdieGrund-
Linie und steht 3) senkrechtauf
derselben.

In Zeichen:

Wenn : 80 ist:
AB = AC 1) £n= 2w’ =1 ~ BAC
DB = DE 2) BE = EC

3) Lr = 2y = 000,
Beweis. Die beiden Dreiecke ABD und ACD sind kon-
gruent, weil sie alle drei Seiten wechselweise gleich haben,
nimlich die Seite 4 D ist beiden gemein und dann, zufolge Voraus-
setzung, AB = AC und DB = DC, folglich (§ 41) A ABD
&~ A ACD und hieraus (§ 34, Anmerkung) < n = ~ .

BADISCHE
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Jetzt ist es leicht zu beweisen, dafs auch die Dreiecke A BE
und ACE kongruent sind; denn sie haben zwei Seiten und den
eingeschlossenen Winkel wechselweise gleich, nimlich: die
Seite AF ist beiden gemein; nach Voraussetzung ist AB= AC
und, wie eben bewiesen, ist Zn = < ', daher (§34) A ABE
o A ACE, und hieraus (nach § 34, Anmerkung) BE = EC
wund 2 = 2. Weil aber die beiden Winkel » und
zugleich auch Nebenwinkel sind, so ist jeder ein Rechter und
folglich steht AD senkrecht anf BC. (8§ 23.)

Anmerkung. Satz und Beweis bleiben dieselben, wenn
die beiden gleichschenkligen Dreiecke, statt wie hier, an ver-
schiedenen Seiten, iiber einerlei Seite der gemeinschaftlichen

Grundlinie liegen.
47.
Aufgabe. Eine gegebene Linie BC zu

halbieren (die Mitte zu bezeichnen).

Auflosung. Man sehe zuvor 3 45, Rand-
anmerkung — beschreibe itber BC die Spitzen
A und D zweier gleichschenkligen Dreiecke,
so muls die Linie, welche 4 und D verbin-
det, die gegebene Linie BC gerade in der
Mitte M treffen. (§ 46.)

Zusatz. Dieselbe Konstruktion findet statt,
wenn auf einer Linie BC in der Mitte ein
Perpendikel errichtet werden soll.

48,

Aufgabe. Einen gegebenen Winkel
A zu halbieren.

Auflosung. Siehe § 45, Randanmer-
kung. Vom Scheitel A aus schneide
man auf beiden Schenkeln gleiche
Sticke AB — AC ab. Aus B und C beschreibe man mit
einerlei Radius zwei sich schneidende Bigen, ziehe von
deren Durchschnittspunkt 1) nach 43 so ist der Winkel A4
halbiert. =~ BAD — ~ CAD. Der Beweis ist ganz wie in
§ 46, indem man die Linien BD und (D gezogen denkt.
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Durch fortgesetates Halbieren kann man also auch einen
Winkel in 4, 8, 16, 39 . . . gleiche Teile teilen, *)

Zusatz. Auf dieselbe Weise kann man mittelst der Mels-
kette (Schnur) einen Winkel auf dem Felde halbieren.

49,

Aufgabe. Von einem aulser-
halb einer Linie GH gegebenen
Punkt A eine Senkrechte auf die-
selbe zu fillen,

Auflosung. Mit einem Radius,
der tiber die Linie GH hinaus-
reicht, beschreibe man aus 4
einen Bogen, welcher die (nétigen-
falls verlingerte) Linie GH in zwei Punkten, B und C,
schneidet. Aus diesen, von A gleich weit entfernten Punkten
B und C beschreibe man dann mit einerlei Radius zwei sich
schneidende Bégen, und verbinde deren Durchschnittspunkt
D mit A4, so ist AF auf GH senkrecht.

Beweis. Denkt man sich die Linien AB — AC und
DB — DC gezogen, so ist der Beweis wie in § 46.

Zusatz 1. Um auf dem Felde von einem Punkt A auf
eine nicht zu weit davon entfernte Linie GH ein Perpendikel
zu fillen, befestive man das eine Ende einer Schour (Kette)
in A, ziche sie straff an, so dafs das andere Ende links
und rechts an die Linie G.A reicht, und darin zwei von A
gleich weit entfernte Punkte B und € bezeichnen kann,
halbiere darauf die Linie BC in E, so liegt F in der ver-
langten Senkrechten (§ 44).

Zusatz 2. Zur Konstruierung der Perpendikel auf dem
Felde bedient man sich bequemer eines sogenannten Winkel-
kreuzes, bestehend aus zwei auf einen Stab (Stativ) befestigten
gegen einander senkrechten Linealen, **) an deren Enden, um

*) Die Aufgabe, einen beliebigen Winkel in 3 gleiche Teile zu teilen,
ist zwar nur mit Hilfe der Parabel mdglich, dennoch niihert sich die
einfache und vollkommen genaue Losung mittelst Lineals und Zirkels
von Rich. Schurig einer mathematischen in hohem Grade,

**) In der Regel besteht ein solches Winkelkreuz, das man sich, so
wie oben angegeben, leicht selbst verfertigen kann, aus einem runden
Korper mit zwei anf einander senkrechten Durchsichten (Dioptern).

BADISCHE
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scharfe Zielpunkte zu
bekommen, gerade auf-
stehende Stifte (Na-
deln) eingesteckt sein
konnen. — Steckt man
das Stativ dieses Kreu-
zes bei P in die Erde und richtet es durch Visieren so, dals
die Nadeln 1 und 1 mit dem in B oder A stehenden Melsstab
in einerlei Richtung sind, und lifst nun in der Richtung, welche
die Nadeln 2 und 2 angeben, einen Stab in (! stecken, so ist
die durch dic beiden Punkte Pund C bestimmte Linie auf AB
perpendikulir. Um von € ein Perpendikel auf dic Linie AB
za Gillen, trage man das Winkelkreuz so weit in der Linie
AB fort, bis der bezeichnete Punkt C mit 2, 2, aber zugleich
auch 1, 1 mit AB in einerlei Richtung ist, dann ist der so

gefundene Punkt P der gesuchte.

a0,

Lehrsatz. Von einem Punkte 4 aulser halbeiner
Linie BC ist nur ein Perpendikel auf diese Linie
moglich.

Beweis. Sei AP auf BC perpen-
dikulir. Um nun zu zeigen, dals jede
andere von A an BC gehende Linie,
wie AG, schriig gegen BC sein muls,
denke man sich AP um sich selbst nach
F verlingert, so dals I'P— AP wird, und
verbinde F' mit @, so sind die beiden bei
P rechtwinkligen Dreiecke APG und
FPG einander kongruent, weil sie zwei

Seiten und den eingeschlossenen Winkel gleich haben, nimlich:
Seite PG beiden gemein, FP gleich AP gemacht und nach
Voraussetzung ist der eingeschlossene Winkel #, mithin auch
sein Nebenwinkel # ein rechter; daher (§ 34) A APG > /A
FPG und hieraus 2 n= ~n. Wiire nun % ein rechter Winkel,
o wiire es auch % und die beiden Linien 4G, GF' bildeten
cine einzige gerade Linie; das ist nun aber nicht moglich, weil
durch zwei Punkte, 4 und F, nur eine einzige gerade Linie
AF moglich ist, folglich ist AG schrige gegen BC.
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Zusatz 1. Da man sich in Jjedem Punkt der Linie BC.
also auch im Punkte @&, ein Perpendikel auf BC errichtet
denken kann und dieses, aus eben angefiihrten Griinden, links
von G4 fallen mufs, so ist Winkel notwendig spita.

Zusatz 2. Wemn ein Dreieck einen rechten oder einen
stumpfen Winkel hat, so mufs Jeder der beiden andern not-
wendig spitz sein.

Zusatz 3. Unter Entfernung cines Punktes 4 von einer
Linie 7 C' versteht man allemal das von 4 an die (notigen-
falls verlingerte) Linie BC gehende Perpendikel.,

ol

Lehrsatz, Das Perpendikel von
einem Punkt 4 an eine Linie B(
ist kiirzer, als jede Schrige,

Boweis. Sei AP senkrecht auf BG
und AG eine Schitige, so ist zu zeigen,
dals AP kiirzer ist, als AG. In Zeichen

AP < AG.

Man denke sich den Winkel (AP durch die Linie AH
halbiert, so dafsalso .2 5 — _ &', Von dem Scheitel des rechten
Winkels APG denke man sich noch ein Perpendikel PR auf

AH gefillt und bis I verlingert. Dals der Fulspunkt R

dieses letztern Perpendikels notwendig zwischen A4 und K
fallen muls, folgt aus dem vorhergehenden Satz, weil Winkel
v stampf ist. Die beiden bei R rechtwinkligen Dreiecke 4 PR
und ALR sind nach § 37 kongruent, und hieraus folgt :
AL = AP, mithin ist die Schrige AG um ein Stick LG
orilser als 4P,

52,

1. Lehrsatz. In jedem Dreicels
ist die Summe zwejer Seiten
| grosser, als die dritte,

Boweis. Sei BO die grilste Seite

;_\' und darauf von der gegeniiber liegen-
. den Spitze das Perpendikel A P gefillt.
Nach dem vorhergehenden Satze ist nun die gegen AP
schriige Linie CA grofser, als die senkrechte CP. Aus dem-
selben Grunde ist BA eréfser als BP, fololich:
1.2 BADISCHE Baden Wiirttemberg
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AB + AC > BP + PC oder AB + AC = BC.
9. Lehrsatz. In j edem Dreieck ist die Differenz
zweier Seiten kleiner als die dritte.

Beweis. Aus der vorstchenden Ungleichung Bl =

AB -+ AC folgt unmittelbar BC — AB < AC,

' Zusatz. Wenn in einem beliebigen Vieleck ein anderes
Vieleck mit ausspringenden Ecken liegt, so ist der Umfang
des Hussern Vielecks stets grofser, als der des innern.

Es sei z. B. das dussere Viel-
eck ein Dreiecck ABC, das in-
nere ein Viereck BDEC. Ver-

Jangert man die Seiten des 1n-

nern Vielecks nach I und G,

so ist, wie eben bewiesen:

; AB 4 AF > BD + DF

| DF + FG > DE + EG
EG +~ GC > EC.

Addiert man diese Ungleichungen und lafst anf beiden

Seiten Gleiches weg, so bleibt:

AB + AF 4+ FG + GC > BD + DE + EC

d. i. AB 4+ AC > BD + DE + EC.

Fa
ke

Aufgabe. Es sind vier Punkte, 4
B, C, D, gegeben, man soll die Lage
eines fiinften Punktes, O, so bestimmen,
dals die Summe der von ihm nach A,
B, C, D gehenden Linien ein Kleinstes
(Minimum) werde. (Sollten z B. von
einem Punkte O vier Rohren nach vier
andern Punkten gelegt werden, so wiirde
so zu bestimmen suchen,
deshalb sowohl die

. die Praxis die Lage des Punktes O
i dafs die Summe der vier Wege und
Kosten der ersten Anlage, als auch die der
haltung moglichst klein wird.)

Auflosung. Man ziehe die beid
AC und BD, so ist ihr Durchschnittspunkt O der gesuchte.

spiitern Unter-

n sich krenzenden Linien

~71-1 BADISCHE
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Beweis. Man kann leicht zeigen, dals die Summe der
von jedem andern Punkt, z. B, von M nach 4, B, ¢, D
fithrenden vier Wege grofser ist, als die vier von O aus-
gehenden, denn da (nach § 52):

AM + MC > AO -+ OC
und BM -+ MD > B0 + 0D
s0 18t auch:

AM + MC - B)M =MD > A0 + 00 RO 4+ OD

o4,

Aufgabe. In einer gegebenen Linie
CD einen Punkt so zu bestimmen, dafs
die Summe seiner Abstinde von zwei
beliebig gegebenen Punkten. 4 und B,
ein Kleinstes werde. (Fs sei 2. B. CD
eine Gas- oder Wasserrshre, aus welcher
zwei nach 4 und B leitende Réhren
ausmiinden sollen.)

Auﬁijsung. Man fille von dem einen Punkte A ein Per-
pendikel AP auf CD und verlingere es um sich selbst bis
H. so. defa i die— PH; ziehe nun HB. so ist der Durch-
schnittspunkt O der gesuchte,

Beweis. Um zu zeigen, dafs die Summe der von jedem
andern Punkt, z. B. von M nach 4 und B fiihrenden beiden
Wege AM und BM grofser ist, als die Summe der von O
ausgehenden A0 und BO, verbinde man noch M mit H, —.
Zuerst sind nun die beiden bei P rechtwinkligen Dreiecke
APO und HPO kongruent, wegen zwei beziehlich gleicher
Seiten und des eingeschlossenen rechten Winkels; denn Seite
PO ist beiden gemein und, vermige Konstruktion, das Per-
pendikel 4P gleich dem Perpendikel HP; hieraus (§ 34, An-
merkung) HO = AQ.

Aus demselben Grunde ist auch A APM ~ A HPM,
folglich auch HM — AM. Die Summe der beiden erstern
Wege 04 und OB ist also durch die gerade Linie BH, und
dic Summe der beiden andern Wege MA uwnd MB durch
die gebrochene Linie BMH dargestellt, da nun (§ 52)
HM | MB > BH. so ist auch:

MA + MB > OA -- OB.

BADISCHE
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%) Lehrsatz. In jedem Drei-
eck liegtdem grifsern Win-
kel auch die grofsere Seite
gegeniiber, und umgekehrt.
Beweis. Es sei =~ BAC grolser

als ~ B, so soll auch BC > AC sein.

Denkt man sich von dem grifsern Winkel BAC einen

Winkel BAD — ~ B abgeschnitten, so ist das Dreieck DADB,
wegen der beiden gleichen Winkel an der Grundlinie AB
oleichschenklig (§ 40), daher AD — BD. Da nun aber
(3 .')_,}] ;’I[} —= DC } ,-il"_. 80 ist auch BD - D = AC
oder BC > AC. Der umgekehrte Satz: dals der grifseren
ist unmittel-

Seite auch der grofsere Winkel cegeniiber liegt,
bar in vorstehendem enthalten.

ab.

*) Aufgabe. Ls sind zwel Seiten, a und b, und ein
Winkel m gegeben.

Man soll 1) ein Dreieck konstruieren, welches die drei
Stiicke so enthiilt, dafs der Winkel am der grilsern Seite b
gegeniiber liegt, und 2) ein anderes Dreieck zeichnen, in
wolchem der Winkel m der kleinern Seite a gegeni ber
liegt.

Auflosung 1.
trage hieran in B den Winlkel s, beschreibe aus C mit der
Seite einen Bogen, der den andern Schenkel des

Mache (Fig. 1) BC = der kleinern Seite 2,

griisern

Winkels m in A schneidet, so ist ABC das durch die ge-

stellte Bedingung (der Winkel m soll der

gegeniiber liegen) villig bestimmte und verlangte Dreieck.

riifsern  Seite
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Auflosung 2. (Fig. 2.) Man nehme jetzt BC = der
grolsern Seite b, trage wieder in B den Winkel m an und
beschreibe aus C mit der kleinern Seite @ einen Bogen, so
muls dieser jetzt (weil ¢ << %) den andern Schenkel des
Winkels m zweimal in A und A’ schneiden. Diese letztere
Aufgabe fiithrt also auf zwei verschiedene Dreiecke, ABC und
A'BC, welche beide die gegebenen Stiicke in geforderter Ordnung:
enthalten, (Vergl. § 43.) Wire die kleinere Seite a kiirzer
als das von C an BA gehende Perpendikel, so giibe es gar
kein Dreieck. Wiire sie gleich diesem Perpendikel, so wiire
das Dreicck wiederum bestimmt,

Eplsine e bar Gasmatin: 4
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Funftes Buch.

Von den Parallellinien.

bT.

Erklarung. Wenn zwei Linien
von einer dritten geschnitten wer-
den, so entstehen acht Winkel.

Je ein Winkel des einen
Durchschnittspunktes mit je einem
Winkel des andern Durchschnitts-
punktes geben folgende Winkel-

p:‘ifll‘{:’:
I. Auf einerlei Seite der Schneidenden.

1) Innerhalb der Parallelen: Innere Winkel (@ und
e, b und d). :

9) Aufserhalb der Parallelen: Aufsere Winkel (f
und A, ¢ und g).

3) Auf einerlei Seite der Parallelen (beide unterhalb
oder beide oberhalb): Korrespondierende oder
gleichliegende (oder Gegen-) Winkel (a und
f, d und g u. 5. W.).

IT. Auf verschiedenen Seiten der Schneidenden:
Wechselwinkel,
und zwar

1) Innere Wechselwinkel (@ und b, d und e).

2) Aufsere Wechselwinkel (% und g, ¢ und f).

3) Korrespondierende (oder Gegen-) Wechselwinkel
(@ und g, ¢ und ¢).

58.

Erklarung. Zwei gerade Linien, welche in einerlei Ebene

liecen und nach keiner Seite hin zusammentreffen, wie weit
=] ]

man sie auch verlingert denken mag, heifsen parallel

(leichlaufend).

Baden-Wiirttemberg



Lehrsatz. Wenn zwei Linien auf
\ einer dritten senkrecht stehen,
so0 sind sie parallel.

{  Boweis. Seien AP und BP auf GH
il senkrecht. Weil nun nach § 50 von
einem und demselben Punkt nicht zwe;
Perpendikel auf einer Linie mdglich sind,
so kinnen auch nicht die Perpendikel
AP und BP, weder oberhalb noch unterhalb der Linie GH,
in einem Punkt zusammen treffen. Es ist also (§ 58)
AP || BP. (Das Zeichen || heifst parallel.)

60.

Lehrsatz. Wenn zwei Linien
gegen eine dritte eine solche
Lagehaben, dafs die innern
Wechselwinkel gleich sind,
so sind die Linien parallel.

In Zeichen: '

Wenn: 80 ist:

L= b AB | CD.

Beweis. Man denke die Linie GH in M halbiert und von
M auf CD das Perpendikel MP gefiillt, so muls dieses, riick-
wirts nach Q verlingert, notwendig auch auf AB senkrecht
stehen, denn die beiden Dreiecke MHP und MGQ sind kon-
gruent, weil sie eine Seite und die beiden anliegenden Winkel
gleich haben. Es ist nimlich: MH = MG und £ a== -}, nach
Voraussetzung, dann - HMP — _~ GMQ (§ 81), mithin auch A
MHP ~ A MGQ (§ 37) und hieraus (§ 34, Anmerkung)

Q = £ P. Da nun, nach Konstruktion, P ein rechter Winkel
ist, 8o ist auch Q ein rechter. Die beiden Linien AB, CD
stehen also auf PQ senkrecht und sind folglich parallel. (§ 59.)

Zusatz 1. Wenn die innern Wechselwinkel @, b gleich
sind, so sind es offenbar auch die korrespondierenden (weil
a = dem Scheitelwinkel von b ), und die innern betragen
dann zusammen zwei Rechte (§ 57). Statt also zu sagen:
zwei Linien sind parallel, wenn die innern Wechselwinkel gleich
sind, kann man auch sagen: wenn die korrespondierenden

Winkel gleich sind, oder die innern zwei Rechte betragen,
g

1.3 BADISCHE i W ol
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Zusatz 2. I:t AB || CD und AQP ein rechter Winkel,
so ist auch .~ DPQ ein rechter Winkel. Oder: Eine Linie, die
senkrecht auf einer von zwei Parallelen steht, steht auch senk-

recht auf der andern.

61.

Lehrsatz. Wenn zwei
Linien, AB,CD, gegen
eine dritte, AH, eine
solche La;:;e l|:1bt-.n,
dals die innern Wech-
selwinkel nicht gleich

sind, so miissen die
Linien, hinreichend verlingert, einmal zusammen
tronffen und zwar nach der Seite hin, wodie beiden
innern Winkel zusammen kleiner als 2 R sind.
Erlauterung. Der einfachern Zeichnung wegen, nehmen
wir an. dafs die Schneidende AH auf AB in A senkrecht

!

steht, oder durch Drehung wm den Punkt C in diese Lage
gebracht worden, und dals also =~ b < 90°,

Denkt man sich nun von verschiedenen Punkten, M,
M’ ... der Linie CD, Perpendikel, MP, M'P’ . . . auf AC
gefillt, so ist klar, dafs die Fulspunkte P, P . . . dieser Per-
pendikel immer niiher an A riicken, je weiter man die Punkte
M. M ... von C entfernt nimmt, und dals man von keinem

der gefillten Perpendikel, z. B. von MP’ behaupten kann, es
sei das letzte, so dals iber dasselbe hinaus keins mehr
moglich sei; denn weil die Richtung der Linie CD unbegrenzt
ist, so kann man, wo auch ein letzter Punkt, M’, ange-
nommen werden moge, die Linie CM' immer noch um ein
beliebiges Stiick, M'M”, verlingert und von diesem Punkt M
ein neues Perpendikel, M"P", auf AC gefillt denken. Da nun
nach der Natur der geraden Linien kein Teil dieses neuen
Perpendikels M"P’ mit emem Teil der Linie CD zusammen
fallen kann (§ 8), mithin zwei Scheitelwinkel, v, v, entstehen
miissen, so liegt der Punkt M aulser der Linie P'Q’ und zwar
oberhalb, daher auch das von M” auf AC gefiillte Perpendikel
M"P” oberhalb P'Q’.

Um nun klar einzusehen, dals die Linien AB und CD
sich endlich einmal schneiden miissen, stelle man sich vor:

PN BADISCHE =
BLB LANDESBIBLIOTHEK %

Baden-Wiirttemberg



BLB

die Senkrechte QP gleite rechtwinklig an AH hinanf, so mufs
sie (hinreichend verlingert) die Linie CD (ebenfalls hin-
reichend verlingert, von der sie also auch nicht an einem
vermeintlichen letzten Punkt abgleiten kann) immer und
selbst noch iiber AB hinaus schneiden, also auch in der Lage
von AB,

Zusatz. Sind zwei Linien parallel, so sind notwendig
auch alle innern und #ufsern Wechselwinkel oder korrespon-
dierenden Winkel gleich, welche sie mit ircend einer sie
schneidenden Linie bilden,

62.

Aufgabe. Durch einen gegebenen
Punkt, €, mit einer gegebenen Linie,
AB, eine Parallele zu ziehen

Auflesung. Man ziehe von C nach
einem beliebigen Punkt, G, in AB die
Linie CG und trage den bei G er-
haltenen Winkel m auf der andern Seite bei ( an, so ist
CH || AB. (§ 60.)

Anmerkung. Eine Konstruktion ist eine mathematische
(geometrische), wenn sie durch kein anderes Instrument als
Lineal und Zirkel ausgefiihrt ist und ohne alle Versuche not-
wendig zum Ziele fithrt, Die nachstehende ist daher keine
mathematische, sondern eine mechanische (empirische).

Zusatz 1. Einfacher zieht man Parallelen mit Hilfe eines
Lineals und eines Dreiecks, Man legt niimlich die eine Seite
bd des Dreiecks an die Linie AB,
und an die andere Seite be des Drei-
ecks ein Lineal, A%, schiebt dann das
Dreieck am festgehaltenen Lineal bis
an den Punkt C und zieht durch C
eine Linie, welche, wegen Gleichheit
der korrespondierenden Winkel, mit
AB parallel ist.

Zusatz 2. Auf dem Felde zieht
man durch C eine Parallele mit AB, indem man erst mit
Hilfe des Winkelkreuzes von C ein Perpendikel auf AB und
dann auf diesem Perpendikel in C wieder ein Perpendikel
errichtet (§ 49, Zusatz 2), welches mit AB parallel ist.

BADISCHE
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Lehrsatz. Zwei Parallellinien sind iiberall
gleich weit von einander entfernt.

Beweis. Unter Abstand zweier Parallellinien versteht
man die zwischen beiden gezogene Senkrechte.

Wir haben also zu beweisen, dals
es einerlei ist, an welcher Stelle man
sie zieht.

Sei demnach AB || CD und sowohl
PQ als RS auf CD, also auch auf
AB senkrecht (8§ 61, Zusatz), so ist zu zeigen, dals PQ = RS.

Man denke noch die Diagonale PS gezogen, so sind die
beiden bei Q@ und R rechtwinkligen Dreiecke PQS und PRS
kongruent, weil sie eine Seite und die beiden anliegenden Win-
kel beziehlich gleich haben, nimlich: Seite PS beiden ge-

| mein, £ a4 = £ a (§ 61, Zusatz) also auch 2 b = . b.
|| Daher (§ 37) APQS & APRS und hieraus PQ = RS.
o Zusatz. Auch dieser Lehrsatz dient zum Ziehen paralleler

Linien. Errichtet man auf dem Papier oder auf dem Felde
auf CD zwei gleich lange Perpendikel, PQ, RS. so ist die

CD 1--11‘a1]v1.
64.

LﬂhI‘Sﬂ.tZ. Sind die :“'!t'!:f?llk{-i
zweier Winkel nach einerlei
Seite hin beziehlich parallel, so
sind die Winkel gleich.

In Zeichen:

Sei: so0 ist
DB || AE
BC | EF a=—~da.
Beweis. Man denke sich EF nach G verlingert, so ist
(§ 61, Zusatz) £ a = £ ¢ upd £ & = £ ¢, folglich auch

i .{I“—'T.'_/._L'II.

durch die beiden Endpunkte P und R gehende Linie AB mit |

B gl s
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Sechstes Buch.

Summe der innern und infsern Winkel einer
geradlinigen Figur,

65.

Lehrsatz. In jedem Dreieck
ist die Summe aller drei
Winkel gleich zwei Rechten.

a-+ b+ ¢ = 2R = 18079,

Beweis. Man denke sich durch einen Winkelpunkt, A,
eine Linie, MN, parallel mit der gegeniiber liegenden Seite
BC gelegt, so ist (§ 61, Zusatz) ¢’ = c und ¥ = . Da
oun b’ + a4+ ¢ = 2R (§ 29), s0 istauch ¢ +~ b + e=2 R,

Zusatz 1. Ein Dreicck kann also nur einen rechten oder
nur einen stumpfen Winkel enthalten, die beiden andern
Winkel miissen alsdann spitze sein. Der rechte oder stumpfe
Winkel ist folglich auch immer der griofste Winkel im Dreieck.
Mittelst dieser Bemerkung Lifst sich nun auch der Lehrsatz
in § 51 sehr einfach beweisen; denn da =« P> ~ @ (s. Fig.
§ 51), so mufls auch 4G > AP sein (§ 55). :

Zusatz 2. Durch zwei Winkel eines Dreiecks ist der dritte
bestimmt, Wiire z. B, = g — 110% £ & = 40°, so wiire
¢ = 180° — (110° 4 40° = 180° — 150° — 30°,

Zusatz 8. In einem gleichseitigen, also auch gleichwink-
ligen Dreieck ist jeder Winkel 3 R = 60°. — In einem
rechtwinklizen gleichschenkligen Dreieck ist jeder der beiden
spitzen Winkel = ! R = 459,

Zusatz 4. Wenn zwei Dreiecke zwei Winkel gleich haben,
so ist auch der dritte Winkel des einen dem dritten Winkel
des andern Dreéiecks gleich. [Dals zwei verschiedene Dreiecke
dennoch dieselben Winkel enthalten kénnen, leuchtet ein, wenn
man innerhalb eines beliebigen Dreiecks mit den Seiten des-
selben Parallelen zieht; man erhilt ein kleineres Dreieck,
welches aber dieselben Winkel hat, wie das grofse. (§ 64.)]

Zusatz b, Dreiecke sind kongruent, wenn sie eine Seite,
einen anliegenden und einen gegeniiberliegenden Winkel gleich
haben. (2. Fall des 2. Kongruenzsatzes. S. § 37.)

BADISCHE
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In Zeichen (Fig. zu § 37):
Es sei: 80 ist: daher:
BC=EF «C=«F A ABCx A DEF ‘
s B=~-E AC = DF
e ] ) AB = DE.

Beweis. Da 2 B = ~ E, ©~ A = 2 D, so muls nach

; | vorstehendem Zus. 4 auch .~ ¢ = ~ F sein. Da aber als-

N dann beide Drejecke eine Seite und die beiden anliegenden
Winkel gleich haben (BC—=EF, « B=~E, 2 0= 2 F), ;

so miissen sie nach § 37 I kongruent sein,

Zusatz 6. Stehen zwei Linien auf den Schenkeln eines
Winkels senkrecht, so schneiden sie sich unter demselben
Winkel. (Vergl. § 64.)

66.

Lehrsatz. Der Auflsenwinkel
am Dreieck ist gleich der
Summe der beiden innern
gegeniiber liegenden.

In Zeichen:
m=—a -+ b.

Beweis. Unter Aufsenwinkel, m, einer Figur ist der-
jenige gemeint, den die Verlingerung einer Seite, BC, mit
der daran stolsenden AC bildet. Da nun nach dem vorher-
gehenden Lehrsatz @ und b mit ¢ vereint zwei Rechte geben,
und auch die beiden Nebenwinkel m und ¢ zusammen zwei
Rechte betragen, es folglich einerlei ist, ob man a +

oder m zu ¢ addiert, so ist auch m = a <+ b. Wire z. B.
a = 80% b = 60° so wiire m = 1409,
67. 3

Lehrsatz. In jedem Vieleck betriigt
, die Summe aller innern Winkel so
viel mal zwei Rechte, als die Figur
Seiten hat, weniger vier Rechte.
Beweis. Man denke sich von einem
innerhalb beliebig angenommenen Punkt, o, nach allen Ecken
Linien gezogen, so erhiilt man offenbar genau so viele Drei-
ecke als die Figur Seiten (Ecken) hat. Da nun die Summe v
der Winkel in jedem Dreiecke 2R betriigt (§ 65), so ent-
halten alle Dreiecke zusammen so viel mal 2 R, als die Figur

BLB BADISCHE ;‘::
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Seiten hat. Werden hievon die vier Rechten abgezogen, welche
um den Punkt o liegen (§ 30) und nicht mit zu den Winkeln
der Figur gehoren, so bleibt die im Lehrsatz angegebene Summe
iibrig. Es ist hiernach die Summe der innern Winkel in einem
Viereck, — 4R, Sechseck, = 8 R.
Fiinfeck, — 6 R. Siebeneck, = 10 R. u. 5. w.

Es ist also nicht méglich, ein Vieleck zu zeichnen, in
welchem die Summe der innern Winkel eine ungerade Anzahl
rechte Winkel betriige.

Anmerkung. Dieser Satz ist ganz allgemein, er gilt
nidmlich auch fiir Vielccke mit eingehenden Ecken, indem
man ein solches in Vielecke mit ausgehenden Ecken zerlegen
kann, jedoch muls man dann tiberstumpfe oder erhabene Win-

kel unterscheiden (s, § 22), die dadurch entstehen, dals sich
o der eine Schenkel um mehr als zwe Rechte gedreht hat,
& (Denkt man sich die tiberstumpfen Winkel um die Endpunkte
- der Schenkel nach aufsen gedreht,. so erhilt man fiir jeden
tiberstumpfen Winkel dyei andere, deren Summe ihm gleich
ist, und cs findet dann derselbe Beweis statt,)

68,

Lehrsatz. Die Summe aller Aus-
senwinkel eines Vielecks betrigt
immer vier rechte Winkel.

Beweis. Jeder Aulsenwinkel macht
mit seinem innern Nebenwinkel 2 R.

Die Summe aller #ufsern und innern

Winkel betriigt also gerade so viel mal
2 R, als die Figur Seiten hat, und da die Summe der innern
Winkel um 4 R kleiner ist (§ 67), so muls die Summe der
Aulsenwinkel immer vier Rechte betragen.

Man kann diesen Satz versinnlichen, indem man durch
einen beliebigen Winkelpunkt Parallelen mit allen Seiten des
Vielecks gezogen denkt. wodurch dann alle Aufsenwinkel um
einen Punkt zu liegen kommen. (88 64 und 30.)

Anmerkung. Auch dieser Satz ist ganz allgemein. Denn
denkt man sich von einem Eckpunkte aus den Umfang des
Vielecks ganz umgangen, so hat man sich um vier rechte
Winkel gedreht, indem man bei eingehenden Winkeln die
entgegengesetzten Drehungen als subtraktiv betrachtet,
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Siebentes Buch.
Yom Kreise.

69.

Lohrsatz, Jede Sehne im Kreise
ist kiirzer, als der Durchmesser.
(Siehe § 17.)

D Beweis. Sei AB ecine beliebige Sehne
und AD ein Durchmesser, so ist zu zeigen,
dafs AB < AD. Denkt man sich noch den
Radius CA gezogen, so ist (§ 17, 3) AC + CB = AD und
da nun AC 4+ CB > AB (§ 52), so ist auch: AD > AB.

=
(.

Lehrsatz. Die kiirzeste Linie,
welehe von einem Punkt, A, aus-
gserhalb oder von einem Punkt,
O, innerhalb eines Kreises an
die Peripherie gezogen werden
kann, ist diejenige, welche

verlingert durch den Mittelpunkt geht.

Beweis. Die Linien AG, OH gehen verlingert durch
den Mittelpunkt C. Man denke nun andere Linien, AB, OK,
gezogen und B und K mit C verbunden, so ist (§ 52):

AG 4+ CG < OB + AB  und OH 4 CO < CO + OK
subtr. CG = CB subtr. CO = CO
bleibt AG < AB bleibt OH << OK.

71.

Lehrsatz. Die vom Mittelpunkt
auf eine Sehne gefillte Senk-
rechte halbiert die Sehne und
den zugehtrigen Bogen.

Boweis. Sei CP senkrecht auf AB
und bis G verlingert. Denkt man noch
die Radien CA, OB gezogen, so ist, weil
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nach \'n-.-:m.w-[zun;-;, = =90%und < A— ~ B (§ 40),
notwendig auch < n = 2 m (§ 65, Zusatz 4). Daher A ACP
> A BCP (§ 84 oder 387) und hieraus: AP — BP (§ 34,
Anmerkung). Denkt man sich die Figar BCG um CG ge-
dreht und auf ACG gelegt, so miissen, weil die Winkel # und
m sich decken, auch die Bigen AG und BG sich decken, weil
deren Punkte gleich weit vom Mittelpunkt entfernt sind (§ 17),
folglich ist auch are AG — arc BG.

Zusatz, Weil vom Mittelpunkt C nur ein Perpendikel
auf die Sehne AB mdglich ist (§ 50) und dieses durch die
Mitte geht, so ist auch klar, dals das auf der Mitte P einer
Sehne AB errichtete Perpendikel notwendig durch den Mittel-
punkt des Kreises gehen und auch den zugehirigen Bogen
AGB halbieren muls,

72.

Aufgabe, Durch drei ganz beliehig
gegebene (jedoch nicht in gerader Linie
liegende) Punkte, A, B, C, einen Kreis zu
beschreiben,

Auflosung. Man verbinde zwei und
zwei Punkte, A, B und B, C, so kann man
: die Linien AB und BC als Sehnen des zu
beschreibenden Kreises betrachten. Errichtet man also auf

deren Mitten M und P Perpendikel (§ 47, Zusatz), so muls
jedes derselben durch den gesuchten Mittelpunkt gehen (§ 71,
Zusatz) und dieser also der Durchschnittspunkt O sein. Dalfs
die beiden Perpendikel sich notwendig schneiden miissen,
folgt daraus: weil sie auf einer gebrochemen Linie stehen.
also nicht parallel sein kénnen.

Anmerkung, Wollte man zuvor die Moglichkeit der Auf-
I6sung darthun und zeigen, dals es immer einen Punkt, O, giebht,
der von drei beliebigen, nur nicht in gerader Linie liegenden
Punkten, A, B, C, gleich weit entfernt ist, so miilste man die
Hilfslinien OA, OB, OC ziehen. Aus den entstechenden, paar-
weise gleichen, bei M und P rechtwinkligen Dreiecken, néimlich :
A OMC >~ A OMB und 2 OPB ~ A OPA (§ 34) folgt dann
OA = OB =0C. Der mit OA beschrichene Kreis mufs also
auch durch die Punkte B und C gehen. Auch ist leicht einzusehen,
dafs durch drei Punkte nur ein einziger Kreis miglich ist,
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73.

Aufgabe 1. Den Mittelpunkt eines Kreises oder eines
Krcisbogens zu finden.

Aufgabe 2. Einen Kreisbogen zu halbieren.

Aufgabe 3, Um ein Dreieck einen Kreis zu beschreiben,
so dafs die Seiten des Dreiecks Sehnen des Kreises werden.

Auflosung 1. Man nehme in dem Bogen drei Punkte
beliebig an und verfahre wie im § 72.

Auflosung 2. Die die Sehne halbierende Gerade halbiert
zugleich den Bogen (§ 71, Zusatz).

Auflosung 3. Man errichte auf den Mitten zweier Seiten
Perpendikel, so ist der Durchschnittspunkt derselben der ge-
suchte Mittelpunkt.

Man wird hier die merkwiirdige Eigenschaft des Dreiecks
bemerken, dals die auf den Mitten seiner Seiten errichteten
drei Perpendikel sich in einem und demselben Punkt, nim-
lich im Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises schneiden
miissen.

74,

Lehrsatz. Eine Linie, TH, welche
auf einem Radius, CA, im End-
punkt, A, senkrecht steht, hat nur
diesen einen Punkt A mit der Pe-
ripherie gemein.

Beweis. Um zu zeigen, dals jeder
andere Punkt, M, in der Linie TH, wie
nahe er auch bei A liegen moge, dennoch
aufserhalb des Kreises liegt, denke man vom Mittelpunkt nach
ihm die Linie CM gezogen, so entsteht ein bei A rechtwink-
liges Dreieck CAM, in welchem CM eine Schriige und folglich
grofser, als der Radius CA ist (§ 51). Der Punkt M liegt
also weiter, als A vom Mittelpunkt entfernt, mithin aufserhalb

des Kreises (§ 17).

id.
Erklarung. Eine gerade Linie, welche nur einen Punkt mit

der Peripherie eines Kreises gemein hat, sonst aber ganz aulser-
halb dessclben liegt, heilst eine Tangente (Beriihrungslinie)
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Um durch einen in der Peripherie gegebenen Punkt, A, eine
Tangente an den Kreis zu ziehen, verbinde man A mit dem
Mittelpunkt C und errichte auf dieser Linie CA in A eine
Senkrechte (§ 74). Es ist leicht einzusehen. dafs durch einen
Punkt A nur eine einzige Tangente am Kreise méglich ist,
d. h. jede andere durch A gehende Linie mufs notwendig in
den Kreis hinein treten und ihn schneiden. Denn dichte man
sich auf diese zweite Linie von C eine Senkrechte, CP, gefillt.
80 miilste diese kiirzer sein, als die Schriige C'A, mithin der
Fulspunkt P der Senkrechten innerhalb des Kreises liegen.

76.

Aufgabe. In ein gegebenes Dreieck,
ABC, einen Kreis zu beschreiben, so
dafs der Kreis alle drei Seiten beriihrt.
mithin die Seiten des Dreiecks Tan-
genten des Kreises werden,

Auflosung, Man halbiere zwei be-
liebige Winkel. B und C (§ 48), fille
vom Durchschnittspunkt O der Halbierungslinien auf eine der
drei Seiten eine Senkrechte, OR, so ist OR der Radius und
O der Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises,

Beweis. Es braucht nur gezeigt zu werden, dafs alle drei
von O auf die Seiten des Dreiecks gefiillten Perpendikel OR,
OP, 0Q, gleich sind. Zuvorderst sind nun die beiden bei R
und P rechtwinkligen Dreiecke ORC und OPC kongruent, weil
sie eme Seite, OC, gemeinschaftlich, ferner einen anliegenden
Winkel, y = ¢, und einen gegeniiberliegenden Winkel,
R = P, gleich haben, (§ 65, Zus. 5). Mithin ist OR — OP.
Eben so beweist man, dafls /. ORB o~ A 0QB, und hieraus:
OR = 0Q.

Tt
Aufgabe. Es sind drei gleiche Kreise, A, B, C. gegeben,
deren Mittelpunkte A, B, C nicht in gerader Linie liegen,
Einen vierten Kreis zu beschreiben, der alle drei berithrt,
Auflosung. Man verbinde ihre Mittelpunkte, errichte auf
die Mitten zweier Verbindungslinien Perpendikel, welche sich
in dem gesuchten Mittelpunkt schneiden (& 70).
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Erklirung. Ein Winkel im Kreise,
dessen Scheitel im Mittelpunkt liegt, heilst
(Centriwinkel, zur Unterscheidung von
einem solchen, dessen Scheitel in der
Peripherie liegt und den man deshalb
Peripheriewinkel nennt. — Von jedem
dieser Winkel sagt man: er stehe auf dem
Bogen, den seine Schenkel zwischen sich
fassen. So steht z, B. der Centriwinkel C auf dem Bogen
AB und der Peripheriewinkel D auf dem Bogen GH

79.

Lehrsatzz. Der Centriwinkel ist
immer doppelt so grols, als ein auf
demselben Bogen stehender Peri-
pheriewinkel.®)

Beweis. Wir miissen hier drei Fille
besonders betrachten.

1. Fall. Wenn der Mittelpunkt auf einem
Schenkel des Peripheriewinkels liegt. In diesem Falle ist der
(entriwinkel @ Aulsenwinkel an dem gleichschenkligen Dreieck
CAD, mithin ~ ¢ = ~ 2n. (§§ 66, 40 und 17, 3.)

2. Fall. Wenn der Mittelpunkt zwischen
die Schenkel des Peripheriewinkels fillt.
Man denke jetzt den Durchmesser DE ge-
zogen, so teilt dieser sowohl den Centri-
winkel, als den Peripheriewinkel, jeden
in zwei Teile und es ist nun, ganz wie
im ersten Fall, der links liegende Teil
des Centriwinkels doppelt so grofs, als
der links liegende Teil * des Peripheriewinkels, niimlich:
~ ACE = 2. ~ ADE. Ebenso auf der andern Seite ~ ECB
= 2. ~EDB, mithin »~ ACE 4+ ~ ECB = 2. ~ ADE +
9. .~ EDB oder .- ACB = 2. £ ADB,

*) Um Raum zu sparen, werden wir von jetzt an, statt die Beweise
wie bisher in Worten zu geben, oft nur die sur Fiihrung derselben
nitigen Siitze citieren. Auch =ollte der Anfinger von nun an versuchen,
leichtere Beweise und Aunfldsungen selber zu finden.
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3. Fall. Wenn der Mittelpunkt auflser-
halb der Schenkel des Peripheriewinkels
liegt. Man denke wieder den Durchmesser
DE gezogen, so ist am gleichschenkligen
Dreieck CAD der Winkel CDA =— A
(§ 40), der Aufsenwinkel ACE — 2,CDA
oder @ + b = 24 -+ 2y, da nun aber
(erster Fall) b= 2y, so bleibt offenbar, wenn man & gegen
2y weglilst, a — 2.

20

Lehrsatz. Peripheriewinkel auf
einerlei Bogen sind gleich.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus dem
vorhergehenden Lehrsatz, nach welchem
Jeder auf dem Bogen AB stehende Peri-
pheriewinkel D, D', D”. .. halb so grols
ist, als der auf demselben Bogen stehende
Centriwinkel ACB.

Zusatz. Weil ein Centriwinkel, ACB, gerade so viele
Winkelgrade hiilt, als der Bogen AB, worauf er steht, Bogen-
grade, so ist klar, dals ein auf demselben Bogen steliender Peri-
pheriewinkel, D, I'... gerade halb so viele Grade hilt. Man
pflegt dies so auszudriicken: Ein Centriwinkel hat den
ganzen Bogen, ein Peripheriewinkel den halben
Bogen zu seinem Maflse, worauf er steht. Kimen
z. B. von den 360 gleichen Bogen (Bogengrade), in welche
man sich die ganze Peripherie geteilt denkt, 60 solcher Teile
auf den Bogen AB, so wire der Centriwinkel ACB — 600
und der Peripheriewinkel D = % = 30°,

81.

Lehrsatz. Jeder Winkel im Halbkreise ist- ein
rechter Winkel.

Beweis. Unter Winkel im Halbkreise versteht man einen
Peripheriewinkel, der auf dem Halbkreise oder Durchmesser
steht und hieraus folgt schon, weil nach § 80, Zusatz, der
Peripheriewinkel ADB den halben Bogen AD zu seinem

s0° A " . :
Mafse hat, dals .~ ADB = : 5 = 90°% Um dies jedoch noch
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auf eine andere Weise zu zeigen, verbinde
man D mit dem Mittelpunkt C, so entstehen
awei gleichschenklige Dreiecke, CAD und
CDB, daher « A= £ nund < B=2m
(§ 40). Da nun (§ 66) der Aulsenwinkel
a am Dreieck ODB doppelt so grols als
m, und der Aulsenwinkel b am Dreieck
CAD doppelt so grofs als %, und @ und b, als Nebenwinkel,
2R betragen, so miissen m und # zusammen, d. i der Winkel
im Halbkreise, néimlich ADB, ein Rechter sein.

82,

Aufgabe. Auf einer Linie, AB, im End-
punkte A ein Perpendikel zu errichten,
ohne die Linie erst zu verlingern.

Auflosung. Man nehme in AB einen
Punkt, D, beliebig und beschreibe aus A
und D mit einerlei Radius zwei Bogen,
die sich in C schneiden. Aus C beschreibe
mit demselben Radius einen Bogen, welcher die von D durch
C gezogene Linie in E schneidet und ziehe dann EA, welches
das verlangte Perpendikel ist.

Beweis. Denkt man sich den aus C beschriebenen Bogen

zu einem ganzen Kreise vollendet, so ist, weil DE ein
Durchmesser, EAD ein Winkel im Halbkreise, mithin ein
rechter Winkel (§ 81).

(o8]

b
Aufgabe, Von einem aulser-
halb eines Kreises, C, gegebenen
Punkt, T, eine Tangente an
den Kreis zu ziehen,
Auflosung. Ziehe CT und
beschreibe iiber diese, als Durch-

messer, einen zweiten Kreis,

S der den gegebenen in zwel
Punkten, A und}B, schneidet, ziehe AT und BT, so hat man

zwei Tangenten.
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Beweis. Denkt man noch die Radien CA, CB gezogen,
so sind A und B Winkel im Halbkreise und folglich AT
senkrecht auf CA (8§ 81, 74).

o4,
Lehrsatz. Ein Tangentenwinkel,
d.i. ein Win kel, den eine Ta ngente,
TB, und eine Seh ne, AB, mit ein-
ander machen, hat die Hilfte des
Bogens AB zu seinem Ma [se, den
seine Schenkel zwischen sich
fassen und ist also gleich einem
Peripheriewin kel, der auf demselben Bogen
AB stelt.

Boweis. Ist B der Ih-ri‘a]11-L1ngs]mnkt. s0 muls der von B
gezogene Durchmesser DB auf BT senkrecht stehen (3 75),
also # 4 % = 909 gein. Zieht man noch AD, so ist A =900
(3 81), folglich auch m - 7= 90° (§ 65). Da es nun einerlei
ist, ob man z oder m zu n addiert, indem man jedesmal 900
arc A3

9

erhillt, so muls auch # = m — sein. (§ 80, Zusatz.)

85.

Aufgabe.  Uber eine als
Sehne gegebene Linie, a, einen
Kreis zu beschreiben, in wel-
chem alle auf dieser Sehne oder
ihrem Bogen stehenden Peri-
pheriewinkel einem gegebenen
Winkel, m, gleich sind.

Aufiosung. Stecke die ge-
gebene Sehne @ in AB ab,
trage an das eine Ende der-
selben den gegebenen Winkel . und betrachte den andern
Schenkel AT als Tangente. Errichte nun auf AT in A und
auf der Mitte von AB Perpendikel (§ 82, 47, Zusatz und 45),
so ist deren Durchschnittspunkt C der gesuchte Mittelpunkt
und CA = CB der Radius (§ 71, Zusatz und 75) und alle
auf dem Bogen: AB stehenden Peripheriewinkel sind dem
Winkel m gleich (§ 84).

Litbsens Elementar-Goometrie, o
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*) Aufgabe. Es sind die
Lagen dreier Punkte, A, B, C,
oder was dasselbe ist, das Drei-
eck ABC und zwei Winkel,
a und b, gegeben. Es soll die
Lage ecines vierten Punktes,
D, so bestimmt werden, dals
die von ihm nach A und B
gehenden Linien den Winkel
@ und die nach B und C
gehenden Linien den Winkel
b bilden.

Auflosung. Man beschreibe, wie in vorhergehender Auf-
gabe, iiber AB als Sehne einen Kreis, in welchem alle auf
stehenden Peripheriewinkel dem gegebenen

|‘ dieser Sehne

Winkel a gleich sind, so muls der gesuchte Punkt D not-
wendig irgendwo in dieser Kreislinie liegen. Beschreibt man
also auch iiber BC als Sehne einen Kreis, in welchem alle auf
BC stehenden Peripheriewinkel dem Winkel b gleich sind, so
mufs der gesuchte Punkt D auch in diesem Kreise liegen,
und mithin (weil er in beiden Kreisen zugleich liegen muls)
in ihrem Durchschnittspunkt D.

Anmerkung 1. Wiiren zufillig die Winkel A und C des
gegebenen Dreiecks den gegebenen Winkeln b und a gleich,
g0 fallen beide Kreise zusammen und die Lage des Punktes
D ist dann nicht bestimmd.

Dieses sogenannte Pothenot'sche Problem ist sowohl fiir
die niedere als hishere Geodiisie sehr wichtig.

Anmerkung 2. Beschreibt man iiber AC als Sehne einen
Bogen, in welchem alle Peripheriewinkel dem Winkel ADC
— a 4 b gleich sind, so mufs auch dieser Bogen durch den
gesuchten Punkt D gehen. Auch ist klar, dals die drei ge-
gebenen Punkte, A, B, C, in gerader Linie liegen konnen,
5 so wie auch, dafs der Punkt D jenseits AC, innerhalb oder
aufserhalb des Dreiecks ABC fallen kann.
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BLB LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



BLB

87.

Lehrsatz. Zwei parallele Sehnen
fassen gleiche Bégen zwischen
sich.

In Zeichen:

Wenn: so ist:
AB || GH arc AG = arc BH,
Beweis. Das vom Mittelpunkt auf AB gefilllte Perpen-
dikel CP steht auch senkrecht auf GH (§ 61, Zusatz) und
halbiert die Sehnen und ihre Bogen (§ 71). Es ist also
arc AM = arc BM, und da auch arc GM — arc HM, so ist
auch (Gleiches von Gleichem subtrahiert): arc AG = arc BH.
Dies folgt auch, wenn man AH zieht, dann sind die Wechsel-
winkel gleich, und zu gleichen Peripheriewinkeln gehiren
gleiche Bigen.,

88.

Lehrsatz. Ein Winkel, durch
zwei Sehnen gebildet, hat die
l1aHJcSummcderbeidenBﬁgenzu
seinem Malse, welche seine*)
Schenkel zwischen sich fassen.

In Zeichen:

arc AB + are CD
—5
Beweis. Denkt man DG || CB gezogen, 80 ist =~ D —
< @ (§ 61, Zusatz). Der Peripheriewinkel D hat nun aber
den halben Bogen ABG, d. i, die Hilfte von (arc AB -+
arc BG), also auch, weil arc CD = arc BG (§ 87), die Hiilfte
von (arc AB + arc CD) zu seinem Malse. Dieser Satz ist
besonders beim Gebrauch der Winkelmesser wichtig, Kimen
z. B. von der in 360 Bogengrade geteilten Peripherie 60° auf

{"{ {1 4_{' 0
AB und 40° auf CD, so wire z — L :‘; :

J— 5(}\’.]_

*) Es sollte heifsen: seine direkten und entgegengesetzten,

o
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Lehrsatz. Ein Winkel, durch zwei
Sekanten (d. i. den Kreis schei-
dende Linien) gebildet, hat die
halbe Differenz der beiden Bigen
zu seinem Maflse, welche seine

Schenkel zwischen sich fassen. e
In Zeichen: '

arc AB — are CD o

Yy = il N

- (}

i |

Beweis. Denkt man sich CG | DB gezogen, so ist
’ are AG
C = y, folglich y = L:; 3

weil aber are CD = arc GB

& 87), folglich arc AG — arc AB — arc GB = arc AB —

s

d | arc 0D, so ist auch y = so Al ; 22 (J]). Kimen z B. -"
’ 124 Bogengrade auf arc AB und 40° auf arc CD, so wiire
e ]24:-1"! — 490,
90.
Lehrsatz. In jedem Viereck,
dessen Ecken in einem Kreise

liegen, also in jedem Sehnen-
viereck, betragen je zwel gegen-
iiber liegende Winkel zusammen
zwei Rechte.

2z A+ 2C = 180°

ZB Y+ 2D = 1807 ge
Beweis. Der }_’cri}ahf*rie.winlu-l A hat die Hilfte des

Bogens BCD, wund  der gegeniiber liegende Winkel C £
die Hilite des Bogens DAB, also beide zusammen die
Hilfte der ganzen Peripherie zu ihrem Malse, daher
8600 .
2 A4+ 20=""""=180°. Eben so =B+ 2D = 180".
: Zusatz. Wenn in einem Viereck zwei gegeniiber liegende |

{ Winkel zusammen zwei Rechte betragen, so lilst sich um ein
solches Viereck immer ein Kreis beschreiben, sonst nicht.
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Achtes Buch.

Vom Parallelogramm der Gleichheit und der Berech-
nung des Flicheninhalts geradliniger Figuren.

91,
Erklarungen. Ein Viereck erhilt nach dem Verhiltnis und
der Lage seiner Seiten folgende besondere Namen. Es heifst:
1) Parallelogramm, wenn je zwei gegeniiber liegende
Sciten parallel sind.
Rechtwinklige Parallelogramme:
a) Rechteck (Rektangel, Oblongum), wenn nur die
gegeniiberliegenden Seiten gleich grofs sind.
b) Quadrat, wenn alle wvier Seiten gleich lang sind.
Abgekiirzt mit [ oder q.
Schiefwinklige Parallelogramme:
a) Rhomboid, wenn nur die gegenitberliegenden Seiten
gleich grofs sind.
b) Rhombus oder Raute, wenn alle 4 Seiten gleich
lang sind.
2) Trap ez (Paralleltrapez), wenn nur zwei Seiten parallel sind.
3) Trapezoid, oder Viereck schlechtweg, wenn keine
Seite einer andern parallel ist,
Anmerkung. Das Viereck in § 90 bezeichnet man mit
p Vicreck ABCD* oder kiirzer mit , Viereck ACY,

92,

Lehrsatz. In jedem Parallelogramm sind die
gegeniiber liegenden Seiten und Winkel einander
gleich, und eine Diagonale teilt es in zwei kon-
g'rtlt:nte Dreiecke.

Beweis. Weil im Parallelo-
gramm die gegeniiber liegenden
Seiten parallel sind, so sind erstlich
die innern Wechselwinkel gleich,
a=mn, b=m, § 61, Zusatz. Die
beiden Dreiecke ACD und ABD
haben nun eine gemeinschaftliche Seite und beide anliegenden
Winkel gleich, daher A ACD & A ABD (§ 37) und hieraus
folgt AB = CD, AC =BD und ~ B — ~ C.

LB BADISCHE =
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Zusatz. Wenn umgekehrt in einem Viereck jedes Paar
gegenitberliegender Seiten gleich sind, sosind sie notwendig auch
parallel, und das Viereck ist dann ein Parallelogramm; denn
nachdem die Diagonale AD wieder gezogen, folgt nach § 41
die Kongruenz der Dreiecke und daraus die Gleichheit der
inneren Wechselwinkel. Diesen Satz kann man zur Kon-
struierung eines Parallelogramms benutzen, von welchem zwei
Seiten, AC, CD, und der eingeschlossene Winkel C ge-
geben sind.

93.

Lehrsatz. Wenn in einem Vier-
eck zwei Seiten parallel und
gleich sind, so ist dasselbe ein
Parallelogramm.

Beweis. Sei AB gleich und parallel
mit CD. Ziehe eine Diagonale, AD,
go sind, weil AB| CD, die Wechsel-
winkel m und % gleich. Da nun auch
AB = CD so sind die beiden Dreiecke ACD und ABD
kongruent (§ 84) und hieraus folgt £ CAD = £ ADB,
oder AC || BD. Nun sind beide Paare Gegenseiten parallel,
folglich das Viereck ein Parallelogramm.

Lehrsatz. Die beiden Dia-
gonalen eines Parallelo-
gramms halbieren sich
gegenseitig.

Beweis. Weil AB| CD, so

] ist (§ 61, Zusatz) ¢ = m, und
b= n, und da auch AB = CD, so ist (§ 37) A MAB A MCD
und hieraus folgt: AM=MD und CM = MB.

Aufgabe. Man zeige, dals die von den Ecken eines be-
liebigen Dreiecks ABC auf die gegenitber liegenden Seiten

gefillten drei Perpendikel sich in einem und demselben Punkte
schneiden miissen.

Auflosung. Man ziche durch die Ecken A, B, C Paral-
lelen mit den gegeniiber liegenden Seiten, so bilden diese
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ein neues Dreieck DEF und der Beweis folgt nun leicht aus:
§ 61, Zus, § 92 und § 73, Aufg. 3.

05.

Erklarungen 1. Wenn man in einem Parallelogramm
eine beliehige Seite, CD, als Grundlinie betrachtet, so heilst
das von einem beliebigen Punkt, M, der gegeniiber liegenden
parallelen Seite auf die (ndtigenfalls verliingerte) Grundlinie
gefiillte Perpendikel MP (also die Entfernung der beiden paral-
lelen Seiten) die Hohe des Parallelogramms. Nimmt man
daher in einem Rechteck eine Seite zur Grundlinie, so ist die
daran stofsende die Hohe.

In einem Quadrat sind Hohe und Grundlinie gleich,

2. Eben so kann man in einem Dreieck eine beliebige
Seite, BC, als Grundlinie betrachten, und dann heilst das von
der gegenitber liegenden Spitze auf die Grundlinie gefiillte
Perpendikel AP die Hohe des Dreiecks. Befindet sich an der
Grundlinie ein stumpfer Winkel, so fillt das die Hohe an-
gebende Perpendikel aufserhalb des Dreiecks auf die Ver-
Lingerung der Grundlinie.

Nimmt man in einem rechtwinkligen Dreieck eine Ka-
 Dig- thete zur Grundlinie, so ist die andere Kathete die Hohe.
Ligle- Die nachstehenden Sitze beziehen 'sich auf die Glejch-

heit geradliniger Figuren (siche § 17, 2 und § 18) und die
daraus entspringenden Siitze.
D, ® Umfang (§ 82) ist nicht mit Inhalt zu verwechseln,

96.

Lehrsatz. Parallelo-
gramme von gleicher
Grundlinie und Héhe
sind inhaltsgleich,

Haben  also die beiden
Parallelogramme ABDC und

EFDC gleiche Grundlinie

BADISCHE
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| (CD — CD) und gleiche Hohe (die Entfernung der Seite
f AB von CD =— der Entfernung der Seite EF von CD), so
sind sie inhaltsgleich.

Beweis. Denkt man sich
die Grundlinie des 1. Parallelo-
gramm auf die des 2. gelegt,
so fillt die Seite EF auf die
verlingerte AB und es konnen
alsdann die Punkte 13 tnd E
zusammenfallen (siehe neben-

stchende Figur), oder E fillt zwischen A und B (die folgende
Figur), oder endlich E fillt auf die Verlingerung von AB
1 (letzte Figur). In jedem dieser
3 Tille entsteht ein Trapez ACDF
und zwei Dreiecke ACE und

A E B

BDF. Diese beiden Dreiecke sind
nach § 65,5 kongruent, weil sie
eine Seite (AC = BD s. § 92),

) D einen anliegenden Winkel (A =B

als km‘rcspnndleruudi-n Winkel) und einen jener Seite gegen-
iitber liegenden Winkel (E = F gleichfalls als korrespondirenden
Winkel) gleich haben. Mit-
hin sind die Dreiecke auch
inhaltsgleich.  Zieht man
daher /. ACE vom Trapez
ACDF ab, so muls man
eben so viel erhalten, als
wenn man /A BDEF vom
Trapez ACDF abzieht. Im ersten Falle erhdlt man aber
Parallelocramm CEFD, im zweiten Falle Parallelogramm
CABD, die mithin gleich sein miissen.

Lehrsatz. Ein Drei-
eck ist halbso grofls,
alseinRechteck(oder
Parallelogramm)von
gleicher Grundlinie
und Hohe.

T ————————
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Beweis. Auf der Grundlinie BC des Dreiecks DBC denke
man sich das Rechteck GACB von gleicher Hohe errichtet
(§ 95, 2). Denkt man sich jetzt das Dreieck DBC zu einem
Parallel |_>g1-mnm. DECB, ergiinzt, so ist dieses Parallelogramm
eben so grofs, als das Rechteck GACB (8 96), tolrrlmh ist
auch du- Hilfte des Parallelogramms, niimlich das Dreieck
DBC gleich dem halben Rechteck GACB (§ 92).

Zusatz. Dreiecke von einerlei Grundlinie und Hghe (oder
Dreiecke von gleicher Grundlinie, deren Spitzen in der Paral-
lelen zur Grundlinie liegen) sind inhaltsgleich, weil jedes halb
so grofs ist, als das Rechteck von derselben Grundlinie und
Hihe,

Berechnung des Flacheninhalts. Durch den vorher-
gehenden Lehrsatz sind wir nun in den Stand gesetzt, die
Flichengrilse einer jeden geradlinig begrenzten Figur auszu-
messen und durch Zahlen ])i“:tl]llmt anzugeben, Da wir
nimlich eine jede, in noch so beliebigem Zickzack geradlinig
begrenzte Figur durch Diagonalen immer in ein Netz von
Dreiecken zerlegen konnen, und jedes Dreieck halb so grols
ist, als ein Rechteck von derselben Grundlinie und Hihe, so
kommt die so verwickelt scheinende Aufgabe darauf 7111'1ch
nur Mittel und Wege zu ersinnen: (len Flicheninhalt eines
Rechtecks durch Zahlen anzugeben. *

Als die bequemste Form der 1LlLIw113111]1(’1t zeigt sich
sogleich die quadratférmige.

Quadratformige Flicheneinheiten giebt es in der Praxis
von verschiedener Grofse und die alle nach der ihnen zum
Grunde liegenden Léngeneinheit, nur mit dem Beiwort:
Quadrat benannt werden. Wiire z. B. (siche folgende Figur)
die Linie ab =1 m, so wiire das daruber stehende Quadrat,

d. h. die davon eingeschlossene Fliche abcd — 1 qm (d. i
;»1 Quadratmeter). Wiire ab = 1 cm, so wiire die Fliiche von

abed = 1 qem. Hiernach versteht man nun auch, was eine
Quadratmeile, Quadratyard, Quadratfuls ete. bedeutet.

*) Die alten Rémer unter den Konsuln verstanden noch nicht, den
Flicheninhalt eines Dreiecks zu bestimmen.
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99.

Lehrsatz. Der Inhalt eines
Rechtecks ist gleich dem Pro-
dukt aus Grundlinie und Hohe.

Beweis. Sei, um ein bestimmtes
Beispiel zu haben, die Flicheneinheit
abed=1 qm. Die Lingeneinheit ab=
1 m sei sechsmal in der Grundlinie CD
und siebenmal in der Hohe AC ent-
halten, so ist einleuchtend, dafs, wie
in der Zeichnung angedeutet, auf der Grundlinie gerade 6 qm
neben einander Platz finden, und dafs 7 solche Reihen, von
je 6 qm, das ganze Rechteck ausfillen und folglich dessen
Inhalt in Quadratmeter ausgedriickt, 7 mal 6 qm, oder =
o | 42 qm ist, und so in jedem andern Fall. Wiire z. B. CD=

II 7t m, AC=10 m, so wire der Inhalt des Rechtecks = 71.10
I oder 75 qm. Die Regel, um den Inhalt eines Rechtecks zu
finden, ist also diese: Man mifst mit der, der Flicheneinheit
zu Grunde liegenden Liingeneinheit erst Grundlinie und Hohe
des Rechtecks, multipliziert dann beide (vorliufig als unbenannt
zu betrachienden) Zahlen mit einander und legt dem Produkt
die Benennung der Lingeneinheit, jedoch mit dem Beiwort
,Quadrat®, bei. Wire z. B. CD =3 cm, AC = 5 em, so
wire der Inhalt des Rechtecks — 15 qem.
Zusatz 1. Eben so findet man den Inhalt eines Parallelo-
gramms, indem man die Grundlinie mit der Hohe multipliziert

(§ 95, 1 und § 96).
Jusatz 2. Dividiert man den Inhalt eines Rechtecks
. durch die Grundlinie oder Hohe, so giebt der Quotient die
! andere Linie,

100.

Die im vorigen Lehrsatz ausgesprochene Regel, nach
welcher man Grundlinie und Hohe mit einander multiplizieren
muls, um den Inhalt eines Rechtecks zu finden, pllegt man
kurz in Zeichen anzudeuten, indem man die beiden Linien
als Faktoren ansetzt und ihr Produlkt {_Fliichvuinhult} mit F
bezeichnet. Fiir das Rechteck ABCD (§ 99) wire also
1 Inhalt: F = AC.CD. Gewothnlich bezeichnet man
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aber bequemer die Hohe durch % und die Grundlinie (Basis)
durch b, niimlich: F = bh.

Es versteht sich bei dieser Formel aber von gelbst, dals
man die Lineargréfsen b und % mit einer Liingeneinheit aus-
gemessen und als Zahlen denken muls, weil man keine Linien,
als ausgedehnte Girofsen, mit einander multiplizieren kann.

Auch ist klar, dafls beide Falktoren, b und %, einnamig
und gleichnamig sein, und notigenfalls erst auf solche reduziert
werden miissen, bevor man sie mit einander multiplizieren kann,
In der Regel ist es am bequemsten, mehrnamige Zahlen statt
auf die niedere, auf die hohere zu reduzieren. Hierbei wollen
wir nur noch bemerken, dafs im Decimalsystem 1 m = 100 em,
1 em = 10 mm und folglich 1 Quadratmeter (qm) = 10000 gem,
1 gem = 100 qmm ete.

101.

Aufgabe. Folgende Rechtecke zu berechnen; % bedeutet
Hthe, » Grundlinie, F' Inhalt, qm Quadratmeter etc.

Gegeben: Gesucht:
1) A=233 m, b =64 m; F=24% qm =24 qm 7500 qcm;
2) h=2m, b =87 em; F = 17400 q¢cm =1 qm 7400 qem ;
3) h=104m 7cem, 5=90m 64cm:F = 9432,9048 qm.
4) =259 m, b=37,8m; F = 979,02 qm;
5) F =230 qm, A==13} m; =164 m=16m 79/; cm;
6) F=4 qm; b==16 cm; h=2500 ¢cm = 25 m.
7) F=1285qm 935qem, 4 = 18 m 90 om; &= 1508,431 em=15m 8,431 cm.
8) F=1,06 qm, b=10,Tm; h=1,5143 m =1 m 51,43 cm.

102.

Lehrsatz. Der Inhalt eines
Dreiecks ist gleich dem halben
Produkt aus Grundlinie und
Hihe.

In Zeichen:

F = 1BC.AD,
oder kiirzer:
= 1hh
Beweis. Dies folgt aus § 97, wonach ein Dreieck gerade
halb so grofls ist, als ein Rechteck von derselben Grundlinie
und Hihe.
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LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



LANDESBIBLIOTHEK

Um den Inhalt eines Dreiecks zu berechnen, kann man
auch erst die Grundlinie oder die Hshe durch 2 dividieren,
also die halbe Grundlinie mit der Hohe oder die halbe Hohe
mit der Grundlinie multiplizieren,

Umgekehrt findet man die Hohe eines Dreiecks, wenn
man den Inhalt durch die halbe Grundlinie dividiert. Beispiele:
Gegeben: Gesucht:

1) b=24m Sdem, Ah=26m 18cm;F = 325,1556 qm= 325qm 15566 qem ;
2 F =11} qm, b=24m S86cm; A=056,2215 m=6m 22,
8) i=12m, F=10,4158 qm=4158 qcm

4) F =543 qm, b= 1414,06 cm = 14m 14,00 cm,

15 em;

=643 cm;
h="Tb68 cm;

103.

Lehrsatz. Der Inhalt eines
Trapezes ist gleich dem
Produkt aus der Héhe und
der halben Summe seiner
beiden parallelen Seiten.

In Zeichen:

B CD
F— 225 —.6H
oder kiirzer, indem man CD = g, AB = b, GH = P setzt:
a + b
Fi==- 5 -.h.
Beweis. Durch eine Diagonale wird das Trapez in zwei
Dreiecke geteilt, welche die parallelen Seiten CD = a und

AB — b zu Grundlinien und die Hohe des Trapezes HG = I,

zur Hohe haben (§ 63). Die Flichensumme beider Dreiecke

giebt die Fliche des ganzen Trapezes. Nun ist die Fliche

des Dreiecks BCD — ! ah und die des Dreiecks CAB = } bh,
o e : . b b

mithin die Summe beider F = ajg “F --‘;ﬁ =2 :;—-.h. Wiire

zB.a=16 m 40 cm, 5 =10 m 75 cm und A = 9 m 37} cm,

1.(16% 4 10)) . 93 = 1274f qm = 127 qm

so wire F
26564 qem.
104.

Um den Flicheninhalt einer jeden andern geradlinigen

Figur zu bestimmen, zerlege man sie durch schicklich ge-
zogene Diagonalen in lauter Dreiecke, messe in jedem eine
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Grundlinie und die zugehirige Hohe, berechne den Inhalt
eines jeden Dreiecks besonders, so giebt die Summe aller ‘den
Inhalt der ganzen Figur. Um nicht mehr Linien zu messen,
als notig ist, kann man darauf achten, dals immer zwei
Dreiecke eine gemeinschaftliche Grundlinie haben. Oftmals
lifst sich auch eine Figur oder Teile derselben in Parallelo-
gramme, Rechtecke oder Trapeze zerlegen.

Da im Quadrat: Grundlinie und Héhe gleich sind, so
findet man den Inhalt eines Quadrats, indem man eine Seite
desselben mit sich selbst multipliziert, und umgekehrt findet
man die Seite eines Quadrats, wenn man aus dem Inhalt
desselben die Quadratwurzel zieht. Wire z. B. in dem Qua-
drat ABGF (siehe folgende Figur) die Seite AB — 12 m, so
wire der Inhalt F — AB.AB — 144 qm. Wire umgekehrt
der Inhalt = 144 qm gegeben, so wiire eine Seite desselben
=V 144 = 12m.

Beispiele. Man suche die Seiten der Quadrate, deren
Inhalt 106929 qm; 604 qm 140 qem; 2 qm; 13 qm; 0,6 qm;
2,8 qm; 0,908 qm.,

Antwort. Die Seiten sind 327 m; 24,5767 m3; 1,414 m;
1,0801 m; 0,7746 m; 1,67382 m—1m 67,332 cm; 0,95289 m
= 95,289 cm.
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Neuntes Buch.

Der Pythagoriische Lehrsatz,

105.

Lehrsatz. In jedem
rechtwinkligen Dreieck
ist das Quadrat der Hy-
potenuse so grols, als
die Quadrate der beiden
Katheten zusammen ge-
nommen.

In Zeichen:*)

OBH= OAG -+ [JAD, oder
BC:=AB?+AC=.
Beweis. Sei CAB ein

bei A rechtwinkliges Dreieck

und iiber seinen drei Seiten

Quadrate errichtet, so soll die

Fliche des auf der Hypo-

tenuse BC stehenden Quadrats BCHJ allein so grofs sein, als

die Tliichen der beiden auf den Katheten stehenden Quadrate

ABGF und ACDE zusammen genommen.

Aus dem Scheitel A des rechten Winkels sei AL || CH
gezogen, so ist dadurch das Quadrat der Hypotenuse in zwei
Rechtecke CHLK und LKBJ geteilt, und es lifst sich nun
zeigen, dafs jedes der beiden Rechtecke seinem benachbarten
Quadrate an Inhalt gleich ist. Zieht man niimlich noch die
Hiilfslinien AJ und CG, so haben die beiden Dreiecke ABJ
und CBG zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel gleich,
niimlich: JB=CB, AB=GB und 2 ABJ=< CBG=90°4-
~ ABC, daher: A ABJ > A CBG (§ 84). (Man denke sich
das Dreieck CBG um den Punkt B gedreht, so fillt der Punkt
C auf J und G auf A). Das Dreieck ABJ hat nun mit dem
Rechteck LKBJ einerlei Grundlinie, BJ, und gleiche Hohe, KB,
eben so haben das Dreieck CBG und das Quadrat ABGF einerlei

*) BC? bedeutet so viel als BC.BC oder das iiber die Linie BC
konstruierte Quadrat,
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Grundlinie, BG, und gleiche Hohe, AB, daher: (§97) A ABJ =
} Rechteck KBJL, und A CBG = } Quadrat ABGF. Da nun
die beiden Dreiecke ABJ und CBG gleich grofs sind, so ist
auch: } Rechteck KBJL, — !} Quadrat ABGF, also auch das
ganze Rechteck KBJL so grofs, als das Quadrat ABGF. Eben
so zeigt man an der andern Seite,*) indem man die Hilfs-
linien AH und BD zieht, dafs auch das Rechteck CHLK dem
Quadrat ACDE an Fliche gleich ist, und folglich auch beide
Rechtecke zusammen, d, i, das Quadrat der Hypotenuse, so
grols ist, als die Summe der Quadrate der beiden Katheten,**)

Zusatz. Das Quadrat der einen Kathete ist so grols als

das Quadrat der Hypotenuse weniger dem Quadrat der andern
o™ Kathete.
106.

Aufgabe. Ein Quadrat zu zeichnen, welches 1) so grofls
ist, als die Summe zweier gegebenen Quadrate, 2) welches so
grols ist, als die Differenz derselben, und 38) welches 2, 3, 4. .
mal so grofs ist, als ein gegebenes Quadrat.

Auflosung. Siehe § 45, Randanmerkung,

107.

Dieselbe merkwiirdige Beziehung,
welche unter den Flichen der, auf den
Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks
stehenden Quadrate stattfindet, muls
offenbar auch unter den Quadratzahlen
dieser Seiten stattfinden, d. h. wenn
man die Seiten eines rechtwinkligen
Dreiecks mit einerlei Liingeneinheit ausmifst, so mufs das
e Quadrat von der Zahl, welche die Liinge der Hypotenuse angiebt,

*) Der Anfinger mige sich die Figur grofser zeichnen.

**) Obgleich man eigentlich von keinem Lehrsatz sagen kann, er
sei der wichtigste in der Geometrie, indem alle, als Glieder einer Kette,
gleich notwendig sind, so dienen doch einige Siitze nur zur Begriindung
3 anderer, von denen mehrere praktische Anwendungen gemacht werden
konnen, und in dieser Hinsicht kann man sagen, dafs obiger, nach seinem
Entdecker Pythagoras benannte Satz, der fruchtbarste wund wichtigste in
der ganzen Geometrie ist. Wir haben deshalb aunch, dem Pythagoras zn
Ehren, diesem Satze ein eigenes Buch gewidmet, unter andern Umstinden

wiirden wir ihm einen Tempel gebaut haben.

~11-1 BADISCHE
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so grofs sein, als die Quadrate der beiden Zahlen, welche die
Liingen der Katheten ausdriicken, zusammen genommen, S0
dafs man also, vermoge dieses Satzes, aus zwei in Zahlen ge-
gebenen Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks die dadurch
bestimmte dritte Seite immer berechnen kann.

Wiire z. B. in dem bei A rechtwinkligen Dreieck ABC

' die eine Kathete AC =4, die andere AB = 3, so wiire das
Quadrat der Hypotenuse = 42 4-82=16 +4- 9 = 25, folglich
die Hypotenuse BC = / 25 = 5. Bedeutet a die Linge der
Hypotenuse, b und ¢ die der Katheten, so ist allgemein:

a® — b2+ ¢, oder a =V b% + c2.

Man findet also die Hypotenuse, wenn man beide Ka-
theten quadriert (jede mit sich selbst multipliziert) und auns der
Summe beider Quadrate die Quadratwurzel zieht. Um eine
Kathete zu finden, mufs man das Quadrat der andern Kathete

vom Quadrat der Hypotenuse abzichen und aus dem Reste >
. die Quadratwurzel ziehen (§ 105, Zusatz). In Zeichen:
|} b=—Va® — ¢t = V"(a—]— ¢) (a—e).
Beispiele: 1) Gegeben: beide Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, L
= 16m, ¢ = 21 m. Gesucht: die Hypotenuse a?
2) Gegeben: die Hypotenuse a = 34m, die Kothete &= 16m. Ge- b

sucht: e?

3) Gegeben: zwei Seiten eines Rechtecks, =13 m 80 em, 5= 24 m
25 em. Gesucht: die Diagonale d?

4) Gegeben: die Seite eines gleichseitigen Dreiecks, =30 m. Ge-
sacht: die Hihe A7

5) In den Endpunkten einer geraden Linie BC = 100 m, sind dia .
beiden Perpendikel AB = 60 m und DC=90m errichtet. Wie weit sind

die beiden Endpunkte A und D von einander entfernt?

6) Eine Stange, be, beschreibt nm e
einen Kreis und hebt dabei eime andere
Stange, gh, indem sie dieselbe, unter einem
rechtwinklig daran befindlichen Arm, greift.
Die Stange gh ist gendtigt, sich zwischen
; Leisten nach ihrer Liingenrichtung zu be-
. wegen. Auf welche Hihe (A) wird dieselbe
| gehoben, wemn d¢=—2m 12 cm und aé=
33 em ist?

! Antwort: 1) @a=1264 m; 2) e=30m; 3) da=V 13,87 + 24,25 =
| 27,902 m = 27 m 90,2 em. ; 4) A=25,98 m. Allgemein:

3y |
Ix.ae = (j) s !_f .b; 5) AD=104,4 m; 6) h—1m 13,6 em. Ly
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Zehntes Buch.

Von den Proportionallinien.

108,

Lehrsatz. Wennman
aufdem einen Schen-
kel eines Winkels
gleiche Stiicke ab-
schneidet und durch
die Teilpunkte Pa-
rallelen an den andern Schenkel zieht, so schnei-
den diese auch auf dem andern Schenkel gleiche
Stiicke ab. In Zeichen:

Wenn : 80 ist:
AB = BC = CD —. Al
und BG || CH N R e AG = GH = HJ—. ..

Beweis. Man denke sich BK, CIL parallel mit AJ ge-
zogen, so sind die entstehenden Dreiecke kongruent, weil sie
eine Seite und die beiden anliegenden Winkel beziehlich

= gleich haben, nimlich:

AB = BC = (D, n, V. folglich ist auch (§ 87):
< BAG = -~ CBK = . DCL AABG~ ABCK & ACDL
< ABG =~ BCK — ~ CDL und hieraus;

(§ 61, Zusatz, oder § 64.) AG = BK = (L.

Nun ist aber (§ 92): BK = GII und CL — HJ, mithin
ist auch: AG — GH — HJ.

109,

Aufgabe. Eine gegebene Linie,
AB, in eine bestimmte Anzahl
gleicher Teile zu teilen, z. B. in fiinf.

Auflosung. Man ziche aus A
eine Linie, AC, schneide auf dieser
von A aus finf gleiche Teile ab, ziche von dem letzten Teil-
punkt 5 nach B und dann durch 4, 3, 2, 1 die mit 5B paral-
lelen Linien, so ist dadurch AB in fiinf gleiche Teile geteilt
(8 108).

Libsens Elementar-Geometrie, U
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110.

Verjiingter Mafsstab. Zur Einteilung einer geraden Linie
kann man sich auch eines sogenannten verjiingten Mafsstabes
bedienen. Ein solcher, besonders bei Entwerfung von Zeich-
nungen, Karten etc. unentbehrlicher Mafsstab, lifst sich
folgendermafsen leicht anfertigen.

wrathnoatie §

fo 9 4 7 63 F4 270

Man triigt niimlich eine beliebige Linearcinheit, ab, von &
nach 10, zehnmal ab, dann diese zehn Teile beliebig oft von
0 bis 10, von 10 bis 20 etc., zieht durch den Endpunkt ein
Perpendikel, nur nach Augenmafs, schneidet auf diesem
wieder zehn gleiche Stiicke ab, zieht durch die Teilpunkte
die zehn Parallelen mit 10,10, so wie auch die zehn mit 9,10
parallelen Querlinien, so ist der Malsstab fertig.

Bedeutet nun in dem Dreieck oab die Linie ab die Ein-
heit, 1 m z. B., so ist, wie folgendes grofser gezeichnete Dreieck
es deutlicher zeigt, die neunte, damit Parallele de = {y m =
0,1 m, die achte Parallele fy = 5 = 0,2 m ete. Denn erstlich
sind, weil od = df = fh ete,, die Linien o¢, ey, gk. . .gleich
(§ 108). Denkt man noch mit oa die
Parallelen es, gt... gezogen, so sind
die entstehenden Dreiecke oed, egs etc.
kongruent (§ 37 und § 108), folglich:
¥ ed —gs—=~Fkt—... Danuned=sf, gf=th
ete. (§ 92), so ist offenbar gf zweimal,
kh dreimal u. s. f. be zehnmal so grols,
als ed, folglich: wenn ab einen Meter
bedeutet, so ist ed = 0,1 m, gf = 0,2m
ote. Der Gebrauch dieses zehnteiligen Malsstabes ist nun
leicht einzusehen, Wollte man z. B. eine Liinge von 8 m 70 em
— 87 m in den Zirkel fassen, so setzt man den einen Zirkel-

=2
fuls auf die siebente Parallele in v und offnet den Zirkel so
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weit, bis der andere Fufs auf derselben Parallelen die achte
Querlinie erreicht, so hat man die Linie ve=2=8,7 m im Zirkel
(weil uze=8 m und uv = 0,7 m). Die unten stehenden Zahlen
der Querlinien geben nimlich die ganzen Einheiten und die
an den Parallelen stehenden Zahlen die Zehntel an.

El1:

Lehrsatz. Parallelen zwi-
schen den Schenkeln eines
Winkels schneiden auf
denselben proportionale
Stiicke ab*)

R e In Zeichen:
Wenn: 80 ist:

BG || CH AB : BC = AG : GH,
d. h. AB verhilt sich eben so zu BC, wie AG zu GH; mit
andern Worten: AB ist so oft in BC enthalten, als AG
in GH.

Beweis. Sei, um ein bestimmtes Beispiel zu haben, AB
in BC gerade dreimal enthalten. Denkt man sich dann BC
in drei gleiche Teile geteilt und durch die Teilpunkte Paral-
lelen zu BG gezogen, so ist, weil AC in vier gleiche Teile
geteilt, auch AH in vier gleiche Teile geteilt (§ 108), mithin
auch AG in GH gerade dreimal enthalten. — Wiire die Zahl,
welche angiebt, wie oft AB in BC' enthalten ist, keine ganze
Zahl, wire z. B. AB — 7 und BC gleich 24, also BC nun
3% mal so grofs, als AB, so kann man sich AB in 7 gleiche
Teile und BC in 24 solcher gleichen Teile geteilt, durch die
Teilpunkte wieder Parallelen mit GH gezogen denken, so ist
dadurch auch AG in 7 und GH in 24 unter sich gleiche
Teile geteilt, mithin anch GH dann 3% mal so grofs, als AG.

Beispiel. Es sei AB — 2,6 m, BC = 45 m, AG =
3,9 m. Wie grols ist GH?

Antwort. Es ist 2,6 : 4,5 — 3,9 : GH, folglich

GH = %°:39

= == UTh
2,6

*) Die Lehre von den Proportionen gehért in die Arithmetik und
zwar Algebra und mufls hier als bekannt voransgesetzt werden. S Al-
gebra § 322,

G*
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1. Aufgabe. Zu drei ge-

gebenen Linien, a, b, e, die vierte

Proportionale z durch Konstruk-

tion zu suchen, so dals a: b =

e \
Auflosung. Man zeichne emen

beliebigen Winkel, A, schneide

| P auf dem einen Schenkel AB = @, BC = b und auf dem

1 andern Schenkel AG — ¢, ab, ziehe BG und dann CH || BG,

' go ist GH die gesuchte Linie z.

2. Aufgabe. Eine gegebenc
Linie, AB, so einzuteilen, dals
sich die Teile wie gegebene
Linien, a, b, e. .., verhalten.

Auflosung. Man ziche aus dem
Endpunkt A moch ecine Linie,
trage auf dieser von A aus, die
gezebenen Linien, a, b, ¢ ab, so dals AC=a, CD =15 und
DE = ¢ ist, verbinde den letsten Teilpunkt E mit B und
ziche dann DH und CG parallel mit EB, so verhalten sich
die Teile auf AB, wie die auf AE (§ 111).

Zusatz. Soll eine Linie, AB, in Stiicke geteilt werden,
die sich wie gegebene Zahlen, z. B. 2, 5, 4, verhalten, so trage
man eine beliebige Lineareinheit von A nach C zweimal, von
C nach D finfmal, von D nach E viermal ab, verbinde E
mit B und ziehe DH und CG parallel mit EB.
| 113.

: Lehrsatz. Die Linie, welche
in einem Dreieck mit einer
Seite parallel liuft, schnei-
det die beiden andern Sei-
ten so, dafs sich die Ab-
schnitte der einen Seite wie
die entsprechenden der

andern verhalten.

i In Zeichen: so ist:
Wenn: AD : DB = AE: EC,
5 DE | BC AD: AB — AE: AC,

AB: BD = AC: CE.
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Beweis. Nach § 111 ist erstlich AD : DB — AE : EC und
da nun eine Linie in sich selbst einmal enthalten ist, so ist
notwendig auch AD : (AD 4 DB) = AE : (AE + EC), oder
was dasselbe ist: AD: AB — AE : AC. Wire z. B. AD in BD
dreimal enthalten, so wiire offenbar AD in AB einmal mehr,
also viermal enthalten, und eben so AE in AC viermal,

In gleicher Weise muls AB : BD — AC : CE sein,

Schneidet umgekehrt eine Linie, DE, von den beiden
Schenkeln des Winkels A dén gleichvielsten, z B. von jedem
den fiinften Teil ab, mit andern Worten: Ist AD : AB =
AE : AC, so muls auch DE parallel mit BC sein, weil nur
die mit BC parallele Linie, welche den fiinften Teil von
AB abschneidet, auch denselben Teil von AC abschneidet,

114.
Lehrsatz. Ist BC || DE (Fig. zu § 118), so ist AB: BC
L = AD : DE. Oder: Der Schenkel AB des /A ABC verhilt

sich zur Grundlinie BC wie der Schenkel AD des A ADE
zur Grundlinie DE.
Beweis. Denkt man sich durch D eine Parallele zu AC,

die BC in F schneidet, so verhilt sich nach §113: AB: BC
= AD : CF. Da aber CF — DE (s. § 92), so geht diese

Proportion iitber in AB : BQC — Al : DE.

115.

*) Lehrsatz. Die Linie,
welche einen beliebigen
Winkel eines Dreiecks
halbiert, teilt die gegen-
iiber liegende Seite so:
dals sich die beiden Teile
(Abschnitte) derselben wie
die beiden anderen Seiten
des Dreiecks verhalten.

In Zeichen:

Wenn : s0 ist:
Zn= 2 n =} =~ BAC BD : DC = AB : AC,
Beweis. Man denke sich BA verlingert, so dafs AQY =
AC und verbinde C' mit C, dann ist £ z—2¢' (§ 40) und da
n+ n =g+ 7 (§66),s0ist, weil n=10"und 2=12, 29’ =2 2
also auch ' = ¢, daher AD || C'C (§ 60) und folglich (§ 111)
BD : DC = AB": AC, weil AC = AC,

1.3 BADISCHE
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Elftes Buch.

Von der Ahnlichkeit der Figuren.

S

116. |

Erklarung. Zwei Figuren
heifsen ihnlich, wenn sie
gleichwinkelig sind und die
in gleicher Ordnung, zwi-
schen gleichen Winkeln
liecenden Seiten dasselbe

Verhiltnis zu einander haben. Je zwei solcher Seiten heifsen
dann dhnlich liegende oder homologe.

Wiiren z B. die beiden Figuren ABCD. .G und abe. .g
so konstruiert, dafs sie gleichwinkelig (A—=a, B=5, ...G=g)
und die #ihnlich liezenden Seiten proportional, d. h. wenn AB
z B. dreimal so grofs, als ab wire, dann auch jede andere
Seite der grofseren Figur dreimal so gro's, als die #hnlich
liegende Seite der kleinern Figur wire, niimlich BC dreimal
go grofs als be; CD dreimal so grofs als ¢d ete., so wiiren die
beiden Figuren iihnlich, und man kann sie dann auf einerlei
Weise konstruiert denken, die eine nur nach einem kleinern
Malsstab. Ahnliche Figuren haben nur verschiedene Grolse,
in allem Ubrigen, — Form und Eigenschaften — sind sie gleich.

Die zum Begriff der Ahnlichkeit erforderlichen zwei Merk-
male, Gleichheit der Winkel und Proportionalitiit der Seiten,
miissen aber, wohl gemerkt, gleichzeitig vorhanden sem, denn
es konnen zwei sehr uniihnliche Figuren eines dieser Merkmale

ohne das andere gemein haben. Man kann sich z. B. aus der
Figur ABC...G, durch die mit AB und ED angedeuteten
parallelen Linien, eine andere Figur herausgeschnitten denken,
- welche vermige § 60, Zusatz 1, noch dieselben Winkel hat, bei
| der das Verhiltnis der Seiten aber nicht mehr dasselbe ist.
Eben so kann man sich die Seiten der einen Figur ABG...G
um die Eckpunkte gedreht (verschoben) denken, wobei noch
das Verhiltnis der Seiten dasselbe bleibt, die Gleichheit der
Winkel aber

gestirt ist.
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Nur bei Dreiecken folgt eins dieser zur Ahnlichkeit er-
forderlichen Merkmale aus dem andern, und, so wie iiber
die Kongruenz () der Dreiecke, haben wir uns hier nun
auch iitber die Ahnlichkeit (™) derselben die folgenden wich-
tigen Lehrsiitze (die vier Ahnlichkeitssitze) wohl zu merken.
weil auf diese alle iibrigen, die Ahnlichkeit der Figuren be-
treffenden, wichtigen Sitze sich griinden, indem alle #hnliche
Figuren in Netze von ihnlichen Dreiecken zerlegt werden
kinnen,

Anmerkung. Aus der Voraussetzung: ab: AB = be : BC
= ¢d : CD =ete., folgt: ab : be: ed:..=AB: BC: CD:. ..
Statt also zu sagen: zwei Figuren heifsen shnlich, wenn sie
gleichwinklig sind und proportionale Seiten haben, kénnte man
auch sagen: zwei Figuren heilsen ihnlich, wenn die Seiten
der einen Figur dieselbe Lage und dasselbe Verhiltnis zu
einander haben, wie die der andern.

LB

1. Ahnlichkeitssatz. Zwei
Dreiecke sind #hnlich,
wenn zwei Winkel des
einen gleich zwei Winkel
des andern sind,

In Zeichen:

Wenn: 8o ist notwendig:
L a= 2L A 2= (),
< Bo==b B ab: AB=qge: AC = be : BC

A abe ™ A ABC,
(Lies: A abe shnlich A ABC.)

Beweis. Zunichst mufs nach § 65, Zusatz 2, 2 ¢ =
< C sein. Denkt man sich ferner das kleinere Dreieck iiber-
einstimmend so auf das grolse gelegt, dafs zwei gleiche Winkel,
a, A, sich decken, so ist, weil £ b = < B, die Linie b¢ pa-
rallel mit BC (§ 60, Zusatz), mithin auch (§ 113) ab: AB =
ac: AC und (nach § 114) ab : AB = be : BC,

1. Zusatz. Zieht man daher in einem /A ABC eine Paral-
lele be zu einer Seite BC, so entsteht ein A Abe, welches
jenem A ABC #hnlich sein muls.

2. Zusatz. In éhnlichen Dreiecken sind die den gleichen
Winkeln gegeniiberliegenden Seiten proportional.

BLB BADISCHE =
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Aufgabe. Die Entfernung eines un-
zugiinglichen Punktes, A, von einem
Punkte, B, zu bestimmen,

Auflosung. Von B aus messe 2 be-
liehige in gerader Linie liegende Lingen
Bb, bC ab (indem man die Punkte C
und b mit Mefsstangen bezeichnet).
Von b aus stecke man eine Linie ab
so ab, dals =~ ABC = abC (z. B.
mittelst des Winkelkreuzes — 90°) und
der Endpunkt @ mit C und A in einerlei
Richtung liegt. Milst man alsdann
noch die Linie ab, so kann man die
Liinge von AB durch eine einfache Proportion finden.

Nach Konstruktion ist nimlich: /A abCo> A ABC (& 11 7),
| daher: 5C : BC = ab: AB. Hitte man z. B. BC = 150 m,
[1 bC =50 m, ab = 100 m, so wiire 50 : 150 = 100: z und folglich
ol 100.150
r = oder  — 300 m = AB.
50
118 b.

Aufgabe. Die Hohe eines Turmes (Baumes) zu bestimmen.

Auﬂ'dsnng. In einerlei Richtung und parallel mit HG
| stecke in D und E zwei Me sstangen ein, lege daran eins

dritte Melsstange so, dals, wenn man iiber dieselbe hin visiert,
die Visierlinie durch den Punkt H geht, messe dann DG, DE,

"™\ BADISCHE
BLB
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AD und CE, so kann man (AK | DG gedacht) durch eine
cinfache Proportion, HK, berechnen, welches zu AD addiert,
die gesuchte Hohe giebt.

Nach Konstruktion ist A ABC~ A ARKH (§§ 117 und 61,
Zusatz). Wire z. B. gemessen DG = 100 m, DE — 5 m,
AD=2m, CE=6m, also BC— CE — AD =4 m, so
hat man (§ 117): AB : AK — BC : KH, oder, indem man

qe - 4.100
die Zahlen setzt: 5 : 100 = 4 : &, woraus x = 5 = o
= HK, mithin HG — 80 + 2 — g2 m.
Zusatz. Viel bequemer kann man die Hohen zuginglicher ]

Gegenstiinde messen, indem man sich zu diesem Zweck ein
rechtwinkliges Dreieck, ABC, verfertigt, dessen Katheten, AD,
BC, gleich lang sind. Dieses Dreieck kann man eniweder frei
in der Hand halten, oder noch besser an einem Stab, AD, be-
festigen und dann leicht in eine solche Lage bringen, dafs die
Kathete CB mit dem in C befestigten Senkblei CV zusammen-
fillt, also vertikal und mit HG parallel wird, Hat man sich
nun mit diesem einfachen Instrument so weit vom Gegenstande
HG entfernt, bis man durch Visieren wahrnimmt, dals die Hy-
potenuse AC genau auf die Spitze H zielt, 50 messe man nur
(durch Abschreiten) die Linie DG und addiere hierzu die Hihe
des Auges AD, so hat man HG, denn weil nach Voraus-
setzung AB = BC, 2 B =90, also £ A — . C = < H
= 459 so ist auch KH — AK — DG, mithin HG = DG +
AD. Forstminner messen auf diese Weise die Hohen der

Biume.
118e.

Aufgabe. Zwei gleich lange viereckige Balken, AB= A(

= 10 m, sollen tiber einen dritten, BC = 12 m, dachformig

aufgerichtet werden, Damit die Balken nun genau an ein-
ander passen, mufs offenbar erst von beiden gleich langen
Balken, AB, AC, oben ein dreieckiges Stiick, ADE, und unten
ein dreieckiges Stiick, BGH, nach den Linien AE und BH
abgesigt werden. Um nun diese Richtungen AE und BH
zuvor angeben zu kénnen, kommt es nur darauf an, die
Punkte E und H zu bestimmen, oder die Liingen DE und
GH zu berechnen, Wie findet man diese, wenn die Breite
AD = BG = 1 m ist?

~71-) BADISCHE o Wembe
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Auflosung. Zuerst hat man die
Hohe AM — ¥V 102 —62 = 8m
(§ 107). Ferner sind die Drei-
ecke AED und ABM ihnlich,
denn jedes hat einen rechten
Winkel (D=M), aulserdem ist
2 AED = ~ BAM (§ 61, Zu-
satz); mithin (§ 117):

DE : AD = AM : BM
oder DE : i: 6

I

|
I
11
B
:

und hieraus: DE =

Ferner ist /A BGH o~ /A ABM
daher GH : BG = BM : AM

GH : } 6:8

I

Spae s 6.4 ”
folglich: GH = = 1m = 25 cm.
119,
9. Ahnlichkeitssatz. Zwei Dreiecke sind i hnlich,
wenn sie zwei Seitenverhiltnisse gleich haben,
In Zeichen:

Wenn: so ist:
ab : AB = ac: AC, A=a B=0b C=c
ab : AB = be : BC, A ABC oo A abe.

Beweis. Dieser Satz ist die Um-
kehrung von § 117. Um die Rich-
tigkeit an einem bestimmten Beispiel
su zeigen, mogen die Seiten des
grofsern Dreiecks dreimal so grofs,
als die des kleinern sein. Denkt
man sich nun aut AB ein Stiick, Ad = ab, abgeschnitten und
de || BC gezogen, so ist A Ade ™ £/ ABC (§ 117). Weil nun
Ad = ab der dritte Teil von AB, so ist auch Ae der dritte
Teil von AC und de der dritte Teil von BC, mithin Ae= ac,
de = be, daher A Ade 2 A abe. Setzt man nun A abe an
die Stelle von A Ade in jener Ahnlichkeitsheziehung A Ade
o A ABC, so ist auch A abe & A ABC, £ a=A, £ =B,

A e e
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120,

3. Ahnlichkeitssatz, Zwei Dreiecke sind #halich,
wenn sie ein Seitenverh#ltnis und den von diesen
Seiten eingeschlossenen Winkel gleich haben,

In Zeichen:

Wenn: 50 ist:
Z =B
ab : AB = b¢ : BC, A abe ™o A ABC.

Beweis, Denkt man
, das kleinere Dreieck so
auf das grifsere gelegt,
B dafs die als gleich voraus-
gesetzten Winkel 4 und B
sich decken und ab auf
AB, also b¢ auf BC fillt, so muls, weil vermoge Voraus-
setzung ab : AB = be¢ : BC, die Linie ac parallel mit AC
sein (§ 114), folglich @ = A, ¢ = (§ 61, Zusatz); die
Dreiecke sind also gleichwinklig, folglich #hnlich,

121,

Aufgabe. Den Abstand
zweier Punkte, A und B,
auf kiirzere Weise zu be-
stimmen, als in § 36 ge-
lehrt.

Auflosung. Man bezeichne
einen dritten Punkt, C,
messe die Linien AC und
BC, trage von beiden die
gleichvielsten Teile nach &
und @ ab, so dafs, wenn z. B. bC der zehnte Teil von BC,
dann auch ac der zehnte Teil von AC ist, alsdann mufs ab
der ebensovielste Teil von AB sein (§ 120). Milst man also
noch ab und multipliziert diese Liinge mit 10, so hat man AB.

122.

4. Ahnliohkeitssats. Zwei Dreiecke sind hnlich,
wennsie ein Seitenverhéltnis und den der grifsern
dieser beiden Seiten gegeniiberliegenden Winkel
gleich haben, (Fig. zu § 119,)

BADISCHE
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Wenn: s0 ist:

ab : AB = ac : AC, sa=A 2¢=0C
AL et oy A abe > A ABC.
Zbi Lty
Beweis. Mache Ad = ab und ziehe de || BC, so ist Ade, ?

oo A ABE@ (8§ 117 Zusatz). Ist nun
AC 1} mal so grofs als ac, so ist auch

APML ., ,, 5 o Ab, folglich auch

7 ARSI as 7 g
and da die AA Ade und ABC als iihnliche Dreiecke gleiche
Seitenverhiiltnisse haben miissen, auch 8
AC 1! mal so grols als Ae. :
Folglich mufs ac — Ae sein. Nach § 43 sind nun die

AL Ade und abe kongruent, denn sie haben 2 Seiten Ad —

ab, Ae — ac und den der letztern grofsern Seite (§ 55 und § 43)
gegeniiberliegenden Winkel gleich (£ d=<b). Mithin kann in

jener Ahnlichkeitsbeziehung A Ade &~ A ABC an die Stelle | s
von A Ade das 2. abc gesetzt werden und es ergiebt sich I
A abe > A ABC.

123.

Lehrsatz. Ahnliche Fi-
guren kénnen in #hnliche
Dreiecke zerlegt werden,
und je zwei #hnlich lie-
gende Diagonalen ver-
halten sich wie zwei dihn-

lich liegende Seiten.
Beweis. Seien die beiden Figuren abe..f und ABC. . F
dhnlich (§ 116). Dann ist zuerst A abe ™ A ABC, weil nach

Voraussetzung ~ b ~ Bund ab : AB = be : BC, folglich
(8 120) auch ac: AC = ab: AB und 2 ach = .. ACUB, und
da nach Voraussetzung -~ bed = ~ BCD, so ist nach Abzug
. der Winkel aeb und ACB auch: .~ aed = £ ACD. Ferner
1 ist nun auch A aed ™~ A ACD, weil £ aed = 2 ACD und

e : AC = ed : CD, daher auch (§ 120) ad : AD = ed: CD.
Eben so zeigt man, dals A adf & A ADF, A fde o

FDE.
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Aufgabe. Uber eine gegebene Linie, ab, eine Figur zu
konstruieren, welche einer andern Figur, ABC...J, sihnlich ist.

Aufldsung 1. Man denke sich die Figur ABC..J in zu-
sammenhiingende Dreiecke zerlegt, trage dann an die Bild-
seite ab die Winkel cah — CAB und cap — CBA, so ist
A abe > A ABC (88 117 und 65, Zusatz 4); an die Seite ac
trage man nun die Winkel caj = CAJ, agj — ACJ, so ist
auch A ag o~ A ACJT.  Auf diese Weise miilste man ZWar,
wie aus § 123 folgt, eine shnliche Figur erhalten, weil jedoch
das viele Winkelzeichnen zu umstédndlich und unsicher, so ist
dieses Verfahren praktisch nicht anwendbar.

2. Hat man einen sogenannten Reduktionszirkel, d.i. einen
Doppelzirkel, dessen Gewinde, in beiden Schenkeln zugleich,
verschiebbar, durch eine Schraube festgestellt und mithin die
Lénge des einen Schenkelpaars in jedem beliebigen Verhiltnis
zum andern verkiirzt werden kann, so stelle man zuerst
diesen Zirkel so: dafs, wenn man mit dem einen Schenkel-
paar die Originalseite AB falst, das andere Paar Schenkel die
Bildseite ab zwischen seinen Spitzen enthilt. Hierauf zeichne
man alle Dreiecke der Figur ABC...J s0 ab: dals man mit
dem ersten Schenkelpaar die Seiten der Originaldreiecke ab-
nimmt und mit dem andern Schenkelpaar (umgewandten Zirkel),
welches dann jedesmal die #hnlich liegende (reduzierte) Seite
falst, zeichnet; alsdann muls die zweite Figur der ersten
dhnlich werden (§ 119), denn je zwei gleichseitig zwischen
beiden Schenkelpaaren enthaltenen Linien verhalten sich immer
wie die Lingen der Schenkel (§ 120). Enthilt die Figur
krumme Linien, so muls man diese durch einzelne Punkte, je
mehr, je besser, bestimmen und diese Punkte durch einen
freien Handzug verbinden (vergl. § 42, 2. Aufgabe).

3. In vielen Fillen ist es bequemer, statt die hnlich
abzubildende Figur in Dreiecke zu zerlegen, innerhalb oder
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aulserhalb derselben eine schickliche Grundlinie, hier z B.
AE, anzunehmen, auf diese von allen Ecken Perpendikel, JP,
BP' etc., zu fillen, dann mit dem, zuvor richtig gestellten
Reduktionszirkel die Grundlinie AE zu fassen und ihre durch
den Zirkel reduzierte Liinge in ae abzuschneiden, hierauf die
reduzierten Lingen von AP, AP'...(Abscissen) niimlich ap,
ap’. .. abzuschneiden. Durch die Endpunkte p, p’...ziehe
man Perpendikel auf ae und trage auf diese Perpendikel die
reduzierten Liingen der Perpendikel (Ordinaten) JP, BP...,
némlich jp, bp...ab ete.

4. Statt eines Reduktionszirkels kann man sich auch eben
80 gut eines verjiingten Malsstabes bedienen. Man milst dann
nach einem solchen Malsstabe alle Dreiecksseiten der #hn-
lich nachzubildenden Figur oder die Perpendikel AP, AP'..
JP, BP'. . (Abscissen und Ordinaten), dividiert oder multipliziert
ihre Lingen mit der Reduktionszahl, welche angiebt, wie viel
mal so grofs oder so klein die Seiten der Abbildung sein sollen,
als die des Originals, und triigt dann die gefundenen Zahlen,
von demselben Malsstabe abgenommen, gehorig auf. — Kon-
struiert man noch einen zweiten Malsstab, auf welchem die
Einheit so viel mal so klein oder so grofs ist, als die bestimmte
Reduktionszahl vorschreibt, so kann man, ohne erst dividieren
oder multiplizieren zu brauchen, die nach ersterem Malsstab
gemessenen Liingen unmittelbar vom zweiten abmessen.

125.

Lehrsatz. Die Umfinge
ihnlicher Figuren ver-
halten sich wie zwei
ihnlichliegende Seiten,
ihre Inhalte aber wie
die Quadrate #dhnlich
liegender Seiten.

Ist abe...f & ALC...F und bedeuten u, U die Um-
finge, f und F die Flicheninhalte, so ist, in Zeichen:
w: U=ab:AB
2) f: F = ab® : AB:,
Beweis. Sei, um zuerst ein bestimmtes Beispiel zu haben,
das Verhiiltnis der ihnlich liegenden Seiten wie 1 zu 3,
d. h. jede Seite der grilsern Figur sei dreimal so grofs, als
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die dhnlich liegende der kleinern, alsdann ist oftenbar auch
die Summe aller Seiten der grofsern Figur, d. i. ihr Umfang,
dreimal so grofs, als der Umfang der klemern Figur. Ver-
hielten sich die #hnlich liegenden Seiten wie 8 : 7, d. i. wie
1: 24, so wire der Umfang der gréfsern Figur 21 so grofs
als der Umfang der kleinern.

2. Der zweite Teil des Lehrsatzes muls zuerst fiir zwei
dihnliche Dreiecke bewiesen werden.*) Seien deshalb abe,
ABC zwei ihnliche Dreiecke, deren Seiten sich z. B. wie 2
zu 5 verhalten mégen. Denkt man sich die Seiten b¢ und ab
jede in 2 und BC und AB jede in fiinf gleiche Teile geteilt,

so sind die Teile auf b¢ und BC einander gleich und eben
so die auf ab und AB. Denkt man sich nun die Dreiecke zu
Parallelogrammen ergiinzt, durch die Teilpunkte auf b¢ und
BC Parallelen mit ab, AB und durch die Teilpunkte auf ab
und AB Parallelen mit be, BC gezogen, so wird dadurch
offenbar das eine Parallelogramm in 2.2 =4 und das andere
in 5.5 = 25 l’dlallelogmmmv geteilt, welche alle einander
gleich sind. Da sich nun die Inhalte beider Parallelogramme
wie 4 zu 25 verhalten, so miissen sich auch ihre Hiilften, d.i.
die Inhalte der i#hnlichen Dreiecke abe und ABC wie 4 zu 25

verhalten, mithin der Inhalt des Dreiecks ABC = ~— = 64 mal

so grofs sein, als der Inhalt von a@be. Verhielten sich die
Seiten zweler #hnlichen Dreiecke wie 1 zu 4, so verhalten sich

*) Am kiirzesten ist der Beweis folgendermalsen: Die Perpendikel 4. BH

AC BC 3 Ab BC BH BC
ey 1 -0 ——und = ie side
gefdllt, hat man = (ch;r P L B} die beiden
: el 7 linliziert -._.-AL BH BC.BC
Frter Heichunoe ing wtipliziert: — =
letztern Gleichungen mif einander multiplizier Y ao . ok ST
DABC BC?
oder — = —— gte. (8 102.
ol e 102.)
BADISCHE
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ihre Inhalte wie 1 zu 16 ete. Ahnliche Figuren kann man

in dhnliche Dreiecke zerlegt denken. Verhielten sich nun

die Seiten zweier dhnlichen Figuren, abe...f und ABC...F,
z. B. wie 1 zu 3, so wire offenbar jedes Dreieck der grolsern
Figur 9 mal so grols, als ein iihnliches der kleinern, und
folglich wiire dann auch die Summe aller Dreiecke der grifsern {
Figur, d. i. ihr Inhalt 9 mal so grols, als der der kleinern.
Verhielten sich die Seiten wie 2 : 7, so verhalten sich die
Inhalte wie 4: 49 und so bei jedem andern Zahlenverkiiltnis.

Aufgabe 1. Die i#hnlich liegenden Seiten verhalten sich
wie 2 : 5, der Inhalt der kleinern Figur ist f = 560 qm.
Wie grols ist der Inhalt I' der grofsern?

Aufgabe 2. Der Inhalt der kleinern Figur sei = 400 qm,

ihre Grundlinie = 13 m. Wie grols muls die Grundlinie =
einer iihnlichen Figur genommen werden, damit der Inhalt
derselben = 800 gqm?

Antwort 1. Aus der Proportion 560 : F' = 22 : 52 folgt
F' = 3500 qm.
Antwort 2. Aus 13%: 2% = 400 : 800 folgtz = 13 y/2 =
18,385 m. ‘
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Zwolftes Buch.
Proportionen beim Kreise.

126.

Lehrsatz. Das Perpendikel
MP von einem beliebigen

den Durchmesser ist die
mittlere Proportionale zwi-
schen den beiden Ab-
schnitten AP und PB des Durchmessers.®)

Oder: Die vom Scheitel des rechten Winkels eines recht-
winkligen Dreiecks auf die Hypotenuse gefillte Senkrechte
MP ist das geometrische Mittel zwischen den Abschnitten der
Hypotenuse.

In Zeichen:

AP : MP — MP : PB.

Beweis. Zieht man die beiden Sehnen AM, BM, so ent-
stehen dadurch drei #hnliche Dreiecke,**) denn weil
< AMB = R (§ 81) und nach Voraussetzung -~ MPB = R,
soistz+y =2+y=2+y =R, alsoy =y und 2=2,
daher A APM ™~ A BPM o~ A AMB. Da nun in iihnlichen
Dreiecken die den gleichen Winkeln gegeniiber liegenden
Seiten proportional sind (§ 117, 2. Zus.), so folgt aus den
beiden kleinern Dreiecken die im Lehrsatz behauptete Pro-
portion AP : MP = MP : PB.

*) Wenn in einer Proportion die beiden innern Glieder gleich sind,
wie in 2 : 6 =6 : 18, so heilst die Proportion eine stetige und eins
der gleichen mittlern Glieder die mittlere Proportionale oder das
geometrische Mittel zu den beiden dussern; so ist hier z. B. 6 die
mittlere Proportionale zu 2 und 18.

**) Der Anfiinger wird wohl thun, diese drei Dreiecke getrennt zu
zeichnen. :

i
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Zusatz 1. Vergleicht man jedes der kleinern Dreiecke mit
dem grofsen, so ergiebt sich noch ein anderer wichtiger Satz,
nimlich: jede der beiden Sehnen ist die mittlere
Proportionale zwischen dem anliegenden Abschnitt
des Durchmessers und dem ganzen Durchmesser.
Oder: Jede Kathete ist das geometrische Mittel

. zwischen dem anliegenden Abschnitt der Hypo-
tenuse (begrenzt durch die Héhe auf derselben)
und der Hypotenuse selbst, denn weil A APM o
/\ AMB, so ist (§ 117):
AP : AM = AM : AB
und weil 2 BPM oo A AMB, so ist auch
PB : BM = BM : AB.

Zusatz 2. Aus den beiden letztern Proportionen folgt noch

ein anderer und zwar arithmetischer Beweis fiir den Pytha-

gordischen Lehrsatz. Man hat nimlich AP.AB = AM?;
|| PB.AB — BM®. Addiert man mithin beide Gleichungen und
] ] beriicksichtigt, dals AP.AB + PB.AB = (AP + PB) AB |

— AB.AB, so folgt AB* — AM? 4+ BM:
Aufgabe. Essei AP =9, PB = 16. Wie grofs ist MP?
Antwort. Es ist MP — V9.16 = y144 = 12.

127.

Aufgabe. Ein Quadrat zu zeichnen,
welches so grofs ist, als ein ge-
gegebenes Rechteck, mit anderen
Worten: ein gegebenes Rechteck,
PBDE, in ein an Inhalt gleiches
Quadrat zu verwandeln.

Aufisung. Es kommt nur darauf
an, zu den beiden gegebenen Seiten

des Rechtecks PE und PB die mittlere Proportionale z zu
finden, so dals PE: 2 =« : PB, denn dann ist #* = PE.PD.
(§ 99).

Man fige also PE geradlinig an PB, so dals AP = PE,
beschreibe iiber AB, als Durchmesser, einen Halbkreis, errichte
in P auf AB das Perpendikel MP, so ist das iiber dieses
f Perpendikel konstruierte Quadrat MPQR das verlangte, weil

nach § 126 MP? — AP.PB — PE.PB.
Zusatz., Um ein Quadrat zu zeichnen, welches beliebig
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vielmal, z. B. 2§ mal so grofs ist, als ein gegebenes Quadrat,
mache man die eine Seite desselben 2 mal so lang und ver-
wandele das erhaltene Rechteck in ein Quadrat.

128.

*) Lehrsatz. Wenn zwei Sehnen
im Kreise sich schneiden, so ist
das Produkt aus den beiden Ab-
schnitten der einen Sehne gleich
dem Produkt aus den beiden Ab-
schnitten der andern Sehne,

In Zeichen:

AE.EB = CE.ED.

Beweis. Man ziehe die Hilfslinien AC und BD, so sind
die beiden entstehenden Dreiecke gleichwinklig und folglich
arc BC

— und

)
¢ = 2B = "4 puher (§117) A ABC~ A BED.

dhnlich, denn nach § 80 ist £ A = ~2 D =

Setzen wir nun dhnlich liegende Seiten in Proportion, so ist:

AE : DE = CE: BE und hieraus: AE.BE — CE.DE. Wire

z. B. AE=4m, EB=23m, CE = 2m, so miilste DE —

2.4 — 6Gm sein.

2
129.

*) Lehrsatz. Wenn zwei Se-
kanten (verlingerte Sehnen)
sich aulserhalb des Kreises
schneiden, so sind die Pro-
dukte aus jeder ganzen Se-
kante und ihrem auflserhalb
liegenden Teile gleich,

In Zeichen:

AC.AB = AE AD.

Beweis. Denkt man sich die Hilfslinien CD und BE ge-
zogen, so sind die beiden Dreiecke ADC und ABE ihnlich;
beide haben nimlich den Winkel A gemein und dann die auf
demselben Bogen BD stehenden Peripheriewinkel C und E
gleich (§ 80). Die éhnlichen Dreiecke geben nun die Proportion
AD : AB= AC: AE und hieraus AB.AC — AD.AE,

7%
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130.

Lehrsatz. Wenn man von
einem PunktA, aulserhalbdes
Kreises eine Tangente, AB, \
und eine Sekante, AD, zieht, so

ist die Tangente die mittlere \
. Proportionale zu der ganzen
2 Sekante und ihrem aulser-
halb liegenden Teile. -
In Zeichen:
AC :AB = AB : AD,
Beweis. Zieht man die Hilfslinien BC und BD, so ist
L ABC > A ADB, denn beide haben den Winkel A gemein
und aulserdem, nach § 84, 2 D = ABC, daher (§ 117)
AC: AB = AB : AD.
131.
*) Aunfgabe. Eine gegebene
Linie, AB, nach stetiger Propor- \
tion, niimlich so in F zu teilen,
dals sich die ganze Linie AB |
zum  grilsern Teile BF, wie
dieser zum kleinern Teil AF
AT verhiilt.
Anmerkung. Diese Teilung nennt man den goldenen
Schnitt.
Auflosung. In dem einen Endpunkt A errichte auf AB
eine Senkrechte AC ! AB, beschreibe aus C mit CA einen
Kreis, ziehe BC, welche den Kreis in G schneidet, mache
BF BG, so ist F' der verlangte Teilungspunkt.
| Beweis. Verlingere BC' nach D, so ist (§ 130):
' BD : AB — AB : BG,
also auch: AB : BD—ARB = BG : AB—BG, d. i.
weil BD—AB = BD—DG — BG = BF
und AB—BG-= AB—BF — AF,
AB : BF = BF : AF. |
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Dreizehntes Buch.

Von den regelmiifsigen Vielecken. Berechnung des
: Umfangs und Inhalts des Kreises.

132.

Erklarung. Ein Vieleck heilst regelmiifsic, wenn alle
Seiten und alle Winkel gleichgrofs sind.

Denkt man sich einen Kreis in eine beliebige Anzahl
gleicher Bogen geteilt, so wiirden die dazu gehtrenden Sehnen,
sowie auch die Peripheriewinkel, welche je zwei Sehnen mit
einander bilden, gleich und somit das dadurch entstehende
Vieleck, der Erklirung gemiils, ein regelmiifsiges sein.

Kénnte man also einen Kreis in jede beliebige Anzahl
gleicher Biigen teilen, so kinnte man auch, indem man nur
die Sehnen zoge, ein jedes regelmiifsize Vieleck von beliebiger
Seitenzahl zeichnen

Die allgemeine Lisung dieser Aufgabe aber ist auf streng
geometrische Weise, d. h. nicht durch Probieren, sondern durch,
auf bestimmte Gesetze und Regeln gegriindete Konstruktion, bis
jetzt noch keinem Mathematiker gelungen und diese Aufgabe:
ein beliebiges regelmiifsiges Vieleck von bestimmter Seitenzahl
zu konstruieren, gehort daher zu den bis jetzt noch ungelosten.

In folgenden wenigen Fillen jedoch, wo der Kreis in 3,
t, 5, 15, so wie in die durch wiederholtes Verdoppeln dieser
Zahlen angegebenen gleichen Teile geteilt werden soll, ist die
Auflosung miglich.

133.
R Aufgabe. Einen Kreis in vier
= gleiche Teile zu teilen, und ein
regelmiifsiges Viereck zu kon-
struieren.

Auflosung. Man ziehe zwei auf
einander senkrechte Durchmesser,
so teilen diese den Kreis in vier
gleiche Bogen. Zieht man die
Sehnen, so hat man auch das

BLB BADISCHE =
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regelmilsige Viereck ADBE, welches offenbar ein Quadrat
ist. Der Beweis ist leicht

Zusatz 1. Um ein regelmifsiges Viereck um den Kreis
zu .beschreiben, dessen Seiten mit den des eingeschriebenen
parallel sind, halbiere man einen der Bogen in M (§ 71), ziehe
durch M eine Tangente, welche die verlingerten Radien CD,
CB in T und H schneidet, dann ist HT eine Seite des um-
geschrichenen Vierecks, welche man nur in dem mit CT be-
schricbenen zweiten Kreise herumzutragen braucht.

Zusatz 2. Durch fortgesetztes Halbieren der Bigen erhilt
man die regelmifsigen Vielecke von 8, 16, 32,...Seiten.

134.

Aufgabe. Einen Kreis in sechs gleiche
Teile zu teilen und ein regelmiilsiges
Sechseck zu zeichnen.

Auflisung. Man trage von einem
Punkt, A, aus, den Radius CA, als
Sehne, unmittelbar in der Peripherie
herum, AB, BD ete.,, so erreicht man
beim sechsten Male den Punkt A
wieder und die Aufgabe ist gelost.

Beweis. Um zu zeigen, dals der Radius AC = AB
wirklich die Seite des Sechsecks ist, denke man noch BC ge-
zogen, so folgt aus dem gleichseitigen und folglich auch gleich-
winkligen Dreieck ABC, dafs = C=60° (§ 65, Zusatz 3),
folglich ist « C der sechste Teil von 3607 also auch der iiber
dem Radius AB ausgespannte Bogen AB der sechste Teil

vom Kreise.

Zieht man BE, BG, EG, so erhilt man das regelmiifsige
Dreieck im Kreise, und durch fortgesetztes Halbieren der
Bogen die regelmilsigen Vielecke von 12, 24, 48,..Seiten.

135.

*) Aufgabe. In einem Kreise ein regelmiifsiges Zehneck
zu zeichnen,

Auflisung. Man teile den Radius AC in F nach stetiger
Proportion (§ 131), so ist der grolsere Teil FC die Seite des
Zehnécks.
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Beweis. Nimmt man AB— FC, zieht
BF und BC, so kann man zeigen,
dals der Winkel z# wirklich der
zehnte Teil von vier Rechten oder =
360° sy
e 36°und folglich AB—=FC die
Seite des Zehnecks ist. Denn nach
Voraussetzung ist AF : FC=FC : AC,
also, weil AB=FC, auch: AF: AB=—
. AB : AC. Die beiden Dreieccke ABF und ABC haben also,

aulser dem gemeinschaftlichen Winkel A, zwei ihn ein-
schlielsende proportionierte Seiten, sind folglich #hnlich (§ 120)
und daher gleichwinklig, mithin .~ ABF des A ABF = ~ #
des A ABC und die Winkel A und F des A ABF gleich
den Winkeln A und B des A ABC. Da aber diese beiden
Winkel A und B einander gleich sind, so miissen es auch
jene Winkel A und F sein und folglich ist BF = AB (s. § 40,
Zusatz). Weil aber nach der Konstruktion auch CF = AB,
so ist BF = CF, daher =~ CBF =2 Nun ist £ ABC =

ABF + «CBF =2 + 2=22und = A — -~ ABC =

2 z. Die drei Winkel des /\ ABC betragen mithin 2 + 2 « +
2 @ = 5 z, aber auch (s. § 65) = 180", folglich # = 36°

Ist BD = DE = AB, so ist BE die Seite des regel-

milsiges Fiinfecks. Man kann also ein regelmiifsiges Vieleck
von 5, 10, 20, 40, 80. . .Seiten zeichnen. (§ 195, Anmerkung.)
Zusatz. Ist AG die Seite des regelmiilsigen Sechsecks,
360°
1557
folglich GH die Seite des regelmilsigen Fiinfzehnecks. Man
kann also auch noch regelmiifsige Vielecke von 15, 30, 60. ..
Seiten zeichnen,

AH die des Zehnecks, so ist = HCG =60°—36°=24°—=

136.

Aufgabe 1. Den rechten Winkel in drei gleiche Teile zu
teilen. (NB. Der rechte Winkel ist, aufser den durch stetes
Halbieren daraus abgeleiteten Winkeln von 45°, 22}, 11}...,
der einzige, bei dem die Dreiteilung durch Konstruktion be-
wirkt werden kann. Vergl. die Randbemerkung zu § 48.)

Aufgabe 2. In einem Kreise drei andere gleiche Kreise
zu beschreiben, die sich unter einander und zugleich auch den
gegebenen Kreis beriihren.

BLB BADISCHE 5.
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Auﬂt'isung 1. Beschreibe zwischen den Schenkeln des
rechten Winkels einen Bogen und trage darin von beiden
Endpunkten aus den Radius als Sehne ab, verbinde die End-
punkte beider Schnen mit dem Mittelpunkt, so ist dadurch
die Dreiteilung vollbracht (§ 134).

Aufiosung 2. Beschreibe um den gegebenen Kreis ein
regelmiilsiges Dreieck (§ 134 und § 133, Zusatz 1), verbinde
dessen Kckpunkte mit dem Mittelpunkt und heschreibe in
jedem der entstandenen drei Dreiecke einen Kreis.

137.

Lehrsatz. Die Fliche eines
regelmiilsigen Vielecks ist so
grols, als die eines Dreiecks,
dessen Grundlinie gleich dem
Umfange des Vielecks und
dessen Hohe gleichdem Radius
des eingeschriebenen Kreises,

. d.i. gleich dem vom Mittelpunkt

auf eine der Seiten gefillten Perpendikel CJ ist.
Beweis. Denkt man nach allen Eckpunkten die Radien
CA, CB, CD.. .gezogen, so erhilt man eben so viele Dreiecke
als das regelmiifsige Vieleck Seiten hat, Weil nun die Hohen
dieser Dreiecke, niimlich die vom Mittelpunkt auf die Seiten
gefiillten Perpendikel alle gleich sind (niimlich — CJ — dem
Radius des dem regelmilsigen Vieleck eingeschriebenen Kreises),
s0 kann man die Grundlinien geradlinig an einander gelegtdenken
und erhiilt dann ein einziges Dreieck von der Hohe CJ. und
dessen Grundlinie gleich dem Umfange des Vielecks ist. Arith-

metisch ist der Beweis viel kiirzer, es ist nimlich der Inhalt F
JCJ.AB+4-1CJ.BD 4 .. = 1CQJ (AB + BD +...4- GA).
Zusatz. Auch der Inhalt eines um den Kreis beschrie-
benen regelmifsizen Vielecks ist offenbar gleich der Fliche
eines Dreiecks. dessen Grundlinie gleich dem Umfange des
Vielecks und dessen Hohe gleich dem Radius des Kreises ist.

137 a,

Lehrsatz.. Der Flicheninhalt eines Kreises ist

80 grols, als der eines Dreiecks, dessen Grund-
linie gleich dem Umfange und dessen Hohe gleich
dem Radius des Kreises ist.
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Beweis. Man denke sich regel-
mii(sige Vielecke von beliebiger, aber
gleicher Seitenzahl. eins in, eins um
den Kreis beschrieben, so ist offen-
bar der Inhalt des innern kleiner,
der des #ulsern grofser, als der des
Kreises. Denkt man sich nun die
Seitenzahl beider Vielecke immerfort
verdoppelt, indem man die jedesma-
ligen Bigen in Gedanken halbiert, so wird mit jeder folgenden
Verdoppelung der Seitenzahl der Kreis in immer engere
Grenzen eingeschlossen, Man sieht niimlich, dafs nach jeder
Verdoppelung der Seitenzahl der Inhalt eines jeden der beiden
Vielecke dem des Kreises immer niher riickt und deshalb ihr

Flichenunterschied immer kleiner wird. Konnte man nun durch
fortgesetates Verdoppeln der Seitenzahl beide Vielecke so nahe
zusammenriicken lassen, dafs ihr Flichenunterschied =0 wiirde,
so miizsten beide Vielecke notwendig mit einander und mit
dem Kreise ganz zusammen fallen. Bei der wirklichen Aus-
filhrung dieser Verdoppelung der Seitenzahl z. B. 4, 8, 16, 32. . .
hiitten wir allerdings eine unendliche Reihe von Vielecken zu
beschreiben und deshalb eine, dem ersten Anschein nach, nie
authérende Halbierung des jedesmaligen Bogens einer Vielecks-
seite oder des ihr entsprechenden Centriwinkels vorzunehmen,
und das wiire allerdings eine endlose, folglich unmogliche
Arbeit. Dessenungeachtet kénnen wir sie aber doch als voll-
endet denken, ja sie in Gedanken (worauf es hier nur an-
kommt) selbst schnell vollenden, indem wir uns vorstellen:
der Radius CB drehe sich um den Mittelpunkt, um den Winkel
BCA zn beschreiben, alsdann beschreibt er erst offenbar die
Hilfte dieses Winkels, dann von der ibrig bleibenden Hiilfte
wiederum die Hilfte u. s. w., bis er auf CA fillt, und somit

die Unzahl von Halbierungen durchlaufen und die nur endlos .

scheinende Arbeit wirklich vollbracht hat,*)

3evor nun aber dieses geschehen, ehe niimlich die immer
kleiner werdenden Seiten bis zu Elementen verschwinden und
die Vielecke selbst zusammen fallen, sich in stetig gebrochene

)] Wegen dieses fiir Anfinger epineusen Satzes vergleiche man

Algebra § 329.
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Linien (Kreis) verwandeln, ist immer so nahe an der Grenze
(dem Kreise) als man will, der Inhalt eines jeden Vielecks so
grofs, als ein Dreieck, dessen Grundlinie gleich dem Umfange
und dessen Hbohe gleich dem Radius des eingeschriebenen
Kreises ist, mithin muls dieser Satz auch in ihrer grilsten
Niihe, fiir die Grenze, das ist fiir den Kreis selbst gelten. Der
Kreis ist also wirklich so grofs, als ein Dreieck, dessen Grund-
linie gleich der Peripherie und dessen Hohe gleich dem Radius ist.

Zusatz, Es folgt zugleich noch: dals der Umfang eines
umgeschriebenen Vielecks griifser, der eines eingeschriebenen
aber kleiner ist, als der Umfang des Kreises, ferner: dals
der Umfang eines eingeschriebenen Vielecks mit jeder Ver-
doppelung der Seitenzahl grofser, der des umgeschriebenen
hingegen immer kleiner wird, bis beide ihre Grenze, den
Kreis, erreichen und gleich werden (§ 52).

Kreigverhaltnis. Berechnung des Umfangs und Inhalts
eines Kreises kommt sehr hiiufig vor, und man mulste deshalb
schon frithe darauf sinnen, zur Kenntnis der Zahl zu gelangen,
welche angiebt, wie viel mal so grols der Umfang eines Kreises
ist, als sein Durchmesser. Dals diese Zahl, das sogenannte
Kreisverhiiltnis, zwischen 3 und 4 liegen mulfs, folgt schon
daraus, dafs der Umfang des eingeschriebenen regelmiifsigen
Sechsecks gerade dreimal, der Umfang des umgeschriebenen
Vierecks aber viermal so grols ist, als der Durchmesser
(8§ 134 und 133), Nun ist aber der Umfang des Kreises
grofser, als der Umfang des eingeschriebenen Sechsecks und
kleiner, als der des umgeschriebenen Vierecks (§ 137, Zusatz).
Es kommt also darauf an, den zu 3 hinzukommenden Bruch
zu bestimmen, um jenes fragliche Kreisverhiltnis zu haben.

Unter den geschichtlich bekannten Mathematikern war
Archimedes, 300 v. Chr,, der erste, welcher nach einer un-
vollkommenen, uns nicht geldufigen Arithmetik fand, dals diese
gesuchte Zahl zwischen 8% und 3¢ liegt. Er nahm, als fiir
die damalige Praxis und auch jetzt noch hiufig geniigend, die
erstere ein wenig zu grofse, aber bequemere Zahl 31. Metius

fand diese fragliche Zahl weit genauer = $§% = 38 =
3,141592. .. Durch hthere Mathematik ist dieses Kreisver-

e
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hiltnis noch genauer und schiirfer, als je erforderlich, bis auf
1000 Decimalen berechnet worden, die in den ersten Stellen
3,1415926536 lauten.

Wir nehmen von diesem Kreisverhiltnis, das irrational ist
und als solches sich nie genau durch einen gemeinen Bruch
ausdriicken lifst, nur die sieben ersten Decimalen, némlich:
3,1415927, als fiir die meisten Fille vollkommen geniigend.
In einem Werke der Braminen, betitelt Ayeen Akbery, hat
man das Verhiiltnis des Durchmessers zum Umfang wie
1250 : 3927, d. i. wie 1 : 3,1416 gefunden, welches viele Jahr-
hunderte #lter, und genauer ist, als das Archimedische 3} =
3,142. ., welches schon in der dritten Decimale fehlerhaft ist.
Das von Metius, $58 — 3,1415929, weicht erst in der siebenten

Decimale von der Wahrheit ab. Das #ulserst mithsame und
langweilige Verfahren, durch blofse Elementar- Arithmetik
diese Zahl zu finden, lehrt der folgende Paragraph.

Bei andeutenden Kreisrechnungen in Formeln pflegt man,
der Kiirze wegen, statt dieser Zahl den griechischen Buch-
staben 7 (sprich: pih) zu setzen, wo man dann, je nachdem
es die geringere oder grifsere Genauigkeit erfordert, statt 7z die
Zahl 3% = 22 oder 3,1416 oder 3,1415927 nimmt.

Berechnung der Zahl s«. Man setze, der bequemeren
Rechnung halber, den Radius eines Kreises, AC=1, so ist,
nach § 107, die Seite des eingeschriebenen regelmifsigen
Vierecks AB — ¢/ 2 = 1,41421356. Die Seite des umge-
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schriebenen Vierecks ist offenbar dem Durchmesser gleich, also
GL=2. Mithin ist der halbe Umfang des eingeschriebenen
Vicrecks 2,8284271 mal und der halbe Umfang des um-
geschriebenen Vierecks viermal so grofs, als der Radius, und
eben so viel mal so grofs sind die ganzen Umfinge der er-
wiithnten Vierecke, als der Durchmesser

Aus den Seiten der ein- und umgeschriebenen Vierecke
berechne man nun die Seiten der ein- und umgeschriebenen
Achtecke, indem man zuerst das Perpendikel C1) aus AC' =1
und AD = 1 AB 0,7071067 . . . berechnet, nimlich CD —
V 1 — AD? dann hat man auch DJ=1—CD. Aus den beiden
Katheten DJ und AD findet man die eingeschriebene Acht-
eckseite AJ =0,7653068 .... Um hieraus dic umgeschriebene
Achteckseite zu erhalten, berechne man erst das Perpendikel
CK = ¥1 — (1 AJ)?, dann hat man aus den iihnlichen Dreiecken
CAJ und CEF die Proportion: CK : CH— AJ : EF, und hier-
aus folgt die umgeschriebene Achteckseite EF — 0,8234271 . ..
Mithin ist der halbe Umfang des eingeschricbenen Acht-
ecks 3,0614674 .. mal, der des umgeschrichenen Achtecks
3,3137085 . . . mal so grofs, als der Radius, also die ganzen
Umfinge eben so viel mal so grofs, als der Durchmesser.

Fiihrt man auf diese mithsame Weise fort und berechnet
die Seite des ein- und umgeschriebenen 16-Ecks, 32- Ecks
u. 8. W., 80 wiirde man finden, dals, den Durchmesser — 1
gesetzt (vergleiche § 194):

Der Umfang des eingeschrie-  Der Umfang des umgeschrie-
benen regelmiifsigen benen regelmiilsigen
4-Fcks, — 2,8284271 . . . 4,

8 , =3,00614674 . .. 3,3137085 . ..
160 . . =81214451 . .. 3,1825979 . ..
32 , =8,1365485. .. 3,1517249 . . .
64 , =31403311... 3,1441184 . . |
8192 ., =81415925. .. 3,1415928 . . .
16884 , =3,1415926. .. 3,1415927 . ..

Die gesuchte Zahl 7z, welche angiebt, wie viel mal so
grols der Umfang des Kreises ist, als der Durchmesser, fillt
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also zwischen 3,1415026...und 3,1415927. . .(§ 137, Zusatz)
und ist folglich bis auf sieben Decimalen genau: v=23,1415927.
Multipliziert man mit dieser Zahl den Durchmesser, so erhilt
man die Linge der Peripherie bis auf ein Zehnmilliontel des

Durchmessers genau, z. B. bis auf i mm genau, wenn der

Durchmesser 7420,44 m (1 geographische Meile) wiire.

140,

Kreisrechnungen, Be-
deutet » den Radius, d den
Durchmesser, U den Um-
fang und F den Inhalt
eines Kreises, so findet
man Umfang und Inhalt nach folgenden Formeln:

U 2y = wd ... (1)
rd*

I e & e
4

Die erste Formel, nach welcher man den Durchmesser d
oder 27 mit 7z multiplizieren mufs, um den Umfang des Kreises
zu erhalten, folgt schon aus § 139. Da nun die Fliche eines
Kreises gleich der eines Dreiecks, CAB, ist, dessen Grundlinie
AB gleich dem Umfang 27r und dessen Hihe gleich dem
Radins # ist (§ 187), so ist. indem man die halbe Grundlinie

3AB — 7or mit der Hihe » multipliziert (§ 102), die Fliche
des Kreises F = r.7zr = zor* (sprich: »pih r quadrat®).

Zusatz 1. Es folgt aus vorstehenden Formeln, dals sich
die Umflinge zweier Kreise wie ihre Radien. oder wie ihre
Durchmesser, ihre Inhalte aber sich wie die Quadrate der-
selben verhalten.

Zusatz 2. Dividiert man den Umfang eines Kreises durch
7t, so erhiilt man den Durchmcsser d.  Dividiert man den
Inhalt durch 7 und ziebt aus dem Quotienten die Quadrat-
wurzel, so erhiilt man den Radius.

In Zeichen:

U
F
r 1!(1}
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Aufgabe 1. Man berechne die Umfinge dreier Kreise,

deren Radien 5 m 38 em; 32 m und } m sind.

Bei diesem und allen folgenden Ubungsbeispielen ist, der :

kitrzern Rechnung halber, immer das Archimedische Kreis-
verhiiltnis genommen, ndmlich = = 3} = %

Aufgabe 2. Man berechne die Flicheninhalte der Kreise,
deren Radien 8% m; 0,97 m; 4,05 cm und 1 m sind.

Aufgabe 3. Man suche die Radien zweier Kreise, deren
Inhalte 54,62 qm; 5 qm 738 qem.

Antwort. 33 m 812 em; 23;% m; 34 m; 42,254 qm;
2,9571 qm; 51,5507 qem; 34 qm; 4,168823 m; 1,270586 m.

141.

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich nun leicht, wie
man Teile von einem Kreise berechnen muls.

1) Ist die Linge eines in Graden gegebenen Bogens ADB
zu berechnen, so muls man den 360sten Teil vom ganzen
Umfange so oft nehmen, als der Bogen Grade enthiilt.

2) Ist ein Kreisausschnitt, d. i. ein von
zwei Radien und einem Bogen eingeschlos-
sener Teil vom Kreise, wie CADB zu be-
rechnen, so nimmt man den 360sten Teil
von der ganzen Kreisfliche so oft, als der
Winkel am Mittelpunkt oder der Bogen
ADB Grade enthiilt. — Ist der Bogen ADB
in Linge gegeben (gemessen), so betrachte man den Aus-

schnitt wie ein Dreieck, dessen Grundlinie gleich der Linge
des Bogens und dessen Hthe gleich dem Radius ist.

3) Hat man endlich einen Kreisabschnitt, d. i. einen von
einer Sehne und einem Bogen begrenzten Teil, ADBA, zu
berechnen, so muls man von dem Ausschnitt CADB das
Dreieck CAB subtrahieren.

Ist der Kreisabschnitt nicht gri(zer als der Halbkreis und
setzt man die begrenzende Sehne = s, die Hihe (Verbindungs-
linie der Mitte der Sehne und der Mitte des Bogens) = A, so

giebt die nachstehende Formel (von Rich. Schurig) die Fliche

F' des Abschnittes sehr genau.

s h[ 1|
E o |V s? — 2,63616 h* + Vs? 4 0,56384 A2 |,

o L
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e | Ziweiter Teil.

i | Korperliche Geometrie,

Vierzehntes Buch.
Von der Lage der Ebenen.

142,

So wie die ebene Geometrie nur solche riumliche Grifsen
betrachtet, deren siimtliche Punkte in einerlei Ebene liegen und
O hierbei zuerst von der geraden Linie ausgeht, dann die Neigung
zweier Linien gegen einander bestimmen lehrt, hierauf zu ge-
. schlossenen IFiguren fortschreitet, die wichtigsten derselben
T besonders betrachtet, von den Eigenschaften, Ausmessung und
£ Ahnlichkeit derselben handelt ete., so wird auf dhnliche Weise
die sogenannte korperliche Geometrie (Stereometrie) sich mit
solchen riumlichen Grifsen beschiiftigen, deren Punkte nicht
alle in einerlei Ebene liegen, und hierbei zuerst die Lage der
Ebenen gegen ecinander betrachten, dann zu geschlossenen
Figuren, ndmlich zu ringsum von allen Seiten durch lauter
Ebenen oder krummen Flichen begrenzten Rdumen (Korper)
iibergehen, sie ausmessen lehren ete.

Obwohl nun die kérperliche Geometrie fast nur eine An-
wendung der ebenen Geometrie ist, so bieten doch ihre ersten
Sitze dem Anfinger deshalb Schwierigkeiten dar, weil in
perspektivischer Zeichnung (indem das, was aufserhalb der
' Bildebene liegt, doch auf diese gezeichnet werden mulfs) nicht

alle Teile einer Figur im richtigen Verhiltnis erscheinen. In-
dessen kann man der Anschauung auf verschiedene Weise
zu Hilfe kommen, indem man z. B, statt der geometrischen
Korper, physische Korper aus irgend einer weichen Masse
schneidet und formt.

BLB BADISCHE =
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Man pflegt eine Ebene gewthnlich durch ein Viereck an-
zudeuten und durch zwei gegeniiber stehende Buchstaben zu
bezeichnen. So wie man eine gerade Linic nach beiden
Enden hin bis ins Unendliche verlingert denken kann, so
kann man sich auch eine Ebene nach allen Seiten bis ins
Unendliche ausgedehnt denken. Versinnlichen kann man eine
Ebene und deren Lage durch ein Blatt Papier, von dessen
Dicke und Unebenheiten man abstrahiert.

144,

Lehrsatz. Eine ;__-'c_-.r-'tl.ifr Linie
kann eine Ebene nur in einem
Punkt schneiden,

Beweis. Sei MN cine IEbene und
AB eine durch sie hindurch gehende
gerade Linie. *) Hitte diese Linie

aulser dem Durchschnittspunkt C noch
einen zweiten mit der Ebene gemein, so miilste sie in ihrer
ganzen Ausdehnung in derselben bleiben (§ 5), weil sie die-
selbe aber schneiden soll, so kann dies nur in einem Punkt ge-
schehen, weil beide, sowohl Linie als Ebene, keine Dicke haben,

145,

Lehrsatz. Durch zwei Punkte, A,
B, oder durch die sie verbindende
gerade Linie AB sind unziihlig
viele Ebenen moglich.

Beweis. - Zuerst kann man sich eine
durch A und B gehende Ebene BM, den-
ken und sich sodann vorstellen, sie werde

um AB, wie um eine Achse, gedreht (so

*) Sei MN ein Stiick der Bildebene, so liegt nur ein Punkt, C, der
Linie AB in dieser Ebene, alle iibri
aulserhalb derselben, teils oberhalb, te
die Linie AB

Linien immer p

n Punkte der Linie AB liegen
s unterhalb. Man mufs sich also
1 die Ebene aufgerichtet denken. Wir werden solche

mktieren.
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wie man ein Blatt in einem Buche wendet), alsdann kommt
| sie in unzihlic verschiedene Lagen. Statt jeder dieser ver-
: 3(‘.!1if:denen Lagen kann man sich aber eine andere Ebene,
| BM', BM",... durch AB gelegt*) denken,

1486.

Lebrsatz. Durch drei nicht in
gerader Linie liegende Punkte
ist immer-eine, aber nur eine
Ebene méglich, und die Lage
derselben vollkommen bestimmt.

Beweis. Zuverst kann man sich durch
zwei der festen Punkte, z. B, durch B
und C, eine Ebene gelegt und diese dann um BC gedreht
denken, bis sie auch durch den dritten Punkt A geht.

Weil nun die Ebene durch alle drei Punkte A, B, C geht,
so geht sie auch durch die drei Seiten des Dreiecks ABC
(§ 5). Wollte man noch eine zweite Ebene durch die drei
Punkte A, B, C legen, so miilste sie auch wieder durch die
drei Seiten des Dreiecks A, B, C gehen, folglich mit der

zuerst hindurch gelegten in ihrer ganzen Ausdehnung zu-
sammen fallen. Es verhilt sich hier mit der Ebene #hnlich,
wie mit der geraden Linie. Durch einen Punkt sind unziihlig
viele gerade Linien moglich, durch zwei Punkte aber nur eine,
deren Lage hierdurch vollig bestimmt ist. Durch ein oder
zwei Punkte sind unzihlig viele Ebenen moglich, durch drei
aber nur eine, deren Lage dadurch bestimmt ist.

Zusatze. 1) Wenn zwei Ebenen drei nicht in gerader
Linie liegende Punkte gemein haben, so fallen sie zusammen
und bilden nur eine Ebene.

2) Man sagt von mehreren Punkten im Raume, durch welche
eine Ebene gelegt werden kann, sie liegen in dieser Ebene
oder in einerlei Ebene. — Durch je drei beliebige Punkte im
Raume (z. B. drei Turmspitzen) kann man immer eine Ebene
gelegt denken, aber nicht durch je vier (viel weniger durch
fiinf, sechs etc.), es sei denn, dafs der vierte Punkt schon mit

*) Bei Ebenen bedeutet das Wort legen (durch Punkte hindurch
fiihren) dasselbe, was bei Linien ziehen heifst.

Lfibsans Elementar-Geometrie. bl
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den drei andern in emerlei Ebene lige. Es erklirt sich
hieraus, weshalb ein dreibeiniger Tisch immer fest steht, wie
uneben auch der Grund, worauf er steht, sein moge.

3) Ferner ist klar, dals durch zwei sich schneidende Linien
oder durch einen Winkel immer eine Ebene miglich und der
Lage nach bestimmt ist, eben so durch zwei Parallellinien,
welche dem Begriffe zufolge immer in einer Ebene liegen.

Zwei Linien, welche kreuzweis itber einander weggehen,
liegen nicht in einerlei Ebene, sind also auch nicht parallel,
obgleich sie sich nicht schneiden.

147.

Lehrsatz. Der Durchschnitt
zweler Ebenen ist immer eine
gerade Linie.

Beweis. Seien MN, PQ die beiden
sich schneidenden Ebenen. Weil nun
gimtliche Punkte des Durchschnitt
beiden Ebenen gemein sind, so miissen
sie auch in gerader Linie liegen; denn, ligen nur drei davon
nicht in gerader Linie, so miifsten auch, weil diese Punkte
in heiden Ebenen zugleich liegen, und durch drei nicht in
gerader Linie liegende Punkte nur eine Ebene miglich ist,
beide Ebenen zusammen fallen, und konnten sich nicht
schneiden.

148.

Erklarung. Wenn eine Linie, AP (siche folgende Figur),
so auf einer Ebene, MN, steht, dafs sie mit allen durch den
Fuflepunkt P in der Ebene gezogenen Linien PB, PC, PD...
rechte Winkel bildet, so sagt man: die Linie stehe senkrecht
(normal) auf der Ebene, und umgekehrt: die Ebene stehe
senkrecht auf der Linie. In jedem andern Falle heifsen beide
schriig gegen einander.,

149,

Lehrsatz. Eine Linie steht senkrecht auf einer
Ebene, wenn sie nur auf zwei sich schneidenden
Linien in derselben senkrecht steht.

BADISCHE %
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Beweis. Seien BD, CE die beiden
in der Ebene MN liegenden und
sich in P schneidenden Linien, und
AB auf beiden senkrecht, so dals
< APB = 2 APC = 90°,%) so
haben wir nur zu zeigen, dafs AP
dann auch auf jeder andern belichig
durch P gezogenen Linie, HG, senk-
recht steht.

Weil nach Voraussetzung =~ APB — ~ APC = 90°, so
sind auch ihre Nebenwinkel APD und APE Rechte (§ 28).
Nimmt man nun PB = PC — PD — PE, zieht BC und DE,
80 ist zuerst A BPC & A DPE (§ 34), dann A BPG ™~
ADPH (§37); hieraus folgt: PG —PH und BG — DH. Denkt
man sich jetzt die Punkte B, C, D, E mit A verbunden, so
erhilt man vier kongruente, bei P rechtwinklige Dreiecke,
nimlich A APB oo A APC o A APD & A APE, weil sie
alle eine Kathete, AP, gemein und die andern Katheten PB,
PC, PD, PE gleich haben, es sind also auch ihre schriig gegen
die Ebene MN aufgerichteten Hypotenusen gleich, niimlich:
AB = AC = AD = AE; mithin sind nun auch die schriig
gegen die Ebene MN aufstehenden Dreiecke ABC und ADE
kongruent und gleichschenklig, also auch die Winkel an den
beiden Grundlinien BC und DE einander gleich, daher
£ ABG = « ADH. Denkt man jetzt noch AG und AH ge-
zogen, so0 ist erstlich A ABG ™~ AADH (§ 34). (Denn wie
vorhin bewiesen, ist BG — DH, AB — AD und ~ ABG —
< ADH, folglich auch AG — AH. Das Dreieck AHG ist also
ein gleichschenkliges und P die Mitte der Grundlinie, folglich
steht auch AP auf HG senkrecht (§ 44), und da dies fiir jede
andere durch P gezogene Linie gilt, so steht auch AP auf

der Ebene MN senkrecht (§ 148).

*) Die nicht in der Ebene MN liegenden Winkel und Linien kénnen
in der Zeichnung nicht in natiirlicher Grofse erscheinen, deshalb mufs
hier die Einbildungskraft zu Hilfe kommen. Um sich diesen und &hn-
liche Siitze zu veranschaulichen, nehme man die Oberfliche des Tisches
als die Ebene MN, ziehe daranf die Linien BD, CE, und stecke senkrecht
auf diese in P einen Stift ein. Die iibrigen, aufwiirts gehenden Linien,
wie AB, AC ete. kann man sich leicht hinzudenken, oder ebenfalls durch
schrig eingesteckte Stifte anschaulich machen.

8*
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Zusatz. Es ist fir sich klar, dafs 1) von einem Punkt
aufserhalb oder innerhalb einer Ebene nur ein Perpendikel
auf dieser Ebene moglich ist; 2) dafs die von einem Punkt
an eine Ebene gehende Senkrechte kiirzer ist, als jede
Schriige. — Unter Entfernung eines Punlktes von einer Ebene
versteht man immer das auf diese (nitigenfalls erweitert
gedachte) Ebene gefillte Perpendikel.

150.

Erklarung. Die Neigung einer schriigen
Linie, AB, gegen eine Ebene, MN, wird
immer durch den spitzen Winkel bestimmt,
der entsteht, wenn man von einem be-
liebigen Punkt, A, der Schrigen ein Per-
pendikel, AP, auf die Ebene fillt, und
den Fulspunkt P desselben mit dem Fuls-
punkt B der Schriigen verbindet. Durch
diesen Winkel ABP ist dann die Neigung der Schriigen
gegen die Ebene bestimmt.

I51.

Lehrsatz. Wenn von einem
Punkte, A aulserhalb der Ebene,
mehrere Schriigen von gleicher
Linge an dieselbe gehen, so
liegen die Fulspunkte dieser
gleichen Schrigen alle in der
Peripherie eines Kreises, dessen
Mittelpunkt der Fulspunkt des
von demselben Punkt A auf die Ebene gefillten

Perpendikels ist.

Beweis. Sei AB—=AC—AD—-etc. und AP perpendikuliir
auf MN., Denkt man nun P mit B, C, D..verbunden, so
sind alle entstehenden bei P rechtwinkligen Dreiecke einander
kongruent, weil sie nach Voraussetzung gleiche Hypotenusen
und eine Kathete, AP, gemeinschaftlich haben. Daher:

PB=PC=PD =ete. (§ 107 oder § 43.)

Zusatz, Bestimmt man in einer Ebene drei Punkte, B, C,
D, welche von einem aufserhalb liegenden Punkt, A, gleich
weit entfernt sind, und beschreibt dann durch diese drei Punkte
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einen Kreis, so ist der Mittelpunkt desselben der Fufspunkt

des von A auf die Ebene gefiillten Perpendikels,

152.

Lehrsatz. = Wenn man von
einem Punkte, A, eine Sch riige,
AB, und eine Senk rechte, AP,
an eine Ebene zieht, die Fuls-
punkte Bund P verbindet, und
auf dieser Verbindungslinie,
im Fufspunkt der Schrigen
einPerpendikel, CB, errichtet,
80 ist dieses auch senkrecht auf der Schrigen AB.
In Zeichen: Wenn AP senkrecht auf der Ebene MN
und ~ CBP = 90° ist, g0 ist auch ~ CBA = 909,

Beweis. Verlingere CB, so dafs BD = BC, ziche PE.
PD, so sind die bei B rechtwinkligen Dreiecke PBC und
PBD kongruent, daher PD = PC., Verbindet man jetzt C
und D mit A, so sind die bei P rechtwinkligen Dreiecke APC
und APD, wegen ihrer gleichen Katheten, kongruent; daher
AC=AD. Das Dreieck ACD ist also gleichschenklig, und da
B die Mitte der Grundlinie CD ist, so ist auch = ABC =90¢,

153.

Lehrsatz. Wenn eine Linie
senkrecht auf einer Ebene
steht, so ist auch jede damit
Parallele auf der Ebene
senkrecht.

Beweis. Sei AP senkrecht auf
MN, und EB || AP. Alsdann kann
man sich durch die Parallelen AP,
EB eine Ebene, EP, gelegt denken
(S 146, 3), welche die Ebene MN in der geraden Linie PB
schneidet, Weil nun nach Voraussetzung .~ APB = 90° und
EB || AP, so ist auch « EBP = 90°, Denkt man sich nun
CB auf PB senkrecht, so ist CB auch senkrecht auf der
Schrigen AB (§ 152), mithin ist auch CB senkrecht aunf der

LANDESBIBLIOTHEK
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durch BP und BA gelegten Ebene, also auch senkrecht auf
EB (§ 149). Die mit AP Parallele EB macht also mit BP
und BC rechte Winkel, ist also senkrecht auf der Ebene MN
(§ 149).

Zusatz 1, Da in einem Punkte nur ein Perpendikel auf
einer Ebene miglich ist, so folgt, dafs, wenn man umgekehrt
in einem Punkte, B, ein Perpendikel EB auf der Ebene MN
errichtet, dieses mit jeder andern auf MN senkrechten Linie,
AP, parallel sein muls.

Zusatz 2. Wenn zwei Linien mit einer dritten einzeln
parallel sind, so sind sie unter einander parallel. Denn denkt
man sich durch die dritte Linie eine senkrechte Ebene gelegt,
so steht auf dieser auch jede der beiden Parallelen senkrecht.

154.
Lehrsatz. Wenn die Schenkel

zweier, nicht in einer Ebene
liegenden Winkel, BAC und EDF,
nach denselben Seiten hin parallel
sind, so sind die Winkel gleich.

Beweis. Man denke sich von den
parallelen Schenkeln gleiche Stiicke abge-
schnitten, AB= DE und AC = DF, dann
BC und EF gezogen, so wie auch AD,
BE, CF, Dann ist AD | BE und AD | CF.
(§ 93); folglich CF|BE (§ 153, 2), also auch BC =EF.
Mithin ist A BAC & A EDF (§ 41) und hieraus: =~ BAC =
< EDF.,

155.

Erklarung. Unter Neigung zweier
Ebenen, MQ, PN, gegen einander versteht
man stets den Winkel, der entsteht, wenn
man auf ihrer gemeinschaftlichen Durch-
schnittslinie MN in einem beliebigen Punkt,
b, zwei Perpendikel errichtet, wovon das
eine, be, in der Ebene MQ und das
andere, ba, in der Ebene PN liegt. Da der Punkt b in der
Durchschnittslinie MN zufolge § 154 ganz willkiirlich ge-
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nommen werden kamn, so ist durch den Winkel abe die
Neigung der beiden Ebenen gegen einander vollkommen be-
stimmt. Denkt man sich die obere Ebene PN um die Durch-
schnittslinie MN so lange gedreht, bis der Winkel abe ein
rechter wird, so sind die Ebenen senkrecht gegen einander.

156.

Lehrsatz. Wenn zwei Ebenen,
MN, PQ, auf einer und derselben
Linie, AB, senkrecht stehen, so
sind sie parallel.

Beweis. Durch die Linie AB denke
man sich noch eine dritte Ebene, GD,
gelegt und diese um AB ganz herum
gedreht, so sind ihre jedesmaligen Durch-
schnittslinien in den beiden Ebenen MN,
PQ, z. B. die Durchschnitte GH und CD,
weil auf AB senkrecht (§ 148) und in einer Ebene, GD,
liegend, stets parallel, also auch die Ebenen MN und PQ, in
welchen die Durchschnittslinien liegen.

Zusatz 1. Wenn zwei parallele Ebenen von einer dritten
geschnitten werden, so sind die Durchschnitte parallel, die
innern Wechselwinkel und korrespondierenden Winkel gleich etc.

Zusatz 2. Wenn zwei sich schneidende Ebenen zugleich
auf einer dritten Ebene senkrecht stehen, so ist auch ihre
Durchschnittslinie auf der dritten Ebene senkrecht. Es seien
z. B. die zwei an einander stofsenden ebenen Wiinde eines
Zimmers auf dem ebenen Fulshoden (oder Decke) senkrecht,
so ist es auch ihr Durchschnitt. (§ 149 und § 155).

Anmerkung. Die vorhergehenden Siitze kommen oftmals
| zur Anwendung, namentlich beruht auf ihnen die Theorie

H
i

: : i'
B

sowohl der perspektivischen, als auch der geometrischen
Zeichnenkunst,

157.

*) Aufgabe. Es ist ein beliebiges ebenes Vieleck, z. B,
ein Viereck, ABCD, gegeben, auf der Ebene dieses Vierecks
denke man sich im Punkte P ein (in der Zeichnung nicht
angegebenes) Perpendikel von gegebener Linge, SP, errichtet.
Man soll nun iiber die Seiten des Vierecks Dreiecke zeichnen,
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die gegen das Viereck aufgeklappt im Endpunkt S des Perpen-

LANDESBIBLIOTHEK

dikels SP zusammenstofsen und ein schliefsendes Dach bilden.
Auflosung. Vom Fulspunkte P des Perpendikels SP (in
der Zeichnenkunst heilst P die Projektion von S) fille auf
die Seiten des Vierecks die Perpendikel PG, PH, PJ, PK
und zeichne dann rechtwinklige Dreiecke, welche diese Per-
pendikel und die Hohe des Daches SP zu Katheten haben,
so sind die Hypotenusen die nitigen Verlingerungen der von
P auf die Seiten des Vierecks gefillten Perpendikel. Die
Winkel SGP, SHP ... geben zugleich die Neigungen der
Diicher SAD, SAB. .. gegen die Ebene des Vierecks ABCD
an, - (8§ 152, 155.)
Zusatz. Halbiert man zwei benachbarte Winkel des Viel-
, z. B. A und B, und nimmt den Durchschnittspunkt der
Halbierungslinien als Projektion der Spitze des zu konstruieren-
den Daches, so wiirden drei Diicher, SAB, SAD, SBC, gleiche
Neigung gegen die Grundfliche ABCD bekommen. Soll diese
Neigung 45° betragen, so muls man die Hohe des Daches
gleich den, vom bestimmten Projektionspunkt auf die drei
Seiten AB, AD, BC gefillten und gleichen Perpendikeln
nehmen.

ecks
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Funfzehntes Buch.
Von den Kirpern und deren Berechnung.

158.
Erklirungen. Korper heilst jeder nach allen Richtungen
S hin begrenzte Raum. Die Summe aller ihn begrenzenden

Flichen heilst die Oberfliche des Korpers. So wie aber eine
Fliche durch eine einzige Linie begrenzt sein kann, z. B. der
Kreis, s0 kann auch ein Korper durch eine einzige (krumme)
Fliche begrenzt sein, z. B. die Kugel. Aufser den, spiiter
niher zu erwihnenden drei runden (krummfliichigen) Kérpern:
Cylinder, Kegel und Kugel, beschiiftigt sich aber die Elementar-
(Geometrie nur mit solchen Korpern, welche von lauter ebenen
Flichen (Ebenen) begrenzt werden.
Die Linien, in welchen sich irgend zwei den Korper be-
grenzende Ebenen schneiden, heifken Kanten. An den
Punkten, in welchen drei oder mehrere Grenzebenen zusam-
. menstolsen, entsteht das, was man, von aufsen betrachtet, eine
Ecke, von innen gesehen, einen kérperlichen Winkel
nennt. Um eine Ecke oder einen kérperlichen Winkel zu bilden,
t sind also wenigstens drei durch einerlei Punkt gehende Ebenen
erforderlich,
Ein Korper wird manchmal nach der Anzahl der ihn be-
grenzenden ebenen Flichen benannt, ein achtfliichiger Korper
z. B. wird von acht Flichen begrenzt. Von weniger als vier
Ebenen kann ein’ Kérper nicht begrenzt sein. Korper, welche
in der Praxis h#ufig vorkommen, und deren Namen deshalb
wohl zu merken, sind folgende:

1) Prisma. Jeder Korper, begrenzt durch zwei kongruente
Vielecke, welche man die Grundflichen .nennt, deren gleich-
liegende Seiten parallel und dessen andere (die gleichliegenden
Seiten der Grundflichen verbindende) Flichen, Seitenflichen
genannt, folglich Parallelogramme sind (§ 93), heilst ein Prisma,

J und zwar ein dreiseitiges, vierseitiges etc., je nachdem die

Grandflichen Dreiecke, Vierecke ete. sind. Die Kanten, in
| welchen irgend zwei Seitenfliichen sich schneiden, nennt man
l hier Seitenlinien. Ein jedes Prisma kann man beschrieben

denken, indem die eine untere Grundfliiche sich an zwei paral-
| lelen Seitenlinien und stets parallel mit sich selbst bis zur

obern Grundfliche bewegt (siche Figur § 162). In jedem
’ Prisma sind die Seitenlinien einander gleich und parallel,
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9) Ein Prisma heifst gerade (normal), wenn die Seiten-
linien senkrecht auf der Grundfliche stehen, mithin alle
Seitenfliichen Rechtecke sind.

3) Unter Hohe eines Prismas versteht man den Abstand
der beiden parallelen Grundfléichen, niimlich das von einem be-
liebigen Punkt der einen Grundfliche auf die andere (ndtigen-
falls erweitert gedachte) Grundfliiche gefiillte Perpendikel. Bei
einem geraden Prisma geben schon die Seitenlinien die Hohe an.

4) Ein gerades Prisma heilst regelmiifsig, wenn die Grund-
flichen regelmiilsige Vielecke sind,

5) Parallelepipedon heilst jedes Prisma, dessen Grund-
flichen Parallelogramme sind (siche Figur § 159). Sind die
Grundfliichen und Seitenflichen Rechtecke, so heilst das Paral-
lelepipedon ein rechtwinkliges oder rechteckiges.

6) Kubus (Wiirfel, Hexaeder) heilst jedes Parallelepiped,
dessen Grundflichen und Seitenfliichen Quadrate sind, die
folglich gleich und senkrecht auf einander sind.

7) Cylinder (Walze) heilst jeder prismatische Korper, der
zwei kongruente und parallele Kreise zu Grundflichen hat,
und dessen Seitenfliche — Mantel eine einzige solche
krumme Fliche ist, deren siimtliche mit der Grundfliiche paral-
lelen Durchschnitte der Grundfliiche gleich sind. Die die Mittel-
punkte der Grundflichen verbindende Gerade nennt man
Achse. Man unterscheidet gerade und schiefe Cylinder, je
nachdem die Achse senkrecht auf den Grundfliichen steht, oder
nicht. Ersteren kann man sich durch Umdrehung eines Recht-
ecks, ECBG, um die Seite EC, als Achse beschrieben denken
(Rotationscylinder — . .. siche Figur § 164). Die Radien EG
und OB beschreiben dann gleiche und parallele Kreise, die
Seitenlinie G B die in sich zuriicklaufende krumme Seitenfliiche.

8) Pyramide heilst jeder Korper, dessen Grundfliiche ein
beliebiges Vieleck ist, und dessen Seitenflichen Dreiecke sind,
die in einer Spitze, S, zusammenstofsen (s. Figur § 166).

Ein von der Spitze der Pyramide auf die Grundfliche ge-
filltes Perpendikel heifst die Hohe der Pyramide. Eine Pyra-
mide wird nach der Anzahl Seiten der Grundfliche benannt:
dreiseitige, vierseitige etc. Ferner heilst eine Pyramide regel-
miifsig, wenn die Grundfliche ein regelmiilsiges Vieleck ist,
und das von der Spitze darauf gefiillte Perpendikel den Mittel-
punkt des regelmiifsigen Vielecks trifft.

9) Kegel heifst jeder pyramidische Korper, dessen Grund-

P,
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fliche ein Kreis, und dessen Seitenfliche — Mantel — eine
einzige solche krumme ist, dafs darin von der Spitze nach

jedem Punkt der Peripherie der Grundfliche eine gerade

Linie gezogen werden kann, Die von der Spitze nach dem
Mittelpunkt der Grundfliche gehende Linie heifst die Achse
des Kegels. Man unterscheidet gerade und schiefe Kegel, je
nachdem die Achse auf der Grundfliiche senkrecht steht, oder
nicht. Ersteren kann man sich beschrieben denken, indem
ein rechtwinkliges Dreieck, SCB, sich um eine Kathete, SC,
als Achse dreht. (Rotationskegel — ... s. Figur § 170.)

10) Zwei Korper heilsen symmetrisch, wenn alle Be-
standteile derselben, wie Ecken, Winkel, Seitenfliichen etc.
einzeln genommen, vollkommen gleich sind, jedoch in der
Zusammensetzung gerade entgegengesetzte Lage haben, so
dals dasselbe Stiick, welches bei dem einen Korper rechts,
oben etc. in dem andern links, unten ete. liegt. Obgleich
solche symmetrische Korper sonst vollkommen gleich sind
(z. B. die rechte und die linke Hand), so konnen sie doch,
wegen der entgegengesetsten Lage ihrer gleichen Teile, nicht
in vollkommen gleiche Grenzflichen eingeschlossen werden (nicht
unmittelbar kongruent sein). Man nennt sie symmetrisch-
kongruent.

159.
Lehrsatz. Ein Parallelepipedon wird durch eine
Diagonal-Ebene in zwei gleich grofse dreiscitige

Prismen geteilt *)

Beweis. Man denke sich durch
zwei gegeniiber liegende parallele
Seitenlinien, CG und AE, eine Ebene
(Schnitt) gefiihrt, so wird dadurch
das Parallelepiped AG offenbar in
zwei dreiseitige Prismen geteilt. Das
rechts liegende dreiseitige Prisma
hat die Ebenen BCGF, ABFE
und die Diagonal-Ebene ACGE zu
Seitenflichen, das links liegende die
Ebenen ADHE, DCGH und die

*) Des leichtern Verstindnisses halber mige der Anfinger zuvor

85 161 und 162 lesen. Auch mige man sich solche Kirper aus einer

weichen Masse formen.
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Diagonal-Ebene zu Seitenflichen. Betrachtet man im rechts
liegenden Prisma das Dreiecck ABC, und im links liegenden
das Dreieck HEG als untere Grundfliche, so sind die Grund-
flichen in beiden gleich, und da auch die Seitenflichen in
beiden Prismen, sowohl gegen ihre Grundflichen ABC, HEG,
als unter einander dieselbe Neigung haben (§§ 155 und 156, 1),
so sind die Prismen jedenfalls symmetrisch kongruent und also
gleich grofs. Wire das Parallelepiped ein gerades, so kinnte
man beide Hiilften in einander gesteckt denlen.

160.

Lehrsatz. Ein schiefes |'::rul].L':lt']:i]wflon ist 80
grols, als ein gerades von derselben Grundfliche
und Héhe.

Beweis. Man nehme zuerst an, dals die beiden obern
Grundfliichen zwischen denselben Parallelen AK, DM liegen
und denke sich die Parallelen AD, BC, JL, KM,. .EH, FG
gegen die Bildfliiche aufgerichtet, z. B, senkrecht auf der Ebene
des Papiers, so dafs also AB, JK, EF in def Bildfliche, DG
LM, HG aber davor liegen. Das Parallelepiped AG kann man
sich nun auch beschricben denken, indem sich die hintere
Seitenfliche A BFE parallel mit sich selbst und an den beiden
parallelen Linien AD, BC hingleitend, bis zur vordern
Seitenfliche D CGH aufbewegt (§ 158, 1), eben so kann man
sich das Parallclepiped JG durch die parallele Bewegung der
hintern Seitenfliche JKFE bis zur vordern LMGH ent-
standen denken. Eben so kann man sich nun auch die beiden
dreiseitigen Prismen KBG und JA H beschriehen denken,
indem beim erstern die hintere Fliche, niimlich das Dreieck
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KBF, parallel mit sich selbst bis zur vordern MCG, und
beim andern Prisma die hintere Fliche JAE bis zur vordern
LDH sich bewegt, Diese beiden dreiseitigen Prismen sind
aber offenbar vollkommen gleich, Subtrahiert man von beiden
das dreiseitige Prisma, von welchem JBS die hintere und
LCN die vordere Grundfliche ist, und addiert zu den gleichen
Resten wieder das dreiseitige Prisma, von welchem SEF die
hintere und NHG die vordere Grundfliiche ist, so erhilt man
die beiden fraglichen und gleichen Parallelepipeda.

Lige die obere Grundfliiche des schiefen Parallelepipedons
mit der des geraden nicht zwischen denselben Parallelen, so
kann man auf gleiche Weise erst zeigen, dals es einem solchen,
und folglich auch dem geraden an Grifse gleich ist.

Zusatz 1. Parallelepipeda von derselben Grundfliche und
Hohe sind gleich grofs.

Zusatz 2. Weil jedes der beiden Parallelepipeda durch
eine Diagonal-Ebene in zwei gleich grofse dreiseitige Prismen
geteilt wird (§ 159), so ist klar, dafs auch jedes schiefe drei-
seitige Prisma so grofs ist, als ein gerades von derselben
Grundfliiche und Hohe.

Zusatz 3. Weil jedes Prisma in dreiseitige zerlegt werden
kann, so ist auch jedes beliebig vielseitige schiefe Prisma so
grofs, als ein gerades von derselben Grundfliche und Hihe,

161.

Korpermafls. Um von der Grifse eines Kérpers einen be-
stimmten Begriff zu erhalten, mufls ausgemittelt werden, wie
oft ein anderer, als Malseinheit betrachteter Kérper darin
enthalten ist. Als die bequemste Form der Einheit zeigt sich
hier sogleich der Wiirfel oder Kubus (§ 158, 6). Solche kubi-
sche Korpereinheiten giebt es nun von verschiedener Grifse,
die alle nach der ihnen zu Grunde liegenden Lingeneinheit
benannt werden. Ist z. B. der zur Malseinheit genommene
Kubus 1 m lang, breit und hoch, mithin jeder seiner sechs
Flichen 1 qm, so heilst dieser Kubus oder der von ihm aus-
gefiillte Raum, 1 Kubikmeter (chm). Ist der Kubus 1 cm lang,
breit und hoch, so hat man 1 Kubikcentimeter (cbem), Hiernach
versteht man auch, was ein Kubikfuls, Kubikmeile etc. heifst,

Weils man nun, wie oft eine solche kubische Einheit,
2, B. 1 cbm, in einem Kborper enthalten ist, so giebt
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diese Zahl, verbunden mit der deutlichen Vorstellung der
Einheit, einen bestimmten Begriff von der Grofse (Kubik-
inhalt, kubischen Inhalt, Raumesinhalt, Volumen) des Korpers.
Wie man diese Zahl finden kann, zeigen folgende Sitze.

162.

Lehrsatz. Der Inhalt eines Prismas
ist gleich dem Produkte aus Grund-
fliiche und Héhe.

Bedeutet F den Flicheninhalt (Quadrat-
inhalt) der Grundfliche, % die Hshe und V
den Kubikinhalt (Volumen), so ist in Zeichen:

V== Fih

Beweis. Zeigen wir zuerst, dals der Satz wahr ist fiir

ein gerades rechtwinkliges Parallelepipedon.

Angenommen, ein Zimmer habe diese Form und es sei
die Linge desselben = 7 m, die Breite = 6 m und die Hohe
— 5 m. Dann wire der Quadratinhalt des Fulsbodens
— 42 qm und es konnten dann (weil die Grundfliche eines
Kubikmeters 1 qm ist) offenbar 42 cbm (Wiirfel) auf dem Fuls-
boden neben einander stehen. Ist nun die Hohe des Zimmers
5 m, so wiirden (weil die Hohe eines Kubikmeters 1 m ist)
fiinf solche Schichten von je 42 chm das ganze Zimmer genau
ausfiillen, mithin der Kubikinhalt des Zimmers —42.5 =210 chm
gein. — Wiire die Grundfliiche des geraden Parallelepipedons statt
eines Rechtecks, wie hier angenommen worden, ein schiefwink-
liges Parallelogramm, so findet offenbar dieselbe Regel statt, ohne
dals man nétig hat, das Parallelogramm erst in ein Rechteck
zu verwandeln. Und hiernach erhellt nun wohl, dafs man den
Kubikinhalt eines jeden sowohl geraden als schiefen Prismas
(§ 160, Zusatz 3) findet, wenn man erst den Quadratinbalt
der Grundfliiche sucht und diesen mit der Hohe multipliziert;
denn so viel Quadratmeter die Grundfliiche hilt, so viel Kubik-
meter kionnten (gehorig geformt) auf derselben neben einander
stehen, und man hat dann die Anzahl Kubikmeter in dieser
untern Schicht so oft zu nehmen, als die Hohe Meter enthiilt.

Zusatz 1. Die Seitenfliche eines geraden Prismas wird
erhalten, indem man den Umfang mit der Hohe multipliziert;
denn, weil die einzelnen Seitenflichen lauter Rechtecke von
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gleicher Hohe sind, so sind sie alle zusammen offenbar gleicl:
c¢inem einzigen Rechtecke von derselben Hohe, und dessen -
Grundlinie gleich dem Umfange ist.

Zusatz 2. Um die Seitenfliiche eines schiefen Prismas
zu erhalten, berechne man die einzelnen Seitenfliichen, indem
man zwischen je zwei der gleichen und parallelen Seitenlinien
ein Perpendikel fiilll. Die ganze Seitenfliche ist also gleich
cinem Parallelogramm oder Rechteck, dessen Grundlinie gleich
der Seitenlinie, und dessen Hohe gleich dem Umfange eines
auf den Seitenlinien senkrechten Durchschnitts (eines sogenannten
Normalschnittes) ist.

Anmerkung. Beim Reduzieren der Zahlen auf hohere oder
niedere Einheiten mufs man bemerken, dafs nach dem Decimal-
system 1 cbm = 1000000 cbem ist, weil die Grandfliiche —
100 . 100 und die Hohe = 100 ist. 1 Liter (1) ist = einem
Wiirfel, dessen Kante 10 em milkst.

163.

Aufgaben. 1. Die Grundfliiche eines dreiseitigen Prismas
sei einrechtwinkliges Dreieck, dessen eine Kathete, b =3 m 74 cm,
die andere ¢ = 2 m 30 cm, die Hohe des Prismas sei h —
4 m 15 em; wie grols ist der Kubikinhalt V?

2. Wie grols ist der Kubikinhalt einer Siule von Sand-
stein, und wie grofs ist ihr Gewicht, wenn ihre Hohe 5m
66 cm, ihre Grundfliiche ein Quadrat ist, dessen Seiten — 85 em
und das Gewicht von 1 cbm Sandstein = 5200 % ist?

3. Der Kubikinhalt einer Eisenstange ist 88 700 cbm, die
Grundfléiche ist ein Rechteck, dessen eine Seite — 20 cm, die
andere — 11 cm; wie lang ist die Stange?

Antwort. (1) V = 18,2211 cbhm. (2) 4,08935 cbm.
Gewicht — 21264,62 %, (3) 4 m 3,18 cm.

R, | /

e
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Lebrsatz. 1) Der Kubikinhalt eines Cylinders
ist gleich dem Produkte aus Grundfliche und
Hohe. 2) Die Seitenfliche (der Mantel) des geraden
Cylinders ist gleich dem Produkt aus dem Um-
fange und der Hdhe. §
Bezeichnet & die Hohe des Cylinders, » den Radius der
' Grundfliche, V den Kubikinhalt eines beliebigen Cylinders
und F die Seitenfliche eines geraden Cylinders, so ist in
Zeichen:
1 Ve gepth dailvaiig)

B'= Qmwrk ... (2)

Beweis. Der Cylinder kann als ein regelmiifsiges Prisma
von unendlicher Seitenzahl betrachtet werden. Da nun die
Grundfliche = 7z *h (§ 140) und die Hohe h, so ist V =
ar*h. Was die Mantelfliche des geraden Cylinders betrifft,
d so kann man sich dieselbe vom Zylinder abgewickelt denken
|J und erhilt dann offenbar ein Rechteck, dessen Hohe — h, und

dessen Grundlinie gleich dem Umfange der Grundfliche = 277
ist (§ 140). Die Formel (1) gilt selbstverstanden auch fiir einen
schiefen Cylinder; die Seitenfliche eines solchen kann aber
nur durch hohere Mathematik gefunden werden, weil die Ab

wickelung eine in der elementaren Mathematik unberechen-
bare Fliche giebt. Zufolge § 162, Zusatz 2 ist die Seiten-
fliiche eines schiefen Cylinders gleich einem Rechteck, dessen
Grundlinie gleich der Seitenlinie, und dessen Hohe gleich dem
Umfange eines auf der Seitenlinie senkrechten Durchschnitts
ist. Dieser Umfang ist aber kein Kreis und Lifst sich, wie
gesagt, nur durch hohere Mathematik berechnen, filr praktische
Zwecke aber leicht genau genug messen.

165.

Aufgaben. 1. Wie gross ist der Inhalt V und die Seiten-
fliche F' eines geraden Cylinders, dessen Hohe & =1 m 56 cm,
| und dessen Radius r = 26 cm ist? (v = 3'}).
2. Ein cylindrisches Gefifs soll V = 2600 Liter halten,
der Radius desselben » — 76 cm sein. Wie grols muls seine o
Hohe h genommen werden? '

BADISCHE
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3. Ein Cylinder soll » — 84 em hoch sein und V =
678 Liter Inhalt haben. Wie grols muls der Radius der
Grundfliiche sein?

Antwort. Es ist (1) V = 331,433 Liter und F —
25494,86 cm. (2) 2 = 1 m 43,226 cm. (8) r = 50,677 em.

166.

Lehrsatz. Der Durchschnitt
einer Pyramide, welcher mit
der Grundfliche parallel ist,
ist mitderselben ihnlich, und
die Flacheninhalte des Durch-
schnitts und der Grundfliche
verhalten sich, wie die Qua-
drate der zugehsrigen Hohen,.

abed : ABCD = SK:® : SH2

Beweis. Weil die Linien ab,
AB in parallelen Ebenen liegen, so
koénnen sie sich nicht schneiden, weil
sie aber zugleich auch in einerlei
Ebene liegen, nimlich in der Ebene des Dreiecks SAB, so
sind sie parallel. Aus gleichem Grunde ist auch be | BC ete.
Die Winkel des Durchschnitts und die der Grundfliche sind
also paarweise gleich (§ 154). Ferner ist nun auch (§ 117),
ab: AB = Sa : SA oder auch, indem man noch die Fuls-
punkte K und H der Perpendikel SK, SH mit den Eckpunkten
des Durchschnitts und der Grundfliche verbunden denkt, weil
dann auch aK || AH, JK || BH ete.

ab: AB = Sa: SA = SK : SH
eben so: b¢: BC=Sh:SB = SK : SH ete.

Es verhalten sich also je zwei parallele Seiten, wie SK : SH,
daher:
ab: AB=05bc:BC=¢d:CD ete.
mithin ist: abed & ABCD (§ 116).

Nach § 125 ist nun abed : ABOD = ab?: AB:,  Weil aber
SK : SH = ab : AB, also auch SK?: SH? — gb? : AB?, 80 ist
auch, wie der Lehrsatz behauptet, abed : ABOD = SK® : SHe.

Lbsens Elamentar-Geometrie, 9
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Wiire z. B. SH zwei, drei, viermal so grols, als SK, so wiire
die Grundfliche vier, neun, sechzehnmal so grofs, als die
Fliiche des Durchschnitts.

Beispiel 1. Es sei SK =5m, SH =12 m, ABCD =
40 qm. Wie grofs ist abed = «?

Antwort. Man hat z : 40 = 5% : 122 und hieraus & =
& qm.

Beispiel 2. Es sei SH =12 m, ABCD == 60 qm. Der
Durchschnitt abcd soll 20 qm sein, auf welcher Hohe SK =z
mufls er genommen werden?

Antwort. Aus 20: 60 = 22 : 144 folgt » — 6,9282 m.

G

167.

Lehrsatz. Pyramiden von gleich grolser Grund-
fliche und Héhe sind inhaltsgleich.

Beweis. Man iiberlege erst folgendes: Wenn zwei gleiche
gerade Linien, ab= ab, sich paral-
lel mit sich selbst auf gleiche Hihe
bewegen, so beschreiben sie offen-
bar gleiche Fliichen (§ 96, Zusatz).
Auch miissen sie gleich grolse
Flichen beschreiben, wenn sie bei
ihrer parallelen Bewegung gleich-
zeitig und in demselben Verhiilt-
nis bis zu Null abnehmen. Auf diese Weise kann man sich
die Dreiecke dab, fab beschricben denken, wenn die Seiten
ab auf der Hilfte ihres Weges um die Hiilfte, auf dreiviertel
ihres Weges um dreiviertel u, s. f. abnehmen.
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Ebenso kann man sich nun die beiden Pyramiden be-
schrieben denken. Sind nidmlich, wie der Lehrsatz voraus-
setzt, ihre Grundflichen gleich grols, ABC=GHJK, und
ihre Hohen gleich, so sind auch Jje zwei Durchschnitte von
gleicher Hghe einander gleich, weil sie stets nach § 166 die
gleichvielsten Teile von den gleichen Grundfléichen sind.
Bewegen sich nun die gleichen Grundfliichen parallel mit
sich selbst auf gleiche Hohe, so beschreiben sie offenbar
gleich grofse Prismen,

und eben so auch gleich grofse Pyra-
miden ,

indem sie hierbei gleichzeitig und im erwihnten
Verhiiltnis bis zu Null abnehmen.

168.

Lehrsatz. Ein dreiseitiges Prisma ist so grofs,
als drei Pyramiden von derselben Grundfliiche
und Hthe.

Beweis. Man lege durch die drei Punkte E A, C, eine
Ebene, diese geht dann durch die Linie AC (8§ 5 und 146)
und schneidet also eine Pyramide, EABC, ab, welche E zur
Spitze und ABC zur Grundfliiche, also dieselbe Hohe und
dieselbe Grundfliiche, wie das Prisma hat. Denkt man sich
diese Pyramide EABC vom Prisma weggenommen, so bleibt
eine vierseitige, in Figur 2 dargestellte Pyramide iibrig, welche
E zur Spitze und das Parallelogramm DFCA zur Grundfliiche
hat; legt man nun wieder durch die drei Punkte E, D, C eine
Ebene, so teilt diese die vierseitige Pyramide EDFCA in zwei
dreiseitige, welche die gemeinschaftliche Spitze E haben, und
wovon die links liegende Pyramide DAC die rechts liegende
DFC zur Grundfliche hat. Diese beiden Pyramiden EDAC
und EDFC sind aber gleich grofs (§ 167), und da die rechts

o*
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liegende Pyramide, in welcher man auch C als Spitze und
DFE als die Grundfliiche betrachten kann, der zuerst abge-
schnittenen Pyramide EABC gleich ist, so sind alle drei
Pyramiden, in welche das Prisma zerlegt worden, gleich
grols, und folglich ist, wie der Lehrsatz behauptet, ein drei-
seitiges Prisma so grofs, als drei Pyramiden von derselben
. Grundfliche und Hohe.

| 169,

Lehrsatz. Der Inhalt einer Pyra-
mide ist gleich dem dritten Teil
vom Produkte aus Grundfliche
und Hiéhe, oder, was dasselbe sagt,
gleich der Grundfliche mit einem
Drittel der Hihe multipliziert.

Bedeutet F den l_fr[zlnli‘:r1in]1:tlt der
Grundfliiche, & die Hohe und V den Inhalt
der Pyramide, so ist in Zeichen:

V — i AF.

Beweis. Jede Pyramide, die keine dreiseitige ist, kann
durch Diagonalebenen in solche zerlegt werden, und da nun

nach § 168 jede dreiseitige Pyramide gleich dem dritten

Teil eines Prismas von gleicher Grundfliche und Hohe ist,
so mufs auch jede noch so vielseitige Pyramide gleich dem
dritten Teil eines Prismas von gleicher Grundfliche und Hohe
sein. Der Inhalt eines Prismas ist nun aber gleich dem
Produkt aus Grundfliche und Hohe (§ 162), mithin der
Inhalt einer Pyramide gleich dem Produkt aus Grundfliiche
und einem Drittel der Hihe.
Zusatz, Um die Seitenfliche einer Pyramide zu be-
stimmen, muls man die Seitendreiecke einzeln berechnen und
dann addieren.
Aufgabe. Eine der dgyptischen Pyramiden ist 146} m ]
hoch und die Grundfliche ein Quadrat, dessen Seiten eben-
falls 1461 m. Wie grofs ist der Inhalt V dieser Pyramide? .

e (1461)2.1461 e
Antwort. Es ist V =— 2z ;_, i S 1048073 cbm,
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170.

Lehrsatz. 1) Der Inhalt eines
Kegels ist gleich dem Pro-
dukt aus der Grundfliche
und einem Drittel der Hiohe.
2) Die Seitenfliche eines ge-
raden Kegels ist gleich dem
Produkt aus dem halben Um-
fange und der Seitenlinie.

Bedeutet V den Inhalt, F die
Seitenfliche, % die Hohe 1 die
Seitenlinie und » den Radius des Kegels, so ist in Zeichen:

V= ”'—’J‘ ...... (1)
F=onrl=mrVeE+he ... (2)

Beweis. 1. Man kann den Kegel als eine Pyramide be-
trachten, deren Grundfliche ein regelmiilsiges Vieleck wvon
unendlich vielen Seiten ist: er ist deshalb auch, was gein
Inhalt betrifft, gleich dem dritten Teil eines Cylinders von der-
selben Grundfliiche und Hohe.

2. Was die Seitenfliche (Mantelfliiche) betrifft, so kann
man dieselbe vom Kegel abgewickelt denken, Die Abwicke-
lung giebt dann, wenn der Kegel gerade ist, offenbar einen
Kreisausschnitt, dessen Bogen, BG, gleich dem Umfange des
Grundkreises, und dessen Radius gleich der Seitenlinie des
Kegels ist. (§ 141, 2.)

Anmerkung. Der Inhalt eines schiefen Kegels wird auf
dieselbe Weise nach Formel (1) berechnet, die Seitenfliiche
eines schiefen Kegels kann aber nur durch hthere Mathematik
gefunden werden, weil die Abwickelung keinen Kreisaus-
schnitt bildet.

171.

Aufgaben. 1. Der Radius der Grundfliche eines geraden
Kegels sei » = 8m, die Hohe 2 — 4 m, also die Seitenlinie
|=7V3%44* = 5m. Wie grofs ist der Inhalt V und die
Seitenfliiche F? (7 = 2 gesetzt).

2. Der Inhalt eines Kegels ist V = 1,76 cbm, der Radius
r = 40 cm. Wie grofs ist die Hohe A?

LANDESBIBLIOTHEK
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3. Der Inhalt eines Kegels ist V. = 18 cbm, die Hohe,

h=4m 68 cm. Wie grols ist der Radius r?
: Antwort. i‘]] V= 3?-5 cbm, F = ]_?! qm (2) h = ]_H';]“
3) 1,91607 m,
172
«
; B
Lehrsatz. Die Scitenfliche eines parallel mit der
|j Grundfliche abgekiirzten geradenKegels ist gleich
' der Fliche eines Trapezes, dessen parallele Seiten
gleich den Peripherien der beiden parallelen Grund-
i

flichen, und dessen Hohe gleich der Seitenlinie ist.
Bedeutet also [ = GB die Seitenlinie, so ist in Zeichen:
F =zl (R4-7).
Beweis. Man denke sich den abgekiirzten Kegel zu einem
ganzen ergiinzt und dann abgewickelt. Stellt nun die aut SB

senkrechte Linie BM die Liinge der untern Peripherie (22R =
arc BK) dar, so ist die auf SG senkrechte Linie GN not-
wendig gleich der obern Peripherie (2727 = arc GL), denn die
Biogen BK, GL verhalten sich wie ihre Radien SB, SG; wie
diese verhalten sich aber auch die Linien BM, GN. Stellt
also das Dreieck SBM die Seitenfliche des ganzen Kegels dar,
so enthiilt das Dreieck SGN die Seitenfliiche des Ergiinzungs-
kegels, und mithin das Trapez GBMN die Seitenfliiche des ab-
gekiirzten Kegels. In dem Trapez ist nun aber BM = 2aR.

GN = 2nr. Folglich ist (§ 103):
9nR+2mr , - ;
o 3”1. _.‘_)'_‘n A= (aR+mr) | =l (R+47).

Dieser Satz folgt iibrigens auch ganz einfach aus der Betrachtung
der Figur GLKB, welche man sich als ein Trapez denken kann,
Wiire z. B.R=06m, ¥=4m und /=>5m, so wiireF'= 157} qm.
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Sechzehntes Buch.

»
Von der Kugel.
178.

Erklarungen, Die Kugel ist ein Korper von einer ein-
zigen krummen Fliche dergestalt begrenzt, dals alle Punkte
derselben von einem innerhalb liegenden Punkt, Mittelpunkt
oder Centrum, gleich weit entfernt sind.

Jede vom Mittelpunkt bis an die Oberfliche gehende
Linie heilst Radius oder Halbmesser, und jede durch den
Mittelpunkt nach beiden Seiten bis an die Oberfliiche gehende
Linie heilst Durchmesser oder Diameter.

174.

Lehrsatz. Jeder ebene

§ Durchschnitt einer Kugel

ist ein Kreis.

Beweis. Verbindet man beliebige

Grenzpunkte, A, D, B, E, des Durch-

schnitts ADBE mit dem Mittelpunkt

C, so sind diese Verbindungslinien

CA, CD, CB .., als Radien der Ku-

gel einander gleich, mithin ist nach

§ 151 die krumme Linie ADBEA

auf der Kugel ein vollkommener Kreis, dessen Mittelpunkt der

Fulspunkt O des von C auf die Ebene des Kreises (Durch-
schnitts) gefiillten Perpendikels ist.

Zusatz. Errichtet man auf der Ebene eines Kugelkreises,
ADBE, im Mittelpunkt O ein Perpendikel, so muls dies durch
den Mittelpunkt der Kugel gehen.

B 175a.

Erklarungen. Jeder Kreis, dessen Ebene nicht durch den
Mittelpunkt geht, wie ADBE, heilst ein Kugelkreis, jeder
Kreis aber, dessen Ebene durch den Mittelpunkt geht, wie
GHJIK, heilst ein grofster Kreis (Normalkreis).

BLB BADISCHE =
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Es ist klar, dals alle grofsten Kreise einander gleich sind,
dafg jeder die Kugel halbiert, und dals auch je zwei griilste
Kreise sich halbieren, weil ibre Radien dem der Kugel gleich
sind (vgl. § 19).

2. Die Endpunkte P, Q eines Durchmessers, der durch den
Mittelpunkt O eines Kugelkreises, ADBE, geht und auf dessen
Ebene senkrecht steht,*) heilsen die Pole des Kreises,

3. Alle Kreise auf der Kugel, deren Ebenen parallel
sind, heifsen Parallelkreise. Parallelkreise, wie ADBE,
GHJK, haben also gemeinschaftliche Pole..

4. Das kiorperliche Stiick einer Kugel, welches, wie AQB,
von der Ebene eines Kreises und einer krummen Fliche be-
grenzt wird, heilst Kugelabschnitt oder Kugelsegment, die
den Kugelabschnitt mit begrenzende krumme Fliche heilst
Kugelhaube (Calotte, Kugelmiiize, Kugelkappe), und das
auf dem Grundkreise im Mittelpunkt errichtete Perpendikel
0Q heilst die Hohe (oder Pfeil, Sagitte) des Abschnitts und
der Haube, Ein von einem grifsten Kreis begrenzter Ab-
schnitt heilst Halbkugel oder Hemisphtire.

5. Ein Streifen von der Kugeloberfliche, welcher, wie
LJ, von zwei Parallelkreisen, GHJK und LMNS, begrenzt
wird, heilst eine Zone (Giirtel), und das von der Zone und
den Ebenen der beiden Parallelkreise begrenzte kirperliche
Stiick der Kugel heilst Zonenabschnitt (Zonenkirper). Der
Abstand der beiden parallelen Kreisebenen, niimlich CV, heilst
die Hohe der Zone und des Zonenabschnitts,

6. Das Stiick einer Kugel, welches, wie CAQB, aus
einem Kegel, CAB, und einem daran liegenden Haubenab-
schnitt, AQB, besteht, heilst ein Kugelausschnitt (Kugelsektor,
Kugelkegel).

Anmerkung. Man kann sich sowohl die ganze Kugel, als
auch ihre eben erklirten Teile auf folgende Weise entstanden
denken: Der Halbkreis PNBQ drehe sich um den Durch
messer PQ, wie um eine Achse, so beschreibt die Fliche des
Halbkreises die Kugel, die halbe Peripherie PNBQ die Kugel-
oberfliche, die Punkte N, J, B Parallelkreisc, deren Pole
(Drehpunkte) P und Q sind; der Bogen PN beschreibt eine

*) Bei Kreisen, die kleiner als ein grifster Kreis, wie hier ADBE,
iet dies von seclbst der Fall, (§ 174, Zus.)
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Haube, der Bogen NJ eine Zone, der Kreisausschnitt CQH’ ¥
einen Kugelausschnitt ete,

Was nun die Berechnung der Oberfliche und des Inhalts
der Kugel, so wie auch Sticke derselben betrifft, so wird
dies jedem sehr leicht begreiflich werden, der den folgenden

> Hilfssatz, welcher den Schliissel dazu giebt, gut versteht,

Hilfssatz. Wenn eine
gerade Linie, ab, sich um
eine Achse, GH, ganz her-
umdreht,*) so lifst sich
die FlicheF, welche sie
beschreibt, mnach der
Formel:

. F=2n.CJ.mn ;

i berechnen, worin CJ das auf der Mitte der Linie ab
errichtete, bis an die Achse GH gehende Perpen-
dikel, = die bekannte Zahl 81, und mn das Stiick
der Achse ist, welches die von @ und b darauf ge-
$ » fdllten Perpendikel zwischen sich fassen.

Beweis. Zuerst ist klar, dafs die Linie ab die Seiten-
fliche eines abgekiiraten Kegels beschreibt , dessen parallele
Radien am und bn sind und dessen Seitenlinie ab ist. Nach
§ 172 ist also die Fliche, welche die Linie a® nach ihrer
ganzen Umdrehung beschrieben hat:

F—=w.ab. @+ am) ......(@1Q)

Dieser Ausdruck mufs nun aber, um ihn auf die Kugel
anwenden zu konnen, zweimal umgeformt werden. Denkt
man sich von der Mitte J der Linie ab das Perpendikel JK
auf die Achse gefillt, so ist leicht einzusehen, dafs 2JK —
bn -+ am ist. (Man denke sich nur durch J eine Parallcle
mit mn gezogen, die dann zu am dasselbe Stiick hinzusetat,
welches sie von bn abschneidet) Man darf also in der For-
mel (1) 2JK statt bn 4+ am setzen, und es ist daher auch:

: F—=u,ab.2JK=2% . 0K iaGb. . . uis (2)
Zieht man nun noch ah parallel mit mmn, so sind die bei-
den Dreiecke abh und CJK gleichwinklig und folglich ihnlich,

I *) Man denke sich Trapez mabn fest mit GH verbunden und diese
Figar um GH rotierend.
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(jedes hat einen rechten Winkel, aufserdem z +- 7= -z -+ =907,
woraus #=—2') mithin ab : CJ= ah: JK, oder, weil mn =uah,
auch ab: CJ = mn : JK, hieraus: CJ , mn=JK . ab. Man kann
also in die zweite Formel CJ.mn statt JK . ab setzen, und
man hat dann fiir die von ab beschriebene Fliche folgende im
Lehrsatz behauptete Formel: F = 2:. CJ . mn. Diese Formel
gilt auch, wenn der eine Endpunkt @ der Linie ab in der
Achse GH liegt, alsdann beschreibt @b (oder mb) die Seiten-
fliche eines ganzen IKegels, und es ist
dann (§ 170) F= . bn . ab, oder auch,
well 2JK =bnist: F=mw .2JK . ab =
2 .JK.ab. Ferner:

da 2 abn ™~ ACIK ist, ab: CJ =an: JK,
hieraus: CJ . an =JK . ab. Daher auch:
P=2x.CJ. an.

176.

Lehrsatz. Die Oberfliche
einer Kugel ist viermal so
grofs, als die Fliiche eines
grofsten Kreises, und der In-
halt der Kugel so grols, als
der eines Kegels, dessen
GrundflichegleichderOber-
fliche,unddessenHohegleich

dem Radius der Kugel ist.
Bedeutet » den Radius, d den Durchmesser, F' die Ober-
fliiche und V den Kubikinhalt der Kugel, so ist:

P—dnri=md? .. .. el
4 2 0 s .
V= 3 myd — B a° . e 12)

Beweis. In dem die Kugel beschreibenden Halbkreis denke
man sich ein regelmiilsiges Vieleck bescliricben und suche
zuerst eine Formel fiir die Fliche, welche dieses regelmiifsige
Vieleck beschreibt, indem es sich um den Durchmesser AB
ganz herumdreht. Weil alle Vielecksseiten gleich, folglich
auch alle auf ihren Mitten errvichteten und durch den Mittel-
punkt C gehenden Perpendikel gleich sind (§ 71, Zusatz), so
ist, nach § 175b, die Fliche, welche die Seite AD beschreibt,
=2 . CJ, Am, die Fliche, welche die folgende Seite DE be-
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schreibt, = 2 .CJ.mn, die Fliche, welche EF beschreibt, —
277.CJ.nC u. 8. w., mithin die Fliche, welche das ganze
Vieleck beschreibt:

=210, CJ.Am 4272 .Cl.mn -+ . .. .. +27.CJ.¢gB
oder, indem man den, allen Gliedern gemeinschaftlichen Faktor
» 27r.CJ heraussetzt:

. CT.(Am4mn+nC4 . .. .. -+ ¢B)
oder, da der Ausdruck in der Klammer dem Durchmesser AB
gleich ist,

= It

= 27.CJ.AB.

Man erhilt also die Fliche, welche ein regelmiilsiges
Vieleck beschreibt, indem man die Peripherie des dem Vieleck
umgeschriebenen Kreises 27.CJ mit dem Durchmesser
AB multipliziert. Dieser Satz ist immer richtig, wieviel
Seiten das regelmifsige Vieleck auch haben moge. Denkt
man sich also die Seitenzahl des regelmiifsigen Vielecks immer-
fort verdoppelt, so @ndert sich in dem oben gefundenen Aus-
druck 277.CJ.AB blofs der Faktor CJ, der mit jeder Ver-
doppelung der Seitenzahl immer grisfser, und zuletzt, wo diese
Verdoppelung aufhtrt und das Vieleck in einen Halbkreis
iibergeht, dem Radius CA gleich wird. FEs ist mithin die
Fliche, welche der Halbkreis beschreibt, d. i. die Oberfliiche
der Kugel, — 27.CJ.AB = 2nr.AB, oder, den Radius der
Kugel CA = 7, den Durchmesser A B = 27, die Oberfliiche —
F gesetat: If=27r.2r — 4r® — md2.

Durch dhnliche Schliisse, wie in § 137, gelangt man nun
auch leicht zu dem im Lehrsatz angegebenen Ausdruck fiir den
Inhalt der Kugel. Denkt man sich nimlich innerhalb der
Kugel um den Mittelpunkt herum aneinander liegende regel-
miifsige dreiseitige Pyramiden von gleicher Grundfliche und
folglich auch von gleicher Hohe gelegt, so dafls ihre Spitzen
im Mittelpunkt, die Eckpunkte ihrer Grundfliichen in der Ober-
fliche der Kugel, die Grundflichen selbst also innerhalb der
Kugel liegen, so ist die Summe aller dieser Pyramiden kleiner,
als die Kugel. Denkt man sich die Grundfliichen dieser gleichen
) regelmiifsig eingeschriebenen Pyramiden immer kleiner, folglich

ihre Hohe immer grifser werdend, so kommt die Summe dieser
Pyramiden dem Inhalte der Kugel immer niher. Bezeichnet
man nun die Grundfliche der 1. Pyramide mit g,, der 2. Py-
ramide mit g, , der 3. mit g; u.s. w., die Hohe der Pyramiden
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mit A, so ist nach § 169 der Kubikinhalt der 1. Pyramide =
J : o ]
y‘:-g%, der zweiten = 2%
3 3
Kubikinhalt siimtlicher Pyramiden

_.‘.'n"t}"_l_."'f-_'}’_’_

(LY o

u. 8. w., folglich die Summe, d. i. der

gsh it f,ﬁ-’:
3 T 3 ‘+' ..... &

ho.
T :;(5"‘ + 9+ g+ gat .-

Sobald nun die Grundflichen der Pyramiden unendlich
klein und dann Teile der Oberfliche der Kugel selbst werden,
] geht ihre Hthe 5 in den Radius der Kugel iiber und die
‘ Summe séimtlicher Pyramiden wird genau dem Kubikinhalt
der Kugel gleich, der mithin

= ; Ghtnt+gt ... ) wird.

Die Summe g, + g; + . ... siimtlicher Grundfliichen wird
, aber alsdann zur Oberfliiche der Kugel (47z7%) und jener Aus-
" i‘l druck fiir den Kubikinhalt der Kugel wird ?: Aar? (= dem
o 3
Inhalt eines Kegels mit der Grundfliiche 4772 und Héhe r) =
4y
S

177.

Aufgaben, 1. Der Radius einer Kugel ist » = 15 cm.
Wie grofs ist die Oberfliche F und der Kubikinhalt V?
(m =22 gesetzt).

2. Wie viel Meter § breiten Taffet sind erforderlich, um
einen kugelfésrmigen Luftballon zu bekleiden, dessen Radiug =
2m 56 cm?

3. Die Oberfliche einer Kugel ist = 23 qm, Wie grofs
ist der Radius?

4. FEine Kugel, deren Radius — 18 cm ist, soll vergoldet
werden. Wie teuer kommt dies, wenn fiir den Quadratcenti-
meter 15 Pfennige bezahlt wird ?

5. Die Oberfliche einer Kugel ist = 3,579 qm. Wie
grofs ist der Radius? .

g 6. Der Kubikinhalt einer Kugel ist 97,5 cbem. Wie
grofs ist der Radius?
7. Man denke sich in einen Cylinder einen Kegel und eine
Kugel gezeichnet, so dals die Radien aller drei Korper gleich
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sind, und die Héhe des Kegels und Cylinders gleich dem dop
pelten Radius ist. Wie verhalten sich diese drei Korper: Kegel,
Kugel und Cylinder hinsichtlich ihres Volumens zu einander?

Antwort. (1) F = 28284 qem, V=—14142$ cbem; (2)
82,388 m; (3) r=1,3526 m; (4) 610M. 97 Pf.; (5)r=>53,54cm;;
(6) r=2,8548m; (7) wie 1:2:3.%)

178.

Aufgabe. Eine Formel zu finden, nach
welcher man die Fliche einer Kugelhaube be-
rechnen kann.

Auflosung, Fiihrt man den Beweis in § 176
in Bezug auf die dortigen Vielecksseiten AD
und DE allein, so wiirde sich fiir die durch
diese entstehende krumme Oberfliche

= 2x.CJ.Am 4 27.CJ.mn

= 27.CJ.(Am -+ mn)
= 2x.CJ.An  ergeben.

Denkt man sich nun immer mehr Seiten in den Bogen
AE, so wiirde, ganz analog der dortigen Ausfiithrung, CJ zuletzt
in den Radiuss der Kugel, die durch die Vielecksseiten A bis
E entstehende krumme Oberfliche 27.0J.An daher in die
durch den Bogen AE entstehende krumme Oberfliiche (Kugel-
haube) mit der Formel 27».An iibergehen.

In Bezug auf die Figur unseres § 178 erhiilt man dafiir
27tr . AP, oder, wenn man die Hohe AP der Haube mit /s
und die krumme Fliche derselben mit F' bezeichnet,

F = 2arh.

Zusatz 1. Aus denselben Betrachtungen folgt, dafs die-
selbe Formel auch fiir eine Zone gilt, und dafs alle Zonen von
gleicher Hohe auf derselben Kugel auch gleiche Flichen
haben.

Zusatz 2. Denkt man sich vom Scheitel A der Haube
nach einem Punkt, M, der sie begrenzenden Peripherie die
* Sehne AM = a gezogen, soist (§ 126, Zusatz 1) hh: a=a : 2r,

hieraus: @® = 2rh. Wir kbnnen also in obiger Formel a2

*) Dieses merkwiirdige Verhiltnis entdeckte Cicero auf einem dem
Archimed in Syrakus gesetzten Denkmale,
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statt 2k setzen und erhalten dann fiir die Fliche der Haube
den Ausdruck:

F = na?,
welche Formel fiir die Praxis viel bequemer ist, indem man
statt der Hohe und des Radius nur eine Sehne zu messen
braucht,
Beispiel. Wie viel Quadratmeter Kupferblech sind zur
Bedachung einer Kuppel erforderlich, wenn die vom hochsten
zum tiefsten Punkt gemessene Sehne AM = 5} m ist?

Antwort. 89,397 qm,
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Siebzehntes Buch.
Ergiinzungen.

179.

Erklarung. Zwei Korper heifsen #hnlich, wenn die
kérperlichen Winkel wechselweise gleich sind, und je zwei
dhnlich liegende Kanten dasselbe Verhiiltnis zu einander haben;

| alsdann sind offenbar auch die Seitenflichen #hnlich, und
beide Korper an Form vollkommen gleich, und nur an
Grilse verschieden.

180.

Lehrsatz. Die Inhalte
dhnlicher Kérper ver-
halten sich wie die
Kuben dihnlich liegen-
der Seiten.

Beweis. Man braucht nur
zu zeigen, dals der Satz fiir
thnliche Pyramiden  gilt,
weil dhnliche Korper in solche zerlegt werden kinnen.

Sei demnach Pyramide SABC ~ Pyramide sabe. Weil
alle dhnlich liegende Seiten einerlei Verhiiltnis zun einander
haben, und die Winkel wechselweise gleich sind, so sind erstens
die Grundflichen dhnlich und verhalten sich, wie die Quadrate
ihnlich liegender Seiten (§ 125); wie diese Seiten, so verhalten
sich aber auch die Héhen der Pyramiden, niimlich sk : SH —
ab : AB, also auch 1 sh : 1 SH=ab : AB. Man hat also:

A
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ABE S ABE L v S SAe 4]

_— Beide Gleichungen mit einander mul-

Aabe ab? gz SH ABC A B
3SH __ AB ( ftipliziert, kommt - e
$sh ~— ab l

sh.Aabe  ab?

d. h, der Inhalt der kleinern Pyramide (§{sh./abc) ist so
oft in dem Inhalt der gréfsern (SH./AABC) enthalten, als
der Kubus einer Seite der kleinern Pyramide in dem Kubus
der #hnlich liegenden Seite der grolsern. Wiire z. B. AB
zweimal so grols als ab, so wire der Kubikinhalt der grifsern
Pyramide 2%=8mal so grols, als der der kleinern. Denkt man
sich nun zwei iihnliche Kérper in dhnliche Pyramiden zerlegt,
so verhalten sich je zwei i#hnliche Pyramiden, also auch die
Summe der Pyramiden in dem einen Korper zur Summe in
dem andern und mithin die beiden ihnlichen Korper selbst,
wie die Kuben zweier dhnlich liegenden Seiten.

Soll ein Korper konstruiert werden, dessen Inhalt m mal
so grols ist, als der eines iihnlichen Korpers, so miissen die
dhnlich liegenden Seiten sich wie 1 zu /m verhalten. Fiir
Kugeln, Kegel und Cylinder folgt der Lehrsatz von selbst

aus den Formeln.

181.

*) Lehrsatz. Ein schief ab-
geschnittenes dreiseitiges
Prisma ist so grols, als drei
Pyramiden, welche die Grund-
fliche des Prismas ABC zu
Grundflichen und die drei
gegeniiber liegenden Ecken
E, D, F zu Spitzen haben,

Beweis. Legt man zuerst durch
die drei Punkte EAC eine Ebene, so schneidet diese eine

Pyramide EABC ab. HKs bleibt nun noch eine vierseitige
Pyramide iibrig, welche E zur Spitze und das Trapez DACF
zur Grundfliche hat. Diese wird durch eine durch D, E, C
gelegte Ebene in zwei dreiseitige zerlegt, EDAC und EDFC,
Denkt man sich nun die Spitze E der links liegenden Pyramide
EDAC parallel mit der Grundfliche DAC (also in gleich
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bleibender Hshe) nach B verschoben, so ist dadurch die Pyra-
mide EDAC in die gleich grofse BDAC verwandelt (§ 167).
In letzterer kann man nun aber auch D als Spitze und ABC
als Grundfliche betrachten. Die dritte Pyramide EDFC
endlich, kann man erst in die Pyramide EAFC¥*) ver-
) wandelt denken, indem die Grundflichen DFC und AFC,
als Dreiecke von gleicher Grundlinie und Hohe, gleich gro's
sind. Denkt man sich nun bei dieser Pyramide EAFC
die Spitze E in gleich bleibender Hohe nach B verlegt, so
ist sie in die Pyramide BAFC verwandelt, bei welcher man
aber auch F als Spitze und ABC als Grundfliche betrachten
kann,
Bezeichnen also &, %', 1" die drei von den Ecken E, D,
F auf die Grundfliche ABC = F, gefillten Perpendikel, und
V den Inhalt des schief abgeschnittenen dreiseitigen Prismas,
80 ist:

3]
182
! 32,

Aufgabe. Eine Formel zu finden, nach
welcher man den Inhalt V eines ab-
gekiirzten Kegels aus den beiden paral-
lelen Radien R, # und der Hshe A= QC
berechnen kann.

Auflosung, Setzt man die unbekannte
Hohe des FErginzungskegels vorliufig
= z, 80 ist nach § 170:%%)

. w R2(h+2x) ariy
Vi et S o R
3 3
= m Rt A w(R2—r?) g :
oder V = 4+ e
3 Y 3 (1)
Zur Bestimmung der unbekannten Héhe # hat man:
| b
g z:h+2 =r:Rund hieraus 2z =
4 R—r
*) Man denke die Linie AF gezogen.
**) Bei diesen Anwendungen der Algebra auf (Geometrie mufls die
Kenntnis der tern Wissenschaft vorausgesetzt werden.
Libsens Elomentar-Geometrie 10
3

7™\ BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



146 — ‘

Diesen Wert von z in die Gleichung(1)substituiert, kommt:
wR%h 7T {H: - rf)r}: |
e e -

3 3 (R—r)

und hieraus nach gehoriger Reduktion die verlangte Formel: *)

[ V=

h R p
V=2"@R:+Rr+r?
Beispiel. Sei R=80 em, r = 54 em, s = 95 cm, so ist
V = 1,3571 cbm.
183.

Aufgabe. Eine Formel zu finden, nach
welcher man den Inhalt V einer abge-
kiirzten Pyramide aus deren beiden paral-
lelen Grundflichen F, f, und der Hohe A
berechnen kann.

i Auflosung. Die Hohe der Ergiinzungs-
pyramide sei = x, so ist:
= h +x L
V = — JF—-
3 3 ! ¢
oder V= 4 hF + :3._.'.{1]?- ) 1)
Ferner ist (§ 166):
B _oof s _Vf . W f
- -=-= also =L und hieravs: = —— :
(h 4+ x)* F h+z yE : vE—/f
Diesen fiir # gefundenen Ausdruck in die Gleichung (1)
substituiert, kommt:
L 1hy/f o b
V=P 32V p_g
VE—vf
oder V=1AF + 42y fF+vH*™
und hieraus nach gehoriger Reduktion die verlangte Formel:
- B oo SE
i 3 E 4+ VEf4f)

gt o qay BT =—gpd ,
*) Es ist namlich R = R 4 . (Algebra § 143)
N —

o) Weil ——L_ _WVE'=UJ) _pyys (Algebra § 143
VE=y{ yE=Yf

und § 215, 4.

BADISCHE ::.
LANDESBIBLIOTHEK Baden-Wiirttemberg




BADISCHE

Aufgabe. Eine Formel abzuleiten,
nach welcher man den Kubikinhalt
eines Kugelausschnitts, CMAN, be-
rechnen kann, wenn der Radius r der
Kugel und die Hothe der Haube,
welche der Ausschnitt zur Grundfliche
hat, AP — % gegeben ist.

Auflosung, Was von der ganzen
Kugel, als eine Summe von kleinen
Pyramiden (Kegeln) gilt, gilt offenbar auch von einem Aus-
schnitt. Er ist nimlich gleich einem Kegel, dessen Hohe
gleich dem Radius, und dessen Grundfliche die Haube ist.
Letatere ist (§ 178) = 2ark, folglich der Inhalt des Aus-

schnitts :
V = 3ur?h.

185,
Aufgabe. Den Inhalt eines Haubenabschnitts, MAN, aus
der Hohe AP=1% und dem Radius der Kugel zu berechnen.
Auflosung. Man mufls den Kegel CMN vom Ausschnitt

- J : y i
CMAN subtrahieren. Der Inhalt des Kegels ist = 7. 3 MP?,

oder weil CP=#—h und MP2—=»? —(r — h) 2 =2k — h? und

der Inhalt des Ausschnitts (nach § 184) = Zar2h, so ist der
s .,_,]‘_ : ’ i
Abschnitt V= 27r%h— 7. 2 3 - (2rh—h?), oder die Klammern
aufgelost und gehirig reduziert:
YV = ah¥r—3h)....... (1)

Zusatz. Ist statt des Radius » der Kugel der bequemer
zu messende Radius des Grundkreises des Abschnitts, MP—g
gegeben, so folgt aus § 126: h:a=a: 2r — h; hieraus:

2 2
e ”'—_)l;i Dies statt » in obige Formel (1) substituiert,
“re
ist auch:
h
Vs -’_L-,-"- Batule s minins (@)
)
10*
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Aufgabe. Den Inhalt V eines Zonen-Abschnitts, DEGF,
zu berechnen, wenn die Héhe HK — % und die Radien der
beiden Grundflichen DH = @ und FK = b gegeben sind.

Auflosung. Man setze KB — 2 und subtrahiere den Ab-
schnitt FBG vom Abschnitt DBE, so hat man den Zonen-
Abschnitt (§ 185, Formel 2):
3a:+4(h+x)®

L . 4
e : (- x) —=—(8b2 + 22).
(8] 0

oder h_\_; =3a*h+3ax+ht +3hx+3hxt—3b3x

OV ed b G AR .
— —3ah+ h® +3(hx* 4 a’z+ ha—Db%x).
7
Um 2 zu eliminieren, hat man, den Radius der Kugel =»
gesetzt (§ 126):
. 'JJ .
hieraus: 2r= — 4z

x:b=0b:2r—uz,

= » 2 a= .
h+x:a=a:2r—(z-+5h), hieraus: 2r=’, x4+ h
[ o
R
h-+z
hat 4+ az + k% — b = b2,

folglich nach Substitation und gehtriger Redulktion:

S : :
Mithin ist - ~+ % und hieraus folat:
a

h
|

2

V=

at + b2 + {h3).

Um den Inhalt ganz unregelmiifsiger Kérper zu finden,
muls man sie in Prismen oder Pyramiden zerlegen und die
einzelnen Stiicke berechnen. Geht dies nicht an, so muls
man sich auf folgende Weise zu helfen suchen:

1) Hat man den Inhalt eines Hohlgefilses zu bestimmen,
so kann man es mit Wasser fiillen, dieses dann in einen senk-
rechten Cylinder oder ein Parallelepipedon von bekannter
Grundfliche gielsen, die Hohe, bis zu welcher das Wasser
ihn anfiillt, messen, und hat dann diese nur mit der Grund-
fliche zu multiplizieren. Ist der Cylinder (Parallelepiped)
im voraus, zu einem kubischen Malsstab dienend, gehorig
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graduiert, so kann man das Volumen, welches das Wasser
in ihm einnimmt, unmittelbar ablesen,

2) 1 Liter (Kubikdecimeter) Wasser wiegt 1 kg oder 2 %,
folglich kann man auch aus dem Gewichte des Wassers,
welches ein Hohlgefiifs enthilt, seinen Inhalt berechnen.

3) Ist der Inhalt eines nicht hohlen unregelmiifsigen
Korpers zu bestimmen, so kann man ihn in einen hohlen
Cylinder (Prisma) von bekannter Grundfliche legen, den leer
bleibenden Raum so weit mit Wasser (Sand) ausfiillen, bis der
Korper ganz bedeckt ist, Man nimmt dann den Kérper wieder
heraus und milst, um wieviel das Wasser im Cylinder jetzt
niedriger steht, und multipliziert diese Senkung mit der
Grundfliiche,

4) Man umgebe den Kérper — er sei z. B. ein grofser
auf dem Felde liegender Stein — mit einem prismatischen

Korper (Parallelepipedon), dessen Inhalt man berechnen kann,
fillle den leer bleibenden Raum mit Sand (Erde) aus, be-
rechne jetzt den ganzen prismatischen Korper und subtrahiere
den Kubikinhalt des zur Ausfiillung gebrauchten Sandes.

188,

*) Den Lkubischen Inhalt leerer
Fisser berechnet man anniherungs-
weise nach einer der beiden folgen-
den Formeln, worin D = CD den
grifsten durchs Spund gemessenen
Durchmesser, d — EF — GH den
Durchmesser der parallelen Biden
und i = AB die Liinge des Fasses, V den Inhalt bedeutet,

und 7= = 3} ist.
- 7th - a -
V=5 O4+3d2 . oecei (1)
V=0,04909 2 (10D24-5d* + Dd)...... (2)

Die zweite Formel (von Rich. Schurig) giebt das Volumen
genauer. — Wiire z. B. D = 100 cm, d = 60 cm, A=110 cm,
so giebt die erste Formel: V = 649,17 Liter, die zweite
Formel: V = 661,15 Liter.,

Sind die beiden Biden von verschiedenen Durchmessern,
so nimmt man fiir d das arithmetische Mittel derselben.
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: 189. [
ge \rgi\-lk_'i';{l-!_ rj}, ]]. ‘

Regelmalsige Korper. Regelmiil
solche, deren Winkel und Seiten einander gleich sind, kann £

man von jeder beliebigen Seitenzahl, mithin unendlich viele }
verschiedene denken.  Ubertragen wir aber diesen Begriff ' y

von Regelmiilsig

0 eit auch auf Korper, und nennen nw

| solche Korper regelmiilsige, deren Ecken (kirperliche Winkel)

einander gleich, und deren Seitenflichen kongruente und zu-

gleich regelmiilsige Vielecke sind, so ergiebt sich, als eine

1 notwendige Folge und merkwiirdiges Resultat unserer Denk-

!1 gesetze, dals es solcher regelmiifsigen Korper nicht mehr, als
fiinf verschiedene geben kann.

Der Grund liegt niimlich darin: dals 1) zur Bildung
eines korperlichen Winkels (Ecke) wenigstens drei Ebenen
erforderlich sind, und dals, wie ebenfalls leicht einzusehen,
2) alle Kantenwinkel (Linienwinkel), welche eine Ecke bilden

| (z. B. um die Spitze einer Pyramide herum liegen), zusammen
allemal weniger, als vier rechte Winkel betragen,

Hieraus folgt nun sogleich, dafls es keinen regelmiilsigen
Korper geben kann, dessen Seitenflichen kongruente regel- 4
mifsige Sechsecke und viel weniger noch regelmilsige 7, 8,
9...Ecke wiren; denn schon im regelmiifsizen Sechseck be-
triigt jeder Winkel 1209 Drei solche Winkel kinnen also
nicht (weil 4 Rechte betragend) zur Bildung einer Ecke zu-
sammengestellt werden, und wir haben es deshalb nur noch
mit den regelmiifsigen 3, 4 und 5 Ecken zu versuchen.

Im regelmiilsigen Dreieck ist jeder Winkel = 60° Drei,
vier und auch fiinf solche Winkel betragen weniger, als vier
rechte und kinnen also eine Ecke bilden. Im regelmilsigen
Viereck ist jeder Winkel = 90° und im regelmiifsigen Fiinf-
. eck =108°% Von jedem dieser Winkel konnen also nur drei
eine Ecke bilden. Die gehtrige Zusammenstellung giebt nun
folgende fiinf regelmifsige Korper.

1. Tetraeder, dessen Seitenflichen regelmiifsice Dreiecke
sind. — Man denke sich auf der Ebene eines gleichseitigen
Dreiecks, ABC, im Mittelpunkt O ein Perpendikel errichtet und
schneide dieses mit einer Seite, AB, aus einem Punkt, A, in einem
Punkt, P, so giebt dieser Punkt P mit A, B, C verbunden noch
drei regelmiilsige, dem ABC kongruente Dreiecke, und es ist
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leicht einzusehen, dafs in der entstan-
denen Pyramide PABC auch die vier
kirperlichen Winkel (Ecken) einander
gleich sind, weil jeder durch drei
Kantenwinkel von je 60° gebildet.
) Zeichnet man, um das Netz des 7e-
fraeders zu erhalten, iiber jede Seite
des regelmiilsigen Dreiecks ABC wieder
regelmiifsige Dreiecke, ABS etc., so kann man die ganze
Figur aus dem Papier schneiden, und die #ufsern Dreiecke

dachférmig gegen das innere aufschlagen.
2

Hexzaeder, dessen sechs gleiche Seitenflichen Quadrate
sind, wovon je drei eine Ecke bilden. Dieser Korper ist der
schon bekannte Wiirfel oder Kubus, und dessen Netz leicht
zu konstruieren.

3. Olktaeder, dessen acht gleiche Seitenfliichen regel-
millsige Dreiecke sind, wovon je vier eine Ecke bilden. Man
denke sich auf der Ebene eines Quadrats, ABCD, im Mittel-
punkt O ein Perpendikel errichtet, und dieses durch die Ebene
hindurch verlingert. Schneidet man dieses Perpendikel mit
einer Seite, AB, aus A auf beiden Seiten des Quadrats in den
Punkten P und P, und verbindet diese mit A, B, C, D, so
hat man tiber der Grundfliiche ABCD zwei gleiche entgegen-
gesetzte Pyramiden gezeichnet, welche das Ofktfaeder bilden.

4. Dodekaeder, dessen zwilf gleiche Seitenfliichen regel-
milsige Fiinfecke sind, und wovon jede der zwanzig Ecken
aus drei Kantenwinkeln von je 108° gebildet ist.

5. Ikosaeder, dessen zwanzig gleiche Seitenfliichen wiederum
regelmiifsige Dreiecke sind, und wovon jede seiner 12 Ecken
durch 5 Kantenwinkel von je 60° gebildet wird.

Die genauere Beschreibung und Netzzeichnung der drei
letzten regelmiifsigen Korper, sowie die Berechnung derselben
wiirde zu viel Raum einnehmen, und da die vollstiindige
Theorie dieser Korper doch nur rein wissenschaftliches Interesse
hat, so miissen wir uns darauf beschriinken, den merkwiirdigen
Umstand, dafs es nur fiinf verschiedene Arten regelmilsige
Korper geben kann, kurz angedeutet zu haben. Hat man
jedoch diese Korper zur Hand, so ist auch die Moglichkeit
ihrer Konstruktion leicht einzusehen.
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Achtzehntes Buch.

Anwendung der Algebra auf Geometrie.

190.

Unter Anwendung der Algebra auf Geometrie versteht
man die Verbindung beider Wissenschaften mit einander, wo-
; durch sie befiihigt werden, Probleme zu losen, welche die
I Krifte jeder einzelnen iibersteigen. Einige solcher Ver-
bindungen sind im Vorhergehenden bereits schon vorge-
kommen; wir erinnern nur an die Aufgabe: die Inhalte riium-
licher Grofsen, z. B. des Kreises, Kegels, der Kugel ete. zu be-
stimmen, welches offenbar der Geometrie allein nicht moglich
ist, aber auch der Arithmetik allein nicht, weil diese die
Kenntnis geometrischer Gesetze voraussetzt, worauf sie ihre
Rechnungen griindet. Kurz, beide mufsten mit einander ver-
bunden werden, wie denn tiberhaupt fast die ganze praktische
Geometrie nur aus einer solchen Verbindung hervorgeht. Des-
halb ist auch die Arithmetik fir die Praxis hochst wichtig i
und der eigentliche Lebensnerv der praktischen Geometrie, wie
dies besonders ein eigener und wichtiger Teil der Mathematik,
die Trigonometrie, zeigt.

Durch Hilfe der Arithmetik kénnen ferner manche Beweise
ungemein vereinfacht und abgekiirzt werden. Manche geome-
trische Siitze lassen sich nur auf arithmetischem Wege finden
und beweisen. Man merke sich hier folgendes: Sind won

_ einer riumlichen Grifse solche Sticke in Zahlen gegeben,
wodurch andere damit in Verbindung stehende Stiicke der
Grifse nach vollkommen bestimmt sind und durch Zeichnung
gefunden werden konnten, wie z. B. durch die drei Seiten

=
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cines Dreiecks der Radius des um- oder eingeschriebenen
Kreises etc., so mufs es auch allemal zwischen solchen von
einander abhiingigen ridumlichen Grifsen eine arithmetische
Beziehung geben, und somit eine allgemeine Gleichung exi-
stieren, welche den Zusammenhang dieser Gréfsen enthilt.
Und diese Gleichung aufzufinden, d. i. die geometrische Be-
ziehung unter den fraglichen Grilsen in die arithmetische
Sprache zu iibersetzen, ist eine der Hauptanwendungen der
Arithmetik auf Geometrie. Hat man solche Gleichungen
(Formeln) einmal gefunden, so

; sie, abgesehen von
b | [ " . . | :

ihrer oft merkwiirdigen Form, manchmal noch mehr, als man
suchte, ganz ungeahnte merkwiirdige Verhiltnisse, so dals
in diesem Sinne die Arithmetik ein wichtiges Entdeckungs-
wittel ist. — Einige Gewandtheit in der Algebra, schnelle
Erinnerung geometrischer Lehrsiitze, sind aber hierzu er-
forderlich, wie die folgenden Beispiele zeigen werden.

191,

Aufgabe. Es ist die Grundlinie eines
gleichschenkligen Dreiecks BC = b ge-
gehen, sowie die Schenkel AB=AC=a.
Man sucht die Hohe AD — h und den
[nhalt F.

Auflosung. Aus dem rechtwinkligen
Dreieck ADC folgt sogleich:

h = l i b\

L ' = ir';.}'#(s‘—'fj ht = ; .'r’:‘l-(!: —fr}T‘J.

Wiire b = a, also das Dreieck ein gleichseitiges, so wiire
) .
: / 2 /3a? &
h = l a2 — wie—— l sa —— 1'}
r / / )
4 4 2
: (ISR s
U | 3.

@ \ 2/

192,
Aufgabe. Es ist die Grundlinie und Hthe eines Dreiecks
sben, BC = a, AD = h. Man sucht die Seite z eines darin

1.1 BADISCHE
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gezeichneten Quadrats, von welchem
eine Seite auf der Grundlinie liegt.
Auflosung, Weil A AEF oo
ABC, und AG = —z, so hat

man;
(h—2z) :h=z:a !
- ah
hieraus: z — ——
a-+h

193.

Aufgabe, Es ist der Radius eines
Kreises CA = » gegeben. Wie findet
man hieraus die Seite des eingeschrie-
benen regelmiifsigen Vierecks AB — g,
und des Dreiecks BE = y?

Auflosung, Fiir die Seite des Vier-

ecks ist: 22 = 2r% also:

e —— .:‘1'."‘_3.
Ist BD = DE =1, so ist CG = 17 (§46), und folglich m
GY)? = r* — (19), hieraus: =

;,i)]' = |'1'-‘ o

194,

Aufgabe. Aus dem ‘

Radius eines Kreises AC

=, und der Seite eines

beliebigen eingeschrie-

benen regelmiifsigen Viel-

ecks AB=q, die Seite des
umgeschriebenen regel-

milsigen Vielecks GH

= u, und die Seite des 1
eingeschriebenen regelmilsigen Vielecks von doppelt so vielen

Seiten AJ — & zu finden.

Auﬂésung. Setzt man vorliufig das Perpendikel CD =2,

. ! onaae I
s0 hat man zuerst 2?2 = »2 — (3a)?, also: 2 = V r? — LlaZ
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Dann ist CD : CJ = AB : GH oder z: # = a : u, hier-

ar : y
¢ ws: @ = —, oder: statt z seinen Wert gesetat,
ar
U= —————— e (1)
-1 g2
. =34
80 ist: 2*=(4a)*+ (r—2)?, oder:
22 oder, statt 2 und 2? ihre Werte
e fe® 1 48] ......02)
r = vyarp Vi T a%) - L=
Setzt man in beiden Formeln # = 1, so hat man:
a
0 = e e R (=)
V1i—1a®
&= o 1"__1 P e i e (4)
Wire a die Seite des eingeschriebenen regelmilsigen
Vierecks =2 (§ 193), so findet man nach Formel (4) die
Seite 2 -des eingeschriebenen Achtecks, und wenn man darin
diesen gefundenen Wert wieder statt a setzf, nach derselben
Formel die Seite des eingeschriebenen 16-Ecks ete. Auf diese
t mithsame Weise sind die Zahlen § 139 berechnet worden.
195.
*)  Aufgabe. Aus dem Radius
ACQ = r die Seite des regelmilsigen
Zehnecks zu berechnen.
Auflosung. Wird der Radius in O
nach stetiger Proportion geteilt, so ist
(§ 135) OC die Seite des Zehnecks.
Setzt man OC =2, mithin AO=r—uz,
so hat man (Algebra § 227):
r—ziz==x:7r
&
| *
i 20
z+ sr=Tvy 1
r o
T o= 5 |’1"-'; 1)
|
BLB BADISCHE %
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Anmerkung. Hieraus folgt noch eine leichtere Kon-
etruktion fiir die Seite des Zehnecks. Man halbiere niimlich
den Radius BC in M, errichte CD senkrecht auf AB, nehme
MO = MD, so ist CO die Seite des Zehnecks (und zugleich
die Gerade DO die des Fiinfecks).

: 2 . —. 2 7 Hre a
Beweis. Esist MO = MD?® = 2 + 1r? = R also
, -
MO = }ry/5, folglich CO = 3ry/5 — ir = + (y/5—1), wie
vorhin,
196.
Aufgabe. Es sind die drei
Seiten @, b, ¢ eines Dreiecks ge-
geben, auf die Seite B = a ist
das Perpendikel AD gefillt, man
i sucht den Abstand desselben von B
|| (die Projektion von ¢ auf a),

% Auflosung. Setzt man den
fraglichen Abstand BD = 2, mithin DC = g—z. und AD =}, f
g0 ist: h®=—c*—a? und auch h*=05%— (a—2x), folglich:

b2—(a — o) = c? — x®
b — a4 2ax — 2 = ¢ — g2
. a* -+ e* — b #*
und hieraus: z = : —*)
&a
197.

Aufgabe. Eine Formel abzuleiten, nach welcher man aus
den drei gegebenen Seiten @, b, ¢ eines Dreiecks den Inhalt
F' berechnen kann,

Auflosung. Es kommt nur darauf an, die Hohe % zu finden,
Setzen wir deshalb (s, Figur § 196) in den Ausdruck

i r,"" — .{-': f— 1.(.: sz f > .:‘1'] H:_ x)

*) Man vergleiche wegen des negativen Resultats, welches diese

Formel geben kann, Algebra § 126.

BADISCHE |
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statt = den dafiir gefundenen Wert, so ist:

4 a* -+ r.-'-’—-hﬂ '.{lc' ok +_r— -_?J"'\J

/
;22 = |_ c
\ 2a J A 24

(2ac+ a*+ ¢*— b2\ (2ac—a®—c®+ b\
=1 ( :
» 2a 2" 2a )

e Lt or—2) ' —(@—0]
da =

Fiek (a —.—n‘.‘+ Hjj_i_'..fr_—i—f; -b) (b +a—c) (b—a _..._(')

eI T

1 S S &
’?’-::,E}"{“_i_b‘i_f’_)|ﬁ+?J—C_"![ﬂ-—i—f‘—mibft?—rf_]

Multipliziert man die gefundene Hohe mit 5 1 80 ist:

F=1iVia+b+c)(at+ J’)—f‘)_lTi_—l—_(‘-—n b) (b+c—a)*)

Diese Formel, welche besonders fir die Feldmefskunst
von grolser Wichtigkeit ist, lifst sich noch auf eine fiir die
numerische Rechnung bequemere Form bringen. Setzen wir

i nimlich die Summe der drei gegebenen Seiten :

a+b+c=5=2.13s

Dies in vorstechende Formel substituiert, kommt, nach
gehiriger Reduktion:

F=7Vis.(ls—a) 3s—0b) (3s—¢)
in Worten: man subtrahiere von der halben Summe der drei
Seiten jede derselben, multipliziere die drei Reste und die

*) Diese Formel, sagt Playfair, zu Euklids Zeiten wahrscheinlich

unbekannt, fin sich, jedoch ohne Beweis, in den Schriften Heros des
Jiingern, eines Ingenieurs, welcher um das achte Jahrhundert gelebt zu
haben scheint. Sie war jedoch schon viel frither in Hindostan bekannt,

| wie aus einem Werke des Bramegupta hervorgeht. Der Italiener Tar-

taglia aber, der im sechzehnten Jahrhundert lebte, machte zuerst darauf

aufmerksam,

BLB BADISCHE :.
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halbe Summe mit einander, und ziche aus dem Produkt die
ol Quadratwurzeln, was mittelst Logarithmentafeln sich leicht thun
lifst. Sei z. B. gegeben:

35 =3314....2,5208525
a=256,Tm ls—a= T47....1,8783206 &
b=1986m Is—b=1328....2,1231981
. ¢=2075m }s—c¢=1239... 2,0930713
§ = t_rtu_i'.}‘c m ‘:0()‘_](!4 25

lg F = 4,3049712
F = 20182,33 qm.

198.

Aufgabe. Aus den drei Seiten eines
Dreiecks @, b, ¢ den Radius » des ein-
geschriebenen Kreises zu berechnen.

Auflosung. Nach dem vorhergehen-
den § kann man den durch die Seiten
bestimmten Inhalt F' des Dreiecks als

&
bekannt ansehen; da nun der Mittel-
punkt O des eingeschricbenen Kreises
von allen drei Seiten gleich weit entfernt ist (8 76), so hat
ar br or - :
man: = ; o= X F, und hieraus:
2F
— aEble
199.
Aufgabe. Aus den drei Seiten a, b,
¢ eines Dreiecks den Radius R des um-
geschriebenen Kreises zu finden.
Auflosung. Setzt man den als bekannt 9

anzusehenden Inhalt = F, und das von
C auf AB gefillte Perpendikel CP = A,
so ist erstlich:

. oR
(; = alsoss i— L

4 BADISCHE 2
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Verbindet man den Endpunkt D des Durchmessers mit C,
s0 18t £ BCD=P=290° (§ 81), ferner: z-+u=a"-+u=180°
(§ 90), also £ = z, mithin A CAP o~ A BDC, daher:

2F .
b:2R=h:a, oder b: 2R = "——:a, und hieraus:
[

i ;rr’}

B=

200.

Aufgabe. Es soll. ein Quadrat, dessen Seite — @, mit
gleichen Kreisen miglichst angefiillt werden. Mit wie viel
Kreisen kann dies geschehen und wie viel betrigt die Flichen-
summe der leer bleibenden Zwischenriiume?

Auflisung. Denkt man sich die Seiten des Quadrats in
n gleiche Teile geteilt, so zerfillt das Quadrat in n* kleinere
gleiche Quadrate. In jedes kann ein Kreis beschrieben

a \2 s
werden, dessen Inhalt = = (_) | . Der Inhalt aller Kreise ist
: \&n /
i {a\?2 i B : : .
Al ) B ; folglich ist, wie grols auch % ange-
N 1 i i %

nommen werden mige, die Summe aller Kreisflichen doch
jedesmal gerade so grofs, als ein einziger -eingeschriebener
Kreis; die fragliche Summe der leeren Zwischenriume ist
P ag k at ) 7z \
folglich = a® — =. -4—=(:-~’<1 = |, und das Quadrat kann
mit 1, 4, 9, 16, 25. .. gleichen Kreisen ausgefiillt werden.
Eben so ist leicht einzusehen, dafs ein Kubus, dessen
Seite = a, mit 1, 8, 27, 64...n% gleichen Kugeln ausge-
filllt werden kann und dafs die Summe der leeren Zwischen-

/

= - T\
riaume stets = a? (1 — %)
) J
201.
. Aufgabe. Es sind die Grofsen zweier Kreise und ihr
j Abstand gegeben: CA=R, OB =, CO = e. Man ziche

zwei parallele Radien, sowohl nach derselben, als auch nach
entgegengesetzten Richtungen OB || CA und OB | CA’, ver-
binde ihre Endpunkte durch gerade Linien und bestimme dann
deren Durchschnittspunkte D und E in der Centrallinie von

O, niimlich OD = z und OE = 4.

?
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Auflosung. Weil ABOD o~ A ACD, so hat man:

Z:a-+ e=r:R, hieraus;

re
e R—»r
Ferner ist AOEB o AECA’, daler:
y:e¢—y=r:R, hieraus:
re
il +r

Anmerkung. Weil die gefundenen Werte z, y von der
Lage der parallelen Radien nicht abhiingen, und dieselben
bleiben, wenn die Verbindungslinie auf dem einen Radius,
mithin auch auf dem andern senkrecht steht, so ist es leicht,
an zwei gegebene Kreise eine gemeinschaftliche Berithrungs-
linie zu zichen, indem man erst die Punkte D und E be-
stimmt und dann nach § 83 verfihrt. Denkt man sich statt
der Kreise Kugeln, und die kleinere von der grifsern be-
«uchtet, so ist die Linge des sogenannten Kernschattens
durch den fiir # gefundenen Ausdruck gegeben.

202,

Aufgabe. Uber dic Seiten eines
rechtwinkligen Dreiecks, ABC, sind
Halbkreise beschrieben; man soll
beweisen, dals die Flichensumme
der beiden mondférmigen Stiicke a
und b, welche nach ihrem Entdecker
die Hippokratischen Mondchen ge-
nannt werden, so grofs ist, als die Fliche des Dreiecks ABC.

Auflosung. Die Fliche des grofsern Halbkreises ist —
B C%, die der beiden kleinern = 1. A B2 -+ imw AC: =
}e(AB24 AC?) = 1. BC, folglich ist

ct+d4+e=a+e+b+e

- orfe

x
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hieraus: a--b=d. Wire das rechtwinklige Dreieck gleich-
schenklig, so wiire jedes der beiden Mondchen gleich der
Hiilfte des Dreiecks ABC,

203.

Aufgabe. Wie grofs muls die Grundlinie
eines gleichschenkligen Dreiecks sein, wenn

der Inhalt desselben F — 48qm, und die
gleichen Schenkel AB= AC = a = 10m

sein sollen, }

Auflosung. Es sei die gesuchte Grund-

linie BC=z, also das darauf gefillte Per-

pendikel AG =V a*—(1z)*, so hat man:
F =12V a*— l2*

zt( BANS aie? Sl

i

F2="(a?— = | =— —

4\ 4 4
#*—4a*rt=— 16F2 (Algebra § 231)
at—4a’z2+4 (2a¥)i=4a* — 16F2
2t —2a*=+Viat— 16F*
T = 1,32{.{-_: A -'r/"l- at— ]GF:

Je nachdem man das obere oder untere Vorzeichen nimmt,
hat man # = 16, und auch 2 = 12. Dals hier wirklich zwei
verschiedene Grundlinien moglich sind, worauf die Algebra
aufmerksam macht, ist leicht einzusehen, wenn man ADB
um sich selbst nach D verlingert, und DC zicht; dann ist
AABC = AADC (§ 97, Zusatz). Ist also BC = 12,
so. ist DC = 16,

204.

*) Zum Schlusse dieses Kapitels wollen wir noch eine

uns von Grauls mitgeteilte, fiir die praktische Geometrie wichtige

Methode erliutern, nach welcher man den Flicheninhalt einer

i aufs Papier getragenen Figur (z. B. einer Karte) leichter, als
nach der gewthnlichen Methode berechnen kann.

Nach der gewthnlichen Methode zerlegt man die Figur in

lauter Dreiecke (in Rechtecke ist selten moglich), milst nach

demselben verjiingten Mafsstab, nach welchem die Figur auf-

Libsens Elementar-Geometrie. 11
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getragen worden, in jedem Dreieck Grundlinie und Héhe, und
berechnet hieraus den fraglichen Inhalt. Diese Methode ist
aber nicht allein der Karte sehr nachteilig, sondern auch noch
andern Ubelstinden und Unbequemlichkeiten ausgesetzt, denen

wir auf folgende Weise ausweichen kiénnen.

Des leichtern Verstiindnisses halber wollen wir als Beispiel
zuerst eine geradlinig begrenzte Figur von bestimmter Seiten-
: zahl annehmen.
Wir ziehen nun neben dieser Figur in beliebiger Richtung
eine Linie, OX (Abscissenachse), und fillen darauf von jedem
Eckpunkt ein Perpendikel (Ordinate), welches wir uns aufwiirts
durch die Figur hindurch verlingert denken, so ist dadurch
die Abscissenlinie in # — 1 Teile geteilt,*) wenn die Figur
7 Seiten hat, und es ist klar, dals jeder dieser Teile der
Abscissenlinie mit zwei Ordinaten und einer Seite der Figur
oder mit einem Stiick von der Seite, ein Trapez bildet; kurz,
dic ganze Figur (bis an die Abscissenachse gercchnet) ist in
| lauter Trapeze zerlegt, die teils positiv, teils negativ sind, —

Bezeichnen wir die ganzen Seiten der Figur einfach mit A,
B, C..., und Stiicke davon mit denselben, jedoch numerierten
Buchstaben, so kionnen wir den Flicheninhalt der Figur
folgendermalsen crst kurz andeuten:

1A, —1H —2G, +3B,4+4E, —4D, —5F47C

2A, —8G,+4B,+5E, ~ 5D,
—4G,+5B; — 6D,
.| -+ 613, -7D,

Fliche = (A)+(B)+(C)4-(—D)+(E)+ (=) 4 (—=G)+(—H)

*) Eins oder mehrere dieser Teile kann = 0 sein, wenn eine oder

mehrere Seiten der Figar mit der Ordinatenrichtung parallel lanfen.

BADISCHE 2
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wobel also 1A, das Trapez opnu und 1 H das davon zu
subtrahierende Trapez 0 7nm, ferner 2A, das Trapez p1gn,
und (A) = | A, +2A, das Trapez o1qm bedeutet etc,
Man sieht also, dals die aleebraische Summe der Trapeze,
welche die Seiten mit den aus ihren Endpunkten gefillten
Ordinaten und den dazwischen liegenden Stiicken der Abscissen-
linic bilden, den Flicheninhalt der Figur auf sehr ecinfache
Weise darstellt. Was die Vorzeichen betrifft. unter denen

offenbar ein enger Zusammenhang stattfindet, so lassen sich
dieselben auf folgende Weise erkliren:

Wir kinnen den Umfang einer Figur auf zweierlei Weise
uingehen; einmal, indem wir die Figur selbst immer zur
Rechten, dann auch, indem wir sie immer zur Linken haben.
Geht man vom Endpunkt einer der beiden iiulsersten Ordinaten,
z. B. von o0 aus, und zwar steigend von o mach 1, von 1 nach

2 ete., so unterscheiden sich die Seiten ganz einfach durch -

und —, je nachdem sie vorwiirts oder riickwiirts laufen, d. h.
je nachdem sie von der ersten Ordinate weiter ab zu den folgen-
fithren. Hiernach miissen also not-
wendig A, B, C positiv, 1) aber ne gativ, E wieder positiv sein etc.

Bezeichnet man demnach die Eckpunkte der Figur, von
einer der iulsersten Ordinaten ausgehend, mit 0, 1, 2..., die

den oder wiceder zuriick

von einem beliebig genommenen Punkt, O, abgemessenen Ab-

rdinaten mit yg, yy, y,. ..(wobei also @y, = Om, 2, = Qg

Yo = 1 om—+ 1¢ !
Yo —0m, Iy — ]r],l. ey By — Ty = T Y 5 Ys == ;_ i i_‘tl.‘.,},

scissen derselben mit @,, 2, #,..., und die zugehirigen

so kann man die vorhergehende Formel, wenn man die Tra-
peze (A), (B)... durch Koordinaten ausdriickt, auch so
'i.il't';.lll':'l:

Yo 1

Fe= (2, —2). == + (@ — %)

Wir kénnen auf diese Weise

» allen Trapezen der Gleich-
formigkeit halber das plus-Zeichen geben, denn ist eins der-
selben negativ, so ist die dazu gehorige Seite riicklinfig, mithin
auch die Abscisse des vorhergehenden Punktes grifser, als die
des folgenden, und deshalb liegt das Negative schon in dem
Faktor, welcher die Hohe des Trapezes ausdriickt; so ist z. B.

- Ys—+ Yy
in(—D)= (z, ‘J_._JJ..

» 5 der Faktor z; — z, wirklich negativ.

11 *
Il
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Aus obiger Formel folgt:
(z, —2) (o +11) Ohne die angedeuteten Multipli-
(w3 —;) (4 +ys) kationen wirklich auszufiihren, sieht
(#5 —a,) (ys+1vy;) man leicht, dals je zwei auf ein-
Fe1 ) (Za—2) (ys+ya) ander folgende Produkte, nimlich
" (x5 —a,) (yy+y;) das erste und zweite, das zweite
(@; —xy) (Y +ys) und dritte, das letzte und erste,
(w; —a;) (Y +1y;) immer zwei gleiche und entgegen-
(®y —ay) (y; +9,) gesetzte Teile enthalten, z. B. das

erste -+ 2 y,;, das zweite — @, ¥y, etc., lifst man diese aus,
50 ist:

F=1 a2 (ys —u1) + &1 (ho—1ys) + 22 (s —15) + 25 (s —Y ) - -
—+ 25 (Ys—y7) + 27 (Ys—0) )

Diese hichst einfache schone Formel *) (in welcher man
auch die Koordinaten z, y mit einander verwechseln kinnte)
wiirde in Worten lauten: Man multipliziere jede Ab-
scisse mit der Differenz der niichst vorhergehen-
den und nidchstfolgenden Ordinate und nehme

von der algebraischen Summe dieser Produkte die
Hilfte.

Es ist klar, dals diese Formel allgemein gilt, die Anzahl
der Punkte moge noch so grofs sein, Hat die Figur auch
krummlinige Grenzen, so findet man das Resultat desto ge-
nauer, je mehr Punkte man annimmt. Findet man es be-
quemer, die Abscissenlinie durch die Figur gehen zu lassen,
so kann dies die Gestalt der Formel nicht iindern, weil diese
Verlegung der Abscissenlinie erstlich die Abscissen-Differenzen
(@, — @,). ., selbst nicht findert, und was die Ordinaten ¥,, ¥,

betrifft, so ist, wenn auch jede um G- @ geiindert wird, doch
immer (Y, + @) — (¥, + @) = Yo — Y,

Was das bequeme Messen der Koordinaten betrifft, so
braucht man dazu zwei rechtwinklig verbundene Malsstibe,
wovon der eine, an der Abscissenlinie forteleitende Schenkel
die Abscissen, und der andere zugleich die Ordinaten abliest.

*) Nach einer brieflichen Mitteilung hat Gaufls diese Formel schon
1790 gefunden, Sie wird seitdem oftmals wieder aufs neue gefunden,

d. h. von verschiedenen Schriftstellern ohne Angabe der Quelle mitgeteilt.
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Anhang.

Praktische Geometrie,

205.

Obwohl man eigentlich jede Anwendung der Geometrie
auf wirklich vorkommende Fille des praktischen Lebens
praktische (Geometrie nennen kann, so pflegt doch gemeiniglich
nur derjenige Teil der angewandten Mathematik so genannt
zu werden, welcher sich hauptsiichlich mit der Feldmelskunst
beschiiftigt, und da in dieser das Nivellieren eine der wich-
tigsten Operationen ist, so miissen wir hiervon, so wie von den
dazn erforderlichen Instrumenten, noch eine Vorstellung zu
geben versuchen, weil die hierbei vorkommenden neuen Be-
griffe beim Ubergang zum Studium der Mechanik und Natur-
wissenschaften als bekannt vorausgesetzt werden miissen.

206.

Erklarungen. 1. Diejenige Richtung im Raume, welche
ein ganz frei und ruhig hingendes Lot, VB (Senkblei, ein
IFaden, dessen unteres Ende mit einer kleinen Kugel beschwert
ist), angiebt, heilst vertikal (von werfex, Scheitel, weil diese
Linie, aufwiirts verlingert, durch den hochsten Punkt am
Himmelsgewilbe, den Scheitelpunkt, geht). Eine solche Senk-
rechte heilst absolute oder freie Senkrechte.

2. Jede lings durch eine Ver-
tikallinie gelegte Ebene, wie PQ,
heilst eine Vertikalebene.

3. Jede Linie, die auf einer
Vertikallinie rechtwinklig steht, wie
BH, heilst eine Horizontallinie.

4. Jede Ebene, welche, wie QN,
auf einer Vertikallinie senkrecht
steht, heifst Horizontalebene.
| Die Wiinde eines Zimmers z. B.

sind oder sollten vertikal, Fulsboden und Decke horizontal sein.

BLB BADISCHE =
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Ein sehr einfaches Instrument, mittc dessen man unter-

< suchen kann, ob eine Linie oder Ebene genau vertikal ist. ‘
il giebt uns das oben erwihnte Lot (Senkblei), welches man
an der Linie oder Ibene herunter hiingen liifst, und beobachtet.
ob die Linie oder Ebene dieselbe Richtune hat,
207.

Erklarung. Ein gleichschenkliges Dreieck von Metall
(Holz), in dessen Spitze A ein Lot frei hiingt, nennt man ecine
Detzwage Befindet sich zwischen dessen Schenkeln ein
aus der Spitze A beschriebener, in Grade ceteilter Kreis
:| bogen, *) so dient dies Instrument nicht allein, um zu unter-
: suchen, ob Linien oder Ebenen eine horizontale Lage haben,

oder um sie in eine solche zu brincen. sondern auch, um ihre

N

igung gegen den Horizont zu bestimmen,

Stellt man nun diese Setz- oder Bergwage auf eine Linie,
BZ, und das Lot spielt gerade auf den Nullpunkt ein, so ist,
weil AB = AC, der Winkel BAC halbiert, das Lot folglich
senkrecht auf BC, mithin die Linie BZ horizontal.

Wiire die Setzwage unrichtig (und nie mufs man sich
auf’ die Richtigkeit eines Instruments verlassen, sondern dessen
Fehler zu eliminieren wissen), wiire z B, der linke Schenkel
AB Kkiirzer als AC, so wird, auf einer horizontalen Linie, das
Lot wom

Nullpunkt nach dem kiirzern Schenkel hin. um
cinen gewissen Winkel, y, (den Fehler des Instruments) ab-
weichen. Dreht man dann aber das Instrument um, so dals
B nach C und C nach B kommt, so muls das Lot Jjetat
wieder um denselben Winkel y nach dem
rechten) Schenkel hin abweichen: daher
man drehe die Setzwage je

kiirzern (jetat
die allgemeine Regel:

esmal um, spielt dann das Lot

{ *) Oft sind die Feilungen aunf der Grundlinie BU bezeichnet, wo-
durch der Gradbogen entbehrlich wird.

=
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beidemal auf 0 ein, oder weicht es nach entgegengesetaten
Seiten gleich viel von 0 ab, so ist die Linie horizontal.

Ebenso untersucht man, ob eine Ebene horizontal ist,
indem man die Setzwage nach zwei sich kreuzenden Rich-
tungen aufstellt (§ 149).

Stellt man die Setzwage auf eine um den Winkel # gegen
den Horizont geneigte Linie, DE (Figur 2), und das Lot weicht
beidemal (vor und nach der Umdrehung) gleichweit, z. B. um
a=30" vom Nullpunkt ab, so ist offenbar der fragliche Winkel
z=a, weil das Lot von selbst vertikal hiingt, mithin die
rechtwinkligen Dreiecke AMN und DVN gleichwinklig sind.

Ist das Instrument unrichtig, so fillt das Lot beidemal,
niimlich vor und nach der Umdrehung, um einen Winkel, »,
zu weit nach dem kiirzern Schenkel hin. Giebt nun die erste
Ablesung a’ die zweite £°; so hat man, wenn & < a, das erste
Mal offenbar  +-y, das zweite Mal 2 — y abgelesen, daher:

T M=t
r—1y=h
s a-+b
hieraus: T =

5
d. h. man nimmt von der Summe beider Ablesungen die Hilfte.

Die Neigung einer Ebene gegen den Horizont (die Ab-
dachung oder Béschung eines Berges z. B.) wird eben so
bestimmt, nur muls man in der fraglichen Ebene natiirlich
erst eine Horizontallinie mit Hilfe der Setzwage bestimmen,
auf dieser dann eine Senkrechte annehmen, und auf diese
die Setzwaee stellen,

208.

Nivean (Libelle, Wasser-
wage) ist eine genaue cy-
lindrische Rohre von Glas,
die jedoch an einer Stelle,
aob (Mitte), von innmen ge-

nau ausgeschliffen sein muls,

! so dals die Bogen oa, ob der Aushihlung vollkommen gleich,
auch beide vom Mittelpunkt o aus durch Teilstriche gleich-
i millsig geteilt sind. Diese Rohre ist bis auf den kleinen Raum
der Aushohlung aod mit Weingeist gefiillt und hermetisch ver-
schlossen. Zum Schutz der Rbhre, und damit man sie besser
|
|
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handhaben kann, ist sie mit einem Gehiuse von Messing so
umgeben, dals etwas mehr als die innere Aushthlung aob
sichtbar bleibt, Die untere Platte des Gehiuses ist mit der
Achse der Rohre parallel, oder doch durch eine Stellschraube
leicht in solche Lage zu bringen. Dieses kleine Instrument
(Niveau, sprich: Niwoh) ist weit bequemer und besser, als
die Setzwage, wenn es blols darauf ankommt, zu untersuchen,
ob Linien, oder Ebenen horizontal sind.

Es ist numlich leicht einzusehen, dnl's wenn das Nivean
auf einer. horizontalen Linie steht, der <leine leer gebliebene
und nur mit Luft erfiillte Raum, die sogenannte Luftblase —
weil stets die hichste Stelle einnehmend — sich so stellen
wird, dafs sowohl vor, als nach
beide Enden der
abstehen,

der notigen Umwendung,
Blase um gleich viel Striche vom Nullpunkt

Das Niveau moge iibrigens richtig (justiert) sein oder nicht,
es wird gerade so damit Imnlnu’hte wie mit der Setzwage.

200,

Fiir die meisten Zwecke der praktischen Geometrie ist es
erlaubt, die Erde als eine VUHLUIIIIHE ne Kugel *) anzunehmen,
und dals die an irgend einem
Orte, A, durch das Lot bhe-
stimmte Vertikallinie DA ver-
lingert durch den Mittelpunkt
C geht, weil die eine Hiilfte
der Erde das Lot eben so
stark anzieht, als die andere
Hilfte. Jeder andere Ort, B,
Ii. ., hat also eine andere Ver
tikallinie.  Vertikallinien sind
also nicht 11;1!‘;1||L‘], Fiir sehr
nahe gelegene Orter jedoch kann man, wie folgende Be-
trachtung zeigt, Stiicke von ihren Vertikallinien in vielen
Fillen der Praxis unbedenklich als parallel annehmen.
Sind z, B.

DA, HB die Vertikallinien fiir zwei nur um eine

") Streng genommen ist, selbst nachdem man von den Erhohungen
md Vertiefungen (Berg und Thal), als gegen die
schwindend, abstrahier

y der Erde ver-
t hat, die Erde dennoch keine Kugel, sondern ein

Gri

1d
B0,
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halbe Meile von einander entfernte Orter, A, B, und ABEG
ein grofster Kreis, dessen Umfang = 5400 geogr. Meilen, so
wiire der Winkel ACB, welchen die, erst in der grofsen Ent-
fernung von 859,44 Meilen, zusammenstofsenden Vertikalen
DA, HB mit einander machen, nur 2 Minuten, also am Scheitel
C nicht mehr wahrnehmbar, und deshalb auch die in zwei
nahen Punkten A, D errichteten Perpendikel (Horizontalen)
AB und DH fiir unsere Sinne gleich lang, also auch DA parallel
mit HB.
Aus denselben Griinden ist nun ferner auch die Linge
. des Bogens AB = der Geraden AB, mithin der Bogen selbst
als gerade Linie zu betrachten. In vielen Fiillen (z. B.in der
Schiffahrts- und Feldmelskunst) kann man sogar Bogen von
3 bis 5 Meilen Linge und daritber, als gerade Linien, mithin
auch Flichen von 3 bis 5 Meilen Ausdehnung unbedenklich
als eben annehmen. .
Was von der Oberfliche der Erde als fester Korper gilt,
muls offenbar auch von der Oberfliche eines ruhigen fliissigen
Karpers darauf gelten, die also in grofser Ausdehnung ge-
, in kleiner Ausdehnung
aber als eben betrachtet werden kann, z. B. die Oberfliche

nommen, wie die Erde, krumm ist

eines kleinen ruhigen Seees,
210.

Nivellieren. Die Oberfliche einer ruhigen Flitssigkeit nennt
man Niveau, und man sagt von zwei oder mehreren Punkten
auf der Erde, sie seien in einerlei Niveau, wenn sie so
liegen, dals die (erweitert gedachte) Oberfliche einer ruhigen
- Fliissigkeit, welche durch den einen Punkt geht, auch durch
' die iibrigen Punkte geht. Sémtliche Punkte sind dann, die
| Erde als Kugel betrachtet, gleichweit vom Mittelpunkt ent-
| fernt und liegen also in einer krummen Fliche, die man aber,
' wenn die Punkte nur einige hundert Schritte oder bis zu einer

Meile von einander entfernt sind, als eine ebene horizontale

. Fliche annehmen kann, weil dann alle durch diese Punkte

' gedachten Vertikallinien als unter sich parallel betrachtet
. werden kimnen.

Das Verfahren, Punkte auf der Oberfliche der Erde zu

_ bestimmen, welche in einerlei Niveau liegen, oder auch den

| Unterschied ihres Niveaus zu finden, d. h. um wie viel der

eine hoher oder tiefer liegt, als der andere, nennt man
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nivellieren. Nivellements (sprich: Niwellemangs) sind sehr "

J hiiufig erforderlich, z. B. bei Anlegung von Kunststralsen, =
Eisenbahnen, Deichen, Wasserbauten, Wasserleitungen, Ka- ;

[ nilen etc. Das hierzu nitige Instrument, so wie das Ver- o
fahren selbst, werden die folzenden Paragraphen erliutern. W
211, H
Y, !

\ Nivellier - Instrumente giebt es sehr verschiedene. Dic B

bessern bestehen aus einem, auf einem dreibeinigen Stativ
ruhenden Fernrohr, welches sich um eine vertikale Achse canz

herum drehen und mittelst eines daran befindlichen Niveaus
l sich so stellen lifst, dafs die Achse des Fernrohrs (Visierlinie,
Kollimationslinie) genau horizontal ist (siche folgende Figur).
In der Bildebene des Fernrohrs, niimlich die Stelle nahe an
Okularglase, wo das Bild von einem gesehenen Gegenstand _
entsteht, ist ein feiner Faden (Visierfaden) horizontal und senk- s

recht gegen die Visierlinie ausgespannt, oder statt eines Fadens
auch wohl zwei IMiden (Fadenkreuz), von welchen der cinc
horizontal, der andere vertikal ist*). Zu einem solchen Nivellier-
Instrument gehren nun noch zwei Zielstangen, welche in Meter
und Centimeter eingeteilt sind, und an welchen sich, mittelst einer
Schnur, eine kleine Visiertafel mit einem scharf markierten
Zielpunkt auf und nieder schieben lilst. '

212,

Nivellieren aus der Mitte. Um den Hshenunterschiod o
zweier Punkte auf der Erde, 0 und 1, zu finden, stellt der i)
Beobachter sein Nivellierinstrument zwischen den beiden Punkten
0 und 1 in der Mitte A auf (siehe folgende Figur); seine beiden
Gehilfen in 0 und 1 halten jeder ihre Nivellierstange mit Hilfe 3
des Senkbleis in vertikaler Lage, Der Beobachter stellt nun :
mit Hilfe des (der) Niveaus die Achse des Fernrohrs hori- X
zontal, richlet es auf die in 0 errichtete Nivellierstange, winlkt
dem Gehilfen, die Visiertafel zu heben oder zu senken, bis
der markierte Zielpunkt in der horizontalen Visierlinie, und
folglich an dem horizontalen Visierfaden erscheint, alsdann wird
die Zielhohe 0 abgelesen. Es sei z. B. 05 — 84.7 em.. Hier- der

*) Die wirkliche Ansicht und Handhabung des Instruments wird dem
Praktiker das iibrige lehren.
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auf wird nun, indem man das Fernrohr um secine vertikale
Achse dreht, eben so nach der vom zweiten Gehilfen in 1
errichteten Nivellierstange visiert. s sei die hier abgelesene
Zielhthe 1% = 214,83 cm, alsdann ist der Hohenunterschied
beider Punkte — 1%—0h — 214.3 — 84.7 — 129,6 em, um
soviel liegt niimlich der Punkt 1 unter dem durch 0 gedachten
Horizont, oder der Ort (1) hat 1296 cm Fall (Gefill) in
Bezug auf den Ort (0), oder letzterer Ort (0) hat in Bezug
auf erstern 129,6 cm Steigung.

213.

Ist das Nivellierinstrument in gleicher Entfernung von den
beiden Ortern 0 und 1 aufgestellt, und wiire dann auch die
Visierlinie, wegen eines Fehlers des Instruments, nicht genau
horizontal, und triife sie den Zielpunkt in 0 z. B, um 11 mm zu
hoch, so wiirde, wegen der gleichen Entfernung beider Orter
vom Instrument, derselbe Fehler auch auf der andern Seite
stattfinden, niimlich die Zielhhe in 1 auch um 11 mm zu hoch
ausfallen. Durch Subtraktion beider Zielhohen wird aber dieser
Fehler des Instruments eliminiert, also unschiidlich. Dies ist der
Grund, weshalb man das Instrument in gleicher Entfernung
von den beiden nivellierten Ortern aufstellt, auch werden hier-
durch zugleich moch die Fehler eliminiert, welche bei sehr
grofsen Entfernungen die Refraktion und Kriimmung der Erde
verursachen konnten. HEs geniigt indessen, diese gleiche Ent-
fernung des Standpunkts nur ndherungsweise durch blofses
Abschreiten zu bestimmen. Eben so wenig ist es notig, dals
der Standpunkt des Instruments mit den beiden nivellierten
Ortern in  einerlei Richtung liegt, verschiedene Umstiinde
kénnen nétigen, ihn bedeutend zur Seite annehmen zu miissen.
Um jedoch auch noch kleine Beobachtungsfehler moglichst
unschiidlich zu machen, muls man aus demselben Standpunkte
noch einmal nivellieren, indem man zuvor das Instrument,
durch niiheres Zusammenriicken oder weiteres Ausspreizen
der drei Beine, hoher oder tiefer stell, und dann von beiden
gefundenen Hohenunterschieden, die jedoch bei kurzen Di-
stanzen nicht iiber 2 bis 3 em differieren diirfen, das Mittel
nehmen.
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! 214.

! Liegen die beiden Orter 0 und 3, deren Huhenunterschied )
2 (rt
bestimmt werden soll, sehr weit aus einander, so werden
Zwischenstationen notwendig. Der Beobachter schreitet dann
|
|
i eine passende, sonst beliebige Linge (100,200, 300 Schritte ete.)*)
von 0 mach A, und eben so0 weit von A nach 1. dann eine
passende Liinge von 1 nach B, und eben so weit von B nach 2
ab ete.®*) und beobachtet zugleich auf die vorhin gezeigte
Weise vom Standpunkt A aus den Hohenunterschied der
Punkte 0 und 1; von B aus den Hhenunterschied der Punkte
] und 2 u. s. w. bis zu Ende, indem er die beobachteten
)
{ Zielhthen etwa folgendermalsen aufzeichnet:
i — e 15{
| . ‘ E y- Zielhihen
stand- | yune der A | Bemer-
wnkt Ziel- 34 Fall. Steigung.
]_.”h 1 ;! 2 g riick- | vor- > ST kungen.
zwischen | punkiein s 7
2 Sehritten. warts. warts,
0 und 1 Ja0 84,7 em | 276,38 cm | 191.6 cm .
B R e o 00 2058y (FaRTi6 ] w1l T
2 Tns
2 3 300 1B5,2. & | 1805 & | iy 47 =
1050 4755 em | 6044 em | 191,6 em 7 em L,
Aus dieser Tabelle folgt, dals in Bezug auf den Ort 0,
_ der Ort 1 um 191,6 em tiefer liegt; der Ort 2 aber, weil er
*) Wie weit man die Distanzen nehmen soll, hiingt von der Terrain- Vo
beschaffenheit, von der Linge der Nivellierstangen, dann auch von der tiefe
Tragkraft des Fernrohrs ab, indem, wenn moglich, der Beobachter durch
Hilte des Fernrohrs die Zielhiihen selber abliest. f "
**) Die Orter 0, 1, 2., pflegt man zuweilen mit numerierten, in die
} Brde getriebenen Pfiilhlen zu bezeichnen, besonders damm, wenn behufs

Anlegung eines Deiches, einer Eisenbahn ete. die nivellierte Strecke planiert,
d. h. alle Orter durch ndtige Erhthungen und Abgrabungen in gleiche

llen.

Hihe (Niveau) kommen so
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wieder 58,0 cm hoher als der Ort 1 liegt, nur um 133,6 cm
tiefer als 0, und weil 3 wieder 4.7 em hoher als 2 liegt, dieser
Ort 3 in Bezug auf 0 ein Gefiill von 128,9 cm hat. Hieraus
ergiebt sich nun leicht die allgemeine Regel, dafs, um den
Hohenunterschied des Anfangs- und Endpunkts (oder auch
irgend zweier Punkte des ganzen Zuges zu finden, man nur
die Summe aller Gefille bis zum Endpunkt, sowie auch die
Summe aller Steigungen zu suchen braucht, dann die kleinere
Summe von der grifsern abzieht, und dem Rest die Benennung
der grifsern Summe giebt. So ist z. B. der Hihenunterschied

zwischen 0 und 8 = 1916 — 62,7 = 1289 cm Fall; der
zwischen 1 und 3 = 62,7 — 0 = 62,7 em Steigung etc.

Zur Kontrole der Rechnung kann man die Summe aller Ziel-
hthen vorwiirts und riickwiirts zwischen irgend zwei Punkten
von einander subtrahieren, was dasselbe Resultat geben mufs.
Zur gréfsern Sicherheit mufs man dieselbe Strecke noch ein-
mal vom Endpunkt nach dem Anfangspunkt wieder zuriick
nivellieren. Ob iibrigens der ganze Zug der nivellierten Punkte
in einerlei Richtung liegt, oder sich beliebig schlingelt, das
— ist gleichgiiltig. - , 1
215.

Nivellieren aus den Endpunkten. Kann man wegen eines
zwischenliegenden Hindernisses (eines Flusses z. B.) das Instru-
ment weder in der Mitte, noch zur Seite zweier Punkte, 0 und
1, aufstellen, so mufs man, um einen etwaigen Fehler des
Instruments zu eliminieren, zeitraubende und dennoch milsliche
teduktionen wegen Refraktion und Kriimmung der Erde zu
vermeiden, aus beiden Endpunkten O und 1 nivellieren. Man
stellt dann das Instrument zuerst in dem einen Punkt (0) auf,
visiert nach dem andern (1), liest die Zielhthe ab, z. B.
212,9 cm, milst zugleich auch die Hohe des Instruments, z. B.
139,0 cm, so hat man das Gefiill von (1), = 73,9 cm. Der
Vorsicht halber stelle man jetzt das Instrument hoher oder
tiefer und visiere noch einmal nach (1), um zu sehen, ob

auch dasselbe Resultat 73,9 em kommt. Hierauf wird nun

j\ das Instrument nach dem sndern Ort (1) gebracht, und von
| hier aus ebenso zweimal nach (0) visiert, jetzt aber die Ziel-
hohe von der Instrumentshdhe subtrahiert, wo man dann das-
selbe Resultat wie vorhin erhalten, oder wenn beide nur wenig
| differieren, das Mittel nehmen muls.
|
.
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Erklarung. Unter Karte (Plan) von einem Lande versteht
man eine kleinere Figur (Zeichnung), in welcher alle Punkte
dieselbe Lage gegen einander haben, oder doch andeuten,
wie die, wovon sie Bilder sein sollen. Solche Karten werden
nach dem Zwecke, dem sie entsprechen sollen, und wonach
sich ihre technische Anfertigung richtet, verschieden benannt.
Do giebt es z B. petrographische oder geologische Karten,
welche die Gebirgsarten eines Landes, ihre Auflagerungen ete.
kennen lehren. Ihre Entwerfung setst geognostische Kennt-

nisse

sowie die fibliche Zeichensprache voraus. Hieriiber gicht

ne Werke, so wie auch iiber die sogenannte Mark-
scheidekunst, welche zur Leitung des Bergbaues unter der Erde
messen und nivellieren lehrt, Militirkarten (Generalstabskarten.
Situationspline) sollen von einer Geegend (Terrain) eine deutliche
Vorstellung geben, namentlich alle Berge, deren Hohe, Abhiinge,
Sehluehten, den Lauf der Fliisse, Hecken, Hindernisse (Coupie-

e

rungen) und andere wichtige Punkte darstellen. Diese Karten
sind fiir die Kriegsfithrung wichtie, um danach die giinstigen
Positionen eines Heeres und die zu machenden Operationen ete.
im voraus bestimmen zu konnen. Uber die technische Anfer-
tigung solcher Karten handeln besondere Werke. Geographische
Karten (Land- und See-Karten) stellen ganze Reiche und selbst
die ganze Oberfliche der Erde dar, namentlich die Lage und
Grenzen der Liinder und Provinzen, der Meere, den Lauf der
Fliisse ete. Unter diesen Karten giebt es sehr wenige, welche
den Anforderungen der Mathematik nur einigermalsen ent-
spriichen, indem viele Linder, z B. Afrika, noch ear nicht
aufoeschlossen, wviel weniger vermessen sind, was erst mit der
Zeit und nur nach und nach geschehen kann. konomische
Karten (Kameral- oder Kataster-Karten). Solche Karten Lilst
der Staat zur Bestimmung eines Katasters (Steuerbuch, acker-

verzeichnis) saufertigen, um nach der Grifse der Lindercien
und ihres Ertrags die Steuern zu regulieren,

Bevor nun aber eine geographische oder 8konomische
Karte von einer Gegend entworfen werden kann, muls dieselbe
erst aufgenommen (vermessen) werden, und dieser Aufnahme
muls dann, wenn die Gegend von grolser Aunsdehnung ist,
immer erst eine sogenannte Trianeulation vorausgehen, d. h.
das ganze Land wird erst, um feste Anhaltspunkte zu erhalten,
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mit einem Netz von Dreiecken fiberspannt, und die Lage ihrer
Eckpunkte durch scharfe Winkelmessungen, trigonometrische
Rechnungen und Wahrscheinlichkeitsrechnung genau bestimmt.
Ist aber die aufzunehmende Gegend nur von geringer Aus-
dehnung, etwa von einem Punkt aus iibersehbar, und nur eine
tkonomische Karte davon zu entwerfen, so ist eine vorher-
gehende Triangulation nicht notwendig. Die Aufnahme kann
dann gleich mittelst des Melstisches und der Melskette ge-
schehen. Ist die Gegend zugleich auch noch ziemlich eben,
g0 wird eine solche sehr oft blols mit Hilfe der Melskette und
des Winkelkreuzes (Winkelspiegels) aufgenommen, wobei man

folgendermalsen verfihet,

Es sei das Stiick Land AB aufzumessen. Der Feldmesser
umgeht zuerst dasselbe und entwirft davon in seinem Tagebuch
nach dem Augenmals ein nur halbweg fhnliches Bild. Kann
man nun in der aufzumessenden Figur eine Linie, AB, auffinden,
von welcher die Eckpunkte C, D, E ... nicht zu weit entfernt
sind, so ist es oftmals (namentlich bei langen schmalen Figuren)
vorteilhaft, die Lage der Eckpunkte durch Abscissen und Or-
dinaten zu bestimmen. Wihrend niimlich die Kettenzieher
die Kette in der Richtung AB fortziehen, muls der sie be-
gleitende Feldmesser die Liinge der Abscissen AP, AP’ ...
von der Kette ablesen und zugleich mit einem Dreimeterstock,
) den er rechtwinklic an die Kette anlegt, die Ordinaten PC,
[ P’D ... messen (oder durch einen dritten Gehilfen messen
| lassen) und die Lingen der Abscissen und zugehérigen Or-
dinaten in seinem Tagebuche bemerken. Sind die Perpen-
dikel (Ordinaten) CP, DP”... tiber 20 m lang, so ist es
sicherer, sie mit Hilfe des Winkelkreuzes (oder eines Winkel-

-
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I spiegels) zu konstruieren, sonst aber nimmt man den rechten

y Winkel nur nach Augenmals, Hat die aufzumessende Figur
krummlinige Grenzen, so muls man so viele Ordinaten messen,

dals man die zwischen je zwei Ordinaten liegenden Bogen
praktisch als gerade Linien betrachten kann, Werden die Or-
dinaten zu lang und deven zu viele, so mufs man mehrere neue
Abscissenlinien, HK, KL. .. zu Hilfe nehmen.

I Obgleich das Messen sehr vieler Koordinaten zeitraubend
und hochst langweilig ist, so ist dieses doch bei Aufnahme
krummer Wege, Griiben, Flisse und Grenzen durchaus not-
wendig,

Lifst sich eine aufzunehmende Figur durch Diagonalen
in lauter Dreiecke zerlegen, die nicht gar zu spitze Winkel
haben, so kann man auch dies thun, indem man dann alle
Seiten der an einander hingenden Dreiecke milst, und ihre
Linge in dem von der Figur nur flichtig entworfenen Bilde
notiert.

| Auch kann und mufs man sehr oft eine Figur durch eine

|| andere Hilfs - Figur autnehmen, die man in oder um erstere

konstruiert, und deren Seiten man dann als Abscissenlinien A
annimmt. Ist die Hilfs-Figur ein Viereck, Fiinfeck etc., so :
ist es vorteilhaft, wenn sie moglichst viel rechte Winkel hat,
weil sich diese am leichtesten mit dem Winkelkreuz konstruieren
lassen. EineHilfs- Figur muls
namentlich konstruiert wer-
den, um eine andere aufzu-
nechmen, deren Inneres un-
zugiinglich ist, z. B. ein Mo-
rast, Teich, Wald ete. Es ist
wohl einlenchtend, dafs man
unter Umstiinden auch alle
drei Methoden mit einander

verbinden kann.
Nachdem nun die Aufnahme auf die eine oder andere

® | Weise geschehen, ist es sehr leicht, ein genaueres Bild oder :
Karte davon zu entwerfen. Man braucht nidmlich nur die "

Lingen simtlicher gemessenen und notierten Koordinaten und
Dreiecksseiten nach einem verjiingten Malsstabe aufzutragen, I

und die Endpunkte der Ordinaten durch einen freien Handzug
zu verbinden,
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Bei der Entwerfung der im letzten Beispiele angenommenen
seitigen Hilfs-Figur wird man bemerken, dafs, nachdem die
drei rechtwinklig an einander stolsenden Seiten, AB, AE, ED,
nach dem verjiingten Malsstab genau aufgetragen worden, und
man nun mit den, vom verjiingten Malsstab abgemessenen

flinf:

Lingen der beiden andern Seiten, BC, DC, zwei Bisgen be-
schreibt, der Durchschnittspunkt derselben vollkommen be-
stimmt ist, und in der Karte die Lage des Punktes C darstellt,

es mithin nicht nitig ist, die beiden Winkel B und D auf dem -

I'elde noch zu messen, was sonst durch die Aufmessung der
beiden Dreiecke GBH und JDK geschehen konnte.

Nach demselben Malfsstab, nach welchem eine Karte ge-
zeichnet worden, kann man nun auch den Abstand je zweier
Punkte, welcher auf dem Felde gar mnicht gemessen worden,
unmittelbar auf der Karte messen; und die wirkliche Nach-
messung auf dem Felde konnte entscheiden, ob die Karte
richtig ist.

Was die Bestimmung des Flicheninhalts einer aufgemes-
senen Figur betrifft, zu welchem Zweck eine tkonomische
Aufnahme hauptsiichlich gemacht wird, so ist es am besten,
diesen aus den Zahlen der unmittelbar gemessenen Koordinaten
und Dreiecksseiten zu berechnen, und die Trapeze, welche je
zwei Ordinaten mit dem zwischen ihnen liegenden Stiick der
Abscissenlinie bilden, nach § 103, die Dreiecke aber nach
8§ 197 zu berechnen, und alles zu addieren, Sind aber die
Zahlen der unmittelbar gemessenen Linien nicht vorhanden, so
muls man freilich den Inhalt nach der Karte bestimmen, in-
dem man diese in schickliche Dreiecke und Trapeze ete. zer-
legt, Grundlinien und Héhen nach dem der Karte zu Grunde
liegenden verjiingten Mafsstab milst, und die Dreiecke und
Trapeze berechnet. Genauere Resultate giebt in diesem Falle
aber die § 204 erklirte Methode.

Unter den verschiedenen kiinstlichen, fiir Katasterbureanx
wichtigen Instrumenten, mittelst deren man den Inhalt einer
Karte nitherungsweise, aber sehr schnell, ohne alle Rechnung
und Messung bestimmen kann, verdient erwithnt zu werden:
der von Firnst in Paris nach den Idecen des Berner Ingenieurs
Oppikofer konstruierte Flichenmesser. Dieses Hulserst sinn-
reiche, etwa 210 M. kostende Instrument braucht nur lings

iihrt zn werden, und kann

o

des Umfangs um die Figur herumge

Liihsens El ar-Geometrie. 12
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man dann aus der Stellung der Zeiger den Inhalt unmittelbar
ablesen. s findet sich beschrieben und abgebildet in dem
Bulletin de la sociélé dencowragement 1841, p. 402. In dem-
selben Bulletin 1850, p. 100 befindet sich noch ein neuerer
von Beuviére erfundener Flichenmesser beschrieben und ab-
gebildet. Ein noch neuerer von Wetli erfundener und von
Stampfer in Dinglers polyt. Journal 1850, Heft 6, beschrie-
bener Flichenmesser soll nach Stampfers Urteil der beste von
allen sein. Preis etwa 340 M. Wie uns scheint, griindet
sich die Konstruktion dieser Instrumente anf der § 204 auf
gesteliten Formel, In einer kleinen Broschiire von J. Awmsle
1856 wird noch ein neunerer Fliichenmesser beschrieben, welcher

viel einfacher und billiger sein soll. Ferner sind noch die
von Hansen und Bauernfeind erfundenen Flichenmesser zu
erwiihnen.

Die Grilse des verjiingten Malsstabes, nach welcher eine
Karte aufgetragen wird, richtet sich nach der Grilse der auf-

gemessenen Figur. Wire z B. die grifste Ausdehnung der-
selben 4000 m (etwa eine halbe Meile) und soll die Karte da-
von auf ein Blatt Papier kommen, dessen grilste Ausdehnung
g m ist, so ist klar, dals auf der Karte (deren Malsstab Acht-
tausendstel des wirklichen ist) 80 m auf 1 em kommen,

kleinere Lingen von 1 bis2 m nicht mehr deuntlich dargestellt
werden konnen, und man den Inhalt darnach nur niherungs-
weise bestimmen kann. Karten, welchen noch viel kleinere
Malsstibe zu Grunde liegen, dienen nur dazu, eine Vorstel-
lung von der Form des Landes, von der Lage der Hauptorter,
dem Laufe der Fliisse etc. zu geben. Dies gilt namentlich
von den Karten, welche auf einem Bogen Papier ganze Welt-
teile darstellen, Auf solchen finden nur die bedeutendsten
Orter, Flitsse etc. Platz, indem hier selbst Meilen grolse Aus-
dehnungen in Punkte verschwinden,

Piare

Hofbuchdruckerei, Staphan Geibel & Co. in Alt

Baden-Wiirttemberg



Inhalk

Seite
1
L ier Ursprung der Geometrie . . . . . + « . 1

II. Gegenstand der Geometrie, (Riinmliche Grifsen: Kirper, Flichen
S s DMt A I ) B L R R N 3

ITI. Zweck der Geometrie. (Entd 1 - Eig chaften; Kon-
i und Aunsmessung dumlichen Gréfsen) . . b
IV. - Geometrie o A e R A R T = e v~ 6
Vi 2 der Geometrie . S D A T e N R T S 6
Vi er Erie 9

Erster Teil.
Ebene Geometrie.

Von den geraden Linien hesonders, von der Ebene und

vom Kreige vorl o die Erk
Von den Winkeln . ST T
% der Dreiecke 3 . " el G 31

celn . . 40

arupgen . . .

3. Bt Von der Kongrie

1. Buch: Von den Perpendi
3. Buch: Von den Parallellinien . £ I P a0

t. Buch: Summe der innern und &Aufserm Winkel einer gerad

linigen Figur 55
7. Buch: Vom Kreise e a8
8. Buch: Vom Parallelogramm, der Gleichheit und der Berechnung
des Flicheninhalts geradliniger Figurem . . . . . . 69
9. Buch: Der Pythagordische Lehrsatz . . . % . +« . &« « ., 18
10. Buch: Von den Proportionalli 81
1. Buch: Von der Abnlichkeit der Figuren B L 86
12. Buch: Proportionen beim Kreise . . . « . . . . + . . 87
13. Buch: Von den regelmifsigen Vielecken, Bereechnung des Um-
t'.-ul_g':-: and Inhalts des Ereises .~ . « a5 o o e s« 101
Zweiter Teil
Korperliche Geometrie.
14. Buch: Von der Lage der Ebenen . . . . . . . . .-. . 111
15. Buch: Von den Korpern und deren Berechnung . . . . . 121
16, Buch: Von der Kugel . . . . . . . . . . « . « . . 135
17. Buch: En ZUNEEIn S g e AR RS SRR R L el
18. Buch: Anwendung der Algebra auf Geometrie . . . . . . 152
Anhang.
165

Praktische Geomatrin) . o reopetynine = csamil ol (oot e s

1.1 BADISCHE
BLB LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



Im Verlage von Friedrich Brandstetter in Leipzig ist

ferner erschienen:

Liibsen, H. B., Ausfihrliches Lehrbuch der Arithmetik
und Algebra zum Selbstunterricht und mit Ritcksicht auf
die Zwecke des praktischen Lebens bearbeitet. FEinund-
swanzigste Auflage. gr. 8. (IV, 261 8.) 4 M.

————, Ausfiihrliches Lehrbuch der Analysis zum Selbst- |
unterricht und mit Riicksicht auf die Zwecke des praktischen
Lebens. Siebente, wverbesserte Auflage. gr. 8. (204 S.)
3.60 M.

,_Einleitung in die Infinitesimal-Rechnung zum Selbst-
unterricht. Mit Ricksicht auf das Notwendigste und
Wichtigste. Mit 53 Figuren im Text., Sechste, verbesserte
Auflage. gr. 8, (360 8.) 8 M.

, ————, Ausfiihrliches Lehrbuch der Trigonometrie. Zum

|| Selbstunterricht, mit Riicksicht auf die Zwecke des prak-

; tischen Lebens. Mit 58 Fieuren im Text. Dreizelni
Auflage. gr. 8, (105 8.) 2,40 M.

, Ausfiihrliches Lehrbuch der analytischen oder
hoheren Geometrie. Zum Selbstunterricht, mit Riicksicht
auf das Notwendigste und Wichtigste, Mit 122 Figuren
im Text. FElfte Auflage. gr. 8. (210 8.) 4 M.

, Einleitung in die Mechanik, Zum Selbstunterricht,
mit Ricksicht auf die Zwecke des praktischen Lebens.
Mit 162 Figuren im Text. Vierte Auflage. ar. 8. (309 8.)
6.80 M.

Ferner:

Schurig, Rich., Lehrbuch der Arithmetik zum Gebrauche
an niederen und hoheren Lehranstalten und beim Selbst-
studium.

[. Teil: Spezielle Zahlenlehre (Ziffernrechnen). Zugleich ein

Handbuch fiir Volksschullehrer. gr. 8. (VI, 286 S.)

II. Teil: Allgemeine Zahlenlehre. (Buchstabenrechnung). gr, 8.
(VII, 430 8.) 6 M.

HI. Teil: Algebra nebst Anwendung derselben auf die Analysis.
gr. 8. (VIII, 430 S.) 6,40 M.
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