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reimtheiten zu vermeiden , muß man ſich die Sache auf die at

gezeigte Art deutlich vorſtellen ; und wenn man von einem —
ten Gliede , das als Nichts angeſehen wird , redet , dergleiche

Ausdrücke nur als Abkürzungen der vorigen Schlüſſe anſehen .

Dieſe Erinnerung iſt deßwegen wichtig , weil gegenwärtige Auf —

gabe ſchon als etwas , das zur Rechnung des Unendlichen

gehört , betrachtet werden kann , und gehörige Begriffe von ihr

bey dieſer Rechnung Dienſte leiſten können .

Aufgabe 609.

§. 197 .

Eine unendliche geometriſche Reihe , deren Exponent

ein Bruch iſt , zu ſummiren .

Aufloͤſung .

Das erſte Glied ſey wo a und b ganze Zahlen bedeu⸗

ten , und alſo das erſte Glied eine ganze Zahl iſt , wenn b=it .

Es ſollen ferner o und d ganze Zahlen bedeuten , und der Er⸗

4 4 2 4 2
ponent ſeyn . Dann iſt die Progreſſton : P

5 *

Jedes Glied enthält4 d ? ib da

0
nämlich — in eine Potenz von

— multiplicirt , deren Expo⸗

nent um 8 weniger iſt , als die Zahl des Gliedes ; das n ＋ iſte

Glied iſt alſo ＋ * 3. B . das 101te Glied wäre

10⁰ : 8 4 Cn —1 92
Wenn man* JI96 . Eben ſo iſt das nte Glied :

u
&*

AÆt·

nun die Summe von n Gliedern finden wollte , ſo würde man

nach §. 193 . folgender Geſtalt verfahren . Das nte Glied wäre ,

was im b. 193 . das letzte , und das n T iſte , was dorten Eins

weiter als das letzte heißt . Alſo hieße

à oder das erſte Glied im §. 193 . hier

m oder der Exponent im h. 193 . hier

n aber wäre dorten und hier einerley .

( 110

*

—



Wenn man nun die dorten gefundene Summe nach dem

Ausdrucke braucht , der im §. 195 . zuletzt gegeben wurde , ſo

wird ſie hier

Es ſey z. B . a = 1 ; b 10 ; C1d 10 ; ns8 .

Oder man ſuche die Summe folgender fünf Brüche : 70 4

7400 ＋ 100 ＋ 4000 ＋ KAooooo; ſo findet ſie ſich
1 1 999909 99099

10
* ( 1 W7 J00000 — J000000

3332 2
10 10 10

9009009 — 11111
VDο-οοi %̇̇ðꝰZge 100000 .

Da nun die Reihe , ſo weit man will , ohne Ende fortge⸗

ſetzt werden kann , ſo wird ( immer kleiner und kleiner ,

je größer n wird , und kann ſo klein werden , als man will ,

wenn man nuren groß genug annimmt . Alſo läßt ſich wieder

die Reihe immer ſo weit fortſetzen , daß 1 — ( ſo wenig

als man will , von der 1 unterſchieden iſt , und man kann daher

in der Bedeutung , die im vorigen §. weitläuftig erklärt wurde ,

auch hier ſagen : Die ſo weit als möglich fortgeſetzte oder un⸗

* 1

endliche Reihe habe zur Summe —

88
d

Dieſer Ausdruck verwandelt ſich nach den gewöhnlichen

Ausdrücken , Brüche zu ändern , in folgende : Man multiplicire ,

E
N⁊ d

was oben und unten ſteht , mit d , ſo wird er E ; und

nun multiplicire man , was oben und unten ſteht , mit b ; ſo

ad 8. ad
wird er 5d - E
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Zu ſatz 1.

26Wenn a = 0 ; b d ; folglich die Reihe —

as 3
＋ J te . ic . ſo iſt in dieſer unendlichen Reihe die Summe

Iſt alſo noch über dieß a S ; ſo iſt

1
die Summe 5ß—1
dem man , ſtatt b , immer eine andere ganze Zahl ſetzt , die

Summen unzähliger ſolcher unendlichen Reihen . Es ſeye

Dieſer letzte Ausdruck enthält alſo , nach⸗

EE

23 RRRc

2 4 4 — M6 ＋ 764 * — 5

6 76 ＋ ½˙s ＋ s f = 1

woraus man die Beſchaffenheit dieſer Summen leicht einſehen

wird . Die Punkte hinter den Reihen bedeuten , daß man nach

den angegebenen drey erſten Gliedern jeder Reihe ſich noch un —

zählig viele denken , oder daß man ſich die Reihe unend⸗

lich vorſtellen müſe . Wäre a = 2 ; b 5 ; S3 ; dI ;

8 3
folglich die Reihe 2“4＋45— ＋92 2 *

55 X 16 5

fände ſich aus dem — Ausdrucke am Ende des (§. 197 . )

ihre Summe
S7 = 4 = ν Rt1356 . Je mehr Glie⸗

der dieſer Reihe man wirklich berechnete , und zuſammen ad⸗

dirte , deſto näher würde man der wirklichen Summe

kommen .

Jſt a 3 ; d I1; 2 : dↄ7 ; iht de

F3 3 * 8
Reihe : 3

＋. —
＋

10˙ ιο
und deren Sum⸗

8
me auf die eben gezeigte Art S F 4 66 .

Und ſo kann man dergleichen Reihen , ſo viel man will , erden⸗

ken , und auf dieſe Art ſummiren .
Von der Richtigkeit der gefundenen Summenformel für



unendlich abnehmende Reihen kann man ſich auch durch folgen⸗
de Aufgabe überzeugen :

Man will von Baſel 600 fl. poſtfrey nach Leipzig ſchicken .

Sie können aber in Baſel nicht frankirt , ſondern das

Porto muß beygelegt werden . Wie viel muß man bey⸗

legen , wenn der Gulden 3 kr . koſtet ?

Dieſe Aufgabe läßt ſich auf eine gedoppelte Art auflöſen .
Einmal als eine gewöhnliche Proportional - Aufgabe , indem

man nach der Regel de Tri ſpricht : damit 657 kr . in Leipzig

erhalten werden , muß ich 60 kr . oder 1 fl. ſchicken ; wie viel ,

damit 600 fl. daſelbſt nach Abzug des Poſtgeldes übrig bleiben ?

Dann aber auch als eine Progreſſional⸗Aufgabe , in welcher eine

unendlich abnehmende Reihe ſummirt werden muß , deren erſtes

Glied S dem Porto von 600 fl . , das zweyte S dem Porto

vom erſten Porto/ das dritte dem Porto vom zweyten Por⸗

to ꝛc. iſt .
Erſte Aufloͤſung .

57 kr . : 60 kr . S 600 fl . )
6 0

36000 57 * ¹
3⁴²

2 631 3/57 fl .
180

171

33
57

3557 fl .
Das Porto allein beträgt mithin 31 33ß7 fl.

Zweyte Aufloͤſung .
Es iſt

4 600 1

2 fl. ( weil 3 kr .
2⁰ fl .

8

F5600 . 20 12000
kolglich s S

100 — 20. 380
fl.

120010 38 l0

— — 31 2758 fl . 313 %7 fl.
0

38

7c88



. 199.
Wäre d So ; ſo hätte man folgende Reihe zu ſummiren :

A 4 4

55 . ＋ J . ie . s heißt : Einerley Größe , es mag nun

eine ganze Zahl oder ein Bruch ſeyn , zu wiederholtenmalen zu

ſich ſelbſt zu addiren . Die Summe einer gewiſſen Menge ſol⸗

0 gleichen Größen iſt ohne Zweifel ſo viel , als eine di

Größen ſo viel mal genommen , als ihrer ſind . Z. B.
d

* 2 A f —
Summe von 10 dergleichen iſt 10

5 *
Stellt man ſich

alſo dieſe Reihe unendlich vor , das iſt , ſtellt man ſich 85 un⸗

zählig vielmal vor, ſo iſt klar , daß dieſe Summe größer werden

muß , als jede Grüße, die man angeben kann , ſo klein man auch

— ſetzt , wenn man es nur von einer Größe annimmt , die ſich

Denn wäre z. B.
J . oo9000 / und man ſtellt

ſich dieſen ſo kleinen Bruch eine Million mal nacheinander vot

würde die Summe einer ſolchen Reihe 15 und alſo in Ve
it

Aoooooo ſchon ſehr groß ſeyn .

Wenn man ſich alſo dieſe Reihe lauter gleicher Gri

weit man will , fortgeſetzt vorſtellen darf , ſo kann immer ihre

Summe jede Größe , ſo groß als man die letztere auch annimmt ,

überſteigen . Sie kann im vorigen Beyſpiele nicht nur größer

als . 1 , ſondern auch größer 61
eine Billion , oder jede andere

noch ſo groß angenommene Zahl werden , und dieß drückt man

ſo gaus , Die Summe unzäblig vieler gleicher Größen , oder

das Vielfacche einer gegebenen Größe durch eine unendlich

Zahl , iſt unendlich groß .
ir d c wird der Ausdruck der Summe am Ende

d fad a0 0 * Kae— Æ Æ = = — — . Ein ſolcher Quotien
00 5* 0

deſſen Dividende eine gegebene Größe , der Diviſor aber 0

iſt , bedeutet immer eine unendlich große Größe . Dieß gründe :

ſich darauf : Je kleiner der Diviſor in Vergleichung mit



Dioidende iſt , deſto öfter iſt jener in dieſer enthalten , deſto
größer iſt der Quotient . Wenn man ſich alſo vorſtellt , der

Diviſor nehme bis auf nichts ab , die Dividende aber bliebe

eine endliche Größe , oder eine Größe , die ſich angeben läßt ;
ſo wächſt der Quotient immer mehr und mehr , und überſteigt
alle Größen , die ſich angeben laſſen , dieß heißt : er wird un⸗

endlich groß . Freylich kann man eigentlich nicht Etwas

mit Nichts dividiren . Aber man kann ſich vorſiellen , daß der

Diviſor his er Nichts wurde , immer kleiner und kleiner gewor⸗

den iſt , und alſo einen immer größer und größern Quotienten

gegeben hat , wodurch endlich der Quotient alle Gränzen end⸗

licher Größen überſteigen mußte .

3uſaß .

§. 200 .

Wollte man im Ausdruck am Ende des §. 197 . c größer d

ſetzen , ſo gäbe dieſer Ausdruck etwas verne intes , und dieß

wäre offenbar ungereimt ; denn man nimmt alle Glieder der

Reihe poſitiv an , und daher können ſie , ſo viel oder ſo we⸗

nig ihrer ſind , nie eine verneinte Summe geben . Der Feh⸗
ler dieſes Verfahrens beſteht in folgendem . Der Ausdruck am

Ende des 9. 197 . wurde aus der Vorausſetzung gefunden , daß

4 auf eine höhere Potenz erhoben , immer etwas kleineres gebe ,

oder ein eigentlicher Bruch ſey ; daß folglich die folgenden Glie⸗

der der Reihe immer kleiner und kleiner , ja ſo klein , als man

will , werden . Iſt aber „ größer als d , ſo iſt dieſe Voraus⸗

8 N 22
ſetzung falſch , und 1 — ( D iſt eine verneinte Größe , die

immer größer und größer wird , je mehren wächſt . Daher kann

3 2 C IJu
man hier nicht annehmen , daß 1 — der 4 ſo nahe kom⸗

me , als man nur will , je größer n angenommen wird . Es iſt

daher kein Wunder , daß dieſe , aus §. 197 . am Ende genomme⸗

ne Formel etwas ungereimtes gibt , wenn man ſie auf einen

Fall anwendet , bey dem dasjenige nicht gilt , woraus ſie her⸗

geleitet wurde .
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Anmerkung .

§. 201 .

Wird die Summirung der unendlichen Reihen auf dieſe

Art vorgetragen , ſo fallen alle Schwierigkeiten und ſeltſam

ſcheinenden Sätze weg , die man ſonſt zuweilen darinnen zu fin⸗

den glaubt . Z. B. daß eine unendliche Reihe größer als die

andere ſeye ; daß eine unendliche Reihe ein letztes Glied habe ;

daß dieß Nichts ſeyn ſoll . Dieſe und andere Sätze enthalten

gar nichts , das jemand befremden könnte , wenn man die Worte

in den vorhin beſtimmten Bedeutungen nimmt . Alles Paradoxe

entſpringt bey ihnen aus unrichtig verſtandenen Ausdrücken .

Als eine Anwendung dieſer Rechnung läßt ſich noch eine

Wid

— —
eines berühmten Beweiſes anbringen , durch den

Zeno vor Alters darthun wollte , daß keine Bewegung möglich

ſerek 3 daß bey der Bewegung das Unbegreif⸗

liche ſtatt finde : Das Schnellſte werde das Langſamſte

nicht

Man ſtelle ſich vor in A ſeye Achill ,

A

5
V

W

den Homer durch das Beywort des Schnellfüßigen bezeich⸗

net ; in S eine Schildkröte . Achill ſey 100mal ſchneller als

die Schildkröte , und in dem Augenblick , da er zu laufen an⸗

fängt , fange die Schildkröte an fort zu kriechen . In der Zeit

alſo , da er aus 4 in S 2 iſt ſie aus S in T gekommen ,

ſo' daß 8S T = ½bο von A S ; und in der Zeit , da er 8S T

durchlauft , kriecht ſie durch T V = VMoo von S J ; und in

der Zeit , da er T V durcheilt , kommt ſie durch VꝰW = 1

von T V. Kurz , wenn er aus einer Stelle , wo er ſich in ir⸗

gend einem Augenblicke befand , in die Stelle gekommen iſt , wo

ſich die Schildkröte im nämlichen Augenblick befunden hatte , ſo

iſt ſie von dieſer ihrer Stelle um /00 der Eutfernung beyder

ellen fortgekrochen , und er wird ſie alſo nie erreichenSt

Indeſſen erhellt ſchon aus dieſem Vortrag , daß Achill

der Schildkröte immer näher und näher kommen wird . W

ſich alſo zeigen läßt , daß beyder Entfernung in einer gewiſſen
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kurzen Zeit kleiner als jede angebliche Größe wird ,
ſo muß man wohl zugeben , daß er ſie erreiche .

Man ſetze die erſte Entfernung A8 z. B . eine Meile und

nenne ſie 1; weil S T , TV , VWie . immer die folgende
Entfernung 100mal kleiner wird , als die

abekende ſo ma⸗

chen dieſe Entfernungen nachſtehende Reihe aus : 1 ＋ ½00 ＋
7⁰⁰ο E HoOO0⁰ . . in welcher nach §. 197 . a 2 I75b = 6

= ti ; und d S 100 . Man ſtelle ſich alſo dieſe Reihe unendlich
fortgeſetzt vor , ſo iſt ihre Summe nach dem Ausdruck am Ende

des h. 197 . 6005 —
——— 1＋ 55 Die Sum⸗

me der Entfernungen alſo zwiſchen Achill und der Schildkrö⸗
te / ſo viel ihrer auch ſeyn mögen , das iſt der Weg , den Achill
zurückzulegen hat , um die Schildkröte zu erreichen , beträgt nicht
mehr als 1 ＋7 ½ Meilen , und wenn er alſo z . B . 1 Meile
in 1 Stunde zurücklegt , ſo erreicht er in 1 ＋. ½ Stunden die

Schildkröte , die Eine Meile vor ihm voraus hatte .

So läßt ſich dieſer Einwurf gegen die Möglichkeit der Be⸗

wegung auflöſen , den man ſowohl wegen des zum Bey ſpiel ge⸗
b.

1 Helden , als wegen der Stärke , die man darinnen zu
den glaubte , Zeno ' s Achilles genannt hat .

Aufgabe 70 .

§. 202 .

Eine Groͤße , die durch Einen Buchſtaben aus sgedruckt
iſt , mit einer Groͤße zu dividiren , die durch zwey Buchſtaben
ausgedruͤckt iſt .

Aufloͤſung .

Dividende ſey Sa ; der Diviſor b ＋ c
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