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ZWEITER ABSCHNITT.

Ueber das Gleidhgewidyt eines Dynamidenfyfiems,

WECHSELWIRKUNG ZWEIER DYNAMIDEN.

Eine mathematisch genane Berechnung der Wechselwirkung zweier Dynamiden, mit
Beriicksichtigung der Gestalten der Kerne und der Aethergruppirung in den Dynamiden
ist mit uniiberwindhichen Schwierigkeiten verbunden; wir miissen uns also mit eciner
Anniiherung begniigen. Wir nehmen an : 1) die Entfernung der Dynamiden sei sehr
gross nicht nor im Verhiiltnisa zu den Dimensionen der Kerne, sondern selbst im Ver-
hiilltnizs zu den Dimengionen der Hiillen. Unter dieser Voraussetzung begehen wir keinen
merklichen Fehler, wenn wir bei der Berechnung der Wechselwirkung die Kerne der
Dynamiden wie materielle Punkte behandeln. 2) Die Aetherhiillen scien von kubischer
Geestalt, und die Atome seien in denselben gleichférmig dicht gruppirt. Das ist in der
Natur nicht moglich, aber gleichwohl werden wir auch durch diese Annahme, wenn die
Entfernung der Dynamiden sehr gross ist, keinen merklichen Fehler begehen, weil dber-
haupt unter dieser Voraussetzung die Anziehung von der Gestalt der Hiillen und von
der Gruppirung des Aethers beinahe nicht abhiingt.

Es seien Fig. 7:

A und A, die Schwerpunkte der Kerne der beiden Dynamiden, deren Wechselwirkung
berechnet werden soll;
A A, = r die Entfernung der Schwerpunkte der Dynamiden ;
a ein Aetheratom der Dynamide von A
a, ein Aetheratom der |.h'11:uuidﬂ von A, 3
Aa =p = 5 o .
A die Entfernungen dieser Aetheratome von ihren Kernen:
m die Masse des Kernes der Dynamide a;
m, die Masse des Kernes der Dynamide A, ;
u die Masse jedes Aetheratoms der Hilllen von A:

w, die Masse jedes Actheratoms der Hilllem von Ays
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Diese Massen » und 4, , so wie auch w und w, sind zwar gleich gross, es ist jedoch
fir die Rechnung angemessen, sie so zu behandeln, als wiiren sie ungleich,

Fiilllen wir von » und », anf die Richtong der Verbindungslinie von a und a, die
Perpendikel ab &, b, und seizen A =x A, L, — x,. Die Wechselwirkungen zweier

Atome sind gewisse Funktionen ihrer Entfernungen, die wir durch die Symbole 7 ()

G () J() bezeichnen wollen. Ersteres bezieht sich anf die Wechselwirkung =zweier
Kiorperatome; das zweite auf die Wechselwirkung zwischen einem Kirperatom und
einem Aetheratom; das dritte auf die Wechselwirkung zweier Aetheratome.
Die totale Wechselwirkung der Dynamiden kinnen wir durch m m, f{r) ausdriicken,
Dies vorausgesetzt, und die Eingangs ausgesprochene Annahme beriicksichtigend,
kann man nun mit ziemlicher Genauigkeit schreiben :

mm f{t) = FXuwd{r4x —x})—mm FE)—Zm g Glr-+x,;) — Tm puG{r—x) ilzl
wobei » ¥ Summenzeichen sind, die sich auf simmtliche Aetheratome der Hiillen be-
zichen, Die abstossenden Kriifte sind positiv, die anziehend wirkenden sind negativ in
Rechnung gebracht. Fillt der Werth des ganzen Ausdruckes rechter Hand des Gleich-
heitszeichens positiv aus, so ist die Wechselwirkung mm, ¢ () eine Abstossung; fallt

jener Ausdruck negativ aus, so ist die Wechselwirkung mm, f(r) eine Anziehung.
Da wir voraussetzen, dass die grissten Werthe von x und x, gegen r sehr klein

sind, so dilrfen wir vermige des Taylor’schen Satzes schreiben :

J{t+x —x) =4 (1} 5 'l'llllr'” (x; —x) -+ % w (=, — x)?

G (r==x;) = iz (1) X; +dl:%\,

G (r—x) = G(r] — LI__I[E[:E_I'] X % % x?

demnach auch :
EXup Jr+x—x)=J @D ZZuum + 4 .1f1lllr] 22X (X —x)
oy (% —x)?
Zmpy G(r4 x) = G) 2 mu 1
. @)
Zmy & (r—x) = G(x) Tm; u r“:—llﬂ Zm; X
bSO
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Bezeichnen wir durch q das Atomgewicht und durch o die Wiirmecapazitit des \
Stoffes, so ist vermiige (6), Seite 32 ;
Yu=—=— X = T

Da wir ferner annehmen diirfen, dass sich die Kerne im Massenmittelpunkt der

Aetherhiille befinden , so ist :

Fux = 2% =10
Daher werden die Ausdriicke (2] :

e 5.0 .3 T ) o S

ZE uw J(r+x —x) = e @* J(r) Sy drd 2 oy (x xi)
1
: ()
& muy Gr-rx) = mqou G(r) \
Zmy u G r—x) = my q¢uG(r)

Diese Summe rechter Hand des Gleichheitszeichens kénnen wir ausrechnen, weil
wir eine kubische Form der Aetherhiillen und eine gleichmiissig dichte Giruppirung der
Aetheratome innerhalb der Hiillen vorausgesetzt haben.

Nemnen wir n die Seite von diesem Kubus, « die Entfernung zweier unmittelbar
neben einander befindlichen Aetheratome, und siellen wir uns auch noch vor, dass die

Aetheratome nach geradlinigen Reihen gelagert gind, wie Fig. 8 andeutet, so 18 :
e die Anzahl der Aetheratome ciner Reihe;
die Anzahl der Aetheratome einer Schichte:

qe die Anzahl der Aetheratome einer ganzen Hiille,

und es ist fermer sehr nahe :

A . D 1 D "
oder weil die Einheit sowohl gegen — als auch gegen — vernachlissigt werden kann
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5 ux = &P plt fDAS.  poqD)
= 12 o? 14 & 12
Y
Eben so ist auch : . (4)
c weg D
Xy X == A
sl I 12
und endlich finden wir :
EZuwm (xX+x) = TZup x"+ X pjpy %3
[
= B oqu—t=D2
SRy
1

Fithrt man diese Rechnungsresultate (4) und (5)

— ot p?D?

(8)

in (3) ein, so erhiilt man

1 \ 3 1 d*J(x)
EXuw Jr4x —x) = e2q?u? | F () - _IL_: - i D3 | l
: : s a2 G (r 2
Zmuy (-4 %) = moeq u |'-[Tj } o l_.l'lj l}‘l Vspanychernge oy
: e 1 d*@&(r) .,
2myuG(r—x) ='||.|:'i|..'ll|:ll'| T : Il.[l] D | |

Fiithrt man e

ndlich diese Resultate (5) in die Gleichung (1) ein, so findet man :

mm, F (¥)

el

Bezeichnet man, wie iiblich, mit z die Beschlennigung durch die Schwere beim

e qtulJd (1) emequ ()

mm, fr) = a* G (1)

drt

d*J ()

s i

freien Fall der Kérper, so ist :

i
me=m = B

g

@

sotzt man ferner :

2

guoi=— O

so bedentet ¢ eine der Wirmeeapazitiit proportionale Griisse, und man findet mit De-

rilcksichtigung derselben aus (6) :

. drJ (1)

dr?

42 G (r)

dr?

D?

f{r) = G2 (r)=—2C G () —TF (1) (7)

Dies ist die mysteridse Funktion, welche Cauchy seinen Untersuchungen fiber das

einfache Medium zu Grunde legt. Dieselbe besteht theils ans positiven, theils aus nega-

tiven Gliedern; ihr Betrag kann daher je nach Umstinden positiv oder negativ ausfallen.
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Ist £ () positiv, 80 ist die Wechselwirkung der Dynamiden eine Abstossung; 18t 1 (r)
negativ, 80 ist diese Wechselwirkung eine Anziehung,

Diese Wechselwirkung hiingt nicht blos von der Entfernung r der Dynamidenkerne,
sondern auch von der in der Gewichtseinheit des Stoffes enthaltenen Aethermasse oder

von der Wiirmecapazitit des Stoffes, und endlich auch noch von der Temperatur des

Stoffes ab: denn im schwingenden Zustand des Aethers sind die Hiillen grosser, ist also
D grosser als im rohigen Zustand. Freilich begehen wir abe rmals einen kleinen Fehler,
grosser | .

wenn wir den Ausdruck (7) auch fiir den Fall gelten lagsen, wenn sich der Aether im

schwingenden Zustand befindet, allein es ist aus der Natur der Sache herausszufiihlen,
dass dieser Fehler von keinem Belang sein kann. Die Wechselwirkung zweier Dyna-

miden verschwindet, wenn f(r) = o wird, und dies iat der Fall fir :

21 r) . : 3 ] . J (8

Da wir voraussetzen, dass die Funktionen J(v G(r) F(r) mit dem Wachsen wvon ¢

st rasch abnehmen, =o sind die zweiten Differenzialquotienten dieser Funktionen

finss
en: man wird sich also fiir

im Verhiiltniss zu den Funktionen selbst sehr kleine Gr
gewisse Rechnungen erlauben diirfen, das mit p* multiplizirte Glied des Ausdruckes (7)

ganz zu vernachliissigen, und dann wird :

()= I —2CGm—Fi) + + - L Sy, (kLD]

GLEICHGEWICHT EINES NACH ALLEN RICHTUNGEN GLEICH
ELASTISCHEN (IBOTROPEN) DYNAMIDEN-SYSTEMS.

Denken wir uns, ein nach allen Richtungen gleich elastisches Dynamidensystem
befinde sich unter der Einwirkung eines fiusseren Druckes im Gleichgewicht, und suchen
wir die Bedingungen dicses Gleichgewichtes auszumitteln.

Wir laszen alle Bezeichnungen, die wir in der vorhergehenden Untersuchung gewiihlt
haben, auch hier gelten, und bezeichnen noch durch N den iHusseren auf Compression
wirkenden Druck, der anf jede Flicheneinheit der Oberfliche des Systems ausgefibt wird.

Wenden wir auf dieses im Gleichgewicht befindliche Dynamidensystem das Prinzip
der virtuellen Geschwindigkeit an, 8o miissen wir in dem System eine den Zusammen-

hang desselben nicht authebende Versel

iebung vornehmen. Da aber alle Atome vollkom-
men frei beweglich sind, so kinnen wir mit jedem derselben eine panz beliebige unendlich

o P r e & o 5 = - - - . .
kleine Verschiebung vornehmen, cs ist daber auch erlaubt, solche Verschiebungen ein-

treten zn li'l-‘-':-l'll., die einer g‘.l-iﬂ']l]zliiiﬁigrn .-\I!Eirit:h!luns_-; der Fanzen Masse l_'l]tﬁ'l'll'l!-l‘]lf“»
ohne dabei in den Aetherhilllen Verschiebungen der Aetheratome gegen die Kerne
‘|'i'1'.'|".|.'|]'lf‘!.I]!I1"]'i.




Nennen wir ; die unendlich kleine Distanzinderung zweier Punkte, deren Entfernung
gleich der Liingeneinheit ist, so ist 3, die Distanziinderung von ¢, demnach jir m?® £(r)

die virtuelle Arbeit, welche der Distanziinderung zweier Dynamiden entspricht, und

T T I N S o o o

die Summe der virtuellen Arbeiten, welche doreh die Distanziinderungen aller Dynamiden

von emner bestimmten Dynamide entwickelt wird. Da £ filr alle Werthe von : ver-
hiire, so ist es auch peniigend,

schwindet, die grisser sind , als der Radius der Wirkungs

wenn man die Summe 5 nur allein auf die innerhalb einer Wirkungesphiire befindlichen

Dynamiden ausdehnt. Nennen wir @ das totale Gewicht des Korpers, q das Atomenge-

iR : W I 3 . T i1 . .

der Substanz, so ist die Anzahl der im K#rper enthaltenen Dynamiden. Die
4 -

ller virtuellen Arbeiten, welche der gesammten Ausdehnung entspricht,

wicht

totale Summe :

18t daher anniihernd:

A Ami8rf (r) i e At e ey

Ich sage annihernd, weil fiir diejenigen Dynamiden, deren Enifernung von der Oberfliche
kleiner ist, als der Radius einer Wirkungssphiire, nicht genaun das Gleiche gilt, was fiir

b - " . * " N 1 Es - . . -
die innern Dynamiden richtig ist, Der Faktor — rithrt daher, weil durch die Multipli-

- = S« S ’ _ . - : 3 -
kation von (1) mit = jede virtuelle Arbeit zweimal in Hechnung gebracht wird, withrend
g £t :

sie doch nur einmal in Rechnung gebracht werden darf.

1

Nun ist, wenn wir das ganze Volumen mit v bezeichnen, 3 i v die Volumsiinderung

desselben, demnach:
FAVN

die virtuelle Arbeit, welche den iusseren Kriiften entspricht. Nach dem Prinzip der

virtuellen Geschwindigkeit hat man daher :

3AVN =_IJ;_ 8. AmE8 e
oder:
1 O m? =
NV = =0 Briie). & & i e el )
B 0

und wenn man fiir ¢ (r) den Werth setzt, den die vorhergehende Untersuchung geliefert

16t :

hat, und beriicksichti

ot |

gr Sa0(1) I Ds J '
d ¥
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oder auch, wenn wir == = m 1 die Summenzeichen nehmen und die Masse aller Kérper-
2 g

atome mit M bezeichnen, also M setzen :

Oder endlich, wenn wir zur Abkirzung selzen:

wLr) Ci8mrd(r) aCBmr G(r) SmrF(r) I

C i d?J(r) o, NI
wir) =— | CEmr = —

12 i 1
NV Lufp@+ o@D « o o0 o0ovo0oc 00 (6)

DAS MARIOTT'SCHE GESETZ.

Wir wollen nun verschiedene Gleichrewichtszustiinde, in welche ein Kérper gebracht
werden kann, mit einander vergleichen, and um von diesen Zustinden bequem sprechen
iigen Zustand, der in den Korper eintritt, wenn kein iiusserer

rationelle Null-

zgu kinnen, nenne ich denje

Druck wirkt und der Aether in den Hiillen absolut rubig ist, also

i welchen Aether-

Temperatur vorhanden ist: den Nullzustand. Andere Zustinde,
schwingungen (Temperaturen) vorhanden und iussere Pressungen wirksam sind, bezeichne
ich mit 1 IT... und versehe die Grossen, welche sich auf diese Zustinde beziehen, mit
Zahlen 1 2....

Da die Grogse p, d. b der Durchmesser einer Aetherhiille sowohl von dem fussern
Druck alg anch von dem :'_h-lm'i||;_;1L=|_n_-_;.~u:1;sl.nu]. a'--l;_;livh von der Temperatur abhdingt, so0
indert sich dieselbe bei dem Uebergang von einem Zustand in einen andern; allein ich
bin npicht im Stande, diese Abhiingigkeit auf rationellem Wege durch Rechnung 2zu
bestimmen, und sehe mich gezwungen, hinsichtlich des Werthes von p oder von Do
eine naturgemiiss scheinende Annahme oder Hypothese zu machen, Ich setze fiir

irgend einen Zustand 1
DD = Th AT o s e o s e @

wobesi die in diesem Ausdruck erscheinenden Gréssen folgende Bedeutung haben:

p. der Durchmesser einer Aetherhiille, wenn der Aether in absoluter Ruhe ist, und aof

den Kiirper kein fusserer Druck wirkt, d. h. p, ist der Durchmesser einer Hiille

im Nullzustand des Korpers;

r, die rationelle Temperatur, welche der im Zustande I vorhandenen Aetherschwingung

entzpricht;



— P —

4 die lineare Zusammendriickung des Korpers, welche dem Uebergang aus dem Null-
zustand in den Zustand I entspricht;
f und b zwei von der Natur aber micht von den Zustinden des Kérpers abhiingige Grissen,
Diiezse Hypothese scheint der Natur der Sache annithernd zu entsprechen, denn es
ist klar, dass der Durchmesser einer Aetherhitlle mit der Temperatur wiichst, dapgepen
mit der Zusammendriickung des Kérpers abnimmt, was bei dem Ausdruck (V) auch der
Fall iat
Dies vorausgesetzt, gibt uns die Gleichung (6) fiir den Nullzustand und filr zwei

Zustinde I und II

NeVi = —M [ p(re) + v (re) Di |
S 1 . X 3 - o
NV,=—M[pm)+er)Di (1 —£f4L+hT) T - |
c 1 ; N 1 I T e
Ny Vs TM.‘-"'"-"-' wirg) Ds (1 =14+ hTy)
ry =T (1 — i) e
: 0 (9)
Iy = Tpll —Ads)

Sind die Zustinde I und 1l von dem Nullzustande nicht viel verschieden, so kann

man nach dem Taylor'schen Satz schreiben:

’ y SRy d @) ,
@ lr) plta— 4 F) = i) — T —5—— 4
drs :
{(10)
1 5 d (1)
win) = wilg— A4 5) = plr) =1 e o

Fithrt man diese Werthe in (8) ein, so ergibt sich:

0 = NV, = L, M | p(re)T {Ta) D: !
B
1 deirg) ., Jie 2
o o M g illg) — Ty —::JI—- Ay |:=|'.'.I'.. =]
11y !
1 d g (r,) SN )
Ny Vs == = M | p(r) = re =4~ 41+ ( (ty) —

5 - o Pag ey i d ik i LI |-
Da wir annehmen, dass 4, 4; £4, h'T, sebr kleine Grossen sind, so diirfen wir die

Cylinder, welche Produkte dieser Giréssen enthalten, vernachlissigen, und dann erhalten wir:

o
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g (rs) 4= (r,) Do |

AT R R
L]

. 1
w(¥s] = (re) Di ‘ — — M

— Mhwyw(r,) T

T Pl l?’.-ll._.l i (o) D3 I

Mh(r) T,

Setzt man:

b RiaE msaeliE)
_.'... by (1) == by J
Ly
go folpt avs den letzten drei (J]L-iL-}jl:r|gt1]:
NV, = M(— n,J

L == b Ty) L B Lk ':\]:“
|

Ny Vy = M (— g Ay + b Ty)

In diesen Ausdriicken sind a, und b, von der Natur des Stoffes abhiingige Grossen,

die durch Versuche b

T 1 erd E=ns + grriil i . ¥ 13 N T |

mmi werden konnen; sind ferner T, und Iy die rationellen
Temperaturen. Nennt man ¢, und ¢, die mit dem ‘::|||],]Q-J-.-[|l,-i]§.:_.|.:_.; Thermometer gemessenen
Temperaturen und . die rationelle Temperatur, welche dem Nullpunkt der Thermometer-

scala entsprichit, so hat man:

daher erhéilt man auch statt der Gleichung (12):

NiViom== M by f— 8, 1 L bstd

| dle T A RNl
NaV; =— M (be & — n, f
!

Durch Division dieser Ausdriicke folgt:

=z =
e ]

=T 2 e ereriest Lt i)

Obgleich diese Resultate (13) und (14) unserer Untersuchung nur fir Zustinde

gelten, welche von dem Nullzustande nur wenig  verscl

ieden sind, so wollen wir uns

BLB BADISCHE -
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doch erlauben, sie auf Zustinde anzowenden . die von dem Nullzustand betrichtlich
abweichen.

1‘:-I_'I'l|_'_'=l'i'.':lll']J wir Hchet das Resultat (14) mit dem combinirten Mariott'schen und

tz, welches nach dem Versuc

Gay-Lussac von flegnoult zwar nicht gena

aber doch sehr nahe richtig ist. Nach diesem Annihernngsgesetz ist fiir Gase aller Art:

Vil b R s
Vs [

wobel . den ‘l‘llq:i.l'l'l:lklﬂ'!R.‘\Ell:l‘.]'.”II;_'.'w'!"?1'|I|-I}'.;i,"|:il'|l hieds

Man sieht, dass die Ausdriicke (14) und (15) der Form nach vollkommen iiberein-

rutet,

stimmen, wenn a, gleich Null, und nahe iibereinstimmen. wenn 4, eine sehr kleine

p
y
Gri

e 18t. Das Letztere ist in der That der J-.|I. denn dicse Grisse iy bezicht sich auf
den Nullzustand des Guases, also anf einen Zustand, in welchem die ,'J:'.Lnl'{_-rnlmf_f v, der

Dynamiden sehr gross und die Wechselwirkungen der Atome zweier Dynamiden sehr

klein s gt also in der That aus den Gleichungen (5) und (11), dass sowohl g,

als auch b, nur einen sehr inen Werth haben kann, Da es ferner wahrscheinlich ist,

dass die Anziehung zwischen Aether und Kérperatome G () mit dem Wachsen von « in

einem noch rascheren Verhiiltniss abnimmt, als die Abstossung J() der Aetheratome, so

folgt daraus, dass diese kleinen Werthe von a. und b, noch tiherdies fiir alle’ Gase sehr

o

nahe libereinstimmen werden, dass also das Verhi fitr alle Gase sehr nahe einerlei

Wer

he haben wird.

- * - 1 » i " . e S Bl 5 g ] T I
Erlauben wir uns, in der Gleichung (14) die mit a, multiplizirten Glieder ganz zu

(14) und (15) identisch, wenn man nimmt:

vernachlissigen, so werden die Gleichung

oder :
1 . (16)

g = == » " N ¥ N . x " . »
es ergibt sich also aus unserer Theorie das interessante Resultat, dass der reziproke
Werth des Wiir

welche dem f\'quJuunlu der Thermometerscala ents

1eausdehnungscoeffizienten filr Gase pgleich ist der wahren Temperatur,

icht. Nach ,l'q't:_rj',r_r._fu{f."'.w' Verfahren ist:

fiir atmosphiirische Luft . . . . &=

Waszerstoffos

» olickstoffgas
p Kohlenoxydgas . . . . . .

» Kohlensiiure

Der Coeffizient fiir atmosphiéirische Luft gibt:

B BADISCHE
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onter  dem  Geefrierpunkt des

T

Die absolute Nulliemperatur wiire demnach 2725
Wassers.

Aus der Gleichung (14) folgt anch, ganz in
Wiirmeausdehnungscoeffizient fiir Gase sowohl

Uehereinstimmung mit den Ergebnissen

der Regnault'schen Versuche, dass der
mit der Natur des Gases, als auch mit
In der Gleichung (14) kommen die Grissen 4, 4

des Gases abhiingen, und die Grissen a, und b, sind mit

seiner Dichte etwas verfinderlich 1st,
vor, welche von der Compression

der Natur des Gases etwas

veriinderlich.
Ich kinnte nun die Gleichung (14) mit den von Reqnauit aunfgefundenen Zahlen

giner Priifang unterwerfen, wnd kinnte zeigen, dass diese Gleichung in der That mit

den Erfahrungszablen recht gut stimmt. Allein damit ist nicht viel gethan, denn die
Gleichung (14)jist durch gar zu viele Vernachliissigungen gewonnen worden, und wenn
sic auch mit den Zahlen ganz genau stimmt, so wilsste man doch den Grund nicht.
Daher ziehe ich es vor, den in dieser Nummer cingeschlagenen Weg nicht weiter zn
verfolgen, sondern einen andern naturgemiisseren einzuschlagen, der uns zu genaueren

und wichtigeren Resultaten fiibren wird.

ALLGEMEINES COMPRESSIONSGESETZ, VON WELCHEM DAS
MARIOTT'SCHE GESETZ EIN SPEZIELLER FALL IST.

Wir haben frither Seite 58 die Gleichung gefunden:

et 1
NV == = M |If\|‘.|'lr W ':I"r]J:'l R s
dabei ist:
g(f) = C'EmrJ(r) — 2CBmrG(r) — BmrF (r)
1oy
¢ L | G « A=}
wit)=— | CEmr LJ — Bmr _":_L_' [']] l
il 12 ( dr?

Diese Gleichungen sind noch sehr genau, denn es ist bei ihrer Herleitung nur sehr
Unwesentliches vernachlissigt worden.

e T 1| ol o 1 Yewaileer 1thra 7 WL = L]

Gewiss werden die Physiker ibre Zustimmung geben, wenn wir nun die Annahme
machen, dass die Wechselwirkung je zweier Atome il'guus{ einer Potenz ihrer Entfernung

verkehrt proportional ist. Ich setze daher:

J(r) = —
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wobel a bo « 8y arcwi.qse noch nicht bekannte constante Gréssen bezeichnen. Um nun
die in den Gleichungen (2) vorkommenden Summen zu berechnen, werden wir uns
erlauben diirfen, die Rechnung so durchzufihren, wie wenn die Dynamiden um jede
einzelne Dynamide in concentrischen kugelfirmigen Schichten herumgelagert wiiren, wie
Fig. 9 andeutet.

Nennen wir o die Entfernung der Schwerpunkte der Kerne zweier unmittelbar
neben einander befindlichen Dynamiden, so sind:

2e Se te..... die Halbmesser nnd

G, 4ol 16.4 re... die Kugel-Oberflichen,

in welchen die Atome um ein Centralatom herumgelagert sind, und 4., 4.40, 9.4,
16 4. sind die Anzahlen der Atome oder Dynamiden in diesen Kugelschichten, Fiir die

nte Schichte ist:

der Halbmesser . . . . . . ne I
die Kuogelfliche . . . . . . dxge'n ' ; (4)
die Anzahl der Dynamiden. . 4.xun

Nennen wir nun r die Entfernung einer Dynamide in der ntes Schichte von dem

Centralatom, setzen also:

BT e a v s ow G e e e e D
80 ist vermige (3):
J(r) = —— Gy - Ft) = —2
(ne)® (ne)® (ne)”
demnach :
rd (1) = [].-.-_}: : e g K;_— : P e ﬁ_i

und wir erhalten nun mit Berticksichtigung, dass 4 n» die Anzahl der Dynamiden in

der pten Schichte bezeichnet:

- 1 o 4 ma
Bmy J(r) = — 3 B —
T n®
Bmri(r) = =B —a—s ()
ol
. 1 . dxma
BmrFr)] = — T 8 p—!
o 1 F

und diese rechter Hand der Gleickheitszeichen stehenden Summen sind fiir ein bestimmtes
Medium constante Zahlen, denn es sind diese Summen zunehmen, von n = 1 bis 2un = @.
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Nun hat man ferner:

d? J (z) moe e 1} I
: dr? Fes  ISH . 1
1B
G (r) (3 |
:
dr [ 1§} d
und daher findet man nun:
d? J : L (o 1}
BT ——= - ; 1 |
: : (T)
1 il 3(8--1)m |
|-: i ~ - - |
8 i )

Substitnirt man diese Summenwerthe (5) und (7) in dic Gleichung (2) und setst

sodann die Resultate in die Gle

Fiithrt man dicsen Werth von v ein, so folet:

y A fx m - [
3 r ¥ 3 2 3
N
| (h
1) m 1 x | 1)m
o s dh e
A stk o
! 1
} -
AT T I S
2a¥] m | g 1]

wobei g das totale Gewicht des Korpers, « das spezifische Gewicht desselben unter dem

Druck §, und die Beschleunigung durch die Schwere bezeichnet, so findet man

endlich, wenn man zur ,\_|-i;1.]'zul|;_-|- setzt




—_ 0D -
A
e G
m
W
B 3
e il TR a 44 mdé TR LT e R (1[}:1
] s dxaola l‘ll[
2 n«—]
A44
& ety 1S R e e daxbBig-+1)m
= [\:"_m : ag—1
1
&2 g42 y +2 a4 g4
N Koy ¥ wsmossdt =ige P L lToas ¥ gCn * -II)’ o (1)

Bevor wir uns spezieller mit diesem merkwiirdigen Ausdruck beschiftigen, will ich

die Bedeutung der darin erscheinenden Grissen in Erinnerung bringen,
Es ist :

N der auf die Flicheneinheit der Oberfliche des Kérpers comprimirend wirkende dnssore
Druck :
¢ die Wiirmecapazitit des Korpers, d. h. die in der Gewichtseinheit enthaltene Aether-
menge;
s das spezifische Gewicht des J{a":r]lL‘t'a;
a3y .,-i];.] :-"..'1]-_|:|_t|1._ welche ausdriicken . |lq_'1'i \\.'i{'b‘i(‘.ktrll Potenzen ihrer Eliit'BI.'llllng die
Atomkriifte verkehrt proportional sind;

p der Durchmesser einer Aetherhiille.

Wir wollen nun diesen Ausdrueck (11) anf Gase und feste Substanzen anwenden.

DAS COMPRESSIONSGESETZ FUR GASE ODER DAS WAHRE
MARIOTT'SCHE GESETZ.

Setzen wir eine gewisse (lasmenge zuerst einem Husseren Druck N, hierauf einem
gusseren Druck ¥, aus, so wird dieses Gas im ersteren Falle ein gewisses spezifisches
Gewicht s, im letzteren ein spezifisches Gewicht s, zeigen, und vermoge der f}]ciehlmgn'] 1)
diirfen wir schreiben:

9
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== BB =
-2 842 y -+ 2

N =#0s 2 — BCs ° Gs “ ('.‘:‘1’
Y&

N, BCs Gs, © + [DC'e

Durch Division dieser Ausdriicke findet man:

d— y—o 2 e
T g 3 Fa
= S E e T AR
N B Ll L Lo T L (12)
N, §— y— : &
B ry e 8 D i 1§ s, =
] = L 1 ‘ [ I i T =¥ h ]:I',
XCc oo \ M J

und diese Gleichung pilt fiir schwache wie filr starke Compressionen. Wenden wir sie
zuufichst auf schwache Compressionen an, so miisste dieselbe annihernd das gewdhnliche
Mariott'sche Gresetz ausdriicken, d. h. diese Gleichung miisste, wenn wir in derselben

D p, setzen, also einerlei Temperatur voraussetzen:

i L Mmool ) . i

geben, denn in diesem Fall, d. h, fiir schwache Pressungen und bei gleicher Temperatar
verbalten sich die Pressungen beinahe ganz genan wie die Dichten oder wie die spezi-

fischen Gewichte, Damit aber unter diesen [Umstiinden die Gleichung (12) mit (13) iiber

. . 0 2 . L : . .

einstimmt, muss erstens — = | oder « = 1 =ein und miissen ferner zweitens die
: B e D E . a4 . o i 1 . v .

Yuotienten G TS B BT verschiedene kleine Girissen sein, muss also #§ 1m 'H'J';_ﬂl‘:lﬁ‘.]!

zu B G © & ausserordentlich gross sein, d. h, die Gleichung (12) stimmt it den fiir
Gase geltenden Thatsachen nur dann iiberein, wenn der Aether eine solche Beschaffen-
heit hat, dass die Abstossung zweier Aetheratome nur der ersten Potenz der Entfernung
der Aethertheilchen verkehrt proportional ist, und wenn ferner die Abstossung der Aether
theilechen im Verhiiltniss zur Anziehung der Kiérperatome gepen einander und der An-
ziehung der Kirper und Aetheratome sehr gross ist. Es stellt sich demnach das merk
wiirdige Besultat heraus, dass die Abstossungskraft zweier Actheratome eine sehr energische

und fern hin wirkende Kraft ist.

Setzen wir in der Gleichung (12) « = 1, 80 wird dieselbe:
|':Il m
B '
N g " (14
N, . a—1 i)
B =
1 = '.“._‘_' &

i)
e
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und dies ist nun die walre Beziehung, welche zwischen den Pressungen und Dichten
oder spezifischen (Gewichten eines Gases besteht, d. h. das wahre Mariott'sche Gesets,
Leider kénnen die Zahlen, welche Regnault zum Behufe der Priifung des gewihnlichen
Mariott'schen (Gesetzes gesucht und gefunden hat, nicht gebraucht werden, um damit

die Formel (14) zu priifen, denn Regnauwit gibt in seinen Relations expérimentales ete,

: : Ns, : - - o
nur die Werthe von & und von an, nicht aber die absoluten Werthe der spezifischen

Gewichte ss, des Gases, und es wird iiberhaupt sehr schwer halten, die Gleichung (14)
durch Versuche ganz scharf zu priifen, denn die Zahl der zu bestimmenden Constanten
ist sehr pross, und ihr Betrag ist dagepen verschwindend klein, denn nach der That-
sache gilt doch das gewbthnliche Mariott'sche Gesetz sehr nahe auch filr sehr starke
Compressionen,

In den Relations findet man z. B. Seite 421 angegeben, dass fiir atmosphiirische Luft

die Werthe des Quotienten : gleich (996490 und (987780 sind, wenn die Volums-

verhiltnisse im ersteren Falle 2, im letzteren 16 betragen. Das Mariott'sche Gesetz ist
demnach noch bei einer l6fachen Verdichtung ziemlich penau.

Unsere Formel enthilt noch eine Hauptschwierigkeit, die ich nicht zu bewiiltigen im
Stande biny das ist die Bestimmung von p?, d. h. die Bestimmung von dem Durchmesser
einer Aetherhiille. Ich unterlasse es, die vielen weitliufigen aber vergeblichen Rechnungen
hierher zu setzen, welche ich unternommen habe, um die Abhéingigkeit zwischen D,
und ¢ ausfindig zu machen.

Schon Seite 58, Gleichung (7), habe ich eine hypothetische Anniherungsformel filr p*
aufgestellt, allein mit derlei Formeln ist der Wissenschaft wenig gedient, denn wenn
auch dic Resultate ganz genau stimmen, so weiss man denn doch die Ursache nicht, und
auf die Kenntniss der Ursachen kommt es vorzugsweise an.

Aus der Gleichung (14) ersicht man, dass Regnardt wohl mit Recht gesagt hat: La
vraie loi qui exprime les relations entre les volumes d'une méme masse de gaz et les
pressions qu'elle supporte, est évidemment trop complexe pour gquon puisse espérer de

la trouver unigquement par la méthode expérimentale.

- i rA TRT 0 - T 5 4 FEVTEATIT R f1Y
BESTIMMUNG DES MODULUS DER ELASTIZITA'
FUR FESTE KORPER.

Unsere Gleichung (11) gilt selbstverstiindlich auch filr feste Kérper, insofern man
dieselben als Dvnamidensysteme betrachten darf; wir knnen daher diese Gleichung zur
Bestimmung des sogenannten Modulus der Elastizitit beniitzen.

Nehmen wir an, ein fester Korper sei szuerst der Pressung N der atmosphiirischen
Luft ausgesetzt, und werde hieranf einem hoheren dusseren Druck x, unterworfen, so
wird seine Dichte zunehmen und von s in s itbergeben. Allein bei festen Kérpern ist
die Aenderung der Dichte stets Husserst klein, daher werden wir keinen merklichen

Fehler begehen, wenn wir setzen:
g
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(15)

Sucht man vermittelst (11) den Differenzialquotienten von ¥ nach ¢ und setzt seinen

Werth in (15), so findet man :

a—1 g—1 ¥ 1
E T D i a. L
N, —N "(I'“._I':'I R ol 2 A e
B —4& B
e+ 1 =1
-'__‘_il_( i 3 i A+ i ]
+ (o0 = =

g—1 |
N, —N . Qo WL I | i . i 8 o
s % R 11
2 g4+1 )
(Do —-a 8 (i 53'§~ } }”

Nennt man ; die lineare Zusammendriickung des Kirpers, d. h. die Verkiirzung
jeder Liingeneinheit, oder endlich die Anniherung zweier Korperatome, deren Entfer-
nung bei dem Druck n gleich einer Liingeneinheit war, so ist filr so schwache Zusam-

mendrilckungen, wie sie bei festen Kérpern vorkommen:
B g R e s pesla Vel ALt

Nennt man ferner ; den Modulus der Elastizitiit in dem {iblichen Sinne, so ist zu
getzen:

e =N, Miie i oty et s S R

Fiihrt man diese Resultate (17) und (18) in (16) ein, so erhiilt man einen Ausdruck,

aus welchem folgt:

a g—1 g —1 8-1-1

B g-la —= @ y--2 3 s ey B f8--4 100
— BN O - ; s B Bl A5 R fa 3 B 2 oy
- l 1 AC "3 Al e \E B AC 3 JII l (19)

Dieser Ausdruck ist anch fiir eine gleichftrmige Ausdehmung des Kiarpers richtig.

Die Richtigkeit dieses Ausdruckes vorausgesetzt, so folgt aus demselben, dass der
Modulus der Elastizitit eines Materials (wegen &) von der Dichte und [wegen p*) von
der Temperatur desselben abhiingt. Auch richtet sich derselbe nach der Wiirmecapaz

des Stoffes,

it

Eine scharfe Prifung dieser Gleichung (19) durch Versuche wird schwerlich miglich

werden, denn zur Bestimmung aller in dieser Gleichung erscheinenden Constanten wiire

eine grosse Anzahl von Husserst genanen Versuchen nothwendig, und zur Priifung der-
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selben miisste man noch zwei- bis dreimal so viel Versuche machen. Diese Versuche
sind dusserst schwierig mit hinreichender Genanigkeit durchzufithren , weil sich bei festen

Kérpern die Dichte nur um sehr wenig findert, und der geringste Fehler in der Bestim-

1 = 7 s - . -
mung «er Dichte -".“'lll' ]I'.'r.l';'. | tl_:_';l.'lL!U|I_-_'_'|i.<.'l'lL‘IJ ﬂ'(‘l'lllllil-'.'--‘ik!tl kann,

Dhe gewiss sehr schiitzenswerthen Versuche Werthetim's iiber die Bestimmung des

Modulus der Elastizitit sind nicht im entferntesten gentigend, um die Gleichung (19)
durch numerische Rechnungen priifen zu kionnen, aber ich glaube, die Folgerungen,

welche Wertheim

auns seinen Versuchen zieht, \'|-§|=~1ailailig hierher setzen zu sollen, obgluiuil

d

einig

lben anf Verhdlinisse Bezug haben, die uns in diesem Aungenblick nicht

berithren. Diese Folgernngen sind: Mémoires de physique mécanique, par Wertheim

Pag. (67):
f...'rI_r.rr"l"lu'.w'-'r;l.i.-.”.

1. Le coéfficient d'élasticité n'est pas constant pour un méme métal; toutes les

circonstances qui angmentent la densité le font grandir, et réciproquement.
Dies ist auch bei unserem Ausdruck (19) der Fall. , wiichst mit &,

9. Les vibrations loneitudinales et transversales conduisent sensiblement au méme

codfficient d'élasticite.

8. Les vibrations conduisent & des coéfficients d'élasticité plus grands que ceux qu'on

obtient par l'allongement. Cette différence provient de l'aceélération de mouvement

produite par la chaleur dé

[t

Par suite, le son dans les corps solides est dil anx ondes avec condensation, et
I'on pourra, au moyen de la formule® donnéde par Dukamel, se servir dn rapport
entre la vitesse théorique et réelle du son, pour trouver le rapport de la chalenr
,-'|||'-L-i1"|rl|1|,- BANS lu'l:-;-gi:;l] constante. 1,"(', j'iLEJ]lL'Il"t est lr}!l.‘i gl‘.‘lli[l lHHH' les métanx
recuits que pour ceux nom recuits,

5. Le coéfficient d'élasticité diminue constamment avec I'élévation de la température,
depuis 15 degrés jusqu'a 200 degrés, dans un rapport plus rapide que celui qu'on
déduirait de la dilatation correspondante. Cela a lieu pour tous les métanx, excepté
le fer et Pacier, Pour ceux-li si I'on prend les températures pour abscisses, et les
codfficients d’élasticité correspondants pour ordonnées, les eourbes qui représentent
la marche de leur &lasticité en fonetion de ces températures s'élévent depuis
16 degrés jusqut 100 degrés, puis elles ont un point d'inflexion situé¢ entre 100
et 200 degrds.

Auch unsere Formel zeigt, dass der Modulus der Elastizitit von der Temperatur

abhiingt, weil D mit der Temperatur ¢ verinderlich 1st, allein da ich nicht im Stande
die wahre Abhiingigkeit zwischen p und ¢ anzugeben, so ist eine genauere Ver-

bin

gleichung der obigen Erfahrungen mit unserer Theorie nicht miglich. Fiir die Mehrzahl
der Metalle nimmt . ab, wenn ¢ wiichst, Fiir Eisen und Stahl findet jedoch das Gegen-

theil statf.

LANDESBIBLIOTHEK
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Da uuser p* mit ¢ stets wiichst, so kann unsere Formel mit dieser Erfalwung nur

ey

ur

dann stimmen , wenn der mit p* multiplizirte in Klammern eingeschlossene Ausdruck

Fisen und Stahl positiv, fiir die @brigen Metalle jedoch negativ ist.

6. L’aimantation ne change pas sensiblement I'élasticité du fer.

7. Liallongement des verges ou fils, par I'application de charge, ne change leurs
densités que trés-pen; le codfficient d'élasticité ne doit donc aussi varier que de
pen dans les diverses positions d'équilibre. C'est, en effet, ce qui a lieu tant que
les charges n'approchent pas de trés-prés celle qui produit la ruptare. La loi de
Gerstner se trouve done confirmée sur tous les métaux qui atteignent encore sen-

siblement une position d'équilibre, aprds avoir dépassé leur limite d'élasticité.

Unsere Gleichung ist fiir den Fall gefunden, dass der Kérper nach allen Rich-
tungen entweder gleichfrmig ausgedehnt oder gleichférmig comprimirt werde, kann
also auf Stibe, die nur nach ihrer Liinge gedehnt werden, nicht angewendet werden;

gie ist jedoch mit der unter Nr. T ausgesprochenen Erfahrung in keinem Widerspruch.

8. Les allongements permanents ne se font pas par sauts, par saccades, mais d'une
manidre continue: en modifiant convenablement la charge et sa durde d'action,

on pourra produire tel allongement permanent quon voudra.

Wenn ein Korper, dessen Atome axig gestaltet sind, was man bei Metallen wohl
annehmen muss, nach einer Richtung stark gedehnt wird, miissen nothwendig Aende-
rungen in der Stellung wnd Gruppirung der Atome eintreten, und der Kirper wird daher

durch jede solche Dehnung gleichsam zu einem anderen Stoff.

9. Une vraie limite d'élasticité n'existe pas, et gl 'on n'observe pas :]'u]]m‘.gmm'mﬁ
permanents pour les premidres charges, c'est quon ne les a pas laissées agir pen-
dant assez de temps, et que la verge, soumise A l'expérience, est trop courte,
relativement an degré d'exactitude de I'instrument qui sert aux mesures.

Les valeurs de lallongement maximum et de la cohésion dépendent aussi
beancoup de la manitre d'opérer; on trouve la premidre d'autant plus grande, et
la seconde d’antant 'lll_l,]:-i petite, que 'on augmente plus lentement les charges. On
voit & combien d'arbitraire est soumise la détermination du plus petit et du plus
grand allongement permanent, et qu'on ne saurait, avec M. Lagerhjelm , fonder
une loi sur leurs valeurs,

10, La résistance & la rupture est considérablement diminuée par le recuit. L'éléva-
tion de la température jusqu'd 200 degrés ne diminue pas de beauncoup la cohé-
sion des métaux recuits d'avance.

11, Le produit o' du module d'élasticité par la septitme puissance de la distance des

i

molécules, ou le produit s 3 est le méme pour la plupart des métanx.

Dies folgt aus unserer Gleichung nicht, ist aber auch nach den von Wertheim ge-

fundenen Zahlen so ungenau, dass man diese Folgerung (11) nicht anerkennen kann.
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Wenn wir in unserer langen Formel (19) alle auf die Einheit folgenden Glieder des
Ausdrackes in der Klammer ganz weglassen, gewiss also sebr derb d'rein gehen, so
wiirde aus derselben folgen, dass anniihernd 1_:-e filr alle Metalle constant wire, und das

ist in der That wenigstens eben so genau richtig als obiger Ausspruch von Wertheim.

5 £ - log.

Cig
Blei . 11-215 1775 00314 53010
Hisen . . . 7848 20869 01138 53463
Gold. . . . 18bi4 5684 00324 54578
Kupfer . 8933 12450 00951 52041
dink. . . . 7146 9021 00955 51461

Damit ist wenigstens gezeigt, dass selbst bei einer wahren Misshandlung unserer
theoretischen Resultate dennoch Zahlen herauskommen, die sich sehen lassen diirfen.

Formeln dieser Art, wie (19) ist, kiinuen mit den bis Jjetzt bestimmten physikalischen
Elementen der Stoffe gar nicht geprilft werden, weil diese Elemente nicht einem und

demselben individuellen Stoff entnommen sind, _-'g_ng.r_;]l.j]mm_-“ =, B_’ die He;‘[chung
= canst.

wiire wirklich eine Wahrheit, was gewiss nicht der Fall ist, so kinnte man ftir diese
Uonstante den rechten Werth nicht finden, wenn man fiir s das spezifische Gewicht eines
gewissen Eisens, fiir ¢ dic Wiirmecapazitiit eines andern Eisens, und fiir , den Modulus
der Elastizitit eines dritten Fisens in Rechnung briichte, sondern nur dann, wenn die
Grisssen ¢ ¢ s von einem und demselben Stiick Eisen bekannt wiiren,

Es 18t meine '[-('bl_-rzv.ugu11;§_. dass die den festen Substanzen entsprechenden physi-
kalischen Fundamentalzahlen von Grund aus neu bestimmt werden miissen. Die ganze
Million von Versuchen, die mit Eisen gemacht wurden, um das spezifische Grewicht, die
Wirmecapazitiit, den Modulus der Elastizitit, die absolute Festigkeit, das Wiirme- und
I':!L:kll'izgtii.l'.i—L-L‘itl[!Ig:‘-‘-i‘lﬂ‘l‘liﬂg{!ll dieses Stoffs zu ij{::gﬁmnmn: ist beinahe 1'c1-gg1;jicf] ge-
macht, denn es ist mit diesem ganzen Zahlengetiimmel nicht miglich, irgend einen
Zusammenhang zwischen den genannten physikalischen Elementen des Fisens ausfindig
Zi Il]ElCJ]E!H_, oder ein anf mathematischem ‘ﬁ'lag(‘, ﬁ::f‘umlenqg Resultat zu p]‘i'lf'{\"’ wo hin-
gegen eine vollstindige Bc.-:tlmmlttlg aller physikalischen Elemente von einigen wenigen
Stiickehen FEisen zur Entdeckung jenes ZLmzuauui-:lhzmgcs fithren kinnte. Die Natur-
forscher haben fort und fort das Wort » Lhatsache® im Munde, wenn man aber diese
Dinge mit scharfem Blick ansieht, fangen diese feststehenden Thatsachen alle zu wackeln

an, oder fallen gar zu Boden,

BADISCHE
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GLEICHGEWICHT EINES DYNAMIDENSYSTEMS MIT
ELASTIZITATSAXEN.

il

Die vollstindigen Bedingungen des Gleichpewichts eines Dynamidensystems it

Elastizitiitsaxen wiirden die Position und Stellung jeder einzelnen Dynamide des Systems

bestimmen. Die Aufsuchung dieser vollstiindigen Bedingungen fithrt zn einem Gewlille

von analvtischen Formeln, die ich nicht zu bewiiltigen im Stande war. Vermittelst des

ohne Schwierigkeit l-i||-|}_':- Bezie-

Prinzipes der virtuellen Geschwindigkeit kann man aber

hungen, welche die Positionen der Dynamiden im Gleicl gewichtszustand charakterisiren,

auf folgende Art gusfindig machen.
Es seien :
x y « die Coordinaten des Schwerpunktes einer Dynamide A;
%, v z die Coordinaten des Schwerpunktes einer anderen Dynamide A, ;

her auf die Masseneinheit der Dynamide A parallel

x v % die Kriifte, welche von aus

mit den Coordinatenaxen einwirken;

X, Y, Z, Kriifte, welehe nach den positiven Richtungen der U ordinatenaxen auf die
Masseneinheit einer an der Oberfliche des Korpers befu hen Dynamide A, von

anssen her einwirken ;

xs va % die Coordinaten dieses Punktes A. an der Oberf

m und m, die Massen der Dynamiden A mnd A, ;

¢ die Entfernung der Schwerpunkte dieser Dynamiden ;

fiy die Wechselwirkung zweier Dynamiden, welche Seite 52 berechnet wurde.

Da jede Dynamide nach jeder R ng lkommen frer beweglich ist, so dirien

wir nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeit jeder Dynamide ecine beliebige
,

vwichtsznstand die algel che Summe

Verschieb ertheilen, und muss fiir den Gleicl

=

der diesen Verschiebungen entsprechenden virtuellen Arbeiten aller Kriifte gleich Naull
sein. Bezeichnen wir durch :

dx dy J=
dx; dy, dx

kleinen Verschiebungen der Dynamiden

1 die willkithrlichen unendli

A A; Ay, FEMESSED pnach den Coordinatenaxen,

g0 sind :

mum, e} - R

die virtuelle Arbeit, welche der Distanziinderung der Dynamiden A und A, entspricht.
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Bezeichnen wir die relativen Coordinaten von A, gegen A mit 4x 4y 4z, seizen

demnach :

+ ﬂ‘— r.l:._’.lr.ll ‘J_.rJ:J:J. |

Die Summe der virtnellen Arbeiten, welehe den Distanziinderungen simmtlicher

Dynamiden gegen die Dynamide A enispricht, ist demnach :

A% Ay e 7 et
m S m, £{r) [ == d{Lx) - S Sidy) + = d (A=) I N N ILJ}

wobel sich das Summenzeichen 8 anf alle dx dy A=z, also auf alle m, bezieht: und
die Summe der virtucllen Arbeiten, welche der Distanzéinderung jeder Dynamide gegen

jede andere entspricht, ist endlich :

wobei sich das Summenzeichen x auf alle Massen m oder auf alle x y » bezieht.

Dieser Ausdruck fordert, dass man fiir jede Dynamide des Systems die dem Aus-

druck (#) analoge Griisse berechnen, pnd alle diese Gréssen addiren, aber schliesslich
= g . e ¥ 4 : 1 i

von dieser Summe nor cl|f; Hiilfte nehmen goll. Der Faktor — rithrt t].-'l]l.[‘]‘l. dass

durch die Summirangen x und 5 jede virtuelle Arbeit zweimal genommen wird, wihrend sie

nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeit nur einmal genommen werden darf,

Wenn auf das Dynamidensystem keine oder golche iussere Krifte einwirkten, dass

die Elastizitit oder die Dynamidengruppirung um jede Dynamide des Systems hernm
von ganz gleicher Beschaffenheit wiire, wiirde der Ausdruck (3) fiir jede Dynamide den
gleichen Werth haben, mit Ausnahme derjenigen Dynamiden, die sich ganz in der Niihe
der Oberfliche des Systems befinden, nnd dann erhielte man statt des Ausdruckes (4)

sehr nahe :

A AY A% FEN
1 Mg m, f{r 43X iy LA f¥) - A% 5 04%) AT e EE
- ; =

Wenn wir aber in Bezug auf die fusseren Kriifte keme Beschriinkung annehmen,

s0 erhalten wir nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeit als Gleichgewichtsbe-

dingung :
10
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Ydy + 24

: y PR
2 am + Do+ Lo | |
I r

J Xm (Xdx Fm{Xydxs + Yadve 4 2388 - l

(6)

‘ EmBm i)
3

Da pnun die Verschiebungen absolut willkithrlich sind , so diirfen wir uns erlanben
H ; schiebung f

zu setzen :

dx = hy + hyx -+ hyy 4 by 2

S
-
-

wobei h, b, by by ke ky ks k; 1, L, 1, 1, unendlich kleine, aber absolut willkiihrliche Grissen

I X (ha + h;x <= hy ¥ hy =) I
Em Y (ks ki x 4+ ks ¥y ky 2

bezeichnen: und dann erhalten wir :

Em (Xdx + Yy Aida)

l Zil 41 x ¥ 1y %) l
oder :
hiy X 4+ kZEmYX b TmZ
by EmXx 4+ h ZmXy 4+ hy ITmXz )
- ; | R
ImiXdx Y v Lide . (K=} ]
ke, Em Y x s m Y ¥ ky 2mY =
, Em%x e Em% v , Sm%
ferner :
hy Em X, + ko EmY, + 1y TmZ,
by 2m X, %, hy EmXyvy + hy TmX; 2 o
2m (X dxy Yed ¥y + £y dum) 1)
ki TmYsx + kL EmY,yy + ki Zm Y,y 2

L Fmbsxs+— lh Emis v Iy Emy ¥y
endlich wird :

=2 Fm8m, fir) | — &(4x} 4 di{dv) = - didz)

Bm, [{r) — (hy 4x + hy 4y <4 hy 4%)

hJ

; A¥
= LM Hm, fir) s (ky 4x == ky 47 ky J%)

Bm firl — (; x4+ 4y = 1; 4%



oder auch :

__1_— XmE m fr) %d‘-_f.‘\" 1 "rl_\ d;__;_\, L LI" d s
by —_;--- Zm8m, f(r) L= hy— Xm Sm, f(r) 5L + by 1 ZmBm; f Jx J%
& r -2 r 2 ; r
= k, —L - FmSm, fir i )1.'.!'1!' L ks .:—__E'L:. B, f(r 'r:.:_ + ky o XmEm () "r'rl_'? . [:H_]}
I, + X m B m, f(r) Ll_h Iy -i EmBm, fir hl "r-).' 1 _l__\_'“, Bm, fir ___"F.].P"

Setzen wir die Werthe, welche die Gleichungen (8), (9) und (10) darbieten, in die
Gleichung (6), und ordnen die Glieder, so finden wir :

hy 2m(X <#X,) ke Tm (Y +— Y,) o 2m(d - i{, |
X . " \ 1 2 : d x?
hy I_‘::; Xx Xsx) + —EmBm, () -
2 r
% - - 1 . - A% 4F
hy | Xm (X ¥ —+— X5 ¥a) — EmBm, fir) —
] ) 7 |
’ : 1 dx Az
h, \:m (X z+—X; 83} — Xm8m, f(r) ..____|
3 2 X 1 ‘ =47 fxdy
k, | 2m(Yx -+ Yyx:) T_:m.‘-m.url —_
0 { 1 f y?
- y . -y a2 ¥ ¥
ky | Zm(Yy+ Yayy) 4+ 5 FmBm, f(r) L_' - [
5 . X 1 3 : Iy 4%
ki | Z2m (Y = Ys &) --_J—;'III?‘ m, {(r) l-l'"-“
1 *m (2 & - & f CES L
E L (Fox g %3] 4= —3mFf () =
0 = I x g X3 7] my ) -
: v I . - Ay Ax
ly | Zm(Ey = & v} — Xm8m, [r] —
. Bl 3 r
= - 2 3y An
I, | Zm(fz By g} 4+ —Fm8m, (r) —

Da nun die unendlich kleinen Grissen hg ko 1, by ky L hs ks 1; By k3 1 von einander
ganz unabhingig und iiberhaupt ganz willkiihrlich sind, so kann die letzte Gleichung
nur bestehen, wenn jeder mit einer solchen willkiihrlichen Grésse multiplizirte Faktor

gleich Null ist. Demnach bestehen im Gleichgewichtszustand des Mediums folgende Be-

ziehungen :
10.
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; : 1 fx?
Em{Xx - X Xz — X m B m; f{r) ——
1 dx 4% ra s
m(Xy+Xiv) + — ImBm, { ) —= ¢ e R
' ’ | ’ Ix o
Sm(Xa fX;8) 4+ — TmBwm, () — [
. | fx A
Em (Yx4Yy%) + — ZmbBm —
. 1 g £
EZm(Y ¥ Yy ¥a) — Im8m, f{z : . |_].-;]
1 . Iy A48
Ym(Y = I3 % - EmEm i1 :
2 I
" 1 o X du
Fm(dx 4 &y — FmBmf{r) ———

Aus diesen Gleichungen folgt auch :

Em(Y4 Y = o | i CallEs dn mh pa . (15)

¥
-
B
L
e
]
vaf
¥
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=]
=

Em(Xy+ Xays) + 'TI,_ Xm Bmy f(r) J%‘“
3 5 1 e o
Im(Yzs4 Yiz) + —Zm8m, f(r) "'_ Z= T T T | []Hj
= - 1 = - Az 4x
m(Ex 4 &y x3) + —Zm8m {(r) ——

Die Gleichungen (10) und (16) sind bekanntlich die Hm]'11|;1\m11g;r:|1J welche zwischen
den Husseren auf einen Korper einwirkenden Kriifien im Gleichgewichiszustand erfitllt
sein miissen,

Die Gleichungen (17) und (18) sind gewisse lﬁuzlchungcn gzwischen den dusseren
und inneren Kriiften des Systems,

Steht das System nur unter der Einwirkung der inneren Krifte, sind also X=Y=2=

X, = Y, = %, = o, 50 hat man vermége (17) und (18):

L rm R r)EE =
>
1 4 o
— I m &5 my f(r) I-‘ =—4l | 5 % : . L R Y I:j‘]_l
— X'm Bm, I'I.‘irli =1 \
; o
| Ix 4
— ¥m B my I'{.':I = -} = 0
] "
1 Ay 4% :
— ZmBm; Fx) —— =0 PR A Y
iz A
—.II— FmS8m, f{r) - '(1 =

oder auch weil in diesem Falle das Summenzeichen weggc]ass:m, und dafiir der con-

5 M . >
stante Faktor — gesetzt werden darf :
11} .-

i

& my —l:T- ix (1]

Bm, 1#] fy! =0 Eoraae A e R e I21:|
f(r) :

Bm; - [ %
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I
B, = fy =0
Sm, U gx e ) L A A
f(r
Bm -I—I -
I

Die Bezichungen

99 sind fir sich klar, wenn die Gruppirung der Dynamiden von

der Art ist, dass jedem Punkt, dessen relative Coordinaten sx 4y .« sind, ein anderer

Punkt entspricht, dessen Coordinaten — #x 1y _ 4z sind, Aber die Gleichungen
(21) waren nicht vorauszusehen, und man sieht aus denselben, dass r(r) fiir gewisse
Werthe von r positiv, filr andere dagegen negativ sein muss, was auch in der That
nach unseren Untersuchungen iitber die Natur von ¢(r) der Fall ist. Denn wir haben

Seite bD gefunden :

: \ ) & C . A2 J ) d* G (r . L)
f(r) =0 () —- 4060 —F@) + 55 | = T | P . - (23)

Will man die Sache ganz streng nehmen, so darf in dieser Untersuchung fiir i(r)
nicht dieser Ausdruck (23) gesetzt werden, denn in diesem ist der Einfluss der Gestalt

vernachliissigt, sondern man miisste in den Gleichungen bis inclusive (22)

22) t{r) als eme
Funktion ansehen, die nicht blos mit ¢, sondern auch mit der Richtung von r verinder
lich wiire. Denn da wir ein Medium voraussetzen, das nach verschiedenen Richtungen
verschiedene Elastizitiiten besitzt, so ist die Anziehung zweier Atome, die in einer der
Elastizititsaxen liegen, anders als die Anzichung zweier Atome, die in einer anderen
Elastizititsaxe sind.

Die Gleichungen (17) und (18) leisten zur Lisung von viclen Problemen vortrefi-
liche Dienste; sie kémnen insbesondere als Grundlage =zl einer Theorie des Gleichge-
wichtes elastischer Korper gebraucht werden. Will man den Gleichgewichtszustand eines
Stabes, der durch die Einwirkung iusserer Kriifte gebogen oder gedreht wird, mit voll-
kommener Schiirfe bestimmen, so hat man es mit einem ausserordentlich schwierigen
Probleme zu thun, dessen vollkommene Lésung noch lange nicht gelingen wird, woven
man sich am besten durch die Arbeiten Lamd’s in seiner ,Théorie de |'élasticité® iiber-
zeugen kann, Fiir die praktischen Zwecke des Ingenieur- und Maschinenfaches macht
man sich die Sache sehr bequem, und kommt dennoch zu Resultaten, die wenigstens
eben so genau sind als die genauesten, welche heut zu Tag die Physik aufzuweisen hat,
mit Ausnahme der optischen. Handelt es sich um einen Stab, der durch iussere Kriifte
gebogen wird, so nimmt man an: 1) dass alle Atome, welche urspriinglich in einem
Querschnitt des Stabes lagen, nach erfolgter Biegung in einem auf der Biegungslinie
normalen Querschnitt liegen; 2) dass die Atome eines und desselben Querschnittes durch
die Biegung ihre relative Gegeneinanderlagerung nicht dndern; 3) dass alle urspriinglich

geraden zur Axe des Stabes parallelen Fasern nach erfolgter Biegung #Hqui-distante

3%
Baden-Wiirttemberg
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Linien bilden. Oder handelt es sich um die Drehung eines Stabes, so nimmt man an :
1) dass alle Atome, welche urspriinglich in einem Querschnitt liegen, durch die Drehung
ihre relative Lage pegen einander nicht dindern: 2) dass der Winkel, um welchen zwei
t‘blh']'."\l'lllllﬂf‘ des Stabes durch die ]\Fr'{-hl.']rg gegen einander gc‘.\'vl](f{‘t ‘i‘-’m'lﬂcn__ dem Ab-
stand der Querschnitte proportional ist. Man nimmit also jedesmal bei jedem Problem
gewisse Gegeneinander-Verschiebungen der Atome an, berechnet die diesen Verschie-
bungen entsprechenden Kriifte, indem man dieselben den Verschiebungen proportional
setzt, und sucht hierauf die Bedingungen des Gleichgewichts.

Auf diese Weise umgeht man durch mehr oder weniger naturgemiisse Annahmen

die Hauptschwierigkeiten des Problems, niimlich die Bestimmung der Verschiebungen,

kommt aber zu Kesultaten, welche mit den Thatsachen in den meisten Fillen eben so
gut stimmen, wie die bis jetzt im Gebiete der Physik durchgefithrten Rechnungen,
Allein durch diese leichte Behandlung dieser Aufgaben ist zundchst fiir die Wissenschaft
nicht viel gewonnen, und werden die technischen Fragen keineswegs vollstindig beant-
wortet. Denn es ist in dieser letzteren Hinsicht gerade von besonderer Wichtigkeit, die
Umstiinde und Bedingnngen kennen zu lernen, unter welchen diese Annahmen zulissig

sind, denn nur dann, wenn dies der Fall ist, werden die Rechnungsresultate eine hin-

reichende Genanighkeit gewiihren konnen, und nur dann, wenn im deformirten Zustand
eines Kirpers solche Atomlagerungen vorhanden sind, wie bei der Rechnung vorausge-
setet wird, kann dieser Kiorper als ein solides Glied ciner technischen Construktion
dienen; denn wenn z. B. an den unteren Kanten eines nach abwiirts gebogenen stab-
férmigen Kirpers nicht blos Znsammendriickungen, sondern gleichzeitiz Faltungen ein-
treten, oder wenn dieser Kirper anch zu einer Drehung leicht inclinirt, so kann derselbe
nicht“als ein solides Construktionsglied gelten.

Es ist daher fiir diese praktischen Fragen von grosser Wichtigkeit, die Bedingungen
kennen zu lernen, unter welchen der deformirte Zustand eines Kirpers gerade von der
Art sein wird, wie bei der Rechnung vorausgesetzt wird, und dieze Iir:dll]g_{uligcﬂ kinnen

vermittelst der Gleichungen (17) und (18) aunsfindig gemacht werden,

UMGESTALTUNG DER GLEICHGEWICHTSGLEICHUNGEN

ik

(17) uvwp (18).

Die Gleic
die Losung der Gleichgewichtsprobleme elastischer Korper sehr vereinfacht wird.

wngen (17) und (18) kénnen in einer Weizse umgestaltet werden, dass

Wir wollen einen Gleichgewichtszustand einen natiirlichen nennen, wenn der Korper
nur allein der Thiitigkeit der inneren Kriifte iiberlassen ist, also keinerlei iiussere Krifte
einwirken; dagegen einen erzwungenen, wenn auf den Korper nicht nur innere, sondern
anch fiussere Kriifte einwirken. Fiir den natiirlichen Gleichgewichtszustand ist also zu
setzen :

X=Y=%=X, Y. Zg = O

e




BLB

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

— =1

Fs seien pun fiir den natiirlichen Gleichgewichtszustand  des Xy ¥ 2o Q1€

. _ . P E 1 R
Coordinaten eines Afoms A des Karpers, = A%, FTot AFer Tof 4% die Coordinaten

eines andern Atoms A, des gleichen Korpers. Wird nun dieser Korper durch die Hin-
wirkung von iusseren Kriften x v % X. Y, %, deformirt, so werden die Atome A und A,

in dem nun erzwungenen Gleichgewichtszustand gewisse Positionen haben, deren Coor

dinaten wir beziehungsweise mit x y z, = + 4x, y + Ay, & + 4= bezeichnen wollen,
Nennen wir gw e, &4 4&;, v o Bt 01R Aenderungen, welche in den Co-

o aus dem natiirlichen Gleichgewichts-

]

ordinaten der Atome A und A, bei dem Ueber

znstand in den erzmwungenen eingetreten gind: setzen demnach :
E— x— X, Ed A4E = x4 A% — (%1 4%}
b ¥ — ¥a ! fo =3 1y — (yo—t 4 ¥e) | .« (24)
£ ¥ % g 1 & ¥ fu — (% i %) I
so erhalten wir :
/X f Xy f &
iy 1% v l ol e N

Nennen wir endlich noch r, und x, + ¢ die Entfernungen der Atome A und A, 1m

natitrlichen und im erzwungenen Gleichgewicht, so ist :

[ta==p)* == (SXa-7

Wir wollen von nun an voraussetzen, dass der Kiérper bei dem Uebergang aus dem
natiiclichen in den erzwungenen Gleichgewichtszustand nur um fnsserst wenig deformirt
werde: dann wird es erlaubt ,-:L'i.nF im weiteren Verlanf der [h':'||1:i|||;‘ fE du di als

mnendlich kleine Grossen zu bebandeln, und alle Glieder, welche zweite oder hihere

Dimensionen dieser Grissen enthalten zu vernachlissigen.

Unter diesen Voraussetzungen folgt zunichst aus den Gleichungen (26) :

Lo .
o = (X, & 4 Avy v = 55 AL) .

. AR 1)

folgt ferner aus dem Taylor'schen Satz :

) _ fin)
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o= Xmi(&z

8l —

oder wenn man fiir o seinen Werth aus (27) setzt :

fir) £ (¥, 1 d IIII|__ IJ

- — ——l ARy A E A¥Ys J0u [ % A &)
I Iy 'y i ¥, 3

(28)

Wenn man die Glieder, welche zweite Dimensionen von £& 4 & enthalten, ver-

nachlissigt, findet man ans (25) :

I % ix Ix, & Ix Ay f%a A% fx, 4 Ive 45 l
! fys + 245 1% J 2 fxo A2y 4 (Axg A2 fz, 48) % (20)
fz? { 24 D uy A iy A% = iy £ I (Ay, d¢ {5, Ap
Substitnirt man diese Resuoltate (27), (28), (29) in die Gleichungen (17) und (18),
setzt zur Abkirzung :
My 1
= K]
& (| .
/ (30
a
My 1 \ I
R
nnd |JI'I'i’IL'|£-i|'1|Iij_{'[‘. dass im natiirlichen “lr-ft':'l_gj;r'h']-.'||1;
smSH 4x] 0
*mSH gy
SmBH 4=} ] i1
A (31)
B B dx, 4 )
mBH f Xg A%
EmBH Syodx 0
ist, so erhalten die Gleichungen (17) und (18) folgende Grestalten ;
Em (Xx 4 Xyx;3) < ZmB | 2H Axy + RAxY) AE Radx) gy do -+ Kdx} fu, 48

% Ayh A2 4¢] I (32)

R Ay dxp &

= Zm (Yy -
Boand dvg dv + R 22 4%, _fg|

11
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*m (X N Xm8 |(H 0 X Avy S35 5 DX R dxg AY f i
R xy v A £\
v (Y ik XmB | A Ivy S5 JE 4 (D4 R 4 ¥a) s
» (33)
By R dy, o s /
Sm (Zx g Xa) EmB |(D A R T2, A% f& 4 Radxy A i v +
L (D dxy + R A%, S53) 1¢ |
Ausserdem bestehen auch noch die Gleichungen (15) und (16), niimlich :
¥m X A4X) =0 T (Y 4-Y; i m L) =0 . (34)
- (X ¥ } m (X Y: X ' ‘
z ¥ Ay Fm (Y 7 AR 1 0
Ym (Lx X Fm (fig % Xy j

o

344, (85) kinnen zwar nicht alle, aber

Vermittelst dieser Gleichungen (32), (43),
doch sehr viele das (leichgewicht elastischer Kirper betreffende Aufgaben geldst werden.
Man kann sich in dieser Hinsicht zweierler Hauptfragen stellen. Man kann entweder

die natitrliche Gestalt des [\-.i'll'|u-|'.~c und das deformivende Kriifte yatem als '_:l':'l-h-':L li-

trachten und die Deformirung zu bestimmen suchen, In diesem Falle sind die Kriifte
XY ZX,Ys %, so wie die Coordinaten x, y, », gegeben, aund sind die Coordinaten

so0' wie die Differenzen sz 4o 4¢ 2zu suchen. In dieser Weise wird gewihnlich

bei analvtischen Behandlungen die Frage gestellt; ihre Beantwortung fithvt aber unver

meidlich zu enormen Schwierigkeiten, weil die Verschiebungen ¢ o ¢ meistens linsserst

complizirte Grissen sind. Man kann aber auch die Frage umkehren, indem man die

Gestalt des Kérpers und die Verschiebungen annimmt, die ja ganz beliebig sein kinnen,

2%

dagegen das Kriiftesystem zu bestimmen snchi, welches diese angenommenen Verzchie-

bungen hervorzubringen vermag. Diese umgekehrte Fragestellung ist eigentlich :lll.‘jl.‘ﬁig;;v.
welehe gewihnlich bei technischen Aufgaben gestellt wird,

Um die Anwendung der erhaltenen Gleichungen zu zeigen, wollen wir einige Auf-
gaben losen.

ZUSAMMENDRUCKUNG EINES PARALLELEPIPEDISCHEN
KORPERS.

Ein Kirper habe im mnatfirlichen Zustand  die

stalt eines Parallelepipeds. Das

Material sei nicht nach allen Richtungen gleich leicht zusammendriickbar, Die Elastizi.
tiitsaxen seien den Kanten des Kiarpers parallel. Wir versetzen diesen Kérper in einen
andern Zustand, in welehem derselbe nach den Richtungen seiner Kanten gleichftrmig

zusammengedriickt ist, jedoch nach jeder Kantenrichtung in einem andern Maasse, und
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stellen uns die Frage, die Krifte zu bestimmen, welche einen solchen Zustand herbei
fithren kinnen. In diesem Falle ist das J'CI'EEIIH.'::'.\'H[HHI seiner Art nach leicht zn errathen-

Wir miissen niimlich zuniichst die auf die einzelnen Atome cinwirkenden Husseren Kriifte

lelen Fliichen des

Xm ¥Ym Zm gleich .\:Il“ setzen , L|[|gi miissen Eln.‘-'l'rIL'L' @ pE ey llli.l.!' VT
5 Brs ]’
Korpers gleichférmig vertheilte Pressungen von einer gewissen Intensitiit wirken lassen.

Legen wir das Coordinatensystem 0x 0y 0z so, dass der Anfangspunkt der Coordi-

naten mit dem Mittelpunkt einer Fliche des Parallelepipeds und dass die Axe 0x mit der

geometrischen Axe der Ge

It des Korpers zusammenfiillt, dass ferner die Axen oy
und 0z mit den beiden undern Kanten parallel werden, und nennen wir » 4 4 die linearen
Verkilrzungen des Parallelepipedes nach den Richtungen der Axen 0x 0y 03, damm

15t offenbar zu setzen :

1&g = o dXx |
o= — v (36)
f{ === ¥ o ‘
Ferner :
X=% A= o0

Nennen wir ferner a b ¢ die den Axen 0x 0Oy 0% parallelen Seiten des Kirpers,
¥ D 3 die Pressungen, welche gogen jede Flicheneinheit der Begriinzungsflichen he ac
ab des Korpers wirken miissen, um die vorgeschrichenen Zusammenpressungen zu be-

‘-'\-'iT]iutI, g0 hat man :

Xm [Xx Xixy) = heX
Fm {Yy 4+ Yyv:l = — abol)
Sm (e 4 & 5)= —abel

Die Gleichungen (82) werden demnach in diesem Falle :

aboX =— XS I|',,' Hadx, LR ANz - RAxl vl B4R ax3 Sulv|
abel = lu..~i|[-_3.-j;-,1_x.. RA¥)BAva+ RAXLAYI a+ R AYS d2iy|
abed = — xmB (2D d2, K Azh)ydu, + RS2 4y} 5+ R A2} 4% |

Allein weil bel der vorausgesetzten \"vt‘.—‘:;hiuhlmg der Atome im EIZWUngene Gleich-
L

ist, so haben die Summen g fiir alle Punkte den gleichen Werth; man erhiilt daher die

gewichtszustand die t}l'llll]'il‘llug_','ﬁh'k'i-‘it' der Atome um jedes Atom herum ganz die glei

durch r angedeutefen Summen, wenn man die Masse m jodes Atoms mit der gleichen

3 . -3 '] ,I -_I 3 =
Summe & multiplizict und alles addirt; und folglich kann man schreiben :
11.
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ahoX = M8 ||'_‘ B X Razi)e R axidvep R
. 1 0y
Loabel)l = MB R Sx: dviet L § Ayl 8 - R ooy d559 . o)
abel = ME|Raxddaiat Rayddn 8 + (20420 + Radu)y|

wobei M die Masse des Kirpers bezeichnet.

Beriicksichtigt man, dass im natiirlichen Gleichgewichtszustand wegen Gleichung (31)

MBH d4xf = 0 MREDH Ve =10 MB& g = 0

ist, setzt zur Abkiirzung :

1
BR dxg = & Jxd == 2
<] R = | h 1 i
RAve = T fyh == M
A
| ' 1
Bl ey — - it = R
y
J : (38)
w 3 1 m 1
T r_\_.,n'_\.-. = - ix fyl H
o A
: " 1 ! \ (%) |
Bl dys dzea =85 - - 3 fy e — i)
= : i = — F}
Y 2 3 1
AR See dxp = 8B — fad Fx) = — Wi
S :
und beriicksichtigt noch, dass —— = —% ist, wobei das spezifische Gewicht i}
] sichtig h, dass == = 2= 1st, wobel 5, das spezifische Gewicht des Kir-
pers 1m natiiclichen Zustand bezeichnet, so findet man aus (37) :
3 B i 4 ¢ W)
) =2 (x4 Ay et - T [
3} AL y M)

BADISCHE 3
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Dies sind endlich die Intensititen der Pressungen gegen die Flichen des Parallele-

pipeds, durch welche nach den Richtungen der Axen ox o

IIIL'lIl]J'i'li']{lEl'.;_"L"tl a # y hervorgebracht werden,

Diese Ausdriicke werden fiir eine isotrope Gruppirung der Atome sehr einfach, Es

ist niimlich in diesem Falle
B

Diese Gleichheiten sind selbstveratiindlich, mit Ausnahme der letaten, die eines Be-
weises bedarf, den zuerst Cowchy in seiner Lichttheorie in folgender Weise gegeben hat.

L-‘:_:L".'. wir durch den Punkt x y = zwel Coordinatensysteme O sx, Oy, O .45

. 1 T .= 1
ODAadx; OAdy, 0O 45 10 .-Cu|r||:".-' 1\‘!!"-‘-L'. 1]

] : die Axen 0.4z, und 0.4z, zusammenfallen und
mit der Axe 0« parallel sind, dass jedoch die Axen 0.yx, und 0.4« einen beliebigen

Winkel  bilden. Dies vorausgesetzt, haben wir :

1%, = 4%, CoB.yp — AV, Bl
Iy, == 4% sin. o Yo e08,ah
Hieraus folgt :
fx} = Jx; cos'y — 4 Ax] Sy, cos Ty sin. g 1 6 AxF S ¥E sint g cos? b o xy A¥5 Gos, o 8in, Ty
- A ya it g
fvy = Ax} sin.*y b X3 Ayy sind ap com. 6 A4%3 453 o y 11X, Ay3 8in, of cos.¥ y

[st nun die Gruppirungsweise der Atome um die Axe 0 sz herum ganz gleich, so

muss sein ;

M- =

Setzt man fiir s und sy, die vorhergehenden Werthe und beriicksichtigt, dass

itberhaupt fiir jedes homogene Medium alle Bummen verschwinden, in welchen ungerade

Potenzen von 4x, .f o Atg vorkommen, so findet man :
= 9 pos, by - 8N sin, g G IR w2 b cos
M = & sint MW cost 6 sin g cos.? g
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Hieraus tolgt zuniichst ¢ af ., und dann wird :

= & (cos. by - sindyp) 4 60 sin?p cos.? o

Es 1st aber :

daher :

IJ{]_'.,‘|' "

= = 3

was en beweisen war, Vermoge der fiir ein isotropes Medium bestehenden Bezichungen

{40} werden die Gleichungen (39) :

i 1
f = —%|c¢ =

_;: L
D = _r' ¢l g+ — (& ¥) y e e e v e e kY
] = _: ¥ £ i

Dies sind nun fiir einen parallelepipedischen Stab, der aus einer isotropen Substanz
h{l;‘»l_[\hi_. die Intensititen der ["1'(=-_--a|_|]|gL-|| gegen die E!-:l]'(l]'.l.'lL‘H ’ll_",‘,’l':'il|H'.II|§_-|'.='HEEL'|'A'[I. welche
nach den Richtungen der Kriifte die linearen Zusammenpressungen . gy hervorbringen.
Umgekehrt kann man aus den Gleichungen (41) « 4 5 durch # 9 3 ausdriicken, also die
linearen Zusammenpressungen berechnen, welche durch diese Kriifte entstehen,

Man findet :

e | 5] ¥y “
= — 1 ¥ (14 3)
B = = ll:-"‘ @e+3| =5 ST
3 2
— - l 458 (x 0y =
110 5y L

Die '._”I,‘i_i'h]_l.ll_:’_l"i'll (43), |.',"|-H,. (35) werden ber dem vorhiegenden Problem identisch

erfilllt. Betrachten wir einige spezielle Fiille.

BADISCHE 3
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1. Haben die gegen die Seitenflichen des Prisma wirkenden Kriifte gleiche Intensi-

titen, 18t also :

=g =y = . 0% AU C e . . (49)

2. Wird der Stab nach der |‘:il':'l'l.l“5g 0 x zusammengedriickt und wirken sonst keine
Kriifte auf denselben ein, ist also :

N=H =20

so geben die Gleichuugen (42) folgende Werthe :

oL Lt il L Y

Der Stab dehnt sich also nach der Quere aus, und es ist

3. Will man nur allein eine Zusammendriickung nach der Richtung o x bewirken,

und die Querschuittsinderung nach den Rie

itungen Oy 0z verhindern, so sind gewisse

Pressungen ® und 3 nothwendig. Fiir diesen Fall ist :

L ——E L
und die Gleichungen (41) geben :
RN ]
1 5, % 1
D=8=-———a=—212 '
- T (4} 2 r g . P + .
Den reziproken Werth der Giriisse i b welche vermége (44) die lineare Ausdelmung

oder Zusammendriickung ausdriickt, welche entsteht, wenn auf den Stab nur dehnende
oder nur zusammendritckende Krifte wirken, deren Intensistit — 1 ist, nennt man den

Modulug der Elastizitit des Materials, Wir bezsichnen denselben mit ¢, setzen also :

.~
.
-
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Diese Ercebnisse (43) bis (46) unserer Hechnung stimmen mit den analogen von

; 1 H 1 T '] r A e 2 1 ATt

Cauchy wnd Lamé gefundenen fiberem, wollen aber mit den von Wertheim gefundenen
Versuchsresultaten nicht genan harmeniren. Der Grund hievon liegt nach meiner Ansichi

wahrscheinlich in einer ungenaucn Berechnung der Doppelsummen
m B [..ee)

w

he = a & hoamoht sich auf alle 4% 4v 2%, d. h. aunf alle Pankte, die um einen
18 Semme 5 bezient ! 2

gen iiberhaupt aof alle

gewissen Punkt x y » herumgelagert sind; die Summe x dag
« v x. d. h. auf alle Punkte des Korpers. Nun haben wir angenommen, daszs die Summe
8 (..) fitr jeden Punkt des Korpers ein und denselben Werth habe, und dies ist selbst
bei einem isotropen Medium nur flr die inmern. nicht aber fiir die an der Oberfliche
and in der Niihe derselben gelegenen Punkte richtig, denn jeder begriinate Kirper hat,
wie die Erfahrung beweist und wie auch aus unserer Theorie mit Nothwendighkeit folgt,
g0 zu sagen ein Hiutchen, in welchem ecine andere Dichte stattfindet, als im Innern des
Korpers. Es ist also bei der Berechnung jener Doppelsumme nichi erlanbt, &(.) fir alle

Punkte als constant zu betrachten und

FomR ) =M B i)

Z1 setzen,

WIRKUNG. WELCHE DER DEFORMIRUNG EINES KORPERS
INTRPRICHT.

Wir legen uns nun die Aufgabe vor, die Wirkungsgriisse oder Arbeitsprisse zu
bestimmen, welche einer Deformirung eines elastischen Kirpers entsprieht.
Es sei r, die Entfernung zweier Atome A und B im natiirlichen Zustand des K-
ers: v, 4 o die Entfernung der eleichen Atome in irgend einem Aungenblick withrend
! =] e =]
der Deformirung: a(r, +p d g die Zunahme der Entfernung der gleichen Atome, wiih

rend die Deformirung noch unendlich wenig weiter fortschreitet, so ist :
m oy Uiy ghil o

die Arbeit, welche der Distanziinderung der Atome A und B um d, entspricht, demnach

die Arbeit, welche emer Distanziinderong ; entspricht.
Wenn wir berhaupt nur eine schwache Deformirung voraussetzen, ist , gegen

sehr klein; wir kinnen daher nach dem ZTaylor'schen Satz schreiben :
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Demnach wird :

. 1 :
I m my £ [, {J.I a ¢ = mm, ’( I I{r) 4 ﬂ‘:l g
. X d

dg

—_

== mm, ‘1'[#,”_. }F— AT, I_.J:J

und hiermit ist die Arbeit berechnet, um zwei Atome aus der Entfernung r,, welche sie
im natiirlichen Zustand haben, in die Entfernung r, o zu bringen, und es ist nun
ferner :

Fop 1 df(x)
| £ ) o = =

W= — Xm8m g

die totale Arbeit, welche durch die Distanzinderung aller Atome entwickelt wird.

Hierbei bezieht sich das Zeichen s auf die Aenderung der Entfernungen aller Atome
B gegen das Atom A, Das Zeichen x hingegen bezicht sich itberhaupt auf alle Punkte A
des Kbrpers.

Wegen der Kleinheit von , kénnen wir auch hier wiederum schreiben :

E,:I%"t_n._.f.--— Ve dv+ 45,485 . . .« . . . (D)

und wenn wir diesen Werth in (1) einfithren, finden wir :

1 : i |
I 5 fmBm, I‘:“"J —— (d2, 4E + Ay, dv 4 A5, 48) + l

1 df(r,) 1
— — (A Xy AE - ATy I0 = 43y AP

2 d Te

@)

Dieser Ausdruck liesse sich noeh weiter analytisch ausbilden, er kann jedoch auch
in der Form (3) ganz gut gebrancht werden, wenn die durch die Deformirang entstehen-

den Verschiebungen der Punkte als gegebene Grossen angesehen werden diirfen.

DREHUNG EINES STABES.

Wir wollen diesen Ausdruck beniitzen, um die Arbeit zu berechnen, welche einer
Verdrehung eines cylindrischen Stabes entspricht.

Wenn wir annchmen : 1) dass bei einer Drehung des Stabes alle Atome, welche
im urspritnglichen Zustand in einem und demselben Querschnitt lagen, durch die Dre-
hung ihre relative Lage gegen einander nicht indern; 2) dass alle Atome, welche im
natiirlichen Zustand eine zur Axe des Stabes parallele Faser bildeten, durch die Drehung
des Stabes die Gestalt einer Schraubenlinie annehmen; 3) dass die Axe der < in die

12
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geometrische Axe des Cylinders gelegt wird, so erhalten wir filr die Verschichung ¢ v ¢
irgend eines Punktes, dessen Coordinaten im patitclichen Zustand x, v, z, eind, folgende
Werthe :

4)

wobei 1 die Liinge des Cylinders und & den Winkel bezeichnet, um welchen die End-
fliichen des Stabes pegen cinander verdreht sind

Auns (4) folgt :

' fie) — Xgiiy |

&
I - _J_ X,
&
4 & | \I\ I Xa) LY ¥yl |
oder :
A&
Fe]
I = I A Xa 1%, |
1
§ & I 'rl’ (X 4%, 4 i e
und man findet nun ferner :
]
f%g JE = AV, S0 + d% di I-r X, A% 2y iv.)
Substituirt man diesen Ausdruck in (3) und beriicksichtigt, dass y, &, vor das Sum-
nicht aber vor das Summenzeichen » gesetzt werden dilrfen, beriicksichtig

menzeichen 8,
aber auch noch, dass alle Glieder der Summe 8 wverschwinden, in welchen nur gerade

Potenzen von .x, 4y, 4% vorkommen, so erhilt man :

- | @R : : -
W - 7 2(m¥Ay, mBz ) . . G
wobei zur Abkirzung gesetzt wurde :
"l g m df(r) %3 {23
. o bl N ] ‘
T iy e e £ o
o q M df(r)) Jx% 478
ST R E T
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Fiir ein nach allen Richtungen gleich elastisches Medium ist %4 — 9, und daon wird

: 1@
W = -l"_:- Ihuy: + |LLP.:J'!l e el e cntey L)
Allein es ist ym (y242z2) das als Masse ausgedriickte Trigheitsmoment des Cylin-
ders in Bezug auf seine geometrische Axe, oder es ist :

. ]
Em (v, 4+ 2z,) — ;1 At

wobei 5, das Gewicht der Kubikeinheit des Materials bezeichnet, aus welchem der Cy-
linder besteht, 1 die Liinge, A den Halbmesser des Cylinders. Wir erhalten daher :

‘
= A ! 3 . ; ; ] : . | = : |{‘|

W Sy
B ]

o5

Fitr eine schwache Drehung aus dem natiirlichen Zustand in einen erEwungenen
um einen Torsionswinkel & ist aber eine dussere Wirkung — PR @ nothwendig, Wir er-
halten daher :

1 f T ar iy
—PRO + [— = & — o
e f Bg j

und hieraus folgt :
g PRI

- all A

ie C e ) . der Elastizitit des Materials fir Tor-

Die Constante 5 Dennt man den Modulus der Elastizitit des Materials fiir Tor
sion; bezeichnet man denselben mit G, setzt also :

a
(F == ==
i1g

so wird schliesshich :
e R e e Lo e

WIRKUNGSGROSRE,
WELCHE EINER ZUSAMMENDRUCKUNG ODER AUSDEHNUNG
EINES RECHTWINKLIGEN PRISMAS ENTSPRICHT.

Nehmen wir an, ein rechtwinkliges Prisma werde nach den Richtungen seiner drei
Axen gleichférmig ausgedehnt, und es seien die linearen Ausdehnungen nach den drei

Axen 0x Oy O3z, bezielungsweise « g y, dann ist :
12,
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& e AXyg
fv = @ d¥a
s yodz
demmach :
ixg 4 & Ayg dv 4 dta db = a 4%} + BAyy -+ vy A5y
und folglich wird :
[ l'l.Tj (adxd 4 8oy T+ 450 T |
W — EfmBm,
{ b 220 L ey B ayy+y )
oder :
[ (x 2 I, : f (rs)
& 8 m, !I_“:! 4 xs 4+ 88m, ) ¥} v Bm, —— 42!
T I
-5 fxg
., my diir,) . " m Lam
e b= L
dr, A 2
o
W L » m
e : fy veson Az g
B - m; df(r,) 1354 ] : m, df(r,)
4+ 2ad T e il 3 —_——
dr, 2 2 dr, -
3 4t
. o Ty
40 B m, df(r,) I¥o d
SEeulS ks 2 dr,

1

Beriicksichtigt man, dass wegen Gleichungen (31),

ist, setzt zur Abkilrzung :

i

, imy () X3

B e = f
2 dr, o

Seite 81

£
£ my T"—I

-
Az3 =




.3 o 1
.omy dfilrs) A%y 470 i
e W B bt
2 dr; 3
) A
LW o
m, df (r,) °** L
Lt ot o
= o o
PR - b+
_ g o df(r) =R
2 dry 5

and beriicksichtipt ferner noch, dass die Summen & fiir alle Punkte des Korpers einerlei
g p

Werth haben, so findet man ;
1 :
W = — M (a'% + @0 I 2a 8P Zayf 28480

Allein fiir eine schwache, aber gleichfdrmige Ausdehnung eings rechtwinkligen
Prismas nach seinen drei Axen ist die Wirkung der dusseren Kriifte, welche diese Aus-

{iehmmgcu hcn'm‘bl‘ingcn kénnen :
_l—. E(be) as 4 D (n e) _-5]1 4 8 (a b}y c) = — VieX < 89 4+ y 3)

wobei v das Volumen des Kérpers bedeutet. Wir erhalten daher ;

L M@t oML PR+ 28 + 2R 249D

a M By s
oder weil —— = =— t:

g -r.-'*"ﬂ‘ L 289 2oyl -2 Syi1)

Ist die Elastizitit des Stoffes nach allen Richtungen gleich gross, so ist :

i =50 m

= =0=3k

und dann wird :
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s | i 1 1
5o jalet+ 5 Bty Blég+—la+y)]|+ 7|7 — &
o o at

Diese Gleichung folgt auch aus den Gleichungen (41), Seite 86,
selben mit « g y multiplizirt und dann die Summe nimmt.

wenn

man die-
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