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Ausserdem bestehen auch noch die Gleichungen (15) und (16), niimlich :
¥m X A4X) =0 T (Y 4-Y; i m L) =0 . (34)
- (X ¥ } m (X Y: X ' ‘
z ¥ Ay Fm (Y 7 AR 1 0
Ym (Lx X Fm (fig % Xy j

o

344, (85) kinnen zwar nicht alle, aber

Vermittelst dieser Gleichungen (32), (43),
doch sehr viele das (leichgewicht elastischer Kirper betreffende Aufgaben geldst werden.
Man kann sich in dieser Hinsicht zweierler Hauptfragen stellen. Man kann entweder

die natitrliche Gestalt des [\-.i'll'|u-|'.~c und das deformivende Kriifte yatem als '_:l':'l-h-':L li-

trachten und die Deformirung zu bestimmen suchen, In diesem Falle sind die Kriifte
XY ZX,Ys %, so wie die Coordinaten x, y, », gegeben, aund sind die Coordinaten

so0' wie die Differenzen sz 4o 4¢ 2zu suchen. In dieser Weise wird gewihnlich

bei analvtischen Behandlungen die Frage gestellt; ihre Beantwortung fithvt aber unver

meidlich zu enormen Schwierigkeiten, weil die Verschiebungen ¢ o ¢ meistens linsserst

complizirte Grissen sind. Man kann aber auch die Frage umkehren, indem man die

Gestalt des Kérpers und die Verschiebungen annimmt, die ja ganz beliebig sein kinnen,

2%

dagegen das Kriiftesystem zu bestimmen snchi, welches diese angenommenen Verzchie-

bungen hervorzubringen vermag. Diese umgekehrte Fragestellung ist eigentlich :lll.‘jl.‘ﬁig;;v.
welehe gewihnlich bei technischen Aufgaben gestellt wird,

Um die Anwendung der erhaltenen Gleichungen zu zeigen, wollen wir einige Auf-
gaben losen.

ZUSAMMENDRUCKUNG EINES PARALLELEPIPEDISCHEN
KORPERS.

Ein Kirper habe im mnatfirlichen Zustand  die

stalt eines Parallelepipeds. Das

Material sei nicht nach allen Richtungen gleich leicht zusammendriickbar, Die Elastizi.
tiitsaxen seien den Kanten des Kiarpers parallel. Wir versetzen diesen Kérper in einen
andern Zustand, in welehem derselbe nach den Richtungen seiner Kanten gleichftrmig

zusammengedriickt ist, jedoch nach jeder Kantenrichtung in einem andern Maasse, und




BLB

BADISCHE

— 83

stellen uns die Frage, die Krifte zu bestimmen, welche einen solchen Zustand herbei
fithren kinnen. In diesem Falle ist das J'CI'EEIIH.'::'.\'H[HHI seiner Art nach leicht zn errathen-

Wir miissen niimlich zuniichst die auf die einzelnen Atome cinwirkenden Husseren Kriifte

lelen Fliichen des

Xm ¥Ym Zm gleich .\:Il“ setzen , L|[|gi miissen Eln.‘-'l'rIL'L' @ pE ey llli.l.!' VT
5 Brs ]’
Korpers gleichférmig vertheilte Pressungen von einer gewissen Intensitiit wirken lassen.

Legen wir das Coordinatensystem 0x 0y 0z so, dass der Anfangspunkt der Coordi-

naten mit dem Mittelpunkt einer Fliche des Parallelepipeds und dass die Axe 0x mit der

geometrischen Axe der Ge

It des Korpers zusammenfiillt, dass ferner die Axen oy
und 0z mit den beiden undern Kanten parallel werden, und nennen wir » 4 4 die linearen
Verkilrzungen des Parallelepipedes nach den Richtungen der Axen 0x 0y 03, damm

15t offenbar zu setzen :

1&g = o dXx |
o= — v (36)
f{ === ¥ o ‘
Ferner :
X=% A= o0

Nennen wir ferner a b ¢ die den Axen 0x 0Oy 0% parallelen Seiten des Kirpers,
¥ D 3 die Pressungen, welche gogen jede Flicheneinheit der Begriinzungsflichen he ac
ab des Korpers wirken miissen, um die vorgeschrichenen Zusammenpressungen zu be-

‘-'\-'iT]iutI, g0 hat man :

Xm [Xx Xixy) = heX
Fm {Yy 4+ Yyv:l = — abol)
Sm (e 4 & 5)= —abel

Die Gleichungen (82) werden demnach in diesem Falle :

aboX =— XS I|',,' Hadx, LR ANz - RAxl vl B4R ax3 Sulv|
abel = lu..~i|[-_3.-j;-,1_x.. RA¥)BAva+ RAXLAYI a+ R AYS d2iy|
abed = — xmB (2D d2, K Azh)ydu, + RS2 4y} 5+ R A2} 4% |

Allein weil bel der vorausgesetzten \"vt‘.—‘:;hiuhlmg der Atome im EIZWUngene Gleich-
L

ist, so haben die Summen g fiir alle Punkte den gleichen Werth; man erhiilt daher die

gewichtszustand die t}l'llll]'il‘llug_','ﬁh'k'i-‘it' der Atome um jedes Atom herum ganz die glei

durch r angedeutefen Summen, wenn man die Masse m jodes Atoms mit der gleichen

3 . -3 '] ,I -_I 3 =
Summe & multiplizict und alles addirt; und folglich kann man schreiben :
11.
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ahoX = M8 ||'_‘ B X Razi)e R axidvep R
. 1 0y
Loabel)l = MB R Sx: dviet L § Ayl 8 - R ooy d559 . o)
abel = ME|Raxddaiat Rayddn 8 + (20420 + Radu)y|

wobei M die Masse des Kirpers bezeichnet.

Beriicksichtigt man, dass im natiirlichen Gleichgewichtszustand wegen Gleichung (31)

MBH d4xf = 0 MREDH Ve =10 MB& g = 0

ist, setzt zur Abkiirzung :

1
BR dxg = & Jxd == 2
<] R = | h 1 i
RAve = T fyh == M
A
| ' 1
Bl ey — - it = R
y
J : (38)
w 3 1 m 1
T r_\_.,n'_\.-. = - ix fyl H
o A
: " 1 ! \ (%) |
Bl dys dzea =85 - - 3 fy e — i)
= : i = — F}
Y 2 3 1
AR See dxp = 8B — fad Fx) = — Wi
S :
und beriicksichtigt noch, dass —— = —% ist, wobei das spezifische Gewicht i}
] sichtig h, dass == = 2= 1st, wobel 5, das spezifische Gewicht des Kir-
pers 1m natiiclichen Zustand bezeichnet, so findet man aus (37) :
3 B i 4 ¢ W)
) =2 (x4 Ay et - T [
3} AL y M)
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Dies sind endlich die Intensititen der Pressungen gegen die Flichen des Parallele-

pipeds, durch welche nach den Richtungen der Axen ox o

IIIL'lIl]J'i'li']{lEl'.;_"L"tl a # y hervorgebracht werden,

Diese Ausdriicke werden fiir eine isotrope Gruppirung der Atome sehr einfach, Es

ist niimlich in diesem Falle
B

Diese Gleichheiten sind selbstveratiindlich, mit Ausnahme der letaten, die eines Be-
weises bedarf, den zuerst Cowchy in seiner Lichttheorie in folgender Weise gegeben hat.

L-‘:_:L".'. wir durch den Punkt x y = zwel Coordinatensysteme O sx, Oy, O .45

. 1 T .= 1
ODAadx; OAdy, 0O 45 10 .-Cu|r||:".-' 1\‘!!"-‘-L'. 1]

] : die Axen 0.4z, und 0.4z, zusammenfallen und
mit der Axe 0« parallel sind, dass jedoch die Axen 0.yx, und 0.4« einen beliebigen

Winkel  bilden. Dies vorausgesetzt, haben wir :

1%, = 4%, CoB.yp — AV, Bl
Iy, == 4% sin. o Yo e08,ah
Hieraus folgt :
fx} = Jx; cos'y — 4 Ax] Sy, cos Ty sin. g 1 6 AxF S ¥E sint g cos? b o xy A¥5 Gos, o 8in, Ty
- A ya it g
fvy = Ax} sin.*y b X3 Ayy sind ap com. 6 A4%3 453 o y 11X, Ay3 8in, of cos.¥ y

[st nun die Gruppirungsweise der Atome um die Axe 0 sz herum ganz gleich, so

muss sein ;

M- =

Setzt man fiir s und sy, die vorhergehenden Werthe und beriicksichtigt, dass

itberhaupt fiir jedes homogene Medium alle Bummen verschwinden, in welchen ungerade

Potenzen von 4x, .f o Atg vorkommen, so findet man :
= 9 pos, by - 8N sin, g G IR w2 b cos
M = & sint MW cost 6 sin g cos.? g
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Hieraus tolgt zuniichst ¢ af ., und dann wird :

= & (cos. by - sindyp) 4 60 sin?p cos.? o

Es 1st aber :

daher :

IJ{]_'.,‘|' "

= = 3

was en beweisen war, Vermoge der fiir ein isotropes Medium bestehenden Bezichungen

{40} werden die Gleichungen (39) :

i 1
f = —%|c¢ =

_;: L
D = _r' ¢l g+ — (& ¥) y e e e v e e kY
] = _: ¥ £ i

Dies sind nun fiir einen parallelepipedischen Stab, der aus einer isotropen Substanz
h{l;‘»l_[\hi_. die Intensititen der ["1'(=-_--a|_|]|gL-|| gegen die E!-:l]'(l]'.l.'lL‘H ’ll_",‘,’l':'il|H'.II|§_-|'.='HEEL'|'A'[I. welche
nach den Richtungen der Kriifte die linearen Zusammenpressungen . gy hervorbringen.
Umgekehrt kann man aus den Gleichungen (41) « 4 5 durch # 9 3 ausdriicken, also die
linearen Zusammenpressungen berechnen, welche durch diese Kriifte entstehen,

Man findet :

e | 5] ¥y “
= — 1 ¥ (14 3)
B = = ll:-"‘ @e+3| =5 ST
3 2
— - l 458 (x 0y =
110 5y L

Die '._”I,‘i_i'h]_l.ll_:’_l"i'll (43), |.',"|-H,. (35) werden ber dem vorhiegenden Problem identisch

erfilllt. Betrachten wir einige spezielle Fiille.

BADISCHE 3
S0 | ANDESBIBLIOTHEK :



== WP =

1. Haben die gegen die Seitenflichen des Prisma wirkenden Kriifte gleiche Intensi-

titen, 18t also :

=g =y = . 0% AU C e . . (49)

2. Wird der Stab nach der |‘:il':'l'l.l“5g 0 x zusammengedriickt und wirken sonst keine
Kriifte auf denselben ein, ist also :

N=H =20

so geben die Gleichuugen (42) folgende Werthe :

oL Lt il L Y

Der Stab dehnt sich also nach der Quere aus, und es ist

3. Will man nur allein eine Zusammendriickung nach der Richtung o x bewirken,

und die Querschuittsinderung nach den Rie

itungen Oy 0z verhindern, so sind gewisse

Pressungen ® und 3 nothwendig. Fiir diesen Fall ist :

L ——E L
und die Gleichungen (41) geben :
RN ]
1 5, % 1
D=8=-———a=—212 '
- T (4} 2 r g . P + .
Den reziproken Werth der Giriisse i b welche vermége (44) die lineare Ausdelmung

oder Zusammendriickung ausdriickt, welche entsteht, wenn auf den Stab nur dehnende
oder nur zusammendritckende Krifte wirken, deren Intensistit — 1 ist, nennt man den

Modulug der Elastizitit des Materials, Wir bezsichnen denselben mit ¢, setzen also :

.~
.
-
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Diese Ercebnisse (43) bis (46) unserer Hechnung stimmen mit den analogen von

; 1 H 1 T '] r A e 2 1 ATt

Cauchy wnd Lamé gefundenen fiberem, wollen aber mit den von Wertheim gefundenen
Versuchsresultaten nicht genan harmeniren. Der Grund hievon liegt nach meiner Ansichi

wahrscheinlich in einer ungenaucn Berechnung der Doppelsummen
m B [..ee)

w

he = a & hoamoht sich auf alle 4% 4v 2%, d. h. aunf alle Pankte, die um einen
18 Semme 5 bezient ! 2

gen iiberhaupt aof alle

gewissen Punkt x y » herumgelagert sind; die Summe x dag
« v x. d. h. auf alle Punkte des Korpers. Nun haben wir angenommen, daszs die Summe
8 (..) fitr jeden Punkt des Korpers ein und denselben Werth habe, und dies ist selbst
bei einem isotropen Medium nur flr die inmern. nicht aber fiir die an der Oberfliche
and in der Niihe derselben gelegenen Punkte richtig, denn jeder begriinate Kirper hat,
wie die Erfahrung beweist und wie auch aus unserer Theorie mit Nothwendighkeit folgt,
g0 zu sagen ein Hiutchen, in welchem ecine andere Dichte stattfindet, als im Innern des
Korpers. Es ist also bei der Berechnung jener Doppelsumme nichi erlanbt, &(.) fir alle

Punkte als constant zu betrachten und

FomR ) =M B i)

Z1 setzen,

WIRKUNG. WELCHE DER DEFORMIRUNG EINES KORPERS
INTRPRICHT.

Wir legen uns nun die Aufgabe vor, die Wirkungsgriisse oder Arbeitsprisse zu
bestimmen, welche einer Deformirung eines elastischen Kirpers entsprieht.
Es sei r, die Entfernung zweier Atome A und B im natiirlichen Zustand des K-
ers: v, 4 o die Entfernung der eleichen Atome in irgend einem Aungenblick withrend
! =] e =]
der Deformirung: a(r, +p d g die Zunahme der Entfernung der gleichen Atome, wiih

rend die Deformirung noch unendlich wenig weiter fortschreitet, so ist :
m oy Uiy ghil o

die Arbeit, welche der Distanziinderung der Atome A und B um d, entspricht, demnach

die Arbeit, welche emer Distanziinderong ; entspricht.
Wenn wir berhaupt nur eine schwache Deformirung voraussetzen, ist , gegen

sehr klein; wir kinnen daher nach dem ZTaylor'schen Satz schreiben :
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