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GLEICHGEWICHT EINES DYNAMIDENSYSTEMS MIT
ELASTIZITATSAXEN.

il

Die vollstindigen Bedingungen des Gleichpewichts eines Dynamidensystems it

Elastizitiitsaxen wiirden die Position und Stellung jeder einzelnen Dynamide des Systems

bestimmen. Die Aufsuchung dieser vollstiindigen Bedingungen fithrt zn einem Gewlille

von analvtischen Formeln, die ich nicht zu bewiiltigen im Stande war. Vermittelst des

ohne Schwierigkeit l-i||-|}_':- Bezie-

Prinzipes der virtuellen Geschwindigkeit kann man aber

hungen, welche die Positionen der Dynamiden im Gleicl gewichtszustand charakterisiren,

auf folgende Art gusfindig machen.
Es seien :
x y « die Coordinaten des Schwerpunktes einer Dynamide A;
%, v z die Coordinaten des Schwerpunktes einer anderen Dynamide A, ;

her auf die Masseneinheit der Dynamide A parallel

x v % die Kriifte, welche von aus

mit den Coordinatenaxen einwirken;

X, Y, Z, Kriifte, welehe nach den positiven Richtungen der U ordinatenaxen auf die
Masseneinheit einer an der Oberfliche des Korpers befu hen Dynamide A, von

anssen her einwirken ;

xs va % die Coordinaten dieses Punktes A. an der Oberf

m und m, die Massen der Dynamiden A mnd A, ;

¢ die Entfernung der Schwerpunkte dieser Dynamiden ;

fiy die Wechselwirkung zweier Dynamiden, welche Seite 52 berechnet wurde.

Da jede Dynamide nach jeder R ng lkommen frer beweglich ist, so dirien

wir nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeit jeder Dynamide ecine beliebige
,

vwichtsznstand die algel che Summe

Verschieb ertheilen, und muss fiir den Gleicl

=

der diesen Verschiebungen entsprechenden virtuellen Arbeiten aller Kriifte gleich Naull
sein. Bezeichnen wir durch :

dx dy J=
dx; dy, dx

kleinen Verschiebungen der Dynamiden

1 die willkithrlichen unendli

A A; Ay, FEMESSED pnach den Coordinatenaxen,

g0 sind :

mum, e} - R

die virtuelle Arbeit, welche der Distanziinderung der Dynamiden A und A, entspricht.
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Bezeichnen wir die relativen Coordinaten von A, gegen A mit 4x 4y 4z, seizen

demnach :

+ ﬂ‘— r.l:._’.lr.ll ‘J_.rJ:J:J. |

Die Summe der virtnellen Arbeiten, welehe den Distanziinderungen simmtlicher

Dynamiden gegen die Dynamide A enispricht, ist demnach :

A% Ay e 7 et
m S m, £{r) [ == d{Lx) - S Sidy) + = d (A=) I N N ILJ}

wobel sich das Summenzeichen 8 anf alle dx dy A=z, also auf alle m, bezieht: und
die Summe der virtucllen Arbeiten, welche der Distanzéinderung jeder Dynamide gegen

jede andere entspricht, ist endlich :

wobei sich das Summenzeichen x auf alle Massen m oder auf alle x y » bezieht.

Dieser Ausdruck fordert, dass man fiir jede Dynamide des Systems die dem Aus-

druck (#) analoge Griisse berechnen, pnd alle diese Gréssen addiren, aber schliesslich
= g . e ¥ 4 : 1 i

von dieser Summe nor cl|f; Hiilfte nehmen goll. Der Faktor — rithrt t].-'l]l.[‘]‘l. dass

durch die Summirangen x und 5 jede virtuelle Arbeit zweimal genommen wird, wihrend sie

nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeit nur einmal genommen werden darf,

Wenn auf das Dynamidensystem keine oder golche iussere Krifte einwirkten, dass

die Elastizitit oder die Dynamidengruppirung um jede Dynamide des Systems hernm
von ganz gleicher Beschaffenheit wiire, wiirde der Ausdruck (3) fiir jede Dynamide den
gleichen Werth haben, mit Ausnahme derjenigen Dynamiden, die sich ganz in der Niihe
der Oberfliche des Systems befinden, nnd dann erhielte man statt des Ausdruckes (4)

sehr nahe :

A AY A% FEN
1 Mg m, f{r 43X iy LA f¥) - A% 5 04%) AT e EE
- ; =

Wenn wir aber in Bezug auf die fusseren Kriifte keme Beschriinkung annehmen,

s0 erhalten wir nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeit als Gleichgewichtsbe-

dingung :
10
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Ydy + 24

: y PR
2 am + Do+ Lo | |
I r

J Xm (Xdx Fm{Xydxs + Yadve 4 2388 - l

(6)

‘ EmBm i)
3

Da pnun die Verschiebungen absolut willkithrlich sind , so diirfen wir uns erlanben
H ; schiebung f

zu setzen :

dx = hy + hyx -+ hyy 4 by 2

S
-
-

wobei h, b, by by ke ky ks k; 1, L, 1, 1, unendlich kleine, aber absolut willkiihrliche Grissen

I X (ha + h;x <= hy ¥ hy =) I
Em Y (ks ki x 4+ ks ¥y ky 2

bezeichnen: und dann erhalten wir :

Em (Xdx + Yy Aida)

l Zil 41 x ¥ 1y %) l
oder :
hiy X 4+ kZEmYX b TmZ
by EmXx 4+ h ZmXy 4+ hy ITmXz )
- ; | R
ImiXdx Y v Lide . (K=} ]
ke, Em Y x s m Y ¥ ky 2mY =
, Em%x e Em% v , Sm%
ferner :
hy Em X, + ko EmY, + 1y TmZ,
by 2m X, %, hy EmXyvy + hy TmX; 2 o
2m (X dxy Yed ¥y + £y dum) 1)
ki TmYsx + kL EmY,yy + ki Zm Y,y 2

L Fmbsxs+— lh Emis v Iy Emy ¥y
endlich wird :

=2 Fm8m, fir) | — &(4x} 4 di{dv) = - didz)

Bm, [{r) — (hy 4x + hy 4y <4 hy 4%)

hJ

; A¥
= LM Hm, fir) s (ky 4x == ky 47 ky J%)

Bm firl — (; x4+ 4y = 1; 4%



oder auch :

__1_— XmE m fr) %d‘-_f.‘\" 1 "rl_\ d;__;_\, L LI" d s
by —_;--- Zm8m, f(r) L= hy— Xm Sm, f(r) 5L + by 1 ZmBm; f Jx J%
& r -2 r 2 ; r
= k, —L - FmSm, fir i )1.'.!'1!' L ks .:—__E'L:. B, f(r 'r:.:_ + ky o XmEm () "r'rl_'? . [:H_]}
I, + X m B m, f(r) Ll_h Iy -i EmBm, fir hl "r-).' 1 _l__\_'“, Bm, fir ___"F.].P"

Setzen wir die Werthe, welche die Gleichungen (8), (9) und (10) darbieten, in die
Gleichung (6), und ordnen die Glieder, so finden wir :

hy 2m(X <#X,) ke Tm (Y +— Y,) o 2m(d - i{, |
X . " \ 1 2 : d x?
hy I_‘::; Xx Xsx) + —EmBm, () -
2 r
% - - 1 . - A% 4F
hy | Xm (X ¥ —+— X5 ¥a) — EmBm, fir) —
] ) 7 |
’ : 1 dx Az
h, \:m (X z+—X; 83} — Xm8m, f(r) ..____|
3 2 X 1 ‘ =47 fxdy
k, | 2m(Yx -+ Yyx:) T_:m.‘-m.url —_
0 { 1 f y?
- y . -y a2 ¥ ¥
ky | Zm(Yy+ Yayy) 4+ 5 FmBm, f(r) L_' - [
5 . X 1 3 : Iy 4%
ki | Z2m (Y = Ys &) --_J—;'III?‘ m, {(r) l-l'"-“
1 *m (2 & - & f CES L
E L (Fox g %3] 4= —3mFf () =
0 = I x g X3 7] my ) -
: v I . - Ay Ax
ly | Zm(Ey = & v} — Xm8m, [r] —
. Bl 3 r
= - 2 3y An
I, | Zm(fz By g} 4+ —Fm8m, (r) —

Da nun die unendlich kleinen Grissen hg ko 1, by ky L hs ks 1; By k3 1 von einander
ganz unabhingig und iiberhaupt ganz willkiihrlich sind, so kann die letzte Gleichung
nur bestehen, wenn jeder mit einer solchen willkiihrlichen Grésse multiplizirte Faktor

gleich Null ist. Demnach bestehen im Gleichgewichtszustand des Mediums folgende Be-

ziehungen :
10.
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; : 1 fx?
Em{Xx - X Xz — X m B m; f{r) ——
1 dx 4% ra s
m(Xy+Xiv) + — ImBm, { ) —= ¢ e R
' ’ | ’ Ix o
Sm(Xa fX;8) 4+ — TmBwm, () — [
. | fx A
Em (Yx4Yy%) + — ZmbBm —
. 1 g £
EZm(Y ¥ Yy ¥a) — Im8m, f{z : . |_].-;]
1 . Iy A48
Ym(Y = I3 % - EmEm i1 :
2 I
" 1 o X du
Fm(dx 4 &y — FmBmf{r) ———

Aus diesen Gleichungen folgt auch :

Em(Y4 Y = o | i CallEs dn mh pa . (15)

¥
-
B
L
e
]
vaf
¥
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=]
=

Em(Xy+ Xays) + 'TI,_ Xm Bmy f(r) J%‘“
3 5 1 e o
Im(Yzs4 Yiz) + —Zm8m, f(r) "'_ Z= T T T | []Hj
= - 1 = - Az 4x
m(Ex 4 &y x3) + —Zm8m {(r) ——

Die Gleichungen (10) und (16) sind bekanntlich die Hm]'11|;1\m11g;r:|1J welche zwischen
den Husseren auf einen Korper einwirkenden Kriifien im Gleichgewichiszustand erfitllt
sein miissen,

Die Gleichungen (17) und (18) sind gewisse lﬁuzlchungcn gzwischen den dusseren
und inneren Kriiften des Systems,

Steht das System nur unter der Einwirkung der inneren Krifte, sind also X=Y=2=

X, = Y, = %, = o, 50 hat man vermége (17) und (18):

L rm R r)EE =
>
1 4 o
— I m &5 my f(r) I-‘ =—4l | 5 % : . L R Y I:j‘]_l
— X'm Bm, I'I.‘irli =1 \
; o
| Ix 4
— ¥m B my I'{.':I = -} = 0
] "
1 Ay 4% :
— ZmBm; Fx) —— =0 PR A Y
iz A
—.II— FmS8m, f{r) - '(1 =

oder auch weil in diesem Falle das Summenzeichen weggc]ass:m, und dafiir der con-

5 M . >
stante Faktor — gesetzt werden darf :
11} .-

i

& my —l:T- ix (1]

Bm, 1#] fy! =0 Eoraae A e R e I21:|
f(r) :

Bm; - [ %
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I
B, = fy =0
Sm, U gx e ) L A A
f(r
Bm -I—I -
I

Die Bezichungen

99 sind fir sich klar, wenn die Gruppirung der Dynamiden von

der Art ist, dass jedem Punkt, dessen relative Coordinaten sx 4y .« sind, ein anderer

Punkt entspricht, dessen Coordinaten — #x 1y _ 4z sind, Aber die Gleichungen
(21) waren nicht vorauszusehen, und man sieht aus denselben, dass r(r) fiir gewisse
Werthe von r positiv, filr andere dagegen negativ sein muss, was auch in der That
nach unseren Untersuchungen iitber die Natur von ¢(r) der Fall ist. Denn wir haben

Seite bD gefunden :

: \ ) & C . A2 J ) d* G (r . L)
f(r) =0 () —- 4060 —F@) + 55 | = T | P . - (23)

Will man die Sache ganz streng nehmen, so darf in dieser Untersuchung fiir i(r)
nicht dieser Ausdruck (23) gesetzt werden, denn in diesem ist der Einfluss der Gestalt

vernachliissigt, sondern man miisste in den Gleichungen bis inclusive (22)

22) t{r) als eme
Funktion ansehen, die nicht blos mit ¢, sondern auch mit der Richtung von r verinder
lich wiire. Denn da wir ein Medium voraussetzen, das nach verschiedenen Richtungen
verschiedene Elastizitiiten besitzt, so ist die Anziehung zweier Atome, die in einer der
Elastizititsaxen liegen, anders als die Anzichung zweier Atome, die in einer anderen
Elastizititsaxe sind.

Die Gleichungen (17) und (18) leisten zur Lisung von viclen Problemen vortrefi-
liche Dienste; sie kémnen insbesondere als Grundlage =zl einer Theorie des Gleichge-
wichtes elastischer Korper gebraucht werden. Will man den Gleichgewichtszustand eines
Stabes, der durch die Einwirkung iusserer Kriifte gebogen oder gedreht wird, mit voll-
kommener Schiirfe bestimmen, so hat man es mit einem ausserordentlich schwierigen
Probleme zu thun, dessen vollkommene Lésung noch lange nicht gelingen wird, woven
man sich am besten durch die Arbeiten Lamd’s in seiner ,Théorie de |'élasticité® iiber-
zeugen kann, Fiir die praktischen Zwecke des Ingenieur- und Maschinenfaches macht
man sich die Sache sehr bequem, und kommt dennoch zu Resultaten, die wenigstens
eben so genau sind als die genauesten, welche heut zu Tag die Physik aufzuweisen hat,
mit Ausnahme der optischen. Handelt es sich um einen Stab, der durch iussere Kriifte
gebogen wird, so nimmt man an: 1) dass alle Atome, welche urspriinglich in einem
Querschnitt des Stabes lagen, nach erfolgter Biegung in einem auf der Biegungslinie
normalen Querschnitt liegen; 2) dass die Atome eines und desselben Querschnittes durch
die Biegung ihre relative Gegeneinanderlagerung nicht dndern; 3) dass alle urspriinglich

geraden zur Axe des Stabes parallelen Fasern nach erfolgter Biegung #Hqui-distante

3%
Baden-Wiirttemberg
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Linien bilden. Oder handelt es sich um die Drehung eines Stabes, so nimmt man an :
1) dass alle Atome, welche urspriinglich in einem Querschnitt liegen, durch die Drehung
ihre relative Lage pegen einander nicht dindern: 2) dass der Winkel, um welchen zwei
t‘blh']'."\l'lllllﬂf‘ des Stabes durch die ]\Fr'{-hl.']rg gegen einander gc‘.\'vl](f{‘t ‘i‘-’m'lﬂcn__ dem Ab-
stand der Querschnitte proportional ist. Man nimmit also jedesmal bei jedem Problem
gewisse Gegeneinander-Verschiebungen der Atome an, berechnet die diesen Verschie-
bungen entsprechenden Kriifte, indem man dieselben den Verschiebungen proportional
setzt, und sucht hierauf die Bedingungen des Gleichgewichts.

Auf diese Weise umgeht man durch mehr oder weniger naturgemiisse Annahmen

die Hauptschwierigkeiten des Problems, niimlich die Bestimmung der Verschiebungen,

kommt aber zu Kesultaten, welche mit den Thatsachen in den meisten Fillen eben so
gut stimmen, wie die bis jetzt im Gebiete der Physik durchgefithrten Rechnungen,
Allein durch diese leichte Behandlung dieser Aufgaben ist zundchst fiir die Wissenschaft
nicht viel gewonnen, und werden die technischen Fragen keineswegs vollstindig beant-
wortet. Denn es ist in dieser letzteren Hinsicht gerade von besonderer Wichtigkeit, die
Umstiinde und Bedingnngen kennen zu lernen, unter welchen diese Annahmen zulissig

sind, denn nur dann, wenn dies der Fall ist, werden die Rechnungsresultate eine hin-

reichende Genanighkeit gewiihren konnen, und nur dann, wenn im deformirten Zustand
eines Kirpers solche Atomlagerungen vorhanden sind, wie bei der Rechnung vorausge-
setet wird, kann dieser Kiorper als ein solides Glied ciner technischen Construktion
dienen; denn wenn z. B. an den unteren Kanten eines nach abwiirts gebogenen stab-
férmigen Kirpers nicht blos Znsammendriickungen, sondern gleichzeitiz Faltungen ein-
treten, oder wenn dieser Kirper anch zu einer Drehung leicht inclinirt, so kann derselbe
nicht“als ein solides Construktionsglied gelten.

Es ist daher fiir diese praktischen Fragen von grosser Wichtigkeit, die Bedingungen
kennen zu lernen, unter welchen der deformirte Zustand eines Kirpers gerade von der
Art sein wird, wie bei der Rechnung vorausgesetzt wird, und dieze Iir:dll]g_{uligcﬂ kinnen

vermittelst der Gleichungen (17) und (18) aunsfindig gemacht werden,

UMGESTALTUNG DER GLEICHGEWICHTSGLEICHUNGEN

ik

(17) uvwp (18).

Die Gleic
die Losung der Gleichgewichtsprobleme elastischer Korper sehr vereinfacht wird.

wngen (17) und (18) kénnen in einer Weizse umgestaltet werden, dass

Wir wollen einen Gleichgewichtszustand einen natiirlichen nennen, wenn der Korper
nur allein der Thiitigkeit der inneren Kriifte iiberlassen ist, also keinerlei iiussere Krifte
einwirken; dagegen einen erzwungenen, wenn auf den Korper nicht nur innere, sondern
anch fiussere Kriifte einwirken. Fiir den natiirlichen Gleichgewichtszustand ist also zu
setzen :

X=Y=%=X, Y. Zg = O

e
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