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„ „

GLEICHGEWICHT EINES DVNXMIDENSYSTEMS MIT

ELASTIZITAKTSAXEN .

Die vollständigen Bedingungen des Gleichgewichts eines Dynamidensystems mit

Elastizitätsaxen würden die Position und Stellung jeder einzelnen Dynamide des Systems

bestimmen . Die Aufsuchung dieser vollständigen Bedingungen führt zu einem Gewühle

von analytischen Formeln , die ich nicht zu bewältigen im Stande war . Vermittelst des

Prinzipes der virtuellen Geschwindigkeit kann man aber ohne Schwierigkeit einige Bezie -

hungen , welche die Positionen der Dynamiden im Gleichgewichtszustand charakterisiren ,

auf folgende Art ausfindig machen .

Es seien :

y2 die Coordinaten des Schwerpunktes einer Dynamide à ;

Yi 2. die Coordinaten des Schwerpunktes einer anderen Dynamide A. ;

XVI die Kräfte , welche von aussen her auf die Masseneinheit der Dynamide & parallel

mit den Coordinatenaxen einwirken ;

XI V. I . Kräfte , welche nach den positiven Richtungen der Coordinatenaxen auf die

Masseneinheit einer an der Oberflfäche des Körpers befindlichen Dynamide &, von

aussen her einwirken ;

X2 Ya 22 die Coordinaten dieses Punktes A, an der Oberfläche ;

m und mi die Massen der Dynamiden à und A. ;

die Entfernung der Schwerpunkte dieser Dynamiden ;

t ( ) die Wechselwirkung zweier Dynamiden , welche Seite 52 berechnet wurde .

Da jede Dynamide nach jeder Richtung vollkommen frei beweglich ist , so dürfen

wir nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeit jeder Dynamide eine beliebige

Verschiebung ertheilen , und muss für den Gleichgewichtszustand die algebraische Summe

der diesen Verschiebungen entsprechenden virtuellen Arbeiten aller Kräfte gleich Null

sein . Bezeichnen wir durch :
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SXx 0 4 213 8 8 5
die willkührlichen unendlich kleinen Verschiebungen der Dynamiden

8 Xxi G VI 621

5 1 94
X Al As , gemessen nach den Coordinatenaxen ,

s0 sind :

m ( XdXx EVYOIYy ＋ Z 0u ) ( 0
m ( Xn dX2 ＋ IYIG y2 ＋ Z3 dA)

die virtuellen Arbeiten , welche zweien der äusseren Kräften entsprechen , und ist :
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die virtuelle Arbeit , welche der Distanzänderung der Dynamiden A und A. entspricht .



Bezeichnen wir die relativen Coordinaten von A. gegen A mit & 4y Au , Setzen

AJV

21 — 2 4

demnach :

s0 wird der Ausdruck ( 2) :

44¹

Er
mmi f (g) 5 304 εο Æ＋ 6(6A4Y) 3 ⁹

Die Summe der virtuellen Arbeiten , welche den Distanzänderungen sämmtlicher

Dynamiden gegen die Dynamide & entspricht , ist demnach :

m 8Smi f ( v) E oανα ινάνtH αε σονν 4

wobei sich das Summenzeichen s auf alle 4 4y Au , also auf alle m, bezieht ; und

die Summe der virtuellen Arbeiten , welche der Distanzänderung jeder Dynamide gegen

jede andere entspricht , ist endlich :

AxX
En sm. f0) οο ανάνν ο

wobei sich das Summenzeichen & auf alle Massen m oder auf alle x y 2 benieht .

Dieser Ausdruck fordert , dass man für jede Dynamide des Systems die dem Aus -

druck ( 3) analoge Grösse berechnen , und alle diese Grössen addiren , aber schliesslich

1
2

rührt daher , dassvon dieser Summe nur die Hälfte nehmen soll . Der Faktor

durch die Summirungen & und 8 jede virtuelle Arbeit zweimal genommen wird , während sie

nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeit nur einmal genommen werden darf .

Wenn auf das Dynamidensystem keine oder solche äussere Kräfte einwirkten , dass

die Elastizität oder die Dynamidengruppirung um jede Dynamide des Systems herum

vön ganz gleicher Beschaffenheit wäre , würde der Ausdruck ( 3) für jede Dynamide den

gleichen Werth haben , mit Ausnahme derjenigen Dynamiden , die sich ganz in der Nähe

der Oberfläche des Systems befinden , und dann erhielte man statt des Ausdruckes ( 4)

sehr nahe :

⁰ 00
2 m 3 1* 1 1

Wenn wir aber in Bezug auf die äusseren Kräfte keine Beschränkung annehmen ,

80 erhalten wir nach dem Prinzip der virtuellen Geschwindigkeit als Gleichgewichtsbe⸗

dingung :
10
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Da nun die Verschiebungen absolut willkührlich sind , so dürfen wir uns erlauben

2zu setzen :

5X*x ν bho ＋ hi x ＋ hay ＋T ha2

( 0Jy ◻k ＋ kix ＋ kzy — ks 2

6 ◻lo ＋ iXx ＋T lay ＋T 132

WODbei ieee b , . unendlich kleine , aber absolut willkührliche Grössen

bezeichnen ; und dann erhalten wir :

X cho ＋ hix ＋T hay ＋ haZ2 )

Im KGX TVIOY＋ Lον m V ( ko ＋ ki Xx/ ＋T kzy ＋Tki 2 )

Z (l „ ＋ li Xx＋ l2 y ＋ 13 2)

oder :
ho ImX J＋＋ ko mVY ＋ 10 ZmZ

hi mXxX ＋T bz mXy ＋T ha ImX2Z

Em ( KGXÆE YOY＋L262 ) 0
ki mVYX ＋E kz ImVYy ＋ ks2ImVY2

li mZx ＋ la EmZ y ＋＋Tlʒ EmZ 2

ferner :
E ＋ ko Em V2 ＋ 10 mZ

RRVRVT
Em ( X. dx, . E VIdy - ＋ 23 0 22) ( 9)

ki Em Vz Xxà ＋ kz Em Vz y2 ＋ ks Em Va 232

li Em Zz xà ＋ 12 Em Zz yi ＋ Iz Em Z3 23

endlich wird :

* ＋ · 8
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4
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oder auch :

2 Em m 6 * ν νν ονν ＋ 9 ( 4 —

1 5
b. 2 UmSm . f % — 1 , Am= Smf0 I En, EmSm . f00 .

22

1 2 7
= Jk mSmi f ( r ) —— — ＋ ks Em § m. k( r ) —. — ＋ ks m 8§ mi f (w) —. ( 10)
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Setzen wir die Werthe , welche die Gleichungen ( 8) , ( 9) und ( 10 ) darbieten , in die

Gleichung ( 6) , und ordnen die Glieder , so finden wir :

he Em ( XX . ) Tk Em ( Y ＋ V. ) ＋ 1 Em ( ＋ 7 )

h1 Nz xz) ＋ ensm . f0 ) 2
5 —

ha Zn KY . X . 5%0 Ins . f0 ιε

hs2m ( X2 ＋ X. 22) ansm , f(*) . —

k1 Em ( VX＋ VIXz ) ＋ amsm . f ( ) — —
L 8

8 0
kz ZmGUYyA＋V. yi ) T ＋ EmSmif Gh) 5

kz 2 m( V2 II 22) Eans mi f ( r )

11 DEnG I . ES . eε

5 Em ( Ly ＋ Ju y2) ImSm f ( r )

lI [ Em( öLZ2 ＋ Iz 22) um Sm. f (v)

Da nun die unendlich kleinen Grössen he ko 1o h. ki Ii ha Ks 1a he ks l Von einander

ganz unabhängig und überhaupt ganz willkührlich sind , so kann die letzte Gleichung

nur bestehen , wenn jeder mit einer solchen willkührlichen Grösse multiplizirte Faktor

gleich Null ist . Demnach bestehen im Gleichgewichtszustand des Mediums folgende Be -

ziehungen :
10 .
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2m ( X& — 80

m ( VJTI ) — 0 2 5 5 333 5 0 5 „ ( 11)

m ( L ＋T Zz) ν oο

1 22
mAKx＋ X. xäi) ＋E ＋

Em8 mi flr ) 5
80

AXA4
xmGAKYJLX . y ＋L ＋ ARSmf0 ) — o „ „ „ „

m ( X2 ＋XI 22) 3 Em ð mi f ( r ) — — 0

Em ( YXx＋EVIXI ) ＋ 2 Em8Smi f ( v) 2 —

5 1 A 8 3 235
. 13⁊m( YY＋TII y2) ＋ 2

Em 8Smi f ( r ) 5
6 „ (

Em( VY 2 ＋ Vu 22) — Em 8Smi f ( r ) — — 2 o0

Em ( EX. Ii 11) . * m Smi f ( 9 2 8 5

1 A
zm ( y2. 5%0 ＋ ÆmSm f0 α .

2
2 m ( Z2 ＋ Z2 22) — m S mi f ( r ) —

Aus diesen Gleichungen folgt auch :

2 m( M ＋IYI2) o zj ( 15)

Em ( Xy - NYN) ＋ Em ( à y½ — Vu xz) 0ο

Em ( X2 LX ) ＋ Em ( :22 —Z X2 ) 0 „ „ ͤ (16)

Em (UY2ZZYy ) ＋ Em ( I 23 — Zz y2) 0

1 2
Zm K & x＋ XI x2) 2

Am Smif ( 050 — O

33 8 8 72
2 mGAQy ＋ I . ya) ＋ ＋ ⁊ZmSmf (r) 2 55 * (17)

1 33
⁊ m ( ＋＋ Z 22 ) 55 2m 8 mi f ( r ) 3
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m ( Xy＋ XI y2) ＋ en § mi f ( r ) 2 . ◻ 8

z( TY2 ＋ v . 2%0 E ATZnSsm. fG) ιιι „ ( 18)

m ( Zx＋ 2. nsfm F 9

Die Gleichungen ( 15 ) und ( 16 ) sind bekanntlich die Bedingungen , welche zwischen

den äusseren auf einen Körper einwirkenden Kräften im Gleichgewichtszustand erfüllt

sein müssen .

Die Gleichungen ( 17 ) und ( 18 ) sind gewisse Beziehungen zwischen den äusseren

und inneren Kräften des Systems .

Steht das System nur unter der Einwirkung der inneren Kräfte , sind also X = YI

Xo V L o, so hat man vermöge ( 17 ) und ( 18 ) :

2
mSm 702

—
ansm 0 o ( 9)

1
ESm 1090 — 82 r

＋ m S mi f( r ) * IIL

15Ensmf0 ) „

2 EmS mif ( r ) — 0

oder auch weil in diesem Falle das Summenzeichen weggelassen , und dafür der con -

stante Faktor gesetzt werden darf :

3
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Sm .
2

sm . ◻ 4 4i 5 33 22

f ( 1)
8m . 15 4I A2 νρ ο

Die Beziehungen ( 22 ) sind für sich klar , wenn die Gruppirung der Dynamiden von

der Art ist , dass jedem Punkt , dessen relative Coordinaten 4 * 4 42 sind , ein anderer

Punkt entspricht , dessen Coordinaten — 4X — 45 — 4½ sind . Aber die Gleichungen

( 21 ) waren nicht vorauszusehen , und man sieht aus denselben , dass f( ) für gewisse

Werthe vonlr positiv , für andere dagegen negativ sein muss , was auch in der That

nach unseren Untersuchungen über die Natur von f ( ) der Fall ist . Denn wir haben

Seite 55 gefunden :

fGα ꝗοαν ⁊ 2αοο = F ) ＋17 0 —2 393

Will man die Sache ganz streng nehmen , so darf in dieser Untersuchung für f0 )

nicht dieser Ausdruck ( 23) gesetzt werden , denn in diesem ist der Einfluss der Gestalt

vernachlässigt , sondern man müsste in den Gleichungen bis inclusive ( 22 ) f ) als eine

Funktion ansehen , die nicht blos miter , sondern auch mit der Richtung vonlr veränder -

lich wäre . Denn da wir ein Medium voraussetzen , das nach verschiedenen Richtungen

verschiedene Elastizitäten besitzt , so ist die Anziehung zweier Atome , die in einer der

Elastizitätsaxen liegen , anders als die Anziehung zweier Atome , die in einer anderen

Elastizitätsaxe sind .

Die Gleichungen ( 17 ) und ( 18 ) leisten zur Lösung von vielen Problemen vortreff -

liche Dienste ; sie können insbesondere als Grundlage zu einer Theorie des Gleichge -

wichtes elastischer Körper gebraucht werden . Will man den Gleichgewichtszustand eines

Stabes , der durch die Einwirkung äusserer Kräfte gebogen oder gedreht wird , mit voll -

kommener Schärfe bestimmen , so hat man es mit einem ausserordentlich schwierigen

Probleme zu thun , dessen vollkommene Lösung noch lange nicht gelingen wird , wovon

man sich am besten durch die Arbeiten Lamé ' s in seiner „ Théorie de l ' élasticité ' “ über -

zeugen kann . Für die praktischen Zwecke des Ingenieur - und Maschinenfaches macht

man sich die Sache sehr bequem , und kommt dennoch zu Resultaten , die wenigstens

eben so genau sind als die genauesten , welche heut zu Tag die Physik aufzuweisen hat ,

mit Ausnahme der optischen . Handelt es sich um einen Stab , der durch àussere Kräfte

gebogen wird , so nimmt man an: 1) dass alle Atome ; welche ursprünglich in einem

Querschnitt des Stabes lagen , nach erfolgter Biegung in einem auf der Biegungslinie

normalen Querschnitt liegen ; 2) dass die Atome eines und desselben Querschnittes durch

die Biegung ihre relative Gegeneinanderlagerung nicht ändern ; 3) dass alle ursprünglich

geraden zur Axe des Stabes parallelen Fasern nach erfolgter Biegung äqui - distante



Linien bilden . Oder handelt es sich um die Drehung eines Stabes , so nimmt man an :

J ) dass alle Atome , welche ursprünglich in einem Querschnitt liegen , durch die Drehung
ihre relative Lage gegen einander nicht ändern ; 2) dass der Winkel , um welchen zwei

Querschnitte des Stabes durch die Drehung gegen einander gewendet werden , dem Ab -

stand der Querschnitte proportional ist . Man nimmt also jedesmal bei jedem Problem

gewisse Gegeneinander - Verschiebungen der Atome an , berechnet die diesen Verschie -

bungen entsprechenden Kräfte , indem man dieselben den Verschiebungen proportional
setzt , und sucht hierauf die Bedingungen des Gleichgewichts .

Auf diese Weise umgeht man durch mehr oder weniger naturgemässe Annahmen

die Hauptschwierigkeiten des Problems , nämlich die Bestimmung der Verschiebungen ,
kommt aber zu Resultaten , welche mit den Thatsachen in den meisten Fällen eben 80

gut stimmen , wie die bis jetzt im Gebiete der Physik durchgeführten Rechnungen .
Allein durch diese leichte Behandlung dieser Aufgaben ist zunächst für die Wissenschaft

nicht viel gewonnen , und werden die technischen Fragen keineswegs vollständig beant -

Wortet . Denn es ist in dieser letzteren Hinsicht gerade von besonderer Wichtigkeit , die

Umstände und Bedingungen kennen zu lernen , unter welchen diese Annahmen zulässig

sind , denn nur dann , wenn dies der Fall ist , werden die Rechnungsresultate eine hin -

reichende Genauigkeit gewähren können , und nur dann , wenn im deformirten Zustand

eines Körpers solche Atomlagerungen vorhanden sind , wie bei der Rechnung vorausge -

setzt wird , kann dieser Körper als ein solides Glied einer technischen Construktion

dienen ; denn wenn 2. B. an den unteren Kanten eines nach abwärts gebogenen stab -

förmigen Körpers nicht blos Zusammendrückungen , sondern gleichzeitig Faltungen ein -

treten , oder wenn dieser Körper auch zu einer Drehung leicht inclinirt , so kann derselbe

nicht als ein solides Construktionsglied gelten .

Es ist daher für diese praktischen Fragen von grosser Wichtigkeit , die Bedingungen

kennen zu lernen , unter welchen der deformirte Zustand eines Körpers gerade von der

Art sein wird , wie bei der Rechnung vorausgesetat wird , und diese Bedingungen können

vermittelst der Gleichungen ( 17 ) und ( 18 ) ausfindig gemacht werden .

UMGESTXLTUNG DER GLEICHGEWICHTSGLEICHUNGEN

( 17) up ( 18) .

Die Gleichungen ( 17 ) und ( 18 ) können in einer Weise umgestaltet werden , dass

die Lösung der Gleichgewichtsprobleme elastischer Körper sehr vereinfacht wird .

Wir wollen einen Gleichgewichtszustand einen natürlichen nennen , wenn der Körper

nur allein der Thätigkeit der inneren Kräfte überlassen ist , also keinerlei äussere Kräfte

einwirken ; dagegen einen erzwungenen , wenn auf den Körper nicht nur innere , sondern

auch äussere Kräfte einwirken . Für den natürlichen Gleichgewichtszustand ist also zu

setzen :

E Ä ·¶RNοο V = ο
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