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Leber Kegelschnitte im Kaumée .

Von C. HERHOLZAHR in CARLSRUIIn .

Die Bestimmung eines Kegelschnittes im Raume erfordert acht

Bedingungen , ist 5 im Allgemeinen schon dann eine vieldeutige ,
wenn die Bedingungen linear sind , d. h. wenn die bestimmenden Hle-
mente nur in Punkten , geraden Linien und Ebenen bestehen . Herr
Chasles hat ( 8808 rendus 1865 , p. 389 ) die Zahlen der durch
lineare Bedingungen bestimmten SSel gegeben , ohne den
Weg anzudeuten , auf welchem man zu seinen Resultaten gelangen
kann . Ausser einer Abhandlung des Herrn Lüroth im 67ten 455
von Crelle ' s Journal , in ebel er auf geometrischem Wege die Anzahl
der Kegelschnitte 308615100 wird , welche acht gerade 159181 schnei -
den , ist meines Wissens keine K über diesen Gegenstand ver⸗
öffentlicht worden . Ich habe auf analytisch - geometrischem Wege die
Lösung eines Theils der genannten Aufgaben versucht , und Wrlaube
mir , dieselbe hier vorzulegen .

Weil mir die 88 von Punktcoordinaten und Raumcurven

geläufiger ist als diejenige von Ebenencoordinaten und abwickelbaren
Flächen , so werde ich statt der oben erwähnten Aufgaben die ihnen
nach Princip der Dualität entsprechenden behandeln , also Kegel
zweiter Ordnung bestimmen , welche géwissen acht 0 N
gen genügen . 3 Kürze wegen will ich mir erlauben , W W0
3 Missverständniss nicht zu befürchten steht , statt „Kegel zweiter

Ordnung “ einfach „ Kegel “ zu schreiben .

§ 15

Von den verschiedenen Formen , unter welchen die Bedingung
zwischen den Coordinaten von sechs Punkten erscheint , welche auf
einem Kegelschnitt liegen , ist für die folgenden vor -

augsweise eine geeignet , welche wir in Kürze entwickeln wollen .



HIRRIIOLZHR

Wir bezeichnen durch 41 4½ à½ die laufenden Coordinaten , durch

e , , ie n

üiizte 2, , 66ung eizen

C¹ —2 * 3

— 6 323 38

5100 52 ( 0 73 00

LUu O stellt die Gerade dar , welche die Punkte „ und J ver -

bindet , und die Gleichung eines jeden , durch die Punkte 1, 2, 3 , 4

hindurchgehenden Kegelschnitts hat die Form :

U12 UDai — ½ Ui Us ◻ν O,

WO u einen willkürlichen Parameter bezeichnet . Bestimmen wir di so ,

dass der Kegelschnitt auch noch durch den Punkt 5 geht , und setzen

hierauf für 41 , 7½2, 4 die Coordinaten des Punktes 6 , so ergiebt sich

die gesuchte Bedingung

( 126 ) ( 346 ) ( 145 ) ( 235 ) — ( 146 ) ( 236 ) ( 125 ) ( 345 ) 0 ,

wenn

2 ¶ wiν εν πννν
durch ( 2 J α bezeichnet wird .

Alle Gleichungen , welche aus der eben erhaltenen durch Vertau⸗

schung der Zahlen 1, 2, . . . 6 hervorgehen , sind Ausdrücke für die -

selbe Bedingung und können sich nur in der Form von einander unter —

scheiden .

8 2 .

Wir beginnen die Untersuchung mit der Betrachtung von Kegeln ,
welche sechs gegebene gerade Linien berühren . Solcher Kegel giebt
es eine zweifach unendliche Schaar ; der Ort ihrer Spitzen ist eine Ober -

fläche , deren Gleichung wir ableiten wollen .

Durch

Aa ? ν diD dονοννε ＋ ανννε ’ = ＋ dιννναοε
B . O S bi ＋ b30 4½ ＋ PBGD½ ＋ 5 . 0 4 . — 0 6

mögen die gegebenen geraden Linien dargestellt werden .
Die Ebenen , welche diese Geraden mit einem beliebigen Punkte

9/½17½ % 9½ des Raumes verbinden , haben die Gleichungen
4⁴ BuIο . ον ꝗA4r,ον ρ οο ο = ε 1u1, 2, . 6 ) .

Diese sechs Ebenen umhüllen einen Kegel , wenn ihre Durch —

schnittslinien mit einer beliebigen Ebene — wir wählen die Coordina -
tenebene , = 0 —einen Kegelschnitt berühren . Zerfällt der Kegel -
schnitt in ein Punktepaar , so besteht der Kegel in den beiden Gera —

den , welche die Spitze mit den Punkten des Paares verbinden .

„ „ „ „ 5



Ueber Kegelschnitte im Raume . 3

Die Coordinaten der Durchschnittslinien der Ebenen (I1) mit 2.sind die Coöbfficienten von 471 4½ A, in den Gleichungen ( 5
41⁰ E, —— 5104 , j 4²⁰ B . G . — 52 4,U 5 64 B%0 —— 53⁰⁰4%,00

„ „
Sollen diese sechs Geraden Tangenten eines Kegelschnittes Sein,so müssen ihre Coordinaten der in §S I . entwickelten Bedingung genü⸗

gen , oder der folgenden , welche durch Vertauschung der Zahlen 3
und 6 aus jener hervorgeht , und welche wir der Uebersichtlichkeit
wegen vorziehen :

( 2) ( 123 ) ( 145 ) ( 625 ) ( 634 ) — ( 125 ) ( 134 ) ( 623 ) ( 645 ) 0.

Setzen wir in dieser Gleichung für die à %0 die oben für die Coor -
dinaten der Durchschnittslinien gefundenen Ausdrücke , so erhalten wir
die Gleichung für die 9, welche erfüllt sein muss , wenn die sechs Ebe -
nen ( 1) einen Kegel umhülleu sollen , und die daher den Ort der
Spitzen der Kegel darstellt , welche die sechs gegebenen geraden Linien
berühren . Jede der Determinanten

4 % B .0 — BiοAiο ̃de B3,C0 — JU A ,C0 450 B00 — H55UA, 00

( Adu)
dν

Bο 510A %% a G0B. C0 bad A , 4500 B . 0 550⁰ Ar U0
41οͥ — PilAοο ud R,00 F 4 %% 450 B. 00 —0ο

E

ist vom dritten Grade für die und die Fläche somit von der 12ten
7 Ordnung .

Allein man sieht leicht ein , dass die Ebene %½ = O ein Theil die -
ser Fläche sein muss . Denn verbindet man irgend einen Punkt der
Ebene /½ = 0 mit den gegebenen sechs Geraden durch IAbenen , 80
schneiden sich die Durchschnittslinien dieser letztern mit /½ = 0 in
eben jenem Punkte und umhüllen also einen uneigentlichen Kegel -
schnitt .

In der That enthält jede der Determinanten ( υνννάden Factor 5½.Es ist nämlich , wenn wir die Determinanten des Systems
4 0

6420
6 00

64
ö

FFRLLLg
mit passend gewählten Vorzeichen durch

bezeichnen , und

4e % B, — belo 4, % S (

Setzen ,

60⁰ = ε 10⁰ρ ＋ J2 %/ % ＋ 1500 947
eiο‚ ” σ f 11 ＋L B1l0 %½ ＋ 15500 95 ,

4σ YEDν⁰˙e =1ο⁹ε ＋ Pol ) J ,

A
1 *
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Hieraus erkennt man sofort , dass die Determinante

3 6308 63050
8

6100 62 U0 6 %

61 ( 602⁰⁰ C3l0

mit / zugleich verschwindet und folglich den Factor / enthalten muss .

Aus den Gleichungen ( 3) folgt noch die später zu benutzende

identische Gleichung

4 % eee . ee e ee e

Die Gleichung ( 2) lässt sich durch die vierte Potenz von / divi -

diren , und die Fläche der Kegelspitzen ist somit nur von der achten

Ordnung .

Wir stellen uns nun die Aufgabe , die Gleichung ( 2) der Fläche

der Kegelspitzen von dem überflüssigen Factor /t zu befreien . Man

kann in jedem einzelnen der Ausdrücke ( 2πα) ] den Factor / abson -

dern , ohne dass die Determinantenform verloren geht ,
Betrachten wir an Stelle von (à4άνα] den allgemeinern Ausdruck

520 65 5 „% 00
6165 6289 6405
01⁰ 23— 0 5 2 06

6. αο 6. ( % 650 6, %%%1 2 3 4

30 —8 388 740

welchen wir kürzer durch

bezeichnen wollen , und welcher sich , von ( αν ) ] nuur dadurch unter -

scheidet , dass er statt des Factors / den Factor

K, ÆK %½ ＋ Æ ½̊ ＋ K ο² HK 71

enthält . Die K sollen ganz willkürliche Grössen sein .

Nun ist nach Seite 565

C⁰ο Æ gο B. ˙ο hοον Aꝗ ,
und folglich

65) ( Sοο , ddον, oνονντα, ) Æν gB,o ( cο , oο , aο , K)

A7 ( cle ) , gla ) , ble ) , K) .
Aber wegen der identischen Gleichung

E . 3 63(50 15
9 61⁰ 1 64⁰

1 6⸗ U1U 0 (adio Ga0
B, 165 0 13 52⁰ 5³⁰ J 10%%
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und weil nach Gleichung ( 4) , § 2. ,

—— 0 3 —— 93
haben wir

Ad (cteb , cο , be , K) ＋ Bio ( oο , dld , auν , K)

= E , ve ae , be ,
und folglich , wegen Gleichung ( 5) ,

2Kñjqqj
Setzen wir jetat

22
So erhalten wir

( 5 A½ = Iν Gοννσ, ᷓeον, glih , He ) .
Weil die linke Seite bei einer Vertauschung von „ und u , J und

4 bis auf das Vorzeichen ungeändert bleibt , so muss dies auch mit
dem Factor von /½ der Fall sein .

Wir wollen von nun an durch ( 2Aμ ] den Factor von ½ in der
letzten Gleichung bezeichnen , so dass wir haben

( αν ) 8 ( C 7 600 7 dl⁰0 7 bſeo)
4Bν e Dν ] ονιο duανᷣBr - ½CAr, ) , dflB . ½A,0 6 % B . —b. ( DAe
d1⁰᷑Y —b1⁰ Ar d BU0hο dg B . DUg0A , 4½0 B . 0 —5540 A00

01 0⁰0 νν 4(0i⁰0 64 0

97U0 5²⁰ 53000 5400
Die Gleichung

stellt eine Fläche der zweiten Ordnung dar , welche durch die Geraden

, und ½ hindurchgeht . Denn für die Punkte der Geraden « ver⸗
schwinden 4, % und Be nach 8 2. , und bei einer Vertauschung der
Buchstaben ändert ( 2n nur das Vorzeichen .

Die Fläche zweiter Ordnung ist also das durch die geraden Linien

1 , I , d bestimmte Hyperboloid .
Nach unserer jetzigen Bezeichnungsweise ist

( 6) ( 123 ) ( 145 ) ( 625 ) ( 634 ) — ( 125 ) ( 134 ) ( 623 ) ( 645 ) 0

die von dem überflüssigen Factor /4 befreite Gleichung der Fläche der

Kegelspitzen .
Diese Fläche hat jede der sechs gegebenen Geraden zu Doppel -

linien , weil jede der Zahlen 1, 2, . . . 6 zweimal in jedem der beiden

Glieder der Gleichung vorkommt . Ausserdem liegen auf ihr die Schnitt -

curven von je zwei Hyperboloiden , welche entweder wie

( 123) und ( 125 )
zwei , oder wie

( 123 ) und ( 456 )
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keine der gegebenen Geraden zu gemeinschaftlichen Erzeugenden haben .

Die Hyperboloide ( 123 ) und ( 125 ) schneiden sich ausser in 1 und 2

noch in den beiden windschiefen Geraden , welche die Linien 1, 2, 3, 5

treflfen . Wir werden fernerhin diese windschiefen Geraden die Traus -

versalen der Linien 1, 2, 3, 5 nennen . Offenbar liegen ebenso die

Transversalen von irgend vier der sechs gegebenen Geraden auf der

Fläche achter Ordnung ( 6) , und diese enthält somit noch

. 4444 —50
zinfache gerade Linien .

Je zwei Hyperboloide wie ( 123 ) und ( 456 ) schneiden sich in einer

Curve der vierten Ordnung , deren also

65
F5 * * * V

auf der betrachtéeten Oberfläche liegen müssen .

Wir fassen diese Resultate in den Satz zusammen :

Die Spitæen , den Kegel , abelche Scoſis gegebenò gerdde Linien , he

uiſiren , Hildem eunν Hldche den dciten Ordiing , ubα die Secs

Gerdudlem æι Doppellimien , fiut , abelcliè fonmnen diè 80 gerddem Li -

men , enthͤlt , diée q̃e vier den secſis geſhebenben , treffen , und duif ,
Z0loli nocſ . auν Muv ο rten Ordimeng ersten Specles
legen . Dieso Vilciclis vbνν dugestellt : diureh , die GleIchin (6) .

Die 30 geraden Linien und 10 Raumcurven haben eine sehr ein -

kache Bedeutung . Verbindet man einen beliebigen Punkt einer Trans -

versalen mit den söchs gegebenen Geraden durch Ebenen , so schnei -

den sich vier dieser Ebenen in der Transversalen , welche mit der

Schnittlinie der beiden übrigen Ebenen ein Linienpaar bildet , das als

ein uneigentlicher Berührungskegel anzuselien ist .

Verbindet man einen Punkt der Curve vierter Ordnung ( 123 ) ,
( 456 ) mit den sechs gegebenen Geraden durch Ebenen , so enthält die

Ebene , welche den Punkt mit der Linie 1 verbindet , die durch den
Punkt gehende Erzeugende zweiter Art des Hyperboloids ( 123 ) , ( die
Geraden 1, 2, 3 als Erzeugende erster Art angesehen ) ; denn diese

Erzeugende muss die Linie 1 schneiden . Dieselbe Erzeugende liegt
aber auch in den Ebenen , welche den Punkt mit den Geraden 2 und
3 verbinden . Die drei übrigen Ebenen schneiden sich in der Erzeu -

genden zweiter Art des Hyperboloids ( 456 ) , welche durch den ange -
nommenen Punkt geht . Beide Erzeugende zweiter Art bilden wieder
einen uneigentlichen Berührungskegel .

Die Punkte der 30 Geraden sowohl als die Punkte der zehn Raum -
curven sind daher bei den Abzählungen von Berührungskegeln auszu -
schliessen . Ausser ihnen existiren keine Punkte auf der Fläche mehr ,
welche uneigentlichen Berührungskegeln entsprechen .
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§ 4.

Um die Kegel zu bestimmen , welche sieben gegebene gerade Linien

I . 2, . . . . 7 berühren , kann man ausser der Fläche achter Ordnung

(6) ( 123 ) ( 145 ) ( 625 ) ( 634 ) — ( 125 ) ( 134 ) ( 623 ) ( 645 ) —

noch eine Fläche derselben Art

(7) ( 123 ) ( 145 ) ( 725 ) ( 734 ) — ( 125 ) ( 134 ) ( 723 ) ( 745 ) 0

betrachten , welche sich von der ersten nur dadurch unterscheidet , dass
sie die Linie 7 an Stelle der Linie 6 enthält . Der Durchschnitt bei⸗
der Flächen giebt den Ort derjenigen Punkte , von welchen man so -
wohl Berührungskegel an 1, 2, 3 , 4, 5, 6 als an 1, 2 , 3, 4, 5, 7

legen kann . Diese Kegel fallen für die Punkte der Geraden 1, 2, 3, 4, 5
im Allgemeinen nicht zusammen ; diese Linien sind somit auszu -
schliessen .

Die Flächen ( 6) und ( 7) schneiden sich in einer Curve der 64en

Ordnung . Diese Curve enthält aber die vierfach zu zühlenden Gera -
den 1, 2, . . . 5, und die zehn Transversalen derselben . Es bleibt
daher nur eine Curve der 64 — 4 . 5 — 10 34 Ordnung zu be -
trachten übrig .

Die Curve der 34½ Ordnung ist vollständig definirt durch die

Gleichung ( 6) und diejenigen sechs Gleichungen , welche man erhält ,
wenn man in ( 6) nach einander jede der Zahlen 1 , 2, . . . 6 durch 7
ersetzt . Eine geringere Anzahl der so erhaltenen Gleichungen enthält
ausser der Curve 34½ % Ordnung immer noch einige der auszuschliessen -
den Geraden .

Die gerade Linie 7 schneidet die Fläche ( 6) in acht Punkten ,
welche Doppelpunkte der Curve 34ter Ordnung sein müssen . Ebenso
kann man , von zwei andern der oben erwähnten sieben Gleichungen
ausgehend , zeigen , dass die Curve 34½r Ordnung auf jeder der sieben

gegebenen Geraden acht Doppelpunkte haben muss .

Jede der beiden Transversalen der Geraden 3, 4, 5, 7 liegt auf
der Fläche ( 7) und schneidet die Fläche ( 6) in acht Punkten , von
welchen drei doppelt zu rechnende auf die Geraden 3, 4, 5 fallen ; die

beiden übrigen Schnittpunkte gehören der Curve 34r Ordnung an .
Ebenso zeigt man , von andern Paaren der oben erwähnten sieben

Gleichungen ausgehend , dass jede Transversale von je vier der sieben

gegebenen Geraden die Curve 34ter Ordnung in zwei Punkten geschnit -
ten wird . Wir haben daher den Satz :

„ Die Spitæon den Kegel , aboleν Sieh, ] gegebene Gerddlen , Demliſi —

an , Huldlen , eine CRunpe dlen Z3dten Ordmumng mnit acſit Doppelpeimli -
Len, duuif, Jedlen dliesen Gurddlen , aun , duue Uinfuuchν PumteE dul
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jodlon dirn 2 . 35 gerdulem , Linien , uuelchie je vier den giegelienen

lreſſen . ““

Die auf den Flächen ( 6) und ( 7) liegenden Curven vierter Ord -

nung schneiden die Curve 34tr Ordnung ebenfalls . Auf ( 6) liegt die

Curve ( 123 ) , ( 456 ) ; auf ( 7) liegt ( 123 ) , ( 457) . Beide Curven aber

sclmeiden sich in Punkten , welche auf 4, 5 und auf den Transver -

salen von 4, 5, 6 , 7 liegen , also schon berücksichtigt sind .

§8 50.D

Dicjenigen Punkte der Curve 34t½er Ordnung , deren Kegel noch

eine achte gegebene Gerade 8 berühren , müssen zugleich auf der Fläche

liegen :

( 8) ( 345 ) ( 367 ) ( 847 ) ( 856 ) — ( 347 ) ( 356 ) ( 845 ) ( 867 ) 0

Unter den 8 . 34 Schnittpunkten dieser Fläche mit der Curve 34der

Ordnung befinden sich nach dem Satze des § 4. 5 . 8 auf den Geraden

3 , 4 , 5 , 6, 7 liegende Doppelpunkte der Curve , welche , da sie zu -

gleich Doppelpunkte der Fläche ( 8) sind , vierfach gereéchnet werden

müssen . Diese Punkte sind auszuschliessen ; denn die Kegel , welche

man von ihnen an 1, 2, 3 , 4 , 5 , 6, 7 legen kann , sind verschieden

von denjenigen , welche 3 , 4, 5, 6, 7, 8 berühren .

Auf der Fläche ( 8 ) liegen die zehn Transversalen der Geraden

3, 4, 5, 6, 7. Nach § 4. schneidet jede dieser Transversalen die Curve

Z4ter Orduung in zwei Punkten , welche ( nach S 3. ) ebenfalls ausge -
schlossen werden müssen .

Allen andern Schnittpunkten der Curve 341er Ordnung mit der

Fläche (8S) entsprechen eigentliche Berührungskegel der acht gegebe -
nen Geraden . Damit ist der von Herrn Lüroth aufgestellte Satz be -

wiesen :

4 glebt 8 . 34 — 4 . 5,8 — 2. 10 92 Negel , ꝛ0eloſie dclit gege —
Helle gerdidle Lunuden , Henliſnen .

Aus der Zusammensetzung der ( 6) , ( 7) , &) ist leicht

ersichtlich , dass die in den 989.33, 4, 5 gefundenen Zahlen Aenderun -

gen erleiden werden in folgenden drei Fällen :

1) wenn fünf oder mehr der geraden Länien eine gemeinsame
Transversale haben ;

2) wenn vier oder mehr der gegebenen Geraden auf einem Hyper -
boloid liegen ;

3) wenn sich die gegebenen Geraden schneiden .
Wir wollen von der grossen Anzahl von besonderen Fällen nur

—
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einige der einfachsten näher betrachten , und zunächst annehmen , dass

die Linien 4, 5, 6, 7 , 8 von einer geraden Linie geschnitten werden .

Diese Gerade ist Doppellinie der Fläche ( 8) , weil sie zugleich auf den

vier Hyperboloiden
( 856 ) , ( 847 ) , ( 845 ) , ( 867 )

liegt . Sie schneidet die Curve 34ter Ordnung (§S 4. ) in zwei Punkten ,
welche jetzt doppelt abgerechnet werden müssen , während alle übrigen
dort angestellten Betrachtungen ungeändert bleiben .

Es giebt also in diesem Falle nur noch 90 Kegel , welche die acht

gegebenen Geraden berühren .

Es ist leicht , diese Verminderung auch geometrisch zu verfolgen .
Durch die gemeinschaftliche Transversale der Geraden 4, 5, 6 , 7, 8

denke man sich die beiden Tangentialebenen an das durch die Gera - ⸗

den 1, 2, 3 bestimmte Hyperboloid gelegt . Jede dieser Tangential -
ebenen schneidet das Hyperboloid in zwei Geraden , von welchen eine

die Linien 1, 2, 3 trifkt . Diese Gerade bildet im Verein mit der

Transversalen einen uneigentlichen Berührungskegel , deren also , ent -

sprechend den beiden Tangentialebenen , zwei existiren .

Wenn von den acht geraden Linien die vier

558
auf einem Hyperboloid liegen , so zerfällt die Fläche (8) in dieses

Hyperboloid und in eine Fläche der sechsten Ordnung . Von den 92

Schnittpunkten der Fläche ( 8) mit der Curve 34ter Ordnung fallen 20

auf das Hyperboloid , zu welchen keine Kegel gehören , welche alle

acht Linien berühren . Es giebt daher nur noch 72 Berührungskegel .
Wenn sechs von den acht Geraden auf einem Hyperboloid liegen ,

so wird die Gleichung der entsprechenden Fläche achter Ordnung eine

identische , weil jeder Punkt des Raumes Spitze eines Kegels sein kaun ,
welcher die sechs gegebenen Geraden berührt . Es giebt dann eine

einfach unendliche Schaar von Berührungskegeln an die acht gegebe -
nen Geraden . U. s. f.

Wenn zwei der gegebenen Geraden , etwa 7 und 8 sich schnei -

den , so zerfällt die Fläche ( 8) in die Ebene dieser Linien und in eine

Fläche siebenter Ordnung , welche durch

( 345 ) ( 367 ) ( 856 ) ( 847) — * ( 347 ) ( 356 ) ( 845 ) ( 867 ) 0

dargestellt wird , wWo J/ eine Constante und ( 547) , ( 867 ) Ausdrücke

bezeichnen , welche gleich Null gesetzt , die Ebenen repräsentiren , die

den Schnittpunkt von 7 und 8 mit den Geraden 4 und 6 verbinden .

Von den 34 Schnittpunkten der Ebene der 7 und 8 mit der Curve

34½er Ordnung ( § 4. ) liegen acht doppelt zu rechnende auf der geraden
Linie 7. Die Anzahl der Berührungskegel vermindert sich daher in

diesem Falle um 34 — 2 . 8 18 , wenn man diejenigen ausschliesst ,
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deren Spitzen in der Ebene der 7 und 8 liegen , welche also diese Ebene

berühren . Eine gleiche Verminderung tritt ein , wenn die Linie 8 noch

die Gerade 6, und ebenso , wenn die 8 auch noch die Gerade 5 schnei -

det . Von der Fläche siebenter Ordnung trennen sich alsdann noch

die Ebenen der 6 und 8 und der 5 und 8 ab , von welchen jede 18

wesentliche Schnittpunkte enthält .

Wenn aber die 8 auch noch die Gerade 4 schneidet , also in eine

der beiden Transversalen der Linien 4, 5, 6, 7 übergeht , so vermin -

dert sich die Anzahl der Berührungskegel nicht mehr um 18 . Denn

in diesem Falle spaltet sich die Fläche ( 8) in die vier Ebenen

,9 ( 6, 8) 6 , 8 ( 4 , 8)
und in eine Fläche der vierten Ordnung , deren Gleichung die Form

hat :

( 345 ) ( 367 ) — 7 ( 347 ) ( 356 ) 0 ,

wWo / eine Constante bezeichnet . Die Gerade 3 ist Doppellinie dieser

Fläche , die Geraden 4 , 5 , 6, 7 liegen als einfache Linien auf dersel -

ben , ebenso die acht Transversalen , welche die Linie 3 und drei der
Linien 4, 5, 6, 7 schneiden . Die Anzahl der Berührungskegel ist
somit

4 . 34 — 8 . 4 — 4 . 8 . 2 — 8 . 2 24 .

Wir untersuchen noch den Fall , wenn die Linie 8 von jeder der
Geraden 1, 2, . . . 7 getroffen wird .

Die Fläche achter Ordnung

( 123 ) ( 145 ) ( 825 ) ( 834 ) — ( 125 ) ( 134 ) ( 823 ) ( 845 ) 0

zerfällt unter dieser Voraussetzung in die fünf Ebenen

( 158 ) „ ( 2 , 8 ) , ( 38 ) , ( 4,8 ) , 6 , 8)
und in eine Fläche der dritten Ordnung , welche die Geraden 1, 2,3 ,
4, 5, 8 als einfache Linien enthält . In ähnlicher Weise zerfallen die
beiden Flächen

( 234 ) ( 256 ) ( 836 ) ( 845 ) — ( 236 ) ( 245 ) ( 834 ) ( 856 ) 0,

( 345 ) ( 367 ) ( 847) ( 856 ) — ( 347 ) ( 356 ) ( 845 ) ( 867 ) ,
deren Durchschnittspunkte mit der ersten Fläche die gesuchten Kegel -
sbitzen sind .

Die Aufgabe kommt also darauf hinaus , von den Durchschnitts -

bunkten der drei Oberflächen dritter Orduung , welche durch die halben

Doppelsechse
ùVVöUVVe

„ „ 5 „ 8 5 8

VVV

bestimmt sind , diejenigen abzusondern , welche auf den Geraden 1, 2, . . 8

liegen .
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Die Durchschnittscurve der beiden ersten Flächen zerfällt in die

Geraden 2, 3, 4 , 5, 8 und in eine Curve der vierten Ordnung . Aus

dem leicht zu beweisenden Satze :

20 %, vubel Hldichen , den dritten Ordiming eine gerddle Lindè ge —
nein lidben , So abl diese vo dem dibniggſen , Theile den Duurchi —

Schunittscnunu u νν DPuumiſctem geschinitten ,
folgt , dass die Gerade 8 von der Curve vierter Ordnung gar nicht ,
jede der Geraden 2, 3, 4, 5 dagegen dreimal geschnitten wird .

Die Gerade 6 schneidet die erste Fläche in drei Punkten , von
welchen einer auf 8 liegt ; die beiden andern gehören der Curve vier -

ter Ordnung an .

Von den zwölf Schnittpunkten dieser Curve mit der dritten Fläche

liegen daher je drei auf den Geraden 3, 4, 5 und zwei auf der Gera -

den 6; es bleibt somit ein einziger wesentlicher Schnittpunkt übrig ,
und man hat den von den Herren Lüroth und Nöther zuerst aus -

gesprochenen Satz :

Ls glelit mun einen einigge , Kegel , dbelchier dblit gordde Lunlen ,

berlllurt , abenn sleben , von , dler dchten , lotroſfen , ꝛberdem .

8 1

Im vorigen § Seite 572 wird der Satz bewiesen :

„ Ls gieht I8 Kegel , abelchie cine gegeben “ Hbene aund Sdilis geſgle -
Hen gerdde Linden , perbiſiemte -

Wenn ausser der Ebene nur fünf gerade Linien gegeben sind , 80

giebt es eine einfach unendliche von 88
Spitzen eine in jener Ebene liegende Curve bilden , von welcher wir

Ordnung und Singularitäten leicht bestimmen können .
Wenn 1, 2, 3, 4, 5 die gegebenen und 6 eine beliebig in der

gegebenen Ubene angenommene Gerade bezeichnen , 80 I5 die

Spitzen der Berührungskegel ausser in jener Ebene 1001 auf der Fläche
achter Ordnung

( 123 ) ( 145 ) ( 625 ) ( 634 ) — ( 125 ) ( 134 ) ( 623 ) ( 645 ) 0 .

Der Durchschnitt der gegebenen Ebene mit dieser Fläche zerfällt in
die doppelt zu rechnende Gerade 6 und in eine Curve der sechsten

Ordnung , welche auf jeder der Geraden 1, 2, 3, 4, 5 einen Doppel-
bunkt besitzt . Damit ist der Satz bewiesen :

„ Die Spitæen der Kogel , abololié oine gegehene LVbenç aund flinff
Helſebem “ Gordden Horliſinen , Jiegen , dudif, ciner ebene , Cunbe Gier

Ordiuuug mnit flinf , Doppelpeinullten . “e
Wenn die Kegel statt der Linie 5 noch eine zweite Ebene berüh -

ren sollen , so wird ihre Anzahl eine endliche . Denken wir uns die
Linie 5 in dieser Ebene willkürlich angenommen , so geht die Durch -
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schnittslinie der beiden gegebenen Ebenen , welche die Kegelspitzen
enthält , durch den auf der Geraden 5 liegenden Doppelpunkt der Curve

sechster Ordnung , und schneidet diese noch in vier weiteren Punkten ,
den gesuchten Kegelspitzen .

Ls giebt daſien vder Kegel , abelee aube , gegſebene Hbenbn , dund

ven gegelene gorddle Lumien , Horliſiften .

Die Kegel , welche durch einen gegebenen Punkt gehen und fünf

gegebene Geraden berühren , bilden eine zweifach unendliche Schaar ;
der Ort ihrer Spitzen ist eine Oberfläche , deren Gleichung auf fol⸗

gende Weise abgeleitet werden kann :

Verbinden wir die fünf gegebenen Geraden mit einem beliebigen
Punkte des Raumes durch Ebenen Ci , Cz2, . . . C. , so bestimmen diese

einen Kegel , welchen sie umhüllen . Legen wir durch die Verbindungs -
linie des gegebenen und des willkürlich angenommenen Punktes ein

Ebenbüschel A4, E I⁰ , = , und stellen die Bedingung auf , unter

welcher die sechs Ebenen

OO

Tangentialebenen eines Kegels sind , so erhalten wir eine in J quadra -
tische Gleichung , weil zwei Ebenen des Büschels den Kegel berüh -

ren . Der gegebene Punkt liegt auf dem Kegel , wenn beide Ebenen

zusammenfallen . Wir erhalten daher die gesuchte Gleichung , wenn

wir die Discriminante der quadratischen Gleichung verschwinden lassen .

Wir bezeichnen wie früher durch

3
die Gleichungen der fünf Geraden . Wenn 1 ½ 0 s die Coordi -

naten des gegebenen , / /½ 9/½ 9/% die des willkürlich angenomme —

nen , J½ Iz Is I und II J2 I3 Li die Coordinaten zweier beliebigen festen

Punkte sind und

ee e

„ „ 1 ½% 7½ J½
d¹t . A² b . . 34 — 35

2 341⁰ 420 430 440 2710 720 430 10

i I ls V

80 ist

A4 E A B . 0

die Gleichung des Ebenenbüschels , welcher die Verbindungslinie der

Punkte / , ο zur Axe hat .

Die sechs Ebenen

i 4, % B . Æ 0 ( 4 = ＋ I1, 2 , 5 ) 35 0
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umhüllen einen Kegel , wenn die Coordinaten ihrer Durchschnittslinien

mit ½ = 0 der Gleichung des § 1. genügen , wenn also die Gleichung

( 123 ) ( 145 ) ( 625 ) ( 634 ) — ( 125 ) ( 134 ) ( 623 ) ( 645 ) 0

erfüllt wird für

c1 % C„%% („%ο

6100 21 6300

und

a E A b a I be a E b3

( 6ο ε 6100 6200 C300 „ ο Q—Q—
6100 6200 6³00

Jede dieser Determinanten enthält den Factor ½ , welchen wir uns

wie in § 3. abgesondert denken , so dass wir von nun an unter ( νν
( 67⁰) die Ausdrücke verstehen wollen

6¹⁰ 62⁰ 630⁰ 6409
66 05 9 6010 9 02⁰ 0 630 0 0

( ⁰ = „ („% % „
61⁰ 4˙⁰ 4³⁰⁰ 6410
57 % 5 % 5500 540

4 . Ab d½ο οο α α ανον α απ αο
6100 6500 6500 6 %3 5( 6½0
210 50 310 4 % (8, 1— 1,2, . ö

540 7000 750 54⁰

welche nur noch von der zweiten Ordnung in den / sind .

MWir führen nun folgende Bezeichnungen ein :

( 123 ) ( 145 ) ꝙ, ( 125 ) ( 134 ) = ,

11 9ů2 403 71

61 % cr i , ( 0
F (%

7 . % „ F * ͤ . . . .
4Gαν a4˙αο 45300

5,. CK. * 1 5 . Ki 5⁴⁰⁰

Nun ist

( 62 ◻ſa ( a) ＋ A f (0)

und unseére Gleichung schreibt sich

9
3 J75 ( 4) ＋ N 00 7 11 ( 4) ＋ h5σ ) 7

e ) . ( 0) ) b 0

oder

00 N ＋E2NA ＋ P42 U ＋ 2NA ＋ Y˙A² — 0 )
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wenn

mFJas( d) o , ( u) „ 2 N Vss ( d) J C) A „es (0) J51 ( 0 ,
ν n , G0 5 Nο

M Vis ( d) Jis ( u) , 2 N. ν 23 ( a) fus C) ＋ V G) Vs (a) ,
P . E ſes ( 00 Iis C) .

Indem wir die nach J gebildete Discriminante mit Null verglei -
chen , erhalten wir die Gleichung der Fläche der Kegelspitzen in der

Form :

( 10) ( ν Y = νν ) (ονο -ᷓ= ν ) (öꝙN - ννοο e=̃ .

Die Ausdrücke ꝙ, Y, M, N , P , M , N. , P sind sämmtlich vom
vierten Grade für die / . Gleichung ( 10) stellt also eine Fläche der

16ten Ordnung dar .

Bemerken wir aber , dass dieser Gleichung auch genügt werden

muss , wenn der Punkt / in die Ebene zu liegen kommt , welche bestimmt

ist durch den gegebenen Punkt und die beiden willkürlich ange -
nommenen Punkte und J, weil dann die Ebenen 4 und B zusam -

menfallen , / % ( 4) f , ( ) wird und die Gleichung ( 9) den Factor

(1 ＋ 4) 2 enthält , dessen Discriminante verschwindet .

Es handelt sich also darum , aus Gleichung ( 10) den Factor

24 92 93 94

3 510
„„ „

3
abzutrennen .

Betrachten wir für einen Augenblick den Punkt / als fest und

den Punkt als veränderlich , so stellt Gleichung ( 10) den Kegel
zweiter Ordnung in Punktcoordinaten dar , welcher von den Ebenen

C , Oꝛ. . . . C, berührt wird . Gleichung ( 10) muss daher nach Ab -

sonderung des fremden Factors noch von der zweiten Ordnung in à

sein , und somit die zweite Potenz von K enthalten . In der That

gehen dann die willkürlichen Grössen / und ] ganz aus der Gleichung
heéraus .

Da der auszuscheidende Factor in ꝙ und nicht vorkommen kani ,
so schreiben wir Gleichung ( 10) in der Form :

9 ( MP — Ne) ＋ %0 P . — N2 ) . — ꝙοMP＋ - MP - 2NN ) Æ O,
und zeigen , dass die Coöbfficienten ꝙ2, /2 und ꝙ / einzeln den Factor
K2 enthalten .

Die Functionen /u ( 1) ( Seite 575 ) sind linear für die 2 ; setzen wir
daher

ſa ( uf ν Ai u% ＋ Al ＋ Aα νο Aν ;
50 sind die 4 % von den unabhängige Ausdrücke .

f

—

——
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Nun ist

P = N I1La eονοο i ( 2

451 4 % . A4 ν A¹ b Æ A434b
A25 dοι/ A4325 dο A＋5 bIi E45 64

25 A½ A%. de , an d ds dn :

A4
. 77 7¹. 1

34 434 434 434 ,; d, b, .

Die du , d½, di , d ; Y1, b2, Uz, ö. sind nach ( S 8. ) die aus den Systemen

71 92 7—3 4 J1 92 7—3 94

12 3 35 0 5 409 18
5

J6¹ J7 I.3 I4 11 12 15 155

mit passendem Vorzeichen gebildeten Determinanten .

Eine einfache Rechnung zeigt , dass jede Determinante des Systems
0

4¹ 42 65 64

01 05 5 14

den Factor K enthält , und als andern Factor diejenige Determinante

des Systems
41 4½% ½% 10

91 „

in welcher die beiden übrigen Indices vorkommen . S0o ist 2. B.

9

1 0 0
41 42 43 1740

K. 5
5 953 94

Indem wir dies berücksichtigen , erhalten wir für MP ! — N2 den

Ausdruck

7 7/ 1
K : I d Ais Ai ; Abß I½ ½ ½% ½

e

12 7- 77771 34 34 94

In ganz ähnlicher Weise lassen sich

MY — ον und M / ＋ — 2 NV “

transformiren , und wir erhalten schliesslich die Gleichung unserer

Oberfläche in der folgenden , eleganten Form :

4 4

„ e , , l ,
＋ 2 % fUe4 % /An fKfr2 . Lan

＋ * 44 ( J5
wenn wir mit
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A˙ 15 F
Al 50

die unvollständigen Systeme bézeichnen8
4 , 7/

Ars ½, Au, Aul
1und4 7

, 45 V
Diese Gleichung gestattet eine doppelte Interpretation , je nach -

dem man die 4 oder die / als Veränderliche ansieht . Im ersten Falle
stellt sie , wie schon früher bemerkt , den Kegel zweiter Ordnung in
Punktcoordinaten dar , der durch die fünf Tangentenebenen Cu Cr C
bestimmt wird . Im zweiten Falle ist sie die gesuchte Gleichung der
Fläche der Kegelspitzen , und da die 4%½ lineare Functienen der 90
bezeichnen , von der vierzehnten Ordnung .

Diese Fläche muss offenbar symmetrisch sein für die Geraden
I , 2, . . . 5; die Gleichung ( 11) ist es der Form nach nicht , denn die
Gerade 1 kommt nur in den Ausdrücken ꝙ, I, vor .

Wir erkennen sofort , dass 1 eine vierfache Linie der Fläche Sein
muss , weil ꝙ und für die Punkte auf 1 in der zweiten Ordnung
verschwinden . Die Transversalen von 1, 2, 3 , 4 sind Doppellinien
der Fläche , weil ꝙ und “ für die Punkte derselben in der ersten Ord -
nung Null werden . Gleichung ( 11) zeigt Ssofort , dass 4 ein Doppel -
punkt ist .

Wir fassen diese Resultate in den Satz zusammen :
VDen Ort den Spitæen der Kegél , ꝛbclchie dilrch , einen eghebenen,
Punlet gehen , und , fuinſf. gegebene gerade Lunten berliſinem , dst eine
Fldichie den vieενuν Ordmunq ) , ebelelie dicsn Puunſtt æum Doy -
Delpnunlet , Jede den fhinf Gerdden , 2ll Defache Limien , und ſede
den æelim, Geraden , abeloſie je vier dhr Heſſebenen , venbünden , elin
Doppellinie Hat . 5

E

Da fünf Tangentenebenen einen Kegel eindeutig bestimmen , 80
giebt der Durchschnitt der Fläche ( I1 ) mit der Fläche achter Ord -
nung 5

( 123 ) ( 145 ) ( 625 ) ( 634 ) — ( 125 ) ( 134 ) ( 623 ) ( 645 ) 0
den Ort der Spitzen derjenigen Kegel , welche durch den gegebe -
nen Punkt gehen und die sechs Geraden 1% 2 , 6 berühren
Schnittcurve ist von der (8. 14) ten Ordnung und zerfällt in die acht -
fach zu zählenden Geraden 1 , 2, 3, 4 , 5, in die zehn doppelt
zu zählenden Transversalen und in eine Curve der 8 . 14 —5 . 8—10 . 2
= 521ʃen Ordnung . Die Gerade 6 schneidet die Fläche ( 1) ) in 14 Punk -
ten , welche Doppelpunkte der Curve 52ʃer Ordnung sind .

Die Transversalen von 3, 4, 5, 6 liegen auf der Fläche achter
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Ordnung ; jede derselben schneidet die Fläche ( 11) in vierzehn Punk⸗

ten , von welchen drei vierfach zu rechnende auf den Geraden 3, 4, 5

liegen ; die beiden übrigen gehören der Curve 521r Ordnung an .

Wir haben also den Satz :

Die Spitæen den Kegel , avelehe dlurch , einen gegebenen Puhelt

gelien und Seclis gegebenò gerdde Linten , berüihrem , holden eine
Curv “ don 52te Ordmunq?, vbelclie duif Jeden der gegebemen Gerdi -
den olerecliu Donpelpuuniletè besitæt , umnd vo Jedlen Gerdden,
z0lclſie vien den gegebenen triſft , an, eube , Pulbuletem esbſiokitten,
2oind .

§ 10 .

Um die Kegel zu bestimmen , welche durch einen Punkt gehen
und sieben gerade Linien berühren , können wir entweder die Durch -

schnittspunkte der Curve 34½ Ordnung ( S 4. ) mit der Fläche ( 11) , oder
die Schnittpunkte der Fläche achter Ordnung ( 6) mit der Curve 521e .

Ordnung 8 9. aufsuchen .

Von den 14 . 34 Schnittpunkten der Fläche ( 11) mit der Curve
34tr Ordnung liegen acht achtfach zu rechnende auf jeder der
Geraden 1, 2, 3, 4, 5 und zwei doppelt zu rechnende auf jeder Trans⸗ -
versalen dieser Linien . Es bleiben also

34 . 14 — 5 . 8 . 8 — 10 . 2 . 2 116

Schnittpunkte übrig .

Die Curve 52ʃer Ordnung schneidet die Fläche achter Ordnung ( 6)
in 52 . 8 Punkten , von welchen 14 vierfach zu rechnende auf jeder
der Geraden 1, 2, 3, 4 , 5 und zwei einfach zu rechnende auf jeder
ihrer Transversalen liegen . Es bleiben also

52 . 8 —5 . 14 .4 — 10 . 2 116

Schnitt punkte , wie vorhin , und man hat den Satz :

Ls gielt Ii Kegel , aoelcſie dircl . einbn Hegebene , Pulgulet gelien
au Suehen , gegebene gercidle TLuuolen, Heriiſirenm .

Auf die Betrachtung besonderer Fälle , welche man in ähnlicher
Weise wie in § 6. mit Leichtigkeit anstellen kann , wollen wir hier
nicht eingehen .

5 8 11 .

Um die Anzahl der Kegel zu bestimmen , welche durch einen ge .
gebenen Punkt gehen , eine gegebene Ebene und fünf gegebene Gera⸗
den 1, 2, . . . 5 berühren , nehmen wir in dieser Ebene eine Gerade
6 willlcürlich an . Die Punkte , in welchen diese Ebene von der Curve

6 2
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52ter Orduung ( 5 9. ) geschnitten wird , sind die Spitzen der gesuchten
Kegel . Von den 52 Schnittpunkten liegen 14 doppelt zu rechnende

auf der Geraden 6. Es bleiben daher 52 — 2 . 14 24 wesentliche

Schnittpunkte und wir haben den Satz :

Es giebt 2 Hegel , ꝛbelohαe dͤaurcd einι œgegebenen Puunlit geliem,
ine gegebene Hbene uluad flänf gegebene Gerdden , herliſinen .

Eine beliebige , durch die Gerade 1 gehende Ebene schneidet die

Fläche ( 11) in einer Curve 14e Ordnung , welche in die vierfach zu
rechnende Gerade 1 und in eine Curve der zehnten Ordnung zerfällt .

Die letztere hat die Schnittpunkte der Geraden 2 , 3, 4, 5 mit der

Ebene zu vierfachen und die Schnittpunkte der Transversalen von 2,
3 , 4, 5 mit der Ebene zu Doppelpunkten . Daraus folgt der Satz :

Die Spitæen dlen Kegel , ꝛbelchie duurolt einen , gegebenen , Fulualit ,

gellen , oinè gegeben “ Ebene uind vier gegebhen “ Gerdidlem benlihirem ,
hulden eine ébenò Curvé den æeοe , Ordn⸗ꝗ , ꝛbelcfe diè“ Schimitt —

Pꝛlualetèe der Gerddenm mit den Ehene eæit vierfachen , und dlie

Puultte , in abelclion diè heſden Tramsversdilem den gegehenenm Ge —

vaden dlie Hbene treſen , æ Doppelprunletem Nat .

Legen wir durch die Gerade 2 eine zweite beliebige Ebene , 8o
schneidet sie die Curve zehnter Ordnung ausser in dem auf 2 liegen -
den vierfachen Punkte noch in sechs andern Punkten ; sie sind die

Spitzen der Kegel , welche beide Ebenen und die Geraden 3, 4, 5 be⸗

rühren , und durch den gegebenen Punkt gehen .
Es giebt also sechis Kegel , ebelchie diurch , eune gegehenen , Pudlltt

geien , eibe , gegeben Ebenen , und dres gegebenb gerliälb Luniem
beniiſinen .

§ 12 .

Wir betrachten jetzt den Durchschnitt von zwei Oberflächen vier⸗
zehnter Ordnung , welche in der in 8§ 8. angegebenen Weise bestimmt
sind durch

die Geraden 1, 2, 3, 4, 5 und den Punkt O und
die Geraden 1, 2, 3, 4, 5 und den Punkt 0 “

Diese Flächen schneiden sich in einer Curve der ( 14 . 14)ten Ord -

nung , von welcher aber die sechszehnfach zu zählenden Geraden

1I, 2 , . . . 5 und ihre zehn vierfach zu zählenden Transversalen Be -
standtheile sind . Hieraus folgt , dass

die Spitæen den Kegel , abelcie flinß gegebenç Geraden henlihinen
auu deurceli ætbe , gegeben , Puumlete gelien , eine Cuurne der Tböten

Ordumg hulden .
Die Curve 521er Ordnung (5§ 9. ) schneidet die zweite der oben be -

*
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trachteten Flächen in 52 . 14 Punkten ; davon liegen 14 achtfach 2u
rechnende auf jeder der Linien 1, 2, . . . 5 und zwei doppelt au
rechnende auf jeder ihrer Transversalen . Die übrigen Punkte sind

Spitzen von Kegeln , welche durch 0 und 0 “ gehen und die Geraden

1, 2, 3, 4, 5, 6 berühren .

Es giebt also 1 . 8 Kegel , aoeανεα ꝗνννο ) νν gegebene Puiamultte

gelien , und & gegebené geradè Linien berliſrem .

5 135

Die Spitzen der Kegel , welche durch zwei Punkte 0 und 0“ ge —
hen , und vier Linien 1, 2, 3, 4 berühren , bilden als zweifach unend -

liche Schaar eine Oberfläche , deren Gleichung in einer übersichtlichen

Form abzuleiten bedeutende Schwierigkeiten zu überwinden erfordert .

Man überzeugt sich leicht auf geometrischem Wege , dass sowohl

die Verbindungslinie der Punkte 0 und 0“ , als die gegebenen Geraden

1, 2, 3, 4 auf der Fläche liegen müssen , weil alle ihre Punkte Spitzen
von Kegeln sein können , welche den gestellten Bedingungen genügen ,
und zwar entspreéchen den Punkten von 00 “ uneigentliche Kegel die -

ser Art . Die Geraden 1, 2, 3 , 4 und 00 “ werden vielfache Linien

der Fläche sein .

Die beiden Transversalen von 1, 2, 3, 4 dagegen liegen nicht auf

der Fläche , weil man von den Punkten dieser Linien keine eigent -
lichen oder uneigentlichen Kegel den gegebenen Bedingungen gemäss
construiren kann , wohl aber die Transversalen von 0 C“ und je drei

der Geraden 1, 2, 3, 4.

Wir betrachten nun zwei solche Flächen , entsprechend

und

Der Durchschnitt beider enthält den Ort der Punkte , von welchen

man Berührungskegel an 1, 2, 3, 4, 5 legen kann , die zugleich durch

0 und 0 “ gehen . Dieser Ort ist nach § 12 eine Curve der 76ʃe Ord -

nung .
Wenn à4 die Ordnung der beiden Flächen bezeichnet , auf welchen

die gegebenen Geraden sfache Linien sein mögen , s0 schneidet die

Linie 5 die erste Fläche in Punkten , welche 2 fache Punkte der

Curve 76ter Ordnung sein müssen . Diese Curve hat folglich auf jeder
der Geraden 1, 2, 3, 4, fünf vefache Punkte .

Unter den Schnittpunkten dieser Curve mit der Fläche achter

Ordnung ( 6) befinden sich die Spitzen derjenigen Kegel , welche die

Geraden 1, 2, . . . 6 berühren und durch 0 und 0“ gehen . Nach § 12 .

ist die Anzahl dieser Kegel 128 . Da die Linien 1, 2, 3, 4, 5 Dop⸗
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pellinien der Fläche ( 6) sind , so ist diese Zahl andrerseits auch

8 . 76 — 5 . 2 . 4

und aus der Gleichung
BBW

folgt ν 4d48.

Betrachten wir jetat die Schnittpunkte der Curve 76te Orduung
mit derjenigen Fläche 14ter Ordnung , welche aus ( 11) entsteht , wenn
man für 0 einen dritten Punkt 0 “ setzt . Da diese Fläche jede der
Geraden 1, 2, 3 , 4 , 5 zu vierfachen Linien hat , so ist die Anzahl

derjenigen Schnittpunkte , welche ausserhalb dieser Geraden liegen
14 . 76 — 4 . 5 . % 104 .

Man hat daher den Satz :

Es glebit Io Kegel , ꝛbelcſie duroſu , drei gegebene “ Puilttè gelien
u Fiinf gegebenò gerade Limien , herdilnrem .

Dieser Satz ist das letzte Resultat , welches aus unsern Hauptglei -
chungen ( 6) und ( 11 ) abgeleitet werden kann .

§ 14 .

In allen vorhergehenden Untersuchungen treten wenigstens fünf
berührende gerade Linien auf , welche ausreichen , um einen Kegel von

gegebener Spitze eindeutig zu bestimmen .

Wir wenden uns nun zur Betrachtung von Kegeln , welche min —
destens durch fünf Punkte gehen , und können hierbei einen dem vor -
her befolgten ganz ähmlichen Weg einschlagen . Die Entwickelungen
gestalten sich viel einfacher , weil an die Stelle der geraden Linien

Punkte , an Stelle der Hyperboloide Hbenen treten .

Die Spitzen der Kegel , welche durch sechs gegebene Punkte gehen ,
bilden eine Oberfläche , deren Gleichung wir zunächst ableiten wollen .
Die gegebenen Punkte

ET . .

verbinden wir durch gerade Linien mit einem beliebigen Punkte

d

des Raumes , und drücken aus , dass die Durchschnittspunkte der sechs
Geraden mit der Ebene 4 = 0 auf einem Kegelschnitte liegen . Diese

Durchschnittspunkte haben die Coordinaten

151 4½0 — 4 , : b — ＋. 240 ,„ . ld — 4 430 ( 1 = 1 , 2 6)

und liegen auf einem Kegelschnitte , wenn

( 123 ) ( 145 ) ( 625 ) ( 634 ) — ( 125 ) ( 134 ) ( 623 ) ( 645 ) 0,
WO ( 4½αν) die Determinante bezeichnet
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e 2 % — Aνο 2 2οοο O . 60
506 R
10 —— 210 — 38 4*3 Uοο —. —4*1 3 3

2151 % — vb0 427 % — æά 1 % — arαιοοο

welche identisch ist mit

V

53
e le 0

ie , in ie , e ,

1 %% we % 00

Wir wollen von nun an unter ( ˙ν ) h) den Factor von — J ? ver -

stehen . Es stellt , gleich Null gesetzt , die durch die Punkte à, A,
bestimmte Ebene dar . Nun ist

(12) ( 123 ) ( 145 ) ( 625 ) ( 634 ) — ( 125 ) ( 134 ) ( 623) ( 645 ) 0

die Gleichung der Fläche der Kegelspitzen , frei von jedem überflüssi -

gen Factor . Diese Gleichung ist der Form nach identisch mit (6) .
Aber in der letztern bedeuten 1, 2, . . . 6 gerade Linien und ( 5 A u

Hyperboloide , während in ( 12) diese Zeichen für Punkte und Ebenen

gesetat sind .

Aus Gleichung ( 12) können wir sofort den Satz ablesen :

Die Spitaen der Tegel , 1belohe dlurol , seclis gegebene Puuuollte

gelien , Hulden eine Obenfléichi den pierten Ordinnuug , ebelle diese

Puuletèꝰ au Doppelpeumaletes hut . Aui , Ilu , liegen dlie 15 Vorblunu -

dungslumen vö je æebelο den sechs Hulnulttè und die Sclnultt.
Lanlen , der I Hhenenpddre , abelclie ma , diurol , ddie Scohs Puldolite

landuneνε “ ²n Hunme.

Wir nehmen nun , analog den Betrachtungen in § 4. , zu der

Fläche ( 12) eine zweite , gleichgebildete Fläche hinzu , in welcher der

Punkt 6 durch einen weitern gegebenen Punkt 7 ersetzt ist . Beide

Flächen haben die zehn Verbindungslinien der Punkte 1, 2,5

gemein und schneiden sich ausserdem noch in einer Curve der sechsten

„ Ordnung . Von den vier Schnittpunkten der ersten Fläche mit der

Verbindungslinie von 5 und 7 fallen zwei in den Punkt 5; die beiden

andern liegen auf der Curve sechster Ordnung .

So ergiebt sich der Satz :

Die dyiteen den Kegel , ebelohe duurcl sleben gegebene Pulultte

Tandluuroligelien , holden , eine “ Qunvé dlen Séclisten Ordiuuug , ebelclie

die Verbrundluunꝗslinien dliesen Pulnlitè æit, Selumnen, lidlt .

Von den 24 Schnittpunkten dieser Curve mit einer dritten , den

Punkten 3 , 4, 5, 6, 7, 8 entsprechenden Fläche vierter Ordnung lie -

gen 20 auf den Verbindungslinien der Punkte 3, 4, 5, 6, 7.
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Es giebt daher vier Kegel , welche durch acht Punkte gehen , wie

békannt .

§ 15 .

Wir haben in § 8. an die Stelle einer der gegebenen Geraden
einen Punkt treten lassen ; in ähnlicher Weise können wir jetzt einen
der gegebenen Punkte durch eine Gerade ersetzen und den Ort der

Spitzen der Kegel untersuchen , welche durch fünf gegebene Punkte

gehen und eine gegebene gerade Linie berühren .

Es mögen

1 % ie i w ( =◻1 , 2, . . . 5)
die Coordinaten der gegebenen Punkte , und

f

die Coordinaten von irgend zwei Punkten der gegebenen Geraden sein .
Wir haben weiter nichts zu thun , als in Gleichung ( 12) an Stelle

des Punktes irgend einen Punkt

91 — Lel , 9½ — Le , 9½ — Jezs, J/1 — 4
der gegebenen Geraden zu setzen und die nach J gebildete Discrimi -
nante der Gleichung (12) mit Null zu vergleichen .

Bezeichnen wir wie in § 8. die ( 123 ) ( 145 ) und ( 123 )
mit ꝙ und und setzen

Jin ( ) ◻ Æ AÆ di d2 A¹l0 ον ,
so erhalten wir aus ( 12) die Gleichung

ꝙνY ＋ 2N ＋ PPνν ο‚τ νννο αν Nι ＋ ¹Aν Æε ,

WO die N , N, P, M , N. , P , ganz wie in § 8. , Seite 575 aus den

ſ ) und / % (2) zusammengesetzt sind .

Bilden wir jetzt die Discriminante und definiren die Ausdrücke

An durch die Gleichungen

6 . C%0 — in Ale ＋. uu Al ＋. 1, All ＋. u All ,
so erhalten wir als Gleichung der Fläche der Kegelspitzen :

8602425 / 4
9 HA E

( 13) ＋ 2οαν 14425 9 E15 145 45 0 . 431
50 750 7042 ονο A5 E A23

8

welche der Form nach mit ( 11) vollkommen übereinstimmt .

WMWie Gleichung ( 11) so gestattet auch Gleichung ( 13) eine dop -
pelte Interpretation . Betrachtet man nämlich die in ꝙS, und den
4 % vorkommenden Coordinaten 4, , 42 , 43 , 4, als Constanten und die
Determinanten des Systems
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91 92 93 9*—

21 2 23 5

welche wir in passender Reihenfolge mit passenden LZeichen durch

„ — 6

bezeichnen wollen , als Veränderliche , welche der Gleichung

genügen , so stellt Gleichung ( 13) den Kegel in Liniencoordinaten dar ,
welcher den Punkt 4 zur Spitze hat und durch die Punkte 1, 2, . . 5

geht .
Betrachten wir dagegen die à als die Veränderlichen , so ist (13)

die Gleichung des gesuchten Ortes der Kegelspitzen und wir können
aus ihr sofort den Satz ablesen :

Die Spitæen der Kegeél , auelolis dæurcl , flinf gegebemé Puunlttè geien. ,
lue bueee Heiehen “ Glerade hendiſiren , Hlbdlen, Cun , Hlcicſi dcliten .

Ordnunq; , abcln . Solbo , die gegſehenò Gerads dls die æclim Ver -

Hnduungs⁵li ’ ] den fliniſ , Primletè Doppellimien ſiat .

§ 16 .

Mit Hülfe der Gleichungen ( 12) und ( 13) kann man in ähnlicher
Weise wie mit den Gleichungen ( 6) und ( 11) eine Reihe von Abzäh⸗

lungen machen . Wir führen darunter folgende an :

Dièe Spitæem den Kegel , abelcuie duureh , Seclus Pilhelete gaoſien di
ein Gordde benlihen , bilden ein “ Cunve dlen æwölflen Ordimung
mtt vien Doppelpeuuuleten duiſ , der , gegebenen , Guurddlen , atnnd vien

umfclle , Pulmleten duif , Jede , Ferpundmi,οiuο den gegehenben
Puumlcte .

Ls giebt gchit Kegel , abelh “ daue , Sieben , Puimeletè geſien , dlmndl

eine Guerade henlilinemd .

Die Spitæen , den Hegel , abeloſie dlitrel , flinf , Polgelrte -SgeliCe, düdl

aub %, gordd “ Liuunien , bendilien , buldem eine QCuunvl den 2dien Ord .

al dit goſit Doppelpuinueten duelſf, Jeden dden gegebEιL,t . GunAdlel .

Es gicbt 16 Kegel , abol,αναe dihα , Seα ’ e Piigulete geſien , alb0 .

ub %, gerddle Linen benlilnren .

Ls qgiebt dclit Kegel , ebelef , diunel , flinf Pulmnletè gehen , einne

Ebenè aumnd eine gerdde Limie benlilinen .

Ls giebtt vο Kegel , ebelchie dunol , Sechis Huumlſetè gelen , dtmdl

Cune Taben Honliſnem .

Ü



24 HiEnHOEZun . UDéeber Kegelschnitte im Raume .

Die im Vorhergehenden entwickelten Gleichungen reichen aus für
alle Abzählungen von Kegeln , zu deren Bestimmung entweder minde -

steus fünf Punktée , oder mindestens fünf gerade Linien gegeben sind .

Wir behalten uns vor , in einer spätern Arbeit auf diesen Gegen⸗
stand zurückzukommen , und auch die geringe Zahl der übrigen Fälle

zu béehandeln .

Carlsruhe im December 1869 .
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