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Ueber Kegelschnitte im Raume,

Von C. Higrmornzer in CARLSRUHE.

Die Bestimmung eines Kegelschnittes im Raume erfordert acht
Bedingungen , ist aber im Allgemeinen schon dann eine vieldeutige,
wenn die Bedingungen linear sind, d. h. wenn die bestimmenden Ele-
mente nur in Punkten, geraden Linien und Ebenen bestehen. Herr
Chasles hat (Comptes rendus 1865, p. 389) die Zahlen der durch
lineare Bedingungen bestimmten Kegelschnitte gegeben, ohne den
Weg anzudeuten, auf welchem man zu seinen Resultaten gelangen
kann. Ausser einer Abhandlung des Herrn Liiroth im 67' Bande
von Crelle’s Journal, in welcher auf geometrischem Wege die Anzahl
der Kegelschnitte abgeleitet wird, welche acht gerade Linien schnei-
den, ist meines Wissens keine Arbeit {iber diesen Gegenstand ver-
offentlicht worden. Ich habe auf analytisch-geometrischem Wege die
Losung eines Theils der genannten Aufgaben versucht, und erlaube
mir, dieselbe hier vorzulegen.

Weil mir die Betrachtung von Punktcoordinaten und Raumeurven
geliufiger ist als diejenige von Ebenencoordinaten und abwickelbaren
Flichen, so werde ich statt der oben erwiihnten Aufgaben die ihnen
nach dem Princip der Dualitit entsprechenden behandeln, also Kegel
zweiter Ordnung bestimmen, welche gewissen acht linearen Bedingun-
gen gentigen. Der Kiirze wegen will ich mir erlauben. iiberall. wo
ein Missverstiindniss nicht zu befiicchten steht. statf .Kegel zweiter
Ordnung®. einfach Kegel“ zu schreiben.

T

b

Von den verschiedenen Formen, unter welchen die Bedingung
zwischen den Coordinaten von sechs Punkten erscheint, welche auf
einem Kegelschnitt liegen, ist fiir die folgenden Untersuchungen vor-
reeignet, welche wir in Kitrze entwickeln wollen,

igsweise eine o
1
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2 Hiernor

Wir bezeichnen durch z, @, x; die laufenden Coordinaten, durch

2,9 2,9 2,0 (¢=1,2,3, ... 6) die Coordinaten der gegebenen
Punkte 1, 2, 3, ... 6, und setzen
‘J'J H HS (]
a0, (%) .f'.,"‘
_.,-Iu_;: ¥ Jc.ﬂ
U, =0 stellt die Gerade dar, welche die Punkte % und 4 ver-

bindet, und die Gleichung eines jeden, durch die Punkte 1, 2, 3, 4
hindurchgehenden Kegelschmtts hat die Form:

U, Uy p Uy Uy =0,
wo p einen willkiirlichen Parameter bezeichnet. Bestimmen wir g so,
dass der Kegelschnitt auch noch durch den Punkt 5 geht, und setzen
hierauf fiir z,, #,, z; die Coordinaten des Punktes 6, so ergiebt sich
die gesuchte Bedingung

g
(126) (346) (145) (235H) (146) (236) (125) (345) = 0,
wenn
> o "'Iw'] --‘3‘” 2,8
\ durch (% 4 p) bezeichnet wird. -

Alle Gleichungen, welche aus der eben erhaltenen durch Vertau-
schung der Zahlen 1, 2, ... 6 hervorgehen, sind Ausdriicke fiir die-
selbe Bedingung und kénnen sich nur in der Form von einander unter-
scheiden.

£ -
g 2,

Wir beginnen die Untersuchung mit der Betrachtung von Kegeln,
welche sechs gegebene gerade Linien berithren. Solcher Kegel giebt

es eine zweifach unendliche Schaar; der Ort ihrer Spitzen ist eine Ober-
fliche, deren Gleichung wir ableiten wollen.

Durech
4.0 @y N e £ T A g
A, Gy y + a0z 4 a, o “I (i = 1.9 Q)
o : ; : ' — y = 1
I = fr[“J.'a!'l —f- h.‘:(’ : |- frl.‘j" -~ .F'rl"' Xy =— lIJ * ?

mogen die gegebenen geraden Linien dargestellt werden.

Die Ebenen, welche diese Gieraden mit einem beliebigen Punkte
Yy Ys Yy 9, des Raumes verbinden, haben die Gleichungen
(1) 4.9 BN — B®D 4,0 =0 (t=1,2,...06)

Diese sechs Ebenen umhiillen einen Kegel, wenn ihre Durch-
schnittslinien mit einer beliebigen Ebene — wir wiihlen die Coordina-
tenebene @y — 0 — einen Kegelschnitt berithren, Zerfillt der Kegel-
sehnitt in ein Punktepaar, so besteht der Kegel in den heiden Gera-
den, welche die Spitze mit den Punkten des Paares verbinden.

BADISCHE
LB

LANDESBIBLIOTHEK Baden-Wiirttemberg



Teher Kegelzschnitte im Ranme 3
Die Coordinaten der Durchschnittslinien der Ebe men (1) mit 2, = 0

sind die Coéfficienten von 2y &, #; in den Gleichungen (1),
a@B,® — p o460 a,? B, — b,0A4,0 | g0 B,® b, A,
A R e

Sollen diese sechs Geraden Tangenten eines Kegelschnittes sein,
so miissen ihre Coordinaten der in § 1. entwickelten Bedingung genii-
gen, oder der folgenden, welche durch Vertauschung der Zahlen 3
und G aus jener hervorgeht, und welche wir der Uebersichtlichkeit
wegen \'m'ziulu"n:
(2) ) (145) (625) (634) — (125) (134) (623) (645) = 0.

Setzen wir in (“L“%!'I' Gleichung fiir die 2 die oben fiir die Coor-
dinaten der Durchschnittslinien gefundenen Ausdriicke, so erhalten wir
die Gleichung fiir die ¥, welche erfiillt sein muss, wenn die sechs Ebe-
nen (1) einen Kegel umhiillen sollen, und die daher den Ort der
Spitzen der Kegel darstellt, welche die tm]w gegebenen geraden Linien
berithren. Jede der Ih*iwmmmnim]

a, P E,* — flJiMJ-"I_.f"'w . {z"}’,f,afz'“' ’rf-,u'A ¥ OB, 00— f‘:sl.‘\f}‘fl.ff(yJ
(#Ap) = P B, " — b @A, a, DR, "¢ ot A, %) (1, L, ® —1,@ 4, @
HJ'--”»" “3_{_,(; = ""|r‘"-'x’[_4 ] ”_‘Jr_n',.“ﬂ () fazr-’”x’l,,{-”] (I,I_Ir__m})-”r_u} = (J',Ij[.uJA:y

ist vom dritten Grade fiir die y und die Fliche somit von der 12t
Ordnung.

Allein man sieht leicht ein, dass die Ebene ¥, = 0 ein Theil die-
ser Fliche sein muss. Denn verbindet man irgend einen Punkt der

aden durch Ebenen, so
schuneiden sich die Illmlwsdnnftshlmn dieser letztern mit Yy _—._-U in

Ebene y, = 0 mit den gegebenen sechs Ger

eben jenem Punkte und umhiillen also einen uneigentlichen Kegel-
schnitt,
[n der That enthiilt jede der Determinanten (x4u) den Factor Y,

Es ist niimlich, wenn wir die Determinanten des Systems

NF"'

XU RUR SCR O

)

1, ., a9

mit passend gewiihlten Vorzeichen durch

PNy N i
bezeichnen, und
4 By — b 4,0 — ¢0
setzen,
f 0 e 0y, - 2.9y, 4 PV Yy,
i } ;Em = — p,Dy, L ‘,,inl Yy - 7.0 Y,
(""I ) polyk _ m @ TUY 43,10
| 6 - Py DYy | Py,
i e, = Py - )”_.I"’.U\- LTS
1%
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4 Hiernornzen.

Hieraug erkennt man sofort, dass die Determinante

(.‘r;"- ’..'zl Pt

g « (#) (4) 2 ()
(xdp) = | O 5. &

r'] (1) ;-.:‘."" Ir.:lm}

mit 3, zugleich verschwindet und folglich den Factor y, enthalten muss.

Aus den Gleichungen (3) folgt noch die spiiter zu benutzende
identische Gleichung
:,""] ’_u;“"" "'|I"Iff| _i_ "'-_r‘;l:'f-_l _i'_ r":‘I'J.I.'”": _:E' '“.JI:II.U.I =0,

Die Gleichung (2) lisst sich durch die vierte Potenz von y; divi-
diren, und die Fliche der Kegelspitzen ist somit nur von der achten
Ordnung.

8§ 3

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Gleichung (2) der Fliche
der Kegelspitzen von dem iiberfliissigen Factor y,' zu befreien. Man
kann in jedem einzelnen der Ausdriicke (#Ag) den Factor y, abson-
dern, ohne dass die Determinantenform verloren geht.

Betrachten wir an Stelle von (#4yw) den allgemeinern Ausdruck

(e 1% %) ,.quu
. (%) o (4) o () (A

1 2 3 I

e, P o) {.Ielu} ?
K, K, K, K,

welchen wir kiirzer durch
1, %) A ald) . plar) ’ [" )
bezeichnen wollen, und welcher sich, von (x4dg) nur dadureh unter-
scheidet, dass er statt des Factors y, den Factor
K, — -KI Yy '{_ "1{‘3 Ya J|_ J‘".'; s —:‘ 'l\-| Uy

enthiilt. Die K sollen ganz willkiirliche

Arissen sein.

Nun ist nach Seite b6bH
o) — glu) ]}':flllf' — hw) ‘.I”illtl
und folglich

(5) (e 5 = o) LT =SB S (o0 Clald SR a B S

o /;:?{,m (c?) rl2) . hlud "f"')l

Aber wegen der identischen Gleichung

,,_}l;l.l ,.le r._)ml -".._'7' f.llz

() ¢ Il/. AR oo (4) o (4)

¥ 2 4 4

K, X ey K, | =0
_]fn-u “‘I”” i (1) 7} 1 )

J.J"Inu j,]qlu.a fJ_"-"'" l,"lllnl

Baden-Wiirttemberg



”:VII”’-Z,\_ ,‘,I-zl_ljum ft“.l’”:’)’\,,"-”'—-1{!._,”"',"1_,,'”' ,(,:Irmf;”ix|__j_.;rt|‘.1_‘!\a}

”.l(f.|‘!)'Uut}__lf)i{f_l.‘;.l.u|.‘.| "3(?'113?3;";']—;ng2'.'] (4 f‘.::L.&}IJ}H{.;_Ji;J:}f.—iJ;14""‘-'

eber Kegelschnitte im Raume, h

und weil nach Gleichune (4), § 2
;¥ =), , e —— ()

haben wir
— Al (ele) - pld) T : }r\':I + D (= pth PRl Y
= I, (¢¥ , ¢@ , aql | by,
und folglich, wegen Gleichung (5),
(¢® ;. , do) , K) = I, (), c® , gt | pe),
Setzen wir jeta
== 00 Waes 0.0 Koe—sOl), gl
s0 erhalten wir
/.J:’l .J-'FI () ; prLs] .ol : I’J””.J-

Weil die linke Seite bei einer Vertauschung von # und g, 4 und
@ bis auf das Vorzeichen ungeiindert bleibt, so muss dies auch mit
dem Factor von y, der Fall sein.

Wir wollen von nun an durch (xAg) den Factor von Y, in der
letzten Gleichung bezeichnen, so dass wir haben

5 =[x «4) (g ()
(dp) = (=, @ , g0 , Py —

a, %) r:.v.f-“) a.l;l,”) “"4.('")

Die Gleichung

(2dp) =0
stellt eine Fliche der zweiten Ordnung dar, welche durch die Geraden
%, 4 und g hindurchgeht. Denn fiir die Punkte der Geraden # ver-
schwinden 4, und B, nach § 2., und bei einer Vertauschung der
Buchstaben éndert (%Au) nur das Vorzeichen.

Die Fliche zweiter Ordnung ist also das durch die geraden Linien
%, A, w bestimmte Hyperboloid.

Nach unserer jetzigen Bezeichnungsweise ist
(6) (123) (145) (625) (634) — (125) (134) (623) (645) = 0
die von dem iiberfliissigen Factor y,' befreite Gleichung der Fliche der
Kegelspitzen.

Diese Fliche hat jede der sechs gegebenen Geraden zu Doppel-
linien, weil jede der Zahlen 1, 2, ... 6 zweimal in jedem der beiden
(zlieder der Gleichung vorkommt. Ausserdem liegen auf ihr die Schnitt-
curven von je zwei Hyperboloiden, welche entweder wie

(123) und (125)
zwei, oder wie
(123) und (456)

BADISCHE
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A Higrnorzeg.

keine der gegebenen Geraden zu gemeinschaftlichen Erzengenden haben.
Die Hyperboloide (123) und (125) schneiden sich ausser in 1 und 2
noch in den beiden windschiefen Geraden, welche die Linien 1, 2, 3, 5
treffen. Wir werden fernerhin diese windschiefen Geraden die Trans-
versalen der Linien 1, 2, 3, 5 nennen. Offenbar liegen ehenso die
Transversalen von irgend vier der sechs gesebenen Geraden anf der

o
e Rt =}
{

Fliche achter Orduung (6), und diese enthiilt somit noch

einfache gerade Linien.
Je zwei Hyperboloide wie (123) und (456) schneiden sich in einer
Curve der vierten Ordnung, deren also -
6.5
s Tas = 0
auf der hetrachteten Oberfliche liegen miissen.

Wir fassen diese Resultate in den Satz zusammen:
D!.'r' :\-}Jf-f:r';r ey 1'\'.'-!;;-)'_ zr'f'fr'ffr' .\'r'-";".'.\. _.rjrr-.r)!.r-lfar'ur' Irff'a'nrr"r- .{,a"Hr'!'H lie-
rithren, bilden cine Fliche dev achten Orvdwung, welche die Sechs
Geraden zu Doppellinien hat, welche ferner die 30 geraden Li-
wien enthdalt . die Ij.r vier der secchs I;_ﬂ-_fj,r,--(;.'-mq.n. h‘;-l,ff.'--;;__ wiel (.r;:‘,“
\ welcher noch zehm Reawmewrven vierter Ordnung  erster Species
liegen.  Diese Fliche wird dargestellt durch dic Gleichung (6).
Die 30 geraden Linien und 10 Raumcurven haben eine sehr ein-
fache Bedeutung. Verbindet man einen beliebigen Punkt einer Trans-
versalen mit den s&hs gegebenen Geraden durch Kbenen, so schnei-
den sich vier dieser Ebenen in der Transversalen, welche mit der
Schnittlinie der beiden iibrigen Ebenen ein Linienpaar bildet, das als
ein uneigentlicher Berithrung

kegel anzusehen ist.

Verbindet man einen Punkt der Curve vierter Ordnung (123),
(456) mit den sechs gegebenen Geraden durch Ebenen, so enthiilt die
Ebene, welche den Punkt mit der Linie 1 verbindet, die durch den
Punkt gehende Erzeugende zweiter Art des Hyperholoids (123), (die
Geraden 1, 2, 5 als Erzeugende erster Art angesehen); denn diese
Erzengende muss die Linie | schneiden. Dieselbe Erzeugende liegt
aber auch in den Ebenen, welche den Punkt mit den Geraden 2 und
5 verbinden. Die drei tibrigen Ebenen schneiden sich in der Erzeu-
genden zweiter Art des Hyperboloids (456), welche durch den ange-
nommenen Punkt geht. Beide Frzeugende zweiter Art bilden wieder
einen uneigentlichen Berithrungskegel.

Die Punkte der 30 Geraden sowohl als die Punkte der zehn Raum-
curven sind daher bei den Abziihlungen von Berithrungskegeln auszu-
schliessen. Ausser ihnen existiren keine Punkte auf der Fliche mehr,
welche uneigentlichen Berithrungskegeln entsprechen.

LB BADISCHE
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Ueber Kegelschnitte im Ranme

§ 4.
Um die Kegel zu bestimmen, welche sieben gegebene gerade Linien
l, 2, ....7 beriihren, kann man ausser der Fliche achter Ordnung

(6)  (123) (145) (625) (634) — (125) (134) (628) (645) — 0

noch eine Fliiche derselben Art
(7) (123) (145) (7256) (754) (125) (134) (723) (\T-I.ﬁ) = ()

betrachten, welche sich von der ersten nur dadurch unterscheidet, dass
sie die Linie 7 an Stelle der Linie 6 enthiilt. Der Durchschnitt bei-
der Flichen giebt den Ort derjenigen Punkte, von welchen man so-
wohl Beriihrungskegel an 1, 2, 3, 4, 5, 6 als an 1, 2, 3, 4, i
legen kann. Diese Kegel fallen fiir die Punkte der Geraden 1,2,3, 4,5
im Allgemeinen nicht zusammen; diese Linien sind somit auszu-
schliessen,

Die Flichen (6) und (7) schneiden sich in einer Curve der 64t
Diese Curve enthiilt aber die vierfach zu zithlenden Gera-
den 1, 9, und die zehn Transversalen derselben. Es bleibt
daher nur eine Curve der 64 — 4.5 — 10 — 34t Ordnung zu be-

Ordnung

¥
o
(3

trachten iibrig.

Die Curve der 34'n Ordnung ist vollstindig definirt durch die
Gleichung (6) und diejenigen sechs Gleichungen, welche man erhilt,
wenn man in (6) nach einander jede der Zablen 1, 2, ... 6 durch 7
ersetzt.  Tine geringere Anzahl der so erhaltenen Gleichungen enthilt
e Ordnung immer noch einige der auszuschliessen-

ausser der Curve :
den Geraden.

Die gerade Linie 7 schneidet die Fliche (6) in acht Punkten,
welche Doppelpunkte der Curve 34'e Ordnung sein miissen. Kbenso
kann man, von zwei andern der oben erwihnten sicben Gleichungen
ausgehend, zeigen, dass die Curve 34' Ordnung auf jeder der siehen
gegebenen Geraden acht Doppelpunkte haben muss.

Jede der beiden Transversalen der Geraden 3, 4, 5, 7 liegt auf
der Fliche (7) und schneidet die Fliiche (6) in acht Punkten, von
welchen drei doppelt zu rechnende auf die Geraden 3, 4, 5 fallen; die
beiden iibrigen Schuittpunkte gehoren der Curve 34 Ordnung an.
Ebenso zeigt man, von andern Paarven der oben erwiihnten sieben
Gleichungen ausgehend, dass jede Transversale von je vier der sieben
gegebenen Geraden die Curve 34'r Ordnung in zwei Punkten geschnit-
ten wird, Wir haben daher den Satz:

»Die Spitzen der Kegel, welche sicben gegebene Geraden beriih-
ren, bilden eine Curve der 34" Ordnung wit acht Doppelpunk-
ten auf jeder dieser Geraden und zwei einfachen Punlten auf

BADISCHE
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S Hrennonzes

jeder der 2 .55 geraden Linien, wwelehe je veer der gegebenen
treffen.

Die auf den Flichen (6) und (7) liegenden Curven vierter Ord-
nung schueiden die Curve 54" Ordnung ebenfalls. Auf (6) liegt die
Curve (123), (456); auf (7) lieght (123), (457). Beide Curven aber
schmeiden sich in Punkten, welche auf 4, 5 und auf den Transver-

salen von 4, 5, 6, 7 Hegen, also schon berficksichtigt sind. |

;;- . 1

Digjenigen Punkte der Curve 34 Orvdnung, deren Kegel noch
cine achte gegebene Gerade 8 beriihren, miissen zugleich auf der Iliche ¢
liegen :
(8)  (34bh) (367) (S47) (856) (347) (356) (845) (867) = 0.
Unter den 8 . 34 Schnittpunkten dieser Fliiche mit der Curve 34t
Ordnung befinden sich nach dem Satze des § 4. 5.8 anf den Geraden
3, 4,5, 6, 7 liegende Doppelpunkte der Curve, welche, da sie zu-
A gleich Doppelpunkte der Iliche (R) sind, vierfach gerechnet werden
miissen. Diese Punkte sind auszuschliessen; denn die Kegel, welche
man von ilmen an 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 legen kann, sind verschieden
von denjenigen, welche 3, 4, 5, G, 7, 8 beriihren. 1
Auf der Fliche (8) liegen die zehn Transversalen der Geraden
3,4,5,6,7. Nach § 4. schneidet jede dieser Transversalen die Curve l
4t Ordnung in zwei Punkten, welche (nach § 3.) ebenfalls ausge-
schlossen werden miissen. .
Allen andern Schnittpunkten der Curve 34 Ordnung mit dex
Fliiche (8) entsprechen eigentliche Beriihrungskegel der acht gegebe-
nen Geraden. Damit ist der von Herrn Liiroth aufuestellte Satz be-
wiesen: :
Es gielt 8.34 4.5.8 — 2.10 = 92 Kegel, welche acht gege-
irh"f.ff' Il‘lp'l'f‘n_’rl‘fl' !,(-;ffl’-f'ﬂ H‘f ﬁ'Flf.fH-"H.

Aus der Zusammensetzung der Gleichungen (6), (7), (8) ist leicht
ersichtlich, dass die in den §8 3, 4, 5 Lf:i'['ltf.]fll.'Tll;!l Zahlen Aenderun- i\
gen erleiden werden in folgenden drei Fillen: .

1) wenn fiinf oder mehr der geraden Linien eine gemeinsame

Transversale haben: -
Z) wenn vier oder mehr der gegebenen Geraden auf einem Hyper-
boloid iii}g'!‘ll;

3) wenn sich die gegebenen Geraden schneiden.

Wir wollen von der grossen Anzahl von bhesonderen Fiillen nur
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eher Kegelschuitte im Raume, 0
einige der einfachsten niher betrachten, und zunichst annehmen, dass
reraden Linie geschnitten werden.

[
Hy

die Linien 4, 5, 6, 7, 8 von einer g
Diese Gerade ist Doppellinie der Fliche (8), weil sie zugleich auf den
vier Hyperboloiden

|.'\)I:) I"S-lf_n_. Ic‘lm. (RGT)
liegt. Sie schneidet die Curve 34" Ordnung (§ 4.) in zwei Punkten,
welche jetzt doppelt abgerechnet werden miissen, wiihrend alle iitbrigen
dort angestellten Betrachtingen ungeiindert bleiben.

s giebt also in diesem Falle nur noch 90 Kegel, welche die acht
gegebenen Geraden beriihren.

Fs ist leicht, diese Verminderung auch geomefrisch zu verfolgen.
Durch die gemeinschaftliche Transversale der Geraden 4, 5, 6, 7, 8
denke man sich die beiden Tangentialebenen an das durch die Gera-
den 1, 2, 3 hestimmte Hyperboloid gelegt. Jede dieser Tangential-
ebenen schneidet das Hyperboloid in zwei Geraden, von welchen cine
die Linien 1, 2, 3 trifft. Diese Gerade Dbildet im Verein mit der
Transyersalen einen uneigentlichen Beriihrungskegel, deren also, ent-
sprechend den beiden Tangentialebenen, zwei existiven,

Wenn von den acht geraden Linien die vier

L T
auf einem Hyperboloid liegen, so zerfillt die Fliche (8) in dieses
Hyperboloid und in eine Fliche der sechsten Ordnung. Von den 92
Schnittpunkten der Fliche (%) mit der Curve 34! Ordnung fallen 20
auf das Hyperboloid, zu welchen keine Kegel gehiren, welche alle

acht Linien berithren. s giebt daher nur m-h 72 Berith rungskegel.

Wenn sechs von den acht Geraden auf einem Hyperboloid liegen,
so wird die Gleichung der entsprechenden Fliiche achter Ordnung eine
identische, weil jeder Punkt des Raumes Spitze eines Kegels sein kaun,
welcher die .‘-'l‘l_"lh' gegebenen Geraden berithet, Iis giebt dann eine
einfach unendliche Schaar von Beriihrungskegeln an die acht gegebe-
nen Geraden. U. s. f.

Wenn zwei der gegebenen Geraden, etwa 7 und 8 sich schnei-
den, so zerfillt die Fliche (8) in die K ]Jl‘ll!' {l]l“‘af’ Linien und in eine
Fliche siebenter Ordnung, welche durch

o (347) (356) (845) (867) = 0

(345) (367) (856)

dargestellt wird, wo % eine Constante und (847), (867) Ausdriicke
bezeichnen, welche gleich Null gesetzt, die Ebenen repriisentiren, die
den Schnittpunkt von 7 und 8

Von den 34 Schnittpunkten der Ebene der 7 und 8 mit der Curve
3ter Ordnung (8§ 4.) liegen acht doppelt zu rechnende auf der geraden

mit den Geraden 4 und 6 verbinden.

Linie 7. Die Anzahl der Beriihrungskegel vermindert sich daher in
diesem Falle um 34 — 2.8 = 18, wenn man diejenigen ausschliesst,
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deren Spitzen in der Ebene der T und 8 liegen, welche also diese Ebene
beriihren. Eine gleiche Verminderung tritt ein, wenn die Linie 8 noch
die (Gerade 6, und ebenso, wenn die 8 auch noch die Gerade 5 schnei-
det. Von der Fliche siebenter Ordnung tremnen sich alsdann noch
die Ebenen der 6 und 8 und der 5 und 8 ab, von welchen jede 18
wesentliche Schnittpunkte enthiilt.

Wenn aber die 8 auch noch die Gerade 4 schneidet, also in eine
der beiden Transversalen der Linien 4, 5, 6, 7 iibergeht, so vermin-
dert sich die Anzahl der Beriihrungskegel nicht mehr um 18. Denn
in diesem Falle spaltet sich die Fliiche (8) in die vier Ebenen

(1,8) (6,8) (5,8) (4, 9)
und in eine Fliche der vierten Ordnung, deren Gleichung die Form
hat:

(345) (367) — & (347) (356) — 0,
wo [k eine Constante bezeichnet. Die Gerade 3 ist Doppellinie dieser
Fliache, die Geraden 4, 5, 6, 7 liegen als einfache Linien auf dersel-
ben, ebenso die acht Transversalen, welche die Linie 3 und drei der
Linien 4, 5, 6, 7 schneiden. Die Anzahl der Beriihrungskegel" ist
somit

4.34 — 8.4 —4.8.2 —-8.2—=24,

Wir untersuchen noch den Fall,: wenn die Linie 8 von jeder der
Geraden 1, 2, ... T getroffen wird,

, 2
Die Fliiche achter Ordnung
(123) (145) (825) (834) (125) (134) (823) (84H) = O

zerfillt unter dieser Voraussetzung in die fiinf Ebenen

(L5 8, L (2018),u (B 8Y sl SN T8y

und m eine Fliche der dritten Ordnung, welche die Geraden 1, 2, 3

y =3 cly
4, 5, 8 als einfache Linien enthiilt. In iihnlicher Weise zerfallen die
beiden Flichen
(234) (256) (836) (345) (236) (245) (834) (856) = 0,

‘AR

(24D) (367) (847) (856) (B47) (356) (845) (86T) = 0

deren Durchschnittspunkte mit der ersten Fliche die gesuchten Kegel-
spitzen sind.

Die Aufgabe kommt also darauf hinaus, von den Durchschnitis-
punkten der drei Oberflichen dritter Ordnung, welche durch die halben
Doppelsechse

G ST
i, 2 y 9, { s O ¥ s
s e POy R
o e S e o S (et

bestimmt sind, diejenigen abzusondern, welche auf den Geraden 1,2, ... 8
liegen,

Baden-Wiirttemberg



Ueber Kegelschuitte im Ranme., 11

Die Durchschnittscurve der beiden ersten Flichen zerfillt in die

Geraden 2, 3, 4, 5, 8 und in eine Curve der vierten Ordnung. Aus

<y »

dem leicht zu beweisenden Satze:
wenn zwes Flichen der dritten Ordnung cine gerade Linie ge-
mei haben, so wird diese von dem iibrigen. Theile der Durch-
schnittsewrve in vier Punliten geschnitten,

folgt, dass die Gerade 8 von der Curve vierter Ordnung gar nicht,

Jede der Geraden 2, 3, 4,5 dagegen dreimal geschnitten wird.

Die Gerade 6 schneidet die erste Fliche in drei Punkten, von
welchen einer auf 8 liegh; die beiden andern gehéren der Curve vier-
ter Ordnung an.

Von den zwolf Schuittpunkten dieser Curve mit der dritten Fliche
liegen daher je drei auf den Geraden 3, 4, b und zwei auf der Gera-
den 6; es bleibt somit ein einziger wesentlicher Schuittpunkt iibrig,
und man hat den von den Herren Liiroth und Niother zuerst aus-
gesprochenen Satz:

Es gicht nur einen einzigen Kegel, welcher acht gerade Linien

beriihrt, wenn sicben von der achten getroffen werden.

&l

Im vorigen § Seite 572 wird der Satz hewiesen:

wlis giebt 18 Kegel, welche cine gegebene Ebene und sechs gege-
bene gerade Linien beriihren.

Wenn ausser der Ebene nur fiinf gerade Linien gegeben sind, so
giebt es eine einfach unendliche Schaar von Beriihrungskegeln, deren
Spitzen eine in jener Ebene licgende Curve hilden, von welcher wir
Ordnung und Singularitiiten leicht bestimmen konmnen.

Wemn 1, 2, 3, 4, 5 die gegebenen und 6 eine beliebig in der
gegebenen Ebene angenommene (Gerade bezeichnen, so liegen die
Spitzen der Beriihrungskegel ausser in jener Ebene noch auf der Fliche
achter Ordnung

(123) (145) (625) (634) — (125) (134) (623) (645) = 0.
Der Durchschnitt der gegebenen Ebene mit dieser Fliche zerfillt in
die doppelt zu rechnende Gerade 6 und in eine Curve der sechsten
Ordnung, welche auf jeder der Geraden 1, 2, 8, 4, 5 einen Doppel-
punkt besitzt. Damit ist der Satz bewiesen:

wDie Spitzen der Kegel, welche cine gegcbene Ebenc -und fiinf

gegebene Geraden Deriihren, liegen auf einer cbenen Curve Glor

Ordnung mit fiinf Doppelpunlten.“

Wenn die Kegel statt der Linie 5 noch eine zweite Ebene beriih-

ren sollen, so wird ihre Anzahl eine endliche. Denken wir uns die
Linie 5 in dieser Ebene willkiirlich angenommen, so geht die Durch-
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schnittslinie der beiden gegebenen Ebenen, welche die Kegelspitzen
enthiilt, durch den auf der Geraden 5 liegenden Doppelpunkt der Curve
sechster Ordnung, und schneidet diese noch in vier weiteren Punlkten,
den gesuehten Kegelspitzen,

l,‘.

vier gegebene gerade Linien beriiliven.

f,f."f‘fﬂf daher wvier ?\'-"I-‘}:‘f, welche zwei :ﬂ‘lr,ﬂ'f)r-ﬂ.r: Ebenen und

88

Die Kegel, welche durch einen gegebenen Punkt gehen und fiinf
gegebene Geraden beriihren, bilden eine zweifach unendliche Schaar;
der Ort ihrer Spitzen ist eine Oberfliche, deren Gleichung auf fol-
gende Weise abgeleitet werden kann:

Verbinden wir die fiinf gegebenen Geraden mit einem belichigen
Punkte des Raumes durch Ebenen €, C,, ... C,, so bestimmen diesc
einen Kegel, welchen sie umhiillen, Legen wir durch die Verbindungs-
linie des gegebenen und des willkiirlich angenommenen Punktes ein
Ebenbiischel 4, 4 A5, = 0, und stellen die Bedingung auf, unter
welcher die sechs Ebenen

s Gy i)
Tangentialebenen eines Kegels sind, so erhalten wir eine in 4 quadra-
tische Gleichung, weil zwei Ebenen des Biischels den Kegel beriih-
Der gegebene Punkt liegt auf dem Kegel, wenn beide Ebenen
zusammenfallen. Wir erhalten daher die gesuchte Gleichung, wenn
wir die Discriminante der quadratischen Gleichung verschwinden lassen.

o

b AR

redl.

Wir bezeichnen wie frither durch
15w @ i s n)

S )

Wenn ' @," &,

0 148 = 0 (¢

die Gleichungen der fiinf Geraden.
naten des geg
nen, & k, ks &,

Punlkte sind und

,J_'I () r':_I I i ,rJ f 1 oy
: v Ys Y Y Y Yy
Sagi=A.= "' 72 2 U Ehg= By = " "
r, (] r. 2.0 "’.l“ i x . ‘“ .0 2.0 o
kol Ty Ry W Yoyt o=
so ist
—I.r . A f,'l = () =

B a," die Coordi-
regebenen, y, ¥, ¥y, ¥y, die des willkiirlich angenomme-
und /, I, I, I, die Coordinaten zweier beliebigen festen

die Gleichung des Ebenenbiischels, welcher die Verbindupgslinie der

#% zur Axe hat.
Die sechs Ebenen

A5 B .

Punkte y ;

A6 B0

: B R i P
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Ueber Kegelschnitte im Raume. 13

umhiillen einen Kegel, wenn die Coordinaten ihrer Durchschnittslinien
mit 2, = 0 der Gleichung des § 1. genifigen, wenn also die Gleichung

(123) (145) (625) (634) — (125) (134) (628) (645) — 0
erfiillt wird fiir
I,.Il."- (',_'”.' ',_:.\;-.

“'I:‘. “ F ,.tu‘} r..:u'.] ',.__l|.-'\'\ [‘."-; -‘r.'. 1’ 125 1) i’, i ;_:"]

J.I|-| ;,.’I’I F.I;IIF"
und
, a, + Ab, a, 4+ ib,
ik L (& ; g
""-'IJ'"'” == ey (2 s iles =2 aas 9).
.0 r‘.,“'

Jede dieser Determinanten enthiilt den Factor y,, welehen wir uns
wie in § 3. abgesondert denken, so dass wir von nun an unter (i/:7) und
(6%1) die Ausdriicke verstehen wollen

@ ¢, 60 I,.lm
,.Il.-’} ,._‘h'.a F."itlll." "II.UI.J
@kl — ] oo =T @R D)

a? a,¥ a,® a0

f;“""‘ h,_,"'-' 0, f;l“‘

-+ 4 hl 1 A |'iJ.3 ay a’.h:._ a, 4 Jl.i‘

;.IIJ'.\ r'.,""" I,_IM-J ,-IR»-'J
(6k1) = : - i (kola="1;2 o5
/ Ir;lf..-\ ”!ffl (I,__;H) ”It.’: bl p /2
rJ‘,l:.fu ;‘__JH- ;}::m hllﬂ

welche nur noch von der zweiten Ordnung in den y sind.
Wir fithren nun folgende Bezeichnungen ein:
(123) (145) = @ , (125) (134) = v,

8 Uy g i,
,.lrr] ',."-'.a} r".,[""} r.il'r".\
; \ L o (i 7] 9 =3
2 (1) — : i o L= = et SRR
/’- ,rln’.f o . ®) ru:iu AT 272

}’IH'J ,1"_'“'; ,J'J:zui_) hl\.t'l

Nun ist
(62Fk) = [a(a) + Afa (b)
und unsere Gleichung schreibt sich
+ @ {fis (@ + A1)} {fa (@) + 415 (D) }

A% o, {fe:‘. (@) + 4 /o (D) } '{/r. (@) + &f; (D) } =L
oder
q lf.']f + 2N ;",-‘_‘-'} — P :j-if' -+ 2N"1 4- f”ﬁ.-": 0,
BADISCHE
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wenn
M = fs (@) 3y (@) , 2N = fas (@) fag (B) - fis (D) I (), I
Ba— (b)) 5, (0]
M — r-_”:l’ if.ia ‘:” )y 2N = f[ (.""_\) 15 U’? e /:_':a ‘_‘;".l' 115 (”):
P = fis () s {.’f‘l

Indem wir die nach 4 gebildete Discriminante mit Null verglei-

chen, erhalten wir die Gleichung der Fliiche der Kegelspitzen in der
Form:
(10) (oM — o M) (p P— ¢ P) (g N—ypN)?2 =0,

Die Ausdriicke ¢, 3, M, N, P, M’, N, P’ sind simmtlich vom
vierten Grade fiir die y. Gleichung (10) stellt also eine Fliiche der
1G'r Ordnung dar.

Bemerken wir aber, dass dieser Gleichung auch geniigt werden
muss, wenn der Punkt y in die Ebene zu liegen kommt, welche bestimmt
ist durch den gegebenen Punkt z° und die beiden willkiirlich ange-
nommenen Punkte £ und [, weil dann die Ebenen 4 und B zusam-
menfallen, fi (@) = fi () wird und die Gleichung (9) den Factor
(1 4 2)* enthiilt, dessen Diseriminante verschwindet.

Es handelt sich also darum, aus Gleichung (10) den Factor

Y % Y Y

: R
Bl e ko
AR SR Pl

abzutrennen.

Jetrachten wir fiir einen Augenblick den Punkt y als fest und
den Punkt #° als veriinderlich, so stellt Gleichung (10) den Kegel
zweiter Ordnung in Punktcoordinaten dar, welcher von den Ebenen
¢, C,, ... C, berithrt wird. Gleichung (10) muss daher nach Ab-
sonderung des fremden Factors noch von der zweiten Ordnung in 2"
sein, und somif die zweite Potenz von K enthalten. In der That
gehen dann die willkiirlichen Grossen & und ! ganz ans der Gleichung {
heraus.

Da der auszuscheidende Factor in ¢ und ¢ nicht vorkommen kanii,
s0 schreiben wir Gleichung (10) in der Form:
@ (MP—N) - (M P—N?)— gy (MP'+ M P—2NN')=0,
und zeigen, dass die Coifficienten @*, 9? und @ einzeln den Factor
K? enthalten.

Die Funetionen fi (u) (Seite 575) sind linear fiir die u; setzen wir
daher

fir (U) = Ay wy + A w, + AG uy + A7 g

g0 sind die Ay von den w mmabhiingige Ausdriicke,

BADISCHE
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MP — N*=— 1 {3 (@) fo5 (b)) — [54 () [y (@)}
,'I_:l a, —|— Lt -ii.; L J[T;_i l’J‘ —!— Bl A:;r hl
S A e b AT G L R

[ Ags Ay A Ay Vg, ot e ] l"’
| 2 2 2 1 L

1 l ’-I:':_J _r];r;rl _l;:.r; /1!,’1 . LL ;12 f1:5 3:1 J

Die a,, a,, a,, a, 5 b,, by, by, b, sind nach (§ 8.) die aus den Systemen

3y @y y Uy, Vo, Usy Uy
Yy Yy Y Yy A s Yy Yy
Ly &o' For _:'1" 5 2" {_,“ "";t“ X IU
Ty S R AR i AL

mit passendem Vorzeichen gebildeten Determinanten.
Kine einfache Rechnung zeigt, dass jede Determinante des Systems

.y oy i

S VR Ry 3
den Factor K enthiilt, und als andern Factor diejenige Determinante
des Systems

An ) o | P | prot 1)
‘J'l Ly Ly &€ {

| % Ys Yz Y,

?

in welcher die beiden iibrigen Indices vorkommen. So ist z. B.
;i S L
e K,
i Y Ya

Indem wir dies beriicksichtigen, erhalten wir fiir M P" — N2 den
Ausdruck

e [ A AR AT g ow o W )
. l Ay, Asy Asy  Asd e R [

[n ganz ifihnlicher Weise lassen sich
M P"— N* und MP 4+ MP—2NN’
transformiren, und wir erhalten schliesslich die Gleichung unserer
Oberfliiche in der folgenden, eleganten Form:

2. (|| |y |V
v % A:_'-I al )
9§ || |Y sl fy |0 [4sq] |y A |y 1
() ity { A.J:', z? 4 15 0 /f.! g x’l--:l. il

f Ay |y !
! 200 st

4

wenn wir mit
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und

2 T

die unvollstindigen Systeme bezeichnen

Az, A%
2 BT <
Diese Gleichung gestattet eine doppelte ]]11:‘1’1“'1‘1;}15'7111_. je mach-
oder die % als Veriinderliche ansieht. Im ersten Falle

i nnd Setin e .
--!_u; €Ty Ty i "I‘I

dem man die 2
stellt sie, wie schon frither bemerkt, den Kegel zweiter Ordnung in

Punktcoordinaten dar, der durch die fiinf Tangentenebenen O\, (7, ... (,
bestimmt wird. Im zweiten Falle ist sie die gesuchte Gleichung der
Fliche der Kegelspitzen, und da die A, lineare Functionen der Y

bezeichnen, von der vierzehnten Ordnung.

Diese Fliche muss offenbar symmetrisch sein fiir die Geraden
1, 2, ... 5; die Gleichung (11) ist es der Form nach nicht. denn die
Gerade 1 kommt nur in den Ausdriicken ¢, t vor.

Wir erkennen sofort, dass 1 eine vierfache Linie der Fliiche sein
muss, weil @ und ¢ fiir die Punkte auf 1 in der zweiten Ordnung
verschwinden. Die Transversalen von 1. 2, 3, 4 sind Doppellinien
der Fliiche, weil ¢ und ¢ fiir die Punkte derselben in der ersten Ord-
nung Null werden. Gleichung (11) zeigt sofort, dass z° ein Doppel-
punkt ist.

Wir fassen diese Resultate in den Satz zusammen:

Der Ot dey Spitzen der ]\V.r-_rl.rr'f_ welehe durch  einen ;ﬂ'lr;r'fu'iu'.u
Punlit gehen und fiinf gegebene gevade Linien beriilwen, ist eine
Fliche der viersehmten Ordnung, welche diesen Punld zum Dop-

pelpunkt, jede der finf Geraden zu vierfachen Linien, und jede

der zehn Geraden, welche Je vier der gegebenen verbinden, gur

”r;};l,nirﬁ."ufz hat.
8§ 9,

Da fiinf Tangentenebenen einen Kegel cindeutig bestimmen, so
giebt der Durchschnitt der Fliche (11) mit der Fliiche achter Ord-
nung

(123) (145) (625) (634) — (125) (134) (623) (645) = 0

den Ort der Spitzen derjenigen Kegel, welche durch den gegebe-
nen Punkt gehen und die sechs Geraden 1, 2, ... 6 berithren. Die
Schnitteurve ist von der (8. 14)ten Ordnung und zerfillt in die acht-
fach zu ziihlenden Geraden 1, 2, 3, 4, 5, in die zehn doppelt
zu zihlenden Transversalen und in eine Curve der 8.14 —5.8 —10.2
=— HJen Ordnung. Die Gerade 6 schneidet die Fliche (11) in 14 Punk-
ten, welche Doppelpunkte der Curye 52 Ordnung sind.

Die Transversalen von 3. 4. 5. @ liegen auf der Fliiche achter

Baden-Wiirttemberg



Ueher Kegelschnitte im Raume. 1%
Ordnung; jede derselben schneidet die Fliche (11) in vierzehn Punk-
ten, von welchen drei vierfach zu rechnende auf den Geraden 3,4, 5
liegen; die beiden iibrigen gehiiren der Curve H2ter Ordnung an.
Wir haben also den Satz:
Die Spitzen der Kegel, welche durch einen gegebenen Punkt
gehen und sechs gegebene gerade Linien beviihwen, bilden eine
Curve der 52" Ordnung, welche auf jeder der gegebenen Gera-
den wvierzehn Doppelpunlite besitet, und von jeder Geraden,
welche vier der  gegebenen trifft, in zwei Punkten geschnitten
wind.

§ 10.

Um die Kegel zu bestimmen, welche durch einen Punkt gehen
und sieben gerade Linien berithren, kimnen wir entweder die Durch-
schnittspunkte der Curve 34' Ordnung (§ 4.) mit der Fliche (1 1), oder
die Schnittpunkte der Fliche achter Ordnung (6) mit der Curve 52w
Ordnung § 9. aufsuchen,

Von den 14.34 Schnittpunkten der Fliche (11) mit der Curve
34'r Ordnung liegen acht achtfach zu rechnende auf jeder der

Geraden 1,2, 3, 4,5 und zwei doppelt zu rechnende auf jeder Trans-
versalen dieser Linien. Ks bleiben also

34.14 — 5.8.8 —10.2.2 = 116
pehnittpunkte iibrig.

Die Curve 52' Ordnung schneidet die Fliche achter Ordnung (6)
in 52 .8 Punkten, von welchen 14 vierfach zu rechnende auf jeder
der Geraden 1, 2, 3, 4, 5 und zwei einfach zu rechnende anf jeder
ihrer Transversalen liegen. Bs bleiben also

92,8 —5.14.4— 10.2 = 116

Schnittpunkte, wie vorhin, und man hat den Satz:
Es giebt 116 Kegel, welche durch ecinen gegebenen Pumnit gehen
und sichen gegebene gerade Linien bevithren.
Auf die Betrachtung besonderer Fiille, welche man in #hnlicher
Weise wie in § 6. mit Leichtickeit anstellen kann, wollen wir hier
nicht eingehen.

- taillil s

Um die Anzahl der Kegel zu bestimmen, welche durch einen ge.
gebenen Punkt gehen, eine gegebene Ebene und fiinf gegebene Gera:

den 1, 2, ... 5 beriihren, nehmen wir in dieser Ebene cine Gerade
6 willkiirlich an. Die Punkte, in welchen diese Ebene von der Curve
v o
BADISCHE
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52tr Orduung (§ 9.)
Kegel. Von den 52 Schnittpunkten liegen 14 doppelt zn rechnende
H2 — 2 .14 = 24 wesentliche

geschnitten wird, sind die Spitzen der gesuchten

auf der Geraden 6. Xs bleiben daher

Schnittpunkte und wir haben den Satz:
Es gicht 24 Kegel, welche durch cinen gegebenen Punkt gehen,
eine gegebene Ebene und fiinf gegebene Geraden beriilwen.

Eine beliebige, durch die Gerade 1 gehende Ebene schueidet die
Fliche (11) in einer Curve 14'r Ordnung, welche in die vierfach zu
rechnende Gerade 1 und in eine Curve der zehnten Ordnung zerfillt.
Die letztere hat die Schnittpunkte der Geraden 2, 3, 4, 5 mit der
Ebene zu vierfachen und die Schnittpunkte der Transversalen von 2,
3, 4, 5 mit der Ebene zu Doppelpunkten. Daraus folgt d®r Satz:

Die Spitzen der Kegel, welche durch einen gegebenen Punkt
gehen, cine gegebene Ebene und wvier gegebene Geraden beriibren,
bilden eine cbene Curve der zehmten Ordnung, welche die Sehwitt-
punkte der Geradenm mit der Ebene zu vierfachen, und di
Punkte, in welchen dic beiden Transversalen der gegebenen Ge-
raden die Ebene treffen, au Doppelpunkiten hat.

Legen wir durch die Gerade 2 eine zweite beliebige Ebene, so
schneidet sie die Curve zehnter Ordnung ausser in dem auf 2 liegen-
den vierfachen Punkte noch in sechs andern Punkten; sie sind die
Spitzen der Kegel, welche heide Ebenen und die Geraden 3, 4,5 be-
rithren, und durch den gegebenen Punkt gehen.

Lis giebt also sechs Kegel, welche durch cinen gegebenen Punlit
gehen, zwei gegebene Ebenen und drei gegebene gerade Linien
beriilren.
8§ 12.
Wir betrachten jetzt den Durchschnitt von zwei Oberfliichen vier-
zehnter Ordnung, welche in der in & 8. angegebenen Weise bestimmt
sind durch
die Geraden 1, 3, 4, 5 und den Punkt 0 und
t, 5 und den Punkt 0,

die Geraden 1,

Diese Flichen schneiden sich in einer Curve der (14 .14y Ord-
nung, von welcher aber die sechszehnfach zu zihlenden Geraden

1, 2,...5 und ihre zehn vierfach zu zihlenden Transversalen Be-

standtheile sind. Hieraus folgt, dass
die ."s',ur'(.";r':f. der f\fl';‘,fr"fi, welche /ﬁnf ."f".‘f“f”'—”"' Greraden berithren
und dureh cwei gegebene Punlte gehen, cine Cwrve der TG0
Ordnung bilden

L, T T ;) G, : i -
Die Curve 52! Ordnung (8 9.) schneidet die zweite der oben be-
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trachteten Flichen in 52.14 Punkten; davon liegen 14 achtfach zu
rechnende auf jeder der Linien 1, 2, ... 5 und zwei doppelt zu
rechnende auf jeder ihrer Transversalen. Die iibrigen Punkte sind
Spitzen von Kegeln, welche durch 0 und 0° gehen und die Geraden
1, 2, 3, 4, b, 6 beriihren.
s giebt also 128 IKegel, welche durch zwei gegebene Punkte
gehen wnd 6 gegebene gerade Linien beriiluren.

Die Spitzen der Kegel, welche durch zwei Punkte 0 und 0’ ge-
hen, und vier Linien 1, 2, 3, 4 beriihren, bilden als zweifach unend-
liche Schaar eine Oberfliche, deren Gleichung in einer iibersichtlichen
Form abzuleiten bedeutende Schwierickeiten zu iiberwinden erfordert.

Man iiberzeugt sich leicht auf geometrischem Wege, dass sowohl
die Verbindungslinie der Punkte 0 und 0, als die gegebenen Geraden
1,2, 3,4 auf der Fliche liegen miissen, weil alle ihre Punkte Spitzen
von Kegeln sein kinnen, welche den gestellten Bedingungen geniigen,
und zwar entsprechen den Punkten von 00" uneigentliche Kegel die-
ser Art. Die Geraden 1, 2, 3, 4 und 00" werden vielfache Linien

der Fliche sein.

Die beiden Transversalen von 1,2, 3, 4 dagegen liegen nicht auf

- Ml
der Fliche, weil man von den Punkten dieser Linien keine eigent-
lichen oder uneigentlichen Kegel den gegebenen Bedingungen gemiiss
construiren kann, wohl aber die Transversalen von 00" und je dre:
der Geraden 1, 2, 3, 4.
Wir betrachten nun zwei solche Flichen, entsprechend
2R 0/
und b b4 b
b Bt e 1 9 :

Der Durchschnitt beider enthiilt den Ort der Punkte, von welchen
man Berithrungskegel an 1, 2, 3, 4, 5 legen kann, die zugleich durch
0 und 0" gehen. Dieser Ort ist nach § 12 eine Curve der 76'» Ord-
nung.

Wenn z die Ordonung der beiden Fliichen bezeichnet, auf welchen
die gegebenen Geraden zfache Linien sein mogen, so schneidet die
[inie 5 die erste Fliche in z Punkten, welche zfache Punkte der
Curve 76"t Ordnung sein miissen. Diese Curve hat folglich auf jeder
der Geraden 1, 2, 3, 4, fiinf xzfache Punkte.

Unter den Schnittpunkten dieser Curve mit der Fliche achter
Ordnung (6) befinden sich die Spitzen derjenigen Kegel, welche die
Geraden 1, 2, ... 6 beriihren und durch O und 0 gehen. Nach § 12.

X Ty
ist die Anzahl dieser Kegel 128. Da die Linien 1, 2, 3, 4, 5 Dop
X S
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20 Hrernovzen

sellinien der Fliche (6) sind, so ist diese Zahl andrerseits auch
I 0} )

und aus der Gleichung
128 = 8.716 — H.2. 2z
folgt z2 = 48.

Betrachten wir jetzt die Schnittpunkte der Curve 76%r Ordnung
mit derjenigen Fliche 14'* Ordnung, welche aus (11) entsteht, wenn
man fiiv 0 einen dritten Punkt 0 setzt. Da diese Flicke jede der
Geraden 1, 2, 3, 4, 5 zu vierfachen Linien hat, so ist die Anzahl
derjenigen Sehnittpunkte, welche ausserhalb dieser Geraden liegen

14.76 — 4.5.22 = 104,
Man hat daher den Satz:
Es giebt 104 Kegel, welche durch drei gegebene Punlte gehen
wnd fimf gegebene gerade Linien berithren. .

Dieser Satz ist das letzte Resultat, welches aus unsern Hauptglei-

chungen (6) und (11) abgeleitet werden kann.

§ 14

In allen vorhergehenden Untersuchungen freten wenigstens fiinf
beriihrende gerade Linien auf, welche ausreichen, um einen Kegel von
gegebener Spitze eindeutig zu bestimmen.

Wir wenden uns nun zur Betrachtung von Kegeln, welche min
destens durch fiinf Punkte gehen, und kénnen hierbei einen dem vor-

| her befolgten ganz &ilmlichen Weg einschlagen. Die Entwickelungen
| gestalten sich viel einfacher, weil an die Stelle der geraden Linien
Punkte, an Stelle der Hyperboloide Ebenen treten.
Die Spitzen der Kegel, welche durch sechs gegebene Punkte gehen,
bilden eine Oberfliiche, deren Gleichung wir zuniichst ableiten wollen.
Die gegebenen Punkte
2,0 29 20 260 (G=1,2, ...86)
verbinden wir durch gerade Linien mit einem beliebigen Punkte
Ly Ty &g Ly
des Raumes, und driicken aus, dass die Durchschnittspunkte der sechs
Geraden mit der Ebene #, = 0 auf einem Kegelschnitte liegen. Diese
Durchsehnittspunkte haben die Coordinaten
&, ;J'![" —= i1l \r'l"” y Lo .;']”} == .f'?.I'.‘,I"J y Lq M — _rI.J'.:"" o ]} P H\
und liegen auf einem Kegelschnitte, wenn
(123) (145) (625) (634) — (125) (134) (623) (645) — 0,
wo (#Aw) die Determinante bezeichnet
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Ueber Kegelschnitte im Raume. 21

".l"'|ly.l — g0
_r_.‘l.t_i"" — .l.'].ﬂ'll')'] !
.’r.l.?.lfu\
welche identisch ist mit
Ly ) T3 &)
T 2,0 2, z,®  z
I 7 1(}:': . .“_in’.] :i-ru']
,-1|_u| -,r-l_'l;n ) :t_-lflul
Wir wollen von nun an unter (xig) den Factor von — z,? ver-

stehen. s stellt, gleich Null gesetst, die durch die Punktex, 1, g
bestimmte Ebene dar. Nun ist
(12) (123) (145) (625) (634) — (125) (134).(623) (645) = 0

die Gleichung der Fliche der Kegelspitzen, frei von jedem iiberfliissi
gen Faector. Diese Gleichung ist der Form nach identisch mit (6).
Aber in der letztern bedeuten 1, 2, ... 6 gerade Linien und (% 4 u)
Hyperboloide, wiihrend in (12) diese Zeichen fiir Punkte und Ebenen
gesetzt sind.
Aus Gleichung (12) konnen wir sofort den Satz ablesen:
Die Spitzen der Kegel, welche durch sechs gegebene Punlite
gehen, bilden cine Oberfliche der vierten Ordnung, welche diese
Punlte zu Doppelpunkten hat.  Auf il liegen die 15 Verlin-
dungslinien von je zweien der sechs Punkte und dic Schwitl-
linien der 10 Ebenenpaare, welche man durch die sechs Punkite

linduwrchlegen Fann.

Wir nehmen nun, analog den Betrachtungen in § 4., zu der
Fliche (12) eine zweite, gleichgebildete Fliche hinzu, in welcher der
Punkt 6 durch einen weitern gegebenen Punkt 7 ersetzt ist. DBeide
Flichen haben die zehn Verbindungslinien der Punkte 1, 2, ... 5
gemein und schneiden sich ausserdem noch in einer Curve der sechsten
Ordnung. Von den vier Schnittpunkten der ersten Fliche mit der
Verbindungslinie von 5 und 7 fallen zwei in den Punkt 5; die beiden
andern liegen auf der Curve sechster Ordnung.

So ergiebt sich der Satz:

Die “Spitzen der Kegel, welche durch sicben gegebene Punlite
lindurchgehen., bilden cine Curve der sechsten Ordnung, welche
die Verbindungslinien dieser Punkte zu Sehnen hat,

Von den 24 Schnittpunkten dieser Curve mif einer dritten, den
Punkten 3, 4, 5, 6, 7, 8 entsprechenden Fliche vierter Ordnung lie-
gen 20 aof den Verbindungslinien der Punkte 3, 4, 5, 6, 7.
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22 HrepnoLzee.

Es giebt daher vier Kegel, welche durch acht Punkte gehen, wie
bekannt.

& 16,

Wir haben in § 8. an die Stelle einer der gegebenen Geraden
einen Punkt treten lassen; in fhnlicher Weise konnen wir jetzt einen
der gegebenen Punkte durch eine Gerade ersetzen und den Ort der
Spitzen der Kegel untersuchen, welche durch fiinf gegebene Punkte

gehen und eine gegebene gerade Linie beriihren. i

HEs mégen

z, __,?m &ql) _.;_-I-:rl (,‘ T _-‘.:l\l.
die Coordinaten der gegebenen Punkte, und
Y14y Ys Yy ) “ 1

die Coordinaten von irgend zwei Punkten der gegebenen Geraden sein.

Wir haben weiter nichts zu thun, als in Gleichung (12) an Stelle
des Punktes #® iroend einen Punkt

Y — As, Yo — Aay, yy—RAay, y,— ke,

der gegebenen Geraden zu setzen und die nach 4 gebildete Diserimi
nante der Gleichung (12) mit Null zu vergleichen.

Bezeichnen wir wie in § 8. die Producte (123) (145) und (123) (134) ‘
mit ¢ und ¥ und setzen

fioo () = 5+ @, 1, 2,0 2,0, '

so erhalten wir aus (12) die Gleichung ‘

@{ M+ 2NA+ P2} — ¢ [M'+2N'A4 P’y — 0,
wo die M, N, P, M, N’, P’ ganz wie in § 8., Seite 575 aus den
fa(y) und f; (2) zusammengesetzt sind.

Bilden wir jetzt die Discriminante und definiren die Ausdriicke
Ay durch die Gleichungen

fir () = wy A 4 uy Al 4 wy A 1w, A7,
so erhalten wir als Gleichung der Fliche der Kegelspitzen:
; A 1y 112
ol a2 | ot

19) + 299 {[42] 1] [ 4] 5] [ [0, [ 1} |

5| |4
welche der Form nach mit (11) vollkommen iibereinstimmt.

Wie Gleichung (11) so gestattet auch Gleichung (13) eine dop
pelte Interpretation. Betrachtet man niimlich die in @, ¥ und den
Ay vorkommenden Coordinaten @yy oy @y, 2, als Constanten und die
Determinanten des Systems

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK Baden-Wiirttemberg



Ueber Kegelschnitte im Ranme, 23

Y ¥ Ys Yy
o P o ’
2 23 2,
welehe wir in passender Reihenfolge mit passenden Zeichen durch
Vipg Uyy <00 U

bezeichnen wollen, als Veriinderliche, welche der Gleichung

s Vg =0

geniigen, so stellt Gleichung (13) den Kegel in Liniencoordinaten dar,
welcher den Punkt z zur Spitze hat und durch die Punkte 1,2,...5
oeht,

Jetrachten wir dagegen die 2 als die Veriinderlichen, so ist (13)
die Gleichung des gesuchten Ortes der Kegelspitzen und wir kénnen

aus ihr sofort den Satz ablesen:

Die Spitzen der Kegel, welche durch fiinf gegebene Punlite gehen
wnd eine gegebene Gerade beviihren, bilden eine Fliche achter
Ordnung , welche sowohl die gegebene Gerade als die zehn Vor-

bindvngslinien der fiinf Punkte zu Doppellinien hat.

§ 16.

Mit Hiilfe der Gleichungen (12) und (13) kann man in dhnlicher
Weise wie mit den Gleichungen (6) und (11) eine Reihe von Abgih-
lungen machen. Wir fithren darunter folgende an:

Die Spitzen der Kegel, welche durch seehs Punkte gehen wid
cine Gerade beriihwen, bilden ecine Curve der zwilfien Ordnung
mit vier Doppelpuntten auf der gegebenen Geraden und vier
cinfachen  Punkten auf jeder Verbindungslinie der gegebenen
Punlte.

Es giebt acht Kegel, welche dureh sichen Punlte gehen wnd
cine Gerade berdifiren.

Die Spitzen der Kegel, welche dwrch fiinf Punkte . gehen und
wwei gerade Linien berithren, bilden eime Curve dey 24'n Opd-
nung mit acht Doppelpunkten auf jeder der gegebenen Geraden.

Es giebt 16 Kegel, welche durch sechs Punkte gehen wnd
zwer gerade Linden beriilwen.

s giebt acht Kegel, welche durch fimf® Punkte gehen, eine
Ebene und eime gerade Linie beriihren.

Es gicbt vier Kegel, welche durveli sechs Punlte gehen und

cine Libene beriihiven.
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24 Hizrnonzer.  Ueber Kegelschnitte im Ranme.

Die im Vorhergehenden entwickelten Gleichungen reichen aus fiie
alle Abzihlungen von Kegeln, zu deren Bestimmung entweder minde-
stens fiinf Punkte, oder mindestens fiinf gerade Linien gegeben sind.

Wir behalten uns vor, in einer spiitern Arbeit auf diesen Gegen-
stand zuriickzukommen, und auch die geringe Zahl der iibrigen Hille

zut hehandeln.

Carlsruhe mm December 1869,

]

Badcn“’ﬁ;'ttcmbc g



HIII!lUIHeI\HIIH\II\I!PIIHHI!HHHHIINIlINJIlH!III

N11< 51976397 090




BADISCHE

LANDESBIBLIOTHEK



	Vorderdeckel
	[Seite]
	[Seite]

	Titelblatt
	[Seite]
	[Seite]

	Ueber Kegelschnitte im Raume
	Seite 1
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19
	Seite 20
	Seite 21
	Seite 22
	Seite 23
	Seite 24

	Rückdeckel
	[Seite]
	[Seite]


