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n positive Zahlen »,,7,,---,7, nennt man hekanntlich zusammen-

gehiirige (oder assoziierte) Konvergenzradien einer Potenzreihe

o
W |
1 1
—
: v
wenn P(z,, 25, - -, z,) fiir
(2) 2 | <y [ g | <irgs oy [ R,

1 1 2 =it b n ]

absolut konvergiert, wihrend absolute Divergenz stattfindet, sobald

(3) 2l =) = e

angenommen wird.
Denkt man sich im Falle » = 2 in einem rechtwinkligen Koordinaten-
systeme die Punkte # = r,, y = 7,, deren Koordinaten zusammengehorige -
Konvergenzradien sind, markiert, so erfiillen sie eine Kurve .
(4) oz, y) =\.
Die Stetickeit derselben bewiesen zuerst die Herren A. Meyer und
13

teressante Folgerungen zog. Von einer anderen Begriindung dieses Stetio-

B. Phragmén, neuerdings Herr F. Hartogs der daraus weitere in-

keitssatzes ausgehend, beweise iech im foleenden auBerdem, daffi die er-
T ?

wihnte Kurve in jedem Punkte einen vorwarts und einen riickwirts

genommenen Differentialquotienten besitzt . die voneinander verschieden

# Meyer, Stoekholm. Ved. Ak. Férh Ofv. 40 (1888), Nr. 9, p. 15. — Phragmén,

Beitiiige zur elementaren Theorie der Potenzreihen

ebenda Nr. 10, p. 17 Hartog

und der eindeutigen analytischen Funktionen zweier Veriinderlichen. Miinchner Inaugu-

raldissert. Lpz. 1904, p. 8—11. Wiihrend der Korrektur der vorliegenden Arbeif
machte mich Herr Blumenthal in liehenswiirdiger Weise darauf aufmerksam, dafl
gin Teil der darin enthaltenen Resultate (im wesentlichen auch der Hauptsatz von
p. 292) schon von Herrn Fabry (C. R. 1902, Bd. 134, p. 1190—1192) auf andere Weise
sefunden wurden: daselbst spricht Herr Fabry auch den p. 316 erwithnten, spiiter
von Herrn Hartogs wiedergefundenen und bewiesenen Satz aus.

19
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290 (+. Faser,

sein kénnen (dann hat die Kurve @ (2, ) - O in dem betrachteten Punkte
eine Ecke, die iibrigens zugleich Hiiufungsstelle nnendlich vieler benach-
barter BEcken sein kann).

Aus der bloBen Kenntnis einer Tangente ¢ im Punkte »,, », liflt
sich dann in der zy-Ebene ein zweidimensionales Gebiet definieren, aufier-
halb dessen kein Punkt der Kurve ¢z, y) =0 liegen kann; dieses Kon-
tinuum wird begrenzt von den heiden Koordinatenachsen und derjenigen
Kurve der Form z%y7: = const, welche im Punkte r,,7, die Tangente
t hat. Die so gefundene Beschriinkung im Verlaufe der Kurven ¢(z, y) =0
laBt sich aunch in der Weise ausdriicken, daB diese Kurven Lisungen
eimer f)if,?}'rr'uﬁubtra.r,n’.'-'e'r'hmm zweiter Ordnung sind. Umgekehrt zeigt sich,
daB zu jeder Kurve ¢ (z, y) = 0, welche der betreffenden Differentialunglei-

chung geniigt, unendlich viele Potenzreihen R(z,, z,) gehoren, fiir welche

p(z,y) =0 Kurve der assoziierten Konvergenzradien ist, d. h. geniigen
die Werte & = r,, y = r, der Gleichung ¥(x, y) = U, so0 ist #, 7, ein Paar
zusammengehériger Konvergenzradien von *B(7,, ) und umgekehrt.

Im ersten Paragraphen der vorliegenden Arbeit fithre ich die Be-
weise der soeben erwihnten Siitze aus; dieselben lassen sieh simtlich unter
Beibehaltung des eingeschlagenen Beweisganges auf Funktionen beliebig
vieler Verénderlicher ausdehnen. Bei der vorliegenden Untersuchung kann
der Fall n =3 als Typus des allgemeinen gelten; einerseits nimlich bietet

]

der Fall » = 3 gegeniiber demjenigen »n = 2 einiges neun Hinzukommende,

| das einer besonderen Erlinterung bedarf (s. § 2); andererseits aber
ditrfte dann der Weg zu weiteren Verallgemeinerungen geniigend vor-
gezeichnet sein.

Die folgenden reihentheoretischen Entwicklungen liefern zugleich einen
Beitrag zu der noch wenig geklirten Frage iiber den Verlauf der Singu-
larititen einer Funktion mehrerer Veriinderlicher: einige diesheziigliche

Folgernngen werden am KEnde der Arbeit (s. § 3) gezogen.

8 1.
Es sei 1, 7, irgend ein Paar zusammengehoriger Konvergenzradien der
Potenzreihe

o

By : 5

(:)\ \‘E(:{'] e ] = \}_’u v @, LY
E { ™y Wa

die Annahme, daB eine der Zahlen », oder », gleich Null sei, ist fiir das
Folgende ohne Bedeutung und wird daher ausgeschlossen; die oberen
1 ey 7o - r P " . > ¥ 1 s

Grenzen der Zahlen », und », sollen mit K, und K, bezeichnet werden und

nach Herrn “‘tl‘f";_,';-\'i?:? die Mazimalradien (der 24- bzw. x,-BEbene) heiflen.
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Potenzreithen mehrerer Veriinderlicher 291

Zwischen », und », besteht bekanntlich®) die charakteristische Be-
ziehung:

] - .', all go¥
6) hm V |a,,|rirs = 1.

Fiir das Folgende kommt es vor allem darauf an, jene a,, auszu-
sondern, die fiir das Zustandekommen dieses oberen Limes :mrssvhiaggci.mend
sind. Ist &, irgend eine Zahl zwischen Null und 1 (mit EinschluB dieser
(irenzen) und wird ein fiir alle Mal 1 #, = &, gesetzt, so sind, falls

o
man die Reihe betrachtet, welche aus P(z,, ;) entsteht, wenn man alle a,,
gleich Null setzt mit Ausnahme derjenigen, deren Indizes der Ungleichung

=l i 4 T .
#—0= < &, + o und also auch der Ungleichung
. Lo —="T1 T8 .
14)
. v -
. — 0 = <& +o0
- o u-+v - &

veniigen, folgende zwei Falle denkbar:

1+

[ Fall: Es bleibt, wie klein auch die positive Zahl ¢ sei, fiir die

m Y |a,, |rry=1 bestehen, In

ey

iibriggebliebenen a,, die Beziehung li

ptr=o
diesem Falle nenne ich die Zahlen &, #, zu den Konvergenzradien ry, 7,
oder auch zum Punkte @ = »,, y = 7, gehorig und umgekehrt diesen Punkt
von den Zahlen &, &, abhingig.

II. Fall: Wenn die a,, durch die obigen Ungleichungen (7) be
schriinkt sind, so ist fiir ein gewisses ¢ = g, und um so mehr fiir alle
kleineren o:

ol ga¥ also aue
(R) a,, |rry < 1, also auch

wo 5 > 0 ist. Es heiBen dann die Zahlen &, #, nicht zum Punkte », 7y

gehorig und letzterer von &, &, unabhingig.

Zunichst ist klar, daB zu jedem Punkte »,,7, — unter »,,7, immer
msammengehorige Konvergenzradien verstanden — mindestens ein Zahlen-

9,

paar 4,
Folge so auswithlen, daB fiir die ausgewiihlten a,,

gehort: denn wegen (6) liBt sich aus den a,, eine unendliche

s
lim V| a,, |riry =1 ist;

pAv=

: : i1 Uy i v
bildet man nun fiir alle diese @,, die Zahlen ©; = — und @y = ——
9. eine Hiufungsstelle der ©,,0,, so ist &, &, ein zum

und ist &
Punkte s

", 7y gehbriges Zahlenpaar.

Lemoine, Bull. des Sc. Math, 20 (1896), p. 286—292.
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909 (. Fanen,

Dies vorausgesetzt, betrachte ich die sog. W-Kurve:
(9 ghy?s -;“"’JJ';,-.
soweit sie in dem Quadranten verliuft, in welechem z und y beide positiv
sind: ist @, — 0 oder &, =0, so hat man es mit einer Parallelen zur
- bzw. y-Achse zu tun; im f{ibrigen sind die hier zu betrachtenden <
W-Kurven iiberall (nach oben) konkay und haben die Koordinatenachsen

zu Asymptoten. Ein Punkt 2 =5, ¥y =5, heift oberhalb der W-Kurve

iy = O gelegen, wenn shsd > O ist. Es besteht dann irli;_'_‘i.-n:]:'r"
Hauptsatz: Liegt der Punkt x—s,, y =258 oberhall der Karve
gty = rhods und gehiort das Zahlenpaar #, iy 2uni Punlite ry,r,, s0

kann s,, s, kein Paar susammengehoriger Konvergenzradien sem.
it i 8.\ %

Denn es ist nach Voraussetzung ('J_'_} -(f } " > 1, also auch, wenn

. i 1 * . |
o~ 0 geniicend klein gewiihlt wird, wegen der Stetigkeit der Kxponen
S0~ D o i )

tialfunktion

e N to (8. \TaToO
(‘\’} 25 (\ } 1, also mu-hl 4
(100 r \ ¥'a/ | Tir 9 < 0,
>1+49 I
demnach
11 L} ! L Il 1 i v
_ - (5, \ ]
(11) lm YV |a,,| s lim V'|a,, |7 t’] (J
T " [T x v
]I e W, g
| da ja, wenn die w,» durch die Ungleichungen:
I
9 = 0Lt 9 +o
= i+ - -
(1) \Q 9o
&, — 0 T < 4 UI
@S g 1
beschriinkt werden, einerseits lim )/ | a,,, riri=1 bleibt, andererseits nach (10)
" '
[ 8\ TR ¥ . : : ; : : %
(.') L 4+ %" ist; weil aber lim }J a,, 1 ausfillt,
J; it v .
ktnnen s keine zusammengehorigen Konvergenzradien sein, und die
Potenzreihe ".b\"‘.!'] s @y) divergiert absolul fiir |, 81, | %, S “§
(ehoren zum Punkte ry, s mehrere Zahlenpaare i, @, also auch
mehrere W-Kurven, so kann s,,s, fkein Paar zusammengehoriger [Kon-
vergenzradien sein, wenn der Punkt s,, s, oberhalb auch nur einer dieser
Kurven liegt. Aus den, eventuell unendlich vielen, zum Punkte r, r, ge-
horigen W-Kurven lassen sich dann zwei, die exfremen VW-Kurven, aus-
withlen, die fiir die AusschlicBung dasselbe leisten wie die (Gesamtheit.
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Potenzreihen mehrerer Veriinderlicher. 293

Um dieselben aufzufinden und dann weitere Schliisse zu ziehen, be-
achte man zuniichst den folgenden

I. Hilfssatz: Gehirt das Zahlenpaar &, &, nicht zum Punkte r , r,
so gibt es eine positive Zahl 6, derart, daff auch die simtlichen Paare

i+ 6, ¥ + 6 nicht zu ry, ¥ gehiren, solange 6 < @, ist.

?

Mit anderen Worten: Die Menge der zu einem Punkte r,, r, ge-
h:"l]'igt'n y,u]:[-‘n[wn:ll‘n- iy, P ist :lhgusL‘.h[nﬁs:.“. d. k. sie enthalt shre Hil
fungsstellen.

Haben 2 und ¢ < g, die gleiche Bedeutung wie in (7) und (8), so

. 0, - : .
geniigt es ¢, = ' zu wiihlen, denn dann ist nach (8):
1] )
) s
(12} lim @, 1 W,
wenn g und » den Ungleichungen
c o S u =y 3 ’
y. + 9) 0 < (&, +6)+ 0
- L = i w— v R
Ll—.r'l
~ - 1 el =l -
(@ F+06)—po <— < (#,+6)+0
2 P Vs

Iir 6 und g < —- genigen

Wenn also &, die obere und &, die untere Grenze der zum Punkte

1 1

ry, ¥y gehorigen Zahlen &,, und 4, =1—#

sprechend fiir die Zahlen &, gebildeten Groben sind, so sind auch die

yy dy=1—9; die ent

Paare &, #, und #,, &, zum Punkte 7,7, gehorig.
Die durch »,, », gehenden extremen W-Kurven sind nun die fol-
genden:
T 5, 0
2%y = Py
(13)

g,

ghyh =rhr,

und zwar gibt die erste fiir & > 7y, die zweite fiir z <, das genaueste
p

unkte s, s;

lesultab, wenn man durch den Hauptsatz moglichst viele
ausschliefen will.

Die {ibrigen zum Punkte »,, , gehorigen W-Kurven verlaufen simt-
lich ganz zwischen diesen beiden. Es ergibt sich dies daraus, daB sich,
wie leicht ersichtlich, zwei W-Kurven hochstens in einem Punkte (des
allein in Betracht kommenden Quadranten) schneiden kinnen und daB die
W-Kurven um so rascher der X- (bzw. Y-)Achse asymptotisch zustreben,

. 2 e
je groBer (bzw. je kleiner) das Verhiiltnis g 1st.

Ist insbesondere &, — 1, also &, = 0, ‘so artet die eine zum Punkt
ry, ¥ gehorige extreme W-Kurve in die Gerade # =», aus und nach
BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



294 (3. Fager.

dem Hauptsatze gibt es dann kein Paar '.f.:asamnus.ngt-lwl'l%;vr Konvergenz-

radien r{, r;. wo ¥, > 1y wiire; 7y ist somit Maximalradius; dagegen ist
u+v

(14) lim V] a,, |riry 1

; uA V= ¢

fiir jedes zwischen O und r, gelegene 7,’; da namlich
T

1 1/ | | gt gov -

lim Y |a,, | r{"s 1

tv=o

i o

s 1

1 ] 1 Jarmer ala ot "
oin: es genii : 7u zeige ab er auch nicht kleiner als 1 ist; wenn
sein; es geniigt daher zu zeigen, dall ¢ i :

und 7, < r, vorausgesetzt ist, kann der Gremzwert (14) nicht grifer

nun (wegen &, = V)

(15) < &

i ]
¥

vorausgesetzt wird. so ist fiiv ein bestimmtes endliches ry

r.\M ¥
1—¢<(; ]
JIT
T oy
und es bleibt also lim V|a,,|riry = lim V'|a,, |7 in den
M4 y=ce A v=m

Grenzen 1 — & und 1; da wegen der Stetigkeit der Exponentialfunktion
¢ mit & beliebig klein wird, so ergibt sich die Richtigkeit der Behaup-
tung (14).
"Das Bestehen der Beziehung (14) besagt, dab sédmtliche Punkte
JI ryy 7y W0 0< 7y <r,, mithin das zwischen den Geraden y =0 und
y —r, gelegene Stiick der Geraden x =r, zur Kurve g(z,y) =0 zu
rechnen ist.

In analoger Weise ist eventuell das zwischen den Geraden # =0
und =1, gelegeur- Stiick der Geraden y =, der Kurve o(z, 3;)—-“
zuzuzihlen, wenn nimlich zum Punkte # = r,, y =, und also zu jedem
Punkte # < r,, y =#, das Zahlenpaar 0, 1 gehort.

Es ist auch denkbar, daB die ganze Kurve ¢(z, y) = 0 lediglich aus

der Geraden x = R, besteht; dies ist dann der Fall, wenn fiir jedes ¢ >0

-

Nau . B . v . . s
und fiir die durch die Bedingung —— < & beschriinkten @, sowie fiir
w-7v

. I
irgend einen endlichen Wert von », die Beziehung gilt:

v
lim} |a,,|Bi{r; =1,
4 v=re
wihrend B(#,, ;) nach Anschluf jener a,, fiir |2, | < R, und jeden end-
lichen Wert von x, absolut konvergiert. Beispiel:
1 :
[4 .5 at & s B K
1}'.\.11,.!_ = N - frl_ll___azl_
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Potenzreihen mehrerer Veriinderlicher, 295

wo G (2, r,) eine ganze transzendente Funktion von z, z, ist. (Dagegen
ist nach dem Hauptsatze nichi moglich, daBl die Kurve ¢(z,y) = Q; rJhn(’-in
eine Parallele zur y-Achse auszuarten, ganz im Gebiete z > & > f}'vl_‘]'lallﬁ_‘,
da die nicht ansartenden W-Kurven die Y-Achse zur Asymptote habeu.).

Ist r, nicht Mazimalradius und daher vom Paare (1,0) unabhiingig,
so gibt es nur emen zu 7, assoziierten Konvergenzradius »,. Wiiren n';im.-

lich »,,r, und r,, 7" zusammengehirige Konvergenzradien, rs >y und

ry, Fy YoM Paare #,(< 1), 9(> V) abhiingig, so wire, wenn wieder die

Ungleichungen (7) in treten, einerseits

(16) lim V' |a,, |rry =1, andererseits
it v = 3 7
[T .
h

m} |a

v x

(17) u

)~ ist aber groBer als 1, wenn ¢ <4, gewihlt ist, so daB wegen (16)

i+ ¥

lim V | @ pirsy > 1 ausfillt, was mit der Annahme, daB 7, r._.“ ZUSAIN-

('8 s Sl

- o
mengehorige Konvergenzradien sind, unvertriglich ist.

Im Intervalle 0 < & < R, gestattet daher die Funktion ¢(z,y) =0
die cindeutige Auflisung y = ¥ (2), durch weleche der zweite Konvergenz- !
radius als Funktion des ersten dargestellt wird. () nimmt, wie un-
mittelbar ersichtlich, mit wachsendem # monoton ab: es existieren daher
die Grenzwerte ¥ (r, + 0) und ¢(r, - 0); um die Ubereinstimmung der-
selben mit ¥(r,) und damit die Stetigheit von v (z) nachzuweisen, ist es
zweckmiibig, folgenden fiir den Nachweis der Differenzierbarkeit von P(x)
ebenfalls nitigen II. Hilfssatz einzutiigen, der dem ersten analog ge-
hildet ist.

Il. Hilfssatz: Ist der Punkt r,, ry unabhingig vom Zahlenpaare
ity, &y, so gilt das gleiche fiir siimtliche Punkite ciner gewissen Umgebung des
Punktes vy, ry.

Nach Voraussetzung besteht Ungleichung (8), sobald die w, v durch
(7) beschriinkt sind. p, und p, sollen nun in solcher Nahe von », und 7y
gedacht werden, dab erstens fir p, sowohl als fiir p, der Wert Null aus-

- . I Ja . asg .
oeschlossen ist, zweitens Pt und Y2 so nahe an 1 liegen, als nétig 18t zum
> ’ ¥ .

1 2
Bestehen folgender Ungleichung fiir o0 < 0,¢

o7, \Tg

wo g, und % die gleichen Zahlen sind wie in (7), (8).
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296 (3. FaBer.

Dieser Bedingung kann wegen der fiir alle in Betracht kommenden
Exponenten oleichmiiBicen Stetigkeit der Potenz in der Nithe des Wertes 1
der Basis immer geniigt werden; dann ist aber, wenn wieder die g, » durch

(7) beschriinkt sind:

s ol o T o it 4
- AN - - i j ( s A
J A A )
lim V| a,,|ptp; = lim V [a,,|rir { 5, ( J)
11 ! Y= i+ ¥ o 1 2
(19) et

< lim V|a,,|r4ry (1 -+7) (nach (18))
A=+ o y
= Ut (nach (8))

Diese Ungleichung besagt im Verein mit (7), dafl p,,p, von den
Zahlen #, &, unabhiingig ist.

Zusatz: Aus dem Beweise folgt sofort, dab unter den gemachten
Voraussetzungen der Punkt p,, p, auch von keinem der Zahlenpaare

+ 0

# +o, #Fo, Wo o <o, abhiingen kaun (wie sich auch aus dem
I. Hilfssatze ergibt).

Wire nuin 0 <7, < R, und ¢(r, —0) — ¢ () eine von Null ver-
schiedene und darum, wegen der Monotonie von (), eine positive Gribe,
so miiBte das zu r,,r, gehorige extreme Zahlenpaar 4, 1, &, =0 sein;

anderenfalls ligen néimlich wegen der Stetigkeit der nicht ausartenden

W-Kurven Punkte », — & w(r, — &) fiir beliebig kleines ¢ oberhalb simt-
| licher zum Punkte »,, 7, gehérigen W-Kurven, was nach dem Hauptsatze B
| unmoglich ist. Durch das zugehdrige Zahlenpaar 1,0 ist aber » als
/ Maximalradius It; charakterisiert,

Ahnlich ergibt sich ¥ (r, + 0) = ¢(ry), wenn 0 < 7y < R, ist. Wiire
niimlich ¥ (r; + 0) < ¥(r,), so miiBten zu Punkten » + & ¢ (1 + &) Zahlen
#, gehoren, deren oberer Limes fiir ¢ =0 von 1 nicht verschieden sein
i{!'_;lllllf-l" weil sonst der Punkt r,, s oberhalb von zu Punkten r, -+ &
w(r, + &) gehorigen W-Kurven zu liegen kiime. Aber aus der Annahme,
dab jener obere Limes gleich 1 sei, wiirde auf Grund des II. Hilfssatzes
’r'r:|gsi-n_, daB zum Punkte ry, 1y selber das Paar (1,0) gehtrte, daB also
Maximalradius wiire.

Genau so zeigt man, daB der erste Konvergenzradius eine stetige
Funktion des zweiten ist, solange dieser < R, bleibt.

Um nunmehr die Differenzierbarkeil der Funktion iy = @(x) in dem B
eingangs bezeichneten Umfange nachzuweisen, bezeichne man den Wert
irgend eines und jedes beliebigen der zum Punkte z, y gehorigen Zahlen-
paare #,,d, in seiner Abhiingigkeit von diesem Punkte mit &, (x), (@)
und die eindeutig definierten Maximal- und Minimalwerte der eventuell
unendlich vieldeutigen Funktionen #,(2), 8,(2) mit 9, (), #,(2), By(2),
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Potenzreihen mehrerer Veriinderlicher 297

&, (), so ergibt sich, daB jede Hiufungsstelle von Werten & (z + &),
wenn & der Null zustrebt, einen Wert & (2) liefert; die gegenteilige An-
pnahme wiirde niimlich sofort einen Widerspruch mit dem Zusatze zu dem

[1. Hilfssatze ergeben; es ist also inshesondere

&, (@) < lim ¥ (@ + €) < & (2) und auch
(20) Shal
9y (2) < Iim Sy(w + &) < (@)
=0
Diese Beziehung geniigt fiir das unmittelbar Folgende; cine priizisere
wird spéter abgeleitet werden.
[eh zeige nun, dafi dic Kwrve @(x,y) =0 in jedem Punkte x,y von

r{!.’H (rr :‘rr’r'u _"rflr,.ff)In-_r'.r'r-_f,ru'af caxtrenien U'-h‘m‘r'uf Lu'.r'f;"u'.’ H':“J‘f!’._' tl. ll. es 1‘-t

dzly  F(x)-x’ {\Hl.t'_.- =

(21) rl"__,(-] g (x)-y /d .U‘)

Demnach fallen diese Tangenten dann und nur dann zusammen, wenn
sum Punkte (2, y) nur ein Zahlenpaar &, 9, gehort.

o fd Y\ d gl .
Mit [;f'”j und (rd') werden, wie iiblich, der obere und untere vor-
e o a4 ?

dere Differentialquotient bezeichnet; dann gilt jedenfalls, da ja nach dem
Hauptsatze oberhalb jeder zu (z, y) gehiriger W-Kurve keine Punkte von

@(z, y) = 0 liegen diirfen: [
: fel . fd y\ = bi g -y \

99 SN (BN = D )

ek, (1) = ‘f} = "7 (¢ ’

und es ist zu zeigen, daB fiir einen belichigen Punkt x =»,, y = r, hier

iiberall das Gleichheitszeichen gilt, daB also die Annahme

o /i
e

. > . 1 1 [+% - » T
auf -einen Widerspruch fiihrt. Der Fall & =1, & = 0, r, = R, kann
von vornherein als erledict gelten; denn dann ist den drei in (22) auf-
tretenden GroBen der Wert ~ beizulegen; es ist also im folgenden

ry < Ry zu denken. Dann wiirde aber die Annahme

iiberall &, > 0,

(lf_fj) = i, () s

\d e (1) . e

besagen, daB es auf der Kurve o(z,y)="U unendlich viele Punkte
BADISCHE
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(r, + & 7, —&-ae) gibt, fir welche die positive Zahl ¢ der Null s

strebt, wihrend stets
(23) a(e)>Hh) 1 g)

(>

bleibt. Dabei muB wegen der bewiesenen Stetigkeit der Kurve y = y(z)
an der Stelle r,, ry:

(24) bmeé-a(e) =0

e=0

gein. Nun kann nach dem Hauptsatze der Punkt »,, », nicht oberhalb
einer Kurve 20 + ¢

cytntd = (p L B)htd(p, — g ag))h it liegen;

es ist also

(ry + -'-i}""("' FH Ly — & afe)ainte > rj""* f "r__',’-'-"l t4  oder
:)I" "
L&) / g\(r +e / e aleNPalr + 8

(437 (-t 2

\ 1 s /

oder wenn man die beiden Faktoren nach der binomischen Reihe ent-
wickelt:
s ed, (r, & E-a(E) Dy (r, + ¢ 1 1 1 s
(26) L o ST 4 (8] + (s - a@)F] > 0.
ry Ty \ s

Die mit [¢*] und [( - a(e))*] bezeichneten Restglieder kimnen wegen
der fiir alle in Betracht kommenden (helicbig kleinen) Werte von & gleich-
méBigen Konvergenz der binomischen Reihe auf das Vorzeichen der linken
Seite von (26) nur dann einen EinfluB haben, wenn

lim (%2018 __ 4020 + )

()
#=0 \ " Ty
ist; anderenfalls besagt (26), daB fiir < &
£9 (r) + & _ Bra(E)By(r; + & ~ ()
£ . =

ist, wober die linke Seite noch durch
darf; es ist also in jedem Falle

(27) lim -

=10 1 'y

{”151', : g) ale)d, (r, 1 &

und wegen (20) um so mehr

(28) lim % \a)
e=0 N

d. h.

(29) lim a(e) -

E=0

was in Widerspruch steht mit (23).
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Damit ist bewiesen, daf fiir jeden Punkt z, y der Kurve ¢(z,y) =0

(30) (u‘ v ) sy (..r. -y

. da/ 4 Uy (x) - x

ist; genau so zeigt man, was tibrigens auch aus (30) direkt durch Ver-
tauschen der Buchstaben x und y folgt, daf

s (dy Oy (@) -y

(31) ( )

: d a 9, (@) - x

1st.

Um weitere Schliisse iiber die Funktionen #,(z) und &,(z) und da-
mit iber die Tangenten von ¢(«,y) =0 zu ziehen, beachte man den
folgenden

III. Hilfssatz: Sind 2, y wnd z7, y" irgend zwei Punkte von
g(z,y) = 0 wund ist &" > o', also y" <y, ist ferner 9, %, irgend ein zum
Punkte &',y und &,", 8, irgend ein zum Punkte 3", y" gehiriges Zahlenpaar, so ist

ﬂ__:'}f.’." '(}1”;:’; 3’1’._ also -H”_L,”g a'}?'.
Nach dem Hauptsatze muf niamlich gleichzeitig

|:'}i:’{_] 2. I.«l,‘“".'u'{____. . y""-ﬁ

und

(34) zn

Ly

gein. Durch Division der linken Seite von (33) durch die rechte von (34)

und der rechten Seite von (33) durch die linke von (34) ergibt sich : {
lgl—" .(_"’,'ﬂl'— .!_\ ;- I“IF”“'-‘. - 'l___“ ;; II.".'JII— .'f'.' 3 ‘U'“‘_:r— 'I'_.'.
Setzt man @' — &, = ¢, somit & — &," = — {, so wird aus (3d):
i @NE - r\E
(36) ( ) < ("f] 3
! &) = \Wf)

iy’

Da nach Voraussetzung —, > 1, dagegen - < 1 ist, so ist (36) nur mog-

% s . - . % . X S A
lich, wenn £ negativ oder Null ist, d. h. wenn, wie behauptet, &~ = 9, 1st.

Die Funktion &,(x) nimmit also von ecinem Minimalwerte >0 bis zu
cinem Maximalwerte < 1 monoton zu.

sich dem 2’ unbegrenzt nédhern; dann erhélt man

Nun lasse man 2"

#,(w +0) = #,(z) und insbesondere &(z+0) > &,(x); durch den Zusabz
zn Hilfsatz II ist aber hier das Zeichen > ausgeschlossen, so dafi sich
!.“I’g‘i bt:

o 9,(z+0)=8,(x), By(z+0)==(x) und zugleich

(D1)

§,(2—0) = 9,(x), (x—0)= ().

= s A d 3 a1 ‘
Auf die Differentialquotienten (i;'?) . und (di)_ angewandt, besagen
diese Sitze folgendes:
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An jeder Vieldeutigkeits- und mithin Unstetigkeitsstelle von #,(z)

sind die beiden Differentialquotienten voneinander verschieden; dagegen

dap (o — 0\ dylx 0) (d vy
( : dx ] + ( dax ) " lﬂ" 1}

(dap (e - 0) dap (22 - 0)) iy
(\r! (;,'l,' : ) 5 (_r : r:,r ) i (_.rf;Jr'.]_ -

I

ist stets

(38)

Der Gesamthetrag der Unstetigkeiten von &,(z) ist << 1; daraus folgt,
daB auch®der (esamtbetrag der Unstetigkeiten eines der beiden Differen-
tialquotienten in jedem endlichen Intervalle (2, ") ein endlicher ist; da-
gegen kann derselbe mit wachsendem 2" jede endliche Grenze iiberschreiten,
da dann_das in den Nemnern von (21) befindliche &, (x) méglicherweise
der Null zustrebt.

Weil nach Hilfssatz I11:

.E}I ) x -'.rl'"ff g il o
&, (x) y {!,) mit wachsendem z ab-

nimmt, so hat man fiir jedes h > 0:

{
\

20} x+h (dap (x -+ h) e (dap(z)\ 0
')‘l"l P (x4 ) [\ dax ] i 1 (x ( da j 4
oder auch

; 1 7 a--h b (a0 == v pdabic N \
(397 rh - _ Al o
) h (_1"-.4-_{.- It ( } dax j J .

el b (a

+366 P8 i vale

. - e e b (e - 0) (e ()
und fiir lim % =0 (m:t Benutzung von (38): (’h L ') — (% ) )

dx \, It’.r‘ '
/ i fdap (- )y fdap(a
; \ ] / .
(40) (f Y ) “’_hf) ) & ( dax ] i ( dix )‘ <0
dz /) 4 ) dx/ + T Y ,;l.i',!. I =
(dap (@ - T)\ fel b ()
: 2 s : (\ dx J 3 { dax ) ' 22 '«""[':,r'i
endlich, wenn man fiir lim kiirzer ( )
; h=0 It dz? /4
schreibt:
(41) (F2), < & ('f‘”)"' Ly
\dx/ 4 y \dmx/ i x \dxl s

Dieser ]Jf'ff?'J'f';;{ffr!'-_‘fulrﬂ'lr-a’r';’a.'g,-,al.r; geniigen also samitliche Kurven wssoziierter
Konvergenzradien und zwar, wegen der monotonen Abnahme von y=¥(%),
mit nirgends positivem (-9"‘} : doch ist es nicht nétie, die Bedingung

da/ g gung
.‘f-‘rq ~ . : p s A
{:;_,-._.__ < U eigens hinzuzunehmen: es wird sich niimlich spiiter {?r,:'_i“e]wll_

daf} diese Ungleichung, wenn sie als Anfangsbedingung fiir einen Punkt
@,y erfillt ist, fiir alle Punkte 27, y”, wo 2" > a' ist, vermdge (41) von
selber hesteht.
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Al e o s b . 31 .
Auf Grund dessen, daB (41) eine notwendige Bedingung fiir die

Korven ¢(z, y)=0 ist, erkennt man, daB unzihlic viele monoton ab-

g
nehmende, i und differenzierbare, ja durchweg analytische Kurven
unméiglich die gegenseitige A“'h"“‘.‘—fl.‘-ﬂ\'*'lf zweler Konvergenzradien dar-
stellen kénnen.

Yaranirals n I A n gy __ T 2 . a
Beispiel: Fiir die Funktion y=¢ —1, wo a und n heliebige po

sitive Zahlen bedeuten sollen, erhilt man:

d*y 1 rf‘.-,r-]'-J i didy
dz® vy (_,f,:-.- Tz da
z2a it

= |rr'3,-x: + an(n+1)z%|

it
. w8
¢ a“n-e

l\r"r“ — 1).’(::3 i+ 2 3

und hieraus. indem man nach einigen Vercinfachungen statt des fiir alle

a

'
- e

v > 0 positven Ausdrucks : - kurz I schreibt:

withrend diese rechte Seite fiir Kurven zusammengehtriger Konvergenz-
radien nach (41) stets < 0 ausfiillt. Ein noch einfacheres Beispiel ist \
1 1
Y = — s
. S
Im Grunde ist die Differentialungleichung (41) nichts anderes als
cine durch den Beweis der Stetigkeit und Differenzierbarkeit vervollstin-

digte Umschreibung des Hauptsatzes; ich zeige nimlich, dall irgend eine

mit den als notwendig erkannten Stetigkeitseigenschaften ausgestattete
Kurve @(z, y) = 0, welche Lisung von (41) ist, unterhalb jeder sie in
irgend einem Punkte beriihrenden W-Kurve verlénft (oder mit dieser
W-Kurve ganz oder stiickweise zusammentiillt), ferner, dal diese Eigen-
schaft der Kurven ®(z, 4)= 0 auch hinreichend ist, um die ®(z, y) =0
als Knrven zusammengehoriger Konvergenzradien zn kennzeichnen, so daf
also auch dureh die zundichst wur als notwendig bestehend evlannte Differential-
ungleichung (41) die betreffenden Kurven vollkommen charakterisiert sind.
(Deshalb ist aunch die genau wie (41) abzuleitende Differentialungleichung,
im der nur die vorwirts genommenen |1iH't-.l‘elli'[;lli|110tif,'nhm durch die
ritckwiirts genommenen zu ersetzen sind, eine }_"f)lgc von -'-'H_.}

[is sei also nun eine im Gebiete 0 < 2 < R, stetige, mit nach rechts

{ ‘ . . - dy
stetigen vorwiirts genommenen Differentialquotienten (”, _{I) versehene und
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der Differentialungleichung (41) geniigende Kurve & (z,y) = 0 oder y = ¥(z)
vorgelegt; es soll gezeigt werden, daf diese Kurve nirgends oberhalb einer
W-Kurve verliuft, mit der sie einen Punkt (z,y) und den zugehirigen
s i i fd 1) s
Differentialquotienten (“, r_) gemein hat.

Zu diesem Zwecke ist vor allem aus der nach Voraussetzung fiir
y = ¥(z) bestehenden Differentialungleichung (41) oder aus der damif
gleichwertigen Ungleichung (40), indem man die p. 300 gemachten Sehliisse
riickwiirts verfolgt, die Ungleichung (39) abzuleiten fiir

J‘FJ < 1"|'|

O<a<a+h< B,

(iiberall ist dabei ¥ durch ¥ ersetzt zu denken). Ist ¢ eine gegebene

positive Zahl, so folgt aus (40) unmittelbar nur die folgende Ungleichung:

: 1 { Eta d¥ (¢4 «) E jd¥(EFoh \ |
(42) p (‘\l":t 5 {{ : ! ‘{Jt } ) 'I':'_-_'-:. { ”'l'-_:. j ]
1 E d¥iE+e)
LT [wr g | dE )
oder
FAan Eta [d¥Y(E-4w) i
k) ViE+a ( 3t )i —fa

fiir jeden Wert § des Intervalls 0 < & << R, — /" und fiir solche Werte ¢,
die kleiner bleiben als eine bestimmte Zahl ¢, s lifit sich dann nach
dem bekannten Verfahren, durch welches man auch aus der Stetigkeit
einer Funktion in jedem Punkte eines Intervalls die gleichmiBige Stetig-
keit derselben in dem Intervalle erschlieBt, zeigen, daB die Werte a; fiir
alle oben genannten £ iiber einer endlichen Grenze @ bleiben. Teilt man
daher das Intervall von 2 bis 24/ in # gleiche Teilintervalle:

L&y, By Bgy =y &Ly 1T, (@, =z+h),

: K ’ L35y
von der Art, daB die Ausdehnung ; jedes dieser Intervalle << & ist, so
n o~

gelten die Ungleichungen:

T, ) rﬂ!l & T (AW () YL
Wi \odg ) o Yo ( “da } =5
Ly d¥ Ta )\ & { .I"‘l't . h
44) L LG 7.2 W 1 @7 T, e
‘ Viwg) \ du, ), ¥i(x,) \ e, ) =iy o
2o (Y@ @, (@Y, )\
‘}’{.r-“- ( "'r"}.- : ; t|at_1.. ) L da 1! ) =n T
durch deren Addition man findet:
AF a—+h d ¥z h) T (W (a)
45) - . x4 h) ; : [dY(x) =
( / Yy . h [ da , A YF gy T ) )'! . .k’
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und da diese Schliisse fiir jedes positive & gelten:

= ()

ot

! v-+h (AW (x4 h) T (¥ (z)\
(40) Yix1-h) : ( dx ) : Y (x ( dx )

£

P ;i , d )\ - - e
Damit ist bewiesen, daf : (-!‘ ] monoton abnimmt, wenn ¥ eine Losung
g B . :

1
der Differentialungleichung (41) ist; ist also der Differentialquotient (‘;y)
dax) 4
fiir # = 2" negativ, so bleibt er es auch fiir gréBere Werte von z, und
die Funktion y = ¥ (z) nimmt von dem bezeichneten Punkte an mo-
noton ab.
Nun definiere man die Funktionen #,(2) und 8,(2) durch die folgen-
den Gleichungen:
(47) 8~ (29 HE b by(@)=1—8,);
() i v L.h. : 3, (@)’ ) Ug\&)= k)3
im Punkte 2', 4 wird dann die Kurve y = ¥(2) von der W-Kurve

_;"'l'-’l’y".’:'-"'" = .T’H"'r' ‘H’\‘?ull'.c'_l

beriihrt- Nach dem soeben Bewiesenen nimmt &,(2) monoton zu, &,(z)
i - )

monoton ab; ist daher 2", " ein von 2,y verschiedener Punkt der Kurve
y=Y¥(z) und etwa 2 >z, so erhilt man aus (47a) durch Integration

e,

zwischen den Grenzen (#,y") und (27, y”):

, dy - &, (x)
B y = #, (z')

und nach Ausfithrung der Integration und leicht ersichtlicher Umformung
T ¥ (7). Y * 3y () < IL.’.‘P, (=), y’."._.l'\.u'} sowie

(49) ;

' 2 @) g F @) L 49, gy Tz,

d. h. von den bheiden beliebigen Punkten (2, y) und (2", y”) liegt, wie zu
beweisen war, keiner oberhalb der im andern Punkte die Kurve y=Y(z)
beriihrenden W-Kurve.

SchlieBlich ist jetzt noch zu zeigen, dap es unendlich viele Potenz-
rethen P(w, , @,
y=WY(x) die gegenseitige Abhingigkeit der beiden Konvergengradien dar-
stellt, *5';'*?‘ ern mur y = ¥ () die folgenden fiir die mit y = 9 () bezeichneten
Kurven zusammengehiriger Konvergeneradien als notwendig erkannten Eigen-
schaften besitzt :

) gibt, fior welche die vorgelegte Kurve dl‘(_;:(,'}-_#;) =0 oder
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( : 143 i . y y : ¥ 1
y = Y¥(z) ist positiy, stetig und monoton abnehmend 1im Gebiete

» < R,, besitut daselbst iiberall eine nach vorwirts genommene Tan

gente und verliiuft nirgends oberhalb ircend einer [V-Kurve, mit der

y = ¥(z) einen Punkt samt vorwirts cenommener Tangente gemein hat,
An Stelle der letzteren Eigenschaft kann auch die Erfiillung der Differen-
tialungleichung (41) verlangt werden. Ist fiir @ = K, die Stetigkeit unter-

brochen, so ist die Kurve ®(z, %) =V bis zur X-Achse durch die Gerade

@ = R, fortgesetzt zu denken.
Der einfachste sich dem folgenden nicht ganz einfiigende Spezialfall,
in welchem die Kurve ®(z,y) =0 eine W-Kurve 2 - y" = ¢ ist, mige

voraushehandelt werden; man denke sich dann die Zahlen &, 8, ob sie

nun selber rational sind oder nichf, als Grenzwerte von Folgen rationaler
Yahlen mit wachsenden Nennern:

- . £l .
(H0) #, = lim , &.=1lim
-1 N s

re A v 864 [

! ik
(wo w und » ganze Zahlen sind) und setze a,,= 0, wenn u+ v nicht
T

- i . T 1 ‘ -
als Nenner in (H0) auftritt, sonst aber @,, = 4.5, wo ¢ die Konstante der

vorgelegten W-Kurve ist. Wenn dann 2 =r, y =7, irgend ein Punki

der letzteren ist, so ist aunch r,, », ein Paar assoziierter Konvergenzradien
.I. 2 s

der Potenzreihe B(z,, @) - zyway es existiert nimlich der eigent-

liche Grenzwert:
(Dl) lim Va, ri: lim 4Tl
W+ r=i = ¢ 41 x
T M il ¥s E (wegen der ﬁi't‘ti},jkl’ll! der

Exponentialfunktion)

wodurch r,,
reihe B (x,, 2

Zur Vorbereitung des Beweises fiir den allgemeinen Fall denke man

ry als Paar zusammengehoriger Konvergenzradien der Potenz

o) charakterisiert ist.

sich die rationalen Zahlen zwischen Null und £, (mit Ausschlufy dieser
Grenzen) nach einem beliebigen Abziihlungsverfahren in eine Reihe:
iy Loy Hgy o g‘n-]}r‘;l!‘!lf und jl}:]i'i' V,:|]|| T, t]m'l'h Y = I{"I_r ] 1'iIlP Z:Jhl .”-

) rad i
sowie durch ( L ) )
y dx/ S

y Y 1 #0) ein Zahlenpaar #Y, i

¥ =y;

zaugeordnet,  The obere Grenze aller ;}1-' werde mit #,, die untere mit &
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bezeichnet; da die Aunahme, daB y — W(z) eine W-Kurve ist, schon er-
ledigt ist, darf &, kleiner als &, gedacht werden: es ist also

und analog
(59) nalog

Das Zahlenpaar ), &) gehort auBer zum Punkte 2 — T, Y =1

moiglicherweise noch zu mehreren oder unendlich vielen anderen Punkten
i,

: Y;--+; allen diesen Punkten werden in einer w, »-Ebene die
jenigen Gitterpunkte zugeordnet, deren (g

nzzahlige) Koordinaten g, » den

folgenden Ungleichungen geniigen:
(53) 9L - i e B <5

mit der folgenden (zum Teil nur durch die Anordnung des Beweises
bedingten) Beschriinkung:
Wenn 49 in der durch die Ungleichung

(D4 i‘}'l" — Ffl < &
5 . : ; o, — &
vorgeschriebenen Nihe von &, liegt, wo ¢ > 0, aber <** — =X anzunehmen
3
. 1k vy T . =&y .
ist, soll B auflerdem positiv oder Null sein, so daB (53) iiber-
(] B ol
geht in
o i L . 1 v 1
(Hh) BESnil———-—— - O e
w—t v w-v v = u-t v
entsprechend soll, wenn 9" der Ungleichung
(Dh) ﬂ‘] — ?}'II < E
g‘i‘lliij_{'f.
- _ 3 2 v 1
(D) e H R 1 . 0< 1c,:__}l: -
= w4 1 u-t» - w41 i+
sei,

Dali jedenfalls der Zahl &V unendlich viele Gitterpunkte zngeordnet
werden, ist klar; wenn man u + » auf die Nenner der Kettenbruchent-

T

wicklung von &{" beschriinkt, kann man —- 5 auf den rechten Seiten von

S 1
(83), (55), (AT) sogar durch R ersetzen.

Die gemachte Festsetzung it sich — abgesehen von einem unwesent-
lichen Unterschiede — auch so formulieren: Auf den Geraden pw4+v=1,
u+v—=2 ... werden jedesmal diejenigen Gitterpunkte der Zahl &) zu-

geordnet, die von der Geraden #u — #Vv = 0 die geringste Entfernung
haben, wozu unter gewissen Voraussetzungen [(54), (56)] noch die Be-
dingung kommt, daB die zu wihlenden Gitterpunkte nicht links bezw.
rechts der angegebenen Geraden liegen.

a()
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Die der Zahl &V zugeordneten unendlich vielen Gitterpunkte lassen
sich nun (in im ibrigen noch beliebiger Weise) so auf die Punkte

i 1 (1) — (A a(l) ja ravtalle af t ada RS
Ly, Ly @ fiir die 2 87 =y ist, verteilen, dall jedem dieser
Punkte, z. B. z;,

jetzt hilde man die GroBen a,, mit diesen p,, v, als Indizes und setze

Py

noch unendlich viele Gitterpunkte w,, », zugeordnet sind;

{.:"1.\'1 Quric= i

Befindet sich der Punkt z, nicht unter den ;, @, ---, ist demselben

zugeordnet, das von 9, 4§ verschieden ist,

also ein Zahlenpaar 97, v}
so lassen sich ihm von den noch nicht benutzten w, v unendlich yiele

durch analoge Ungleichungen wie (53) bezw. (bb), (bT) zuweisen,
Der Fortgang des Verfahrens ist klar; jeder rationalen Zahl z, zwi-

schen 0 und R, sind unendlich viele Koeffizienten

(59) il x

’ : . 3 1 als Vv, 1
(60) grte) — L < ; - e 1 I
i 4 : (T o Wy Y -~ [ L "
befriedigen, die im Falle: 8{) — &, < ¢ durch
e I ; 1 2 = Y - 1
(61) 0 < o4 Be teraatin: e 9l <
e - (T i e il oy Y, = [ [P el
und im Falle: &, — 8¢

2 ) o o, 1 A ' . 1
lhff‘J 0 < ; Gis) . 0 < o v, >

zu ersetzen sind.

Ist der Gitterpunkt w, » keiner der rationalen Zahlen z, zugeordnef,
s0 werde a,, =0 gesetzt.

Dies vorausgeschickt, bilde ich die Potenzreihe
55 3
(63) T.]_\.I.\_I'l_'i‘__.l Duva, a4 Xy
und behaupte, dafi die vorgelegte Kurve ®(z, 4) = 0 Kurve der zusammen-
gehorigen Konvergenzradien fiir diese Reihe ist; nur wenn @(z,y) =0

teilweise aus der Geraden = R, besteht, ist' zu der rechten Seite von (63)

0
. ) B R
o » 3 1 . . ¥
noch die Reihe }re( I') — oder irgend eine andere Potenzreihe
Y\ L1y R @, £
0

von x; mit dem Konvergenzradius R, zu addieren.
Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von y = W(x) und wegen der

bewiesenen Stetigkeit von y »(x) ist jede der beiden Kurven dureh
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unendlich viele Punkte z, y, deren z-Koordinaten eine iiberall dichte
Menge bilden, véllig bestimmt; es gentigt daher die 1'...'bf-reinstimlnung der
heiden fiir die zuvor benutzten Punkte Ty Y; (Wo die @; rational sind)
nachzuweisen.

2, Y, sind aber zusammengehdrige Konvergenzradien, wenn
(64) lim '“!i a,, ;I‘Tf,‘: = ]

et y=1x

g A ' ; 1 e
s \ h viele it ol E ) EE TR
Fiir unendlich viele Indizes u,» ist a,, Zoan also V|a,,|wtyr =1,
1 . . gl =¥ - . .
daher bleibt nur zu zeigen, daBl der obere Limes (64) nicht grifier als 1
; = A = 1 g "
ist. Es ist aber, wenn man aus (59) a,, darch ——, wobei s jede ganze
: i ; Ts Ya T
Zahl sein kann, ersetzt und auf Grund von (60) bezw. (61), (62)

9

Euy ) Exuy ' u v . .
, B . an Stelle von — 7~ schreibt, wo &, eine
(e ¥ g+ v L—9" b9 ot

positive oder negative Zahl mit einem absoluten Betrage < 1 ist:

f "
2 v S+
(BD) [ Ji )
e Y/
B = TR
(.. ¥, \) -"-_'.‘II [ jf', ‘-}r- 1 r. (yr‘) i+ ¥ :
Ys/ \Ty/ Yy

Das Produkt der ersten beiden Faktoren bleibt stets < 1, da nach

Voraussetzung der Punkt z, y, nicht oberhalb der W-Kurv

I{._'a'l“_ Hr_' L K

liegen darf. Solange jede der Zahlen z,,y, groBer als Null und unter
einer endlichen Schranke bleibt, strebt das Produkt der beiden letzten
: Ty &u
Faktoren, weil lim =’
M=y = 2 “‘ IE ¥
nach dem Verhalten dieser Faktoren offen fiir solche Zahlen z,, y,, die

fiir lim & + » = oo den Grenzwert O oder oc besitzen. Da aber nach dem

-— 0 ist, der Zahl 1 zu; es bleibt nur die I'rage

p. 295 Bemerkten das Unendlichwerden einer Koordinate das Verschwinden
der anderen nach sich zieht, so sind nur mehr die beiden Méglichkeiten
lim z, — 0 und lim y,— O ins Auge zu fassen und wegen der vollkom-
Fr=ae w4+ v=rmx

menen Symmetrie in den beiden Variabeln geniigt es, die beiden letzten

o

Faktoren von (65) fiir solche Werte von x, weiter zu betrachten, die

&

kleiner als 2. sind und der Null zustreben. Dann ist auch y, =y, und also

(66) T Y~
Y, R The

Zu den hier allein in Betracht kommenden hinreichend kleinen Werten
von x, gehoren Zahlenpaare #0), 8§, die den Ungleichungen geniigen:
(67) 9 — B < &; By— 9P < 53

20*
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: p o R 1 . W {m
(denn lim 89 = &, wegen der bewiesenen monotonen Zunahme von & (z) |
=0

vel. p. 299). Die zugehorigen Zahlen & sind daher wegen (62) durch- .

weo necativ oder Null und das Produkt der beiden letzten Faktoren auf

: 20 fists Lo Ll S Bl sE » ala trhea
der rechten Seite von (66): ( * - ~*) ist immer kleiner als 1, hichstens

gleich 1 (vgl. (66)).
Die Identitit der Kurven ®(z, y) =0, die stetige und nach vor-

wirts stetig differenzierbare Lisungen der Differentialungleichung (41)

sind, mit den Kurven zusammengehoriger Konvergenzradien gz, y) =10
st damit bewiesen.
8 2.

Die folgenden sich auf den Fall von # Variabeln beziehenden, aber
nur fiir n = 3 ausgesprochenen Resultate werden, soweit sie sich auf
aleiche Weise wie im Falle n = 2 beweisen lassen, ohne Beweis ange-
geben; auch wird von geometrischen Vorstellungen ausgiebiger Gebrauch
gemacht, doch nur von solehen, die sich ohne Schwierigkeit in 1Ii|‘:‘"'p|‘iu']n-

der Analysis iibersetzen lassen, wenn anch diese Ubertragung nicht immer

bis ins einzelne durchgefiihrt wird.

[st eine Potenzreihe dreier Veriinderlicher

| \ 3
; (1) ‘ABIJ‘. Loy &g} = ‘_\--I-_-rr,_,,_.r';.

vorgelegt, so sind zusammengehirige Konvergenzradien »,, #,, 1, durch

die Beziehung

(2) lim [ @i 1 i
i ot 'f‘l x 2 *

charakterisiert. Die Gesamtheit der Punkte 2 ¥y, Y =7y, £=1, moge

als Fliche @(z,y,2) =0 oder z = ¢/(x, y) bezeichnet werden; zn jedem

Punkte P = (r,,r,,7;)

Zahlen 4, 9,, 9, definiert, zwischen denen die Identitiit

derselben werden analog wie p. 291 die zugehirigen

(3) &+ S+ 0y =1

besteht, und die W-Fliichen % 2% — rirdards gebildet; der Punkt P -y
heiBit dann von jedem der zugehorigen Zahlentripel abhiingig. Es empfiehlt

sich &, #,, &; als homogene Dreieckskoordinaten zu deuten und zwar als

nach dem Innern des Dreiecks positiv gerechnete Abstinde von den Seiten
eines gleichseitiven Dreiocks mit der Qaibanls 2V/B 110 3 :

B ik 1se1tigen reiecks mit der H|-|t|-]1]_-|n|;:~“ . Fiir die V::l‘l!l‘ﬂ'l’i]l[l'
- I !
/ntersuchung kommen nur positive Werte von 1, &, &, in Betracht; die

) : I L - : d
Punkte mit diesen Koordinaten erfiillen nach den oemachten Festsetzungen
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das Innere und die Begrenzung des Koordinatendreiecks. Auf die Ab-
leitung der vielen projektiven Eigenschaften der - Flichen, die sich aus
dieser Darstellung ergeben, gehe ich nicht ein, da dieselben den Zielen
dieser Arbeit zu fern liegen und zum griBten Teil hekannt sein diirften.

Die azu einem Punkte vy, ry, vy gehirigen Zahlentripel bilden eine end-
liche oder eine rHr.-‘(,fr'.\'f','?xfu.\'_w{';( unendliche f’;;,;)’,-f;;p,-,;‘;ﬂ-! Was man genau §o
erschliefit, wie p. 293 geschehen (I. Hilfssatz).

Auch gilt in gleicher Weise wie bei zwei Veriinderlichen der Satz
(II. Hilfssatz):

Gehort das Tripel 9, #,, &, nicht zum Punkte ¥y, 79, ¥y, 80 ist auch
eine gewisse Umgebung dieses Punktes von o, &, &, unabhingig.

SchlieBlich besteht anch jetzt wieder der Hauptsatz:

Kein Punlt von oz, Y, 2) =0 kann oberhalb irvgend einer zu einem
anderenn. Punlkt gehorigen W-F'liche liegen.

Aus dem Bisherigen folgt dann, daB in der Umgebung irgend eines

Punktes #,, r,, 7, jeder der drei Konvergenzradien eine stetige Funktion der

beiden anderen ist, wenn nur keine Koordinate der zu Vs 1y ¥y @ehbrigen
Punkte &, #,, #; den Wert Null hat, d. h. wenn kein zu ry, 1, 2

Punkt 9, #,, &, auf der Begrenzung des Koordinatendreiecks liegt. Ist

, gehiriger
dagegen beispielsweise &, =0 (&, + &, = 1), so liegt die vom Punkt »,, »,, »,
auf die zy-Ebene gefiillte Senkrechte his zn ihrem Schnittpunkt mit
dieser Ebene ganz auf der Fliche ¢(x, y, z) = 0; ist auch noch #,=0
(#, =1, 8, &, 4, ein Eckpunkt des Koordinatendreiecks), so gehort der
Fliche der zusammengehirigen Konvergenzradien das ganze in der Ebene
@ = r, gelegene von den Schnittgeraden mit den Ebenen y =0, y = r,
=10, z=r, begrenzte Rechteck an.

Wihrend die Ubertragung der Stetigkeitseigenschaften der Kurven
@(z, y) = 0 eine fast unmittelbare war, findet das gleiche bei den Tan-
gentialeigenschaften nicht mehr statt. Die Fortschreitungsrichtungen von
einem Punkte der Kurve ¢(2, y) = 0 aus wurden durch die beiden zu-
gehirigen catremen, d. h. mit den Maximal- und Minimalwerten von &, &,
gebildeten W-Kurven angezeigt. Wenn also nunmehr zu einem Punkte P
der Fliche g(z, y, 2) = 0 mehr als eine W-Fliche gehort, so handelt es

sich um die Frage: Welche von diesen W-Flichen sind als exfreme zu

bezeichnen ?

Gehort zum Punkte P nur ein Zahlentripel #,,#,, &, so leuchtet
auf Grund dhnlicher Schliisse, wie sie p. 297ff. gemacht wurden, ein, daf
die Fliche g(z, y, #) = 0 im Punkte ry, s, 15 die niimliche Tangentialebene
besitzt wie die W-Fliche:

II-;_I 7 ik B ‘lf' . _ - J']I-J o - .:.S.?
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namlich die Ebene
i, i
PRI . P

(D) - 1 r. d e

Dieser durch #y, 1y, I3 gehenden Ebene soll ebenso gut wie der
W-Fliche (4) in der &-Ebene der Punkt &, #,, #, zugeordnet werden:
ebenso werde jede andere den Punkt P enthaltende Ebene durch Ver-
mittelung der W-Fliche, deren Tangentialebene sie ist, durch einen Punkt
der {)'—Ei-:(-.m- repriisentiert. Diese gegenseitige Zuordnung ist eine projek-
tive: einer Punkireihe der #-Ebene entspricht ein dazu projektives Ebenen-
h[if«_l-hel_ dessen Achse durch den Punkt ry, ry, 7y hindurchgeht. Den in
der \'nrJliv;:vtMl_-n Untersuchune allein eine Rolle spielenden Punkten im
[nnern des Koordinatendreiecks entsprechen solche Ebenen, welche die
2-, y- und z-Achse in Punkten mit nur positiven Koordinaten schneiden.
" " Gehoren zum Punkte ry, rg ¥y 2wei W-Flichen, so hat die Fliche
g, y,2) =0 in P eine Kante und wird von den beiden W-Flichen be-
riihrt. Die letzteren durchsetzen einander lings einer sich ins Unendliche
erstreckenden Kurve, und es kann von jeder der beiden W-Flichen das
Stiick als nicht existierend hetrachtet werden, das ganz oberhalb der
anderen verlautt.
Durch die gemeinsame Schnittkurve der zwei W-Flichen

o S gl gln) g0 gl gl
(6) ARG N "y - il
und

[T} : ”:.‘\ = :,.I'rl

gehen noch unzithlig viele andere W-Flichen,
bestimmt sind durch

(8) =10 T 2 (1=1,2,3; —o0< A<+ 00).

Man zeigt dies, indem man die Gleichung (6) in die Potenz mit dem

1 : : S ; ;
Exponenten | o die Gleichung (7) in die Potenz mit dem Exponenten

i . . . . . s
TR erhebt und dann die beiden Gleichungen multipliziert.

Die durch (8) (lv[inicrtvn Punkte M, B, H0) erfiillen die durch
"}‘ll :?"’, {'}! und 1}"
let/tewn mit den Seiten (]!‘\-\ Koordinatendreiecks entsprechen in /\hnllt'l
ausartende W-Flichen, deren senkrechte ebene Schnitte WW-Kurven sind.
s SR ) g ) , TAl==
Eine dritte zum Punkte ry, 7, 7y gehdrice W-Fliche, deren ]l‘]n‘!-l‘!!tlf"
. e ) S ' o ,
render Punkt auf der endlichen Strecke zwischen §u, o, & und

2) 92 82 ; e P r : Qb iHurTe
Oy, 95, 8% liegt, verliuft auch stets (von der gemeinsamen Schniftkurye
abgesehen) zwischen den W-Flichen (6) und (7), d. h. oberhalb der einen

91" gehende Gerade; den Schnittpunkten der
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und unterhalb der anderen, wie aus der Stetigkeit der benutzten projek-
tiven Beziehung folgt, kann also Leine exfreme sein.

Es ist daher erlaubt, ohne daB dic extremen W- Flichen des Punltes
s Ty 7y verdndert wiirden, dem letzteren, aufler den ohmehin zugehorigen
Tripeln &, &, ¥, auch alle jene Punkte der &-Ebene zuzuordnen, die

durch geradlinige Verbindung zweier wvon vornherein zugehiriger oder schon
. !

new zugeordncter Punlite entstehen. (Im Falle zweier Variabler findet dies
sein Analogon darin, daB als zum Punkte r, », gehorig alle zwischen
&, (ry), B (ry) und & (ry), #5(r,) gelegenen Wertepaare betrachtet werden
diirfen.)

Gehoren z B.zam Punkte », vy, 1y

drei Punkte: ‘i‘)"‘ll.', H’,'.J':]'. at

. ;}(l'.’:, {};‘:1, {}gﬁ_\;
#0800, 849, welche ein Dreleck bilden, so sind zuerst die Seiten dieses
Dreiecks, sodann aber auch alle inneren Punkte hinzuzunehmen.

Um nun den allgemeinen Fall ins Auge zu fassen, denke ich mir
die Menge der zu r,,7r,,7; gehorigen Punkte &, #,, &, (die zunichst
irgend eine abgeschlossene Menge sein kann) auf die bezeichnete Weise
erginzt und die so erhaltene perfelt zusammenhingende Menge mit M
bezeichnet. Ich zeige dann:

Die Menge M besteht aus dem Innern einer geschlossenen, wirgends
konkaven, stetigen, differenzierbaren Kurve C, sowie aus den Punlkten von C selbst.

Die Punkte von C sind die Reprdsentanten der zum Punkie vy, ry, rg
gehorigen extremen W-Flichen oder — worauf es bei der Untersuchung
der Umgebung des Punktes »,, r,, r; hauptsiichlich ankommt — der Tan
gentialebenen jener W-I'lichen.

Diese Ebenen bilden einen Kegel, der im Punkte ry, ry, vy die Fliche
@lx,y, 2Y= 10 Lr'}‘ip"fn'f.

Selneidet man  diesen Kegel dwrch eine Ebene, welche nicht durch

F., ¥, 7 hindurchgeht und, wenn sie parallel zu sich selbst bis zum Punkte

Fy, 73, ¥y verschoben wiirde, den Kegel in keiner reellen (eraden schneiden
wiirde — eine Ebene, wie die letztere, wird durch einen im Innern von C

gelegenen Punkt reprisentirt —, so enfsleht eine Sehnitthurve C', die der
Kiirve C dualistisch projektiv ist und daher alle oben erwihnten Eigen-
schaften derselben besitzt (Stetigkeit, Differenzierbarkent, Konvexitit).

Um vor allem die behaupteten Eigenschaften der Kurve C nachzu-

weisen, setze man voraus, daB nicht alle zu 7, ry, r; gehorigen Zahlen-
tripel eine Gerade erfiillen, da ja diese Moglichkeit schon besprochen ist;
es existieren also jedenfalls dre: zu M gehirige Punkte G, H, K, die
ein Dreiccl bilden, von welchem dann simtliche Punkte der Menge M
suzuzihlen sind. Ein beliebiger innerer Punkt O dieses Dreiecks werde
sum Mittelpunkt eines Polarkoordinatensystems 7», & gemacht; der Strahl
f =0 kann noch beliebig cewihlt werden, ebenso die Richtung der
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wachsenden &, letztere etwa so, dafl der sich drehende Strahl iibher I

und K nach G gelangt. Auf jedem Strahle & — ¢ gibt es einen ent-
. : -+ r logep i) ar . » i

ferntesten Punkt A, der Menge M, dessen KEntfernung vom Punkte ()

dureh die Funktion #(#) dargestellt werde; um die Stetigkeit der Kurye ¢

nachzuweisen, ist nach den bisherigen Festsetzungen nur zn zeigen, dab

lim »(g) = r(0) oder, anders ausgedriickt, dali lim 4 = A; ist. Bs darf
£ (1]

£=0

C

dabei noch angenommen werden, dal der Strahl & O micht durch ein
Eck des Dreiecks geht, sondern etwa die Seite G H in einem von (4
und H verst‘himlrfllr’;1 Punkte trifft. Andernfalls liefe sich dies dureh ep
laubte Abiinderung (Verkleinerung) des Dreiecks erreichen. Auch darf
£§>0 \'lJl';LlI.*‘\Is_{‘l‘sf_'ii;,i werden, da das Beweisverfahren fiir ¢ < ( das gleiche

bleibt.

Wiire dann lim (&) > »(0), so gibe es Punkte A,, so dab A, cany

* 0
innerhalb des Dreiecks (A, 0 M liegen kilme; alle Punkte dieses Drei-
ecks wiren aber der Menge M zuzuzihlen und der Punkt A, wiire ent-
aegen der Voraussetzung nicht der ifinBerste des Strahles # =0, Wire

r(0), so g‘;“m es Punkte A innerhalb des Dreiecks ‘la”“-

aber lim' r(&) <
=10
die ebenfalls entgegen der Voraussetzung nicht duferste der zugehirigen
Strahlen & = ¢ sein konnten.
T . i dr dr x
Um nun auch die Existenz von ( i5), und fH) einzusehen, beachte
\d &/ 4 i

man, dal der Strahl 4,4, mit 4,0 immer groBere Winkel bildet, wenn
die positive Zahl ¢ der Null zustrebt (es folgt dies daraus, dab jeder
Punkt des Dreiecks 4,4,0 der Menge M angehirt): andererseits bleibt
der Winkel A4, 4,0 stets kleiner als x, so daB also der Strahl Ay, einer
bestimmten Grenzlage zustrebt, in welcher er die Kurve (! berithrt. Eine
zweite Tangente findet man in gleicher Weise, wenn
ausgeht.

man von negativen é

Die beiden Tangenten kinnen cine (rerade bilden: wenn nicht, ist
die Summe der Winkel, die sie mit Ay O bilden, kleiner als w. Andem-
falls néimlich wiirde die Gerade 04, die Seite 4,4_,, eines Dreiecks
A, 4,4 _,, in einem Punkte B treffen, der von O eine griffere Entfernung
als A, hitte, woraus wieder folgen wiirde, daB A
Punkt des Strahles & — 0 wiire. :

o nicht der #Auferste
Da das Innere Jedes inmerhalb ¢ gelegenen Dyeiecks der Menge M
angehort, so gilt das gleiche von allen

innerhalb ' gelegenen Punkten.
]':l-”i‘ll die E!t‘.id[t'ﬂ

Tangenten in einem Punkte A4 von (! nicht -
sammen und bilden sie also einen Winkel < @, so empfichlt es sich, alle
durch A4 gehenden Geraden, die

: mit der Menge M nur den Punkt 4 ge
mein baben, auch als 1

angenten der Kurve (/ im Punkte A zu betrachten.
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Dann sind von jedem Punkte auBerhalb (' an €' zwei Tangenten moglich,
welche die Geraden, die (' in zwei Punkten schneiden. von jenen trennen,
die €' gar nmicht schuneiden.

Die Ausfiihrung des Beweises, daB der erwiihnte der Kurve € pro-

jektive Kegel mit der Spitze im Punkte » die Fliche ¢(z,y,2)=0

!-".l

bertihrt, diirfte nicht angebracht sein, da einerseits dem oleichen Gredanken
gang, wie er im Falle zweier Veriinderlicher eingeschlagen wurde, keine
wesentlichen Hindernisse mehr entgegenstehen, andererseits aber die Dureh-
fiilhrung desselben ohne weitliufige Entwicklungen nicht moglich ist,
die zu den durchsichtigen geometrischen Betrachtungen in keinem Ver-
hiltnis stehen.

Die nithere Diskunssion des Tangentenkegels cestaltet sich am ein
fachsten unter Zugrundelegung der oben erwiihnten geschlossenen nirgends
konkaven stetigen und differenzierbaren Schnittkurve €', die der Kurve C
dualistisch projektiv ist. Biner Ecke von O entspricht ein geradliniges
Stiick von ' und umgekehrt. Den Punkten innerhalb entsprechen die
Geraden, die " nicht schneiden, den Punkten auBerhalb € die Geraden,
die mit (" zwei Punkte gemein haben, den Tangenten von jenen Punkten
aus an (' die Schnittpunkte dieser Geraden mit €. Ist inshesondere €

#" Ordnung, so ist € n*" Klasse und umgekehrt.

Nachdem so das Verhalten der Fliche ¢(z,y,2)=0 in der Umgebung
eines heliebigen Punktes klargestellt ist, handelt es sich darum, iiber den

T . . 1] ee . . - T . . |I
Verlauf dieser Fliche im ganzen einiges zu sagen. Das Wesentliche hier-

iiber ist in der Aussage des Hauptsatzes p. 309 enthalten und es kann sich
nur um eine genauere Analyse oder wenigstens um eine Umschreibung
desselben handeln, analog der im vorigen Paragraphen bewiesenen Aussage
der monotonen Abnahme von &,(z). Aus dem Hauptsatze ergibt sich sofort:

Ein innerer Punkt der zum Punkte P gehirigen Menge M Lann nichi
Element eciner zu einem andern Punkte P" von ¢@(z, y, 2) = 0 gehirigen
Menge M’ sein.

Von dem Punkte P der Fliche o, y
henachbarten Punkten P, iiber, indem man um unendlich kleine Stiicke

7) = 0 geht man zu unendlich

auf einer bestimmten Erzeugenden des Tangentialkegels oder — was das
aleiche ist auf der zugehirigen Schnittkurve zweier extremer benaeh-
barter W-Flichen fortschreitet. Diese Schnittkurve ist durch die Tan-
gente { der Kurve € in einem Punkte A repriisentiert. Die Mengen M,
welche zu Punkten P, gehiren, die in der gewithlten Richtung dem
Punkte P benachbart sind, liegen, wie aus dem soeben erwiihnten Satze
hervorgeht, auf der andern Seite der Tangente ¢ als C. Riickt der
Punkt “]’ gegen P, so konvergieren die zugehirigen Mengen M, gegen A

E DD

(nach dem II. Hilfssatz).
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Wiihrend im ersten Paragrapben das einfachste und in analytischey
Hinsicht auch erschipfende (wenn auch nicht direkt anschauliche) Bild
der gegenseitigen Abhiingigkeit der beiden Konvergenzradien dureh die et
]1E:lit?-1.|i"_'.‘l_' monoton zunehmende Funktion #, (x) vermittelt wurde, die villig
y!'z'nii;_;“rl zur Bestimmung von ¢(x, )= 0, wenn von dieser Kurve nur
noch ein Punkt gegeben ist, entsprechen dem hier die den einzelnen
Punkten von e¢(x,y,z)="0 zugeordneten nirgends konkaven einander
ausschlieBenden, zum Teil auf Punkte zusammenschrumpfenden Kurven ()

Ob sich trotzdem die gefundenen Stetigkeits- und Tangentialeigen-
schaften der Flichen ¢(x,y,7) =0 samt der durch den Hauptsatz ans-
gedriickten Eigenschaft in fihnlicher einfacher Weise analytisech formulieren
lagsen, wie es bei den Kurven ¢(xz, y) = 0 durch die Differentialunglei-
chung (41) geschah, bleibt ununtersucht.

Jedenfalls aber lassen sich zu jeder Fliche ®(x, y, 2) =0, welche
diese fiir die Flichen der zusammengehirigen Konvergenzradien als not-

wendig erkannten Eigenschaften besitzt, anch jetzt wieder unziihlig viele

Potenzreihen B(x,, z,, zy) konstruieren, fiir welche ®(z, y, 2) = 0 Fliche
der zusammengehorigen Konvergenzradien ist. Um dies auszufiihren, leite
man aus der Kenntnis des Tangentenkegels in jedem Punkte »,, #,, 1, die
zugehirige Menge M ab, dann bringe man die Punkte #,, », der 2y-Ebene
mit rationalen Koordinaten in eine Reihe mit Ausnahme derer, die von
Begrenzungspunkten des Koordinatendreiecks in der #&-Ebene abhingen,
und ordne jedem diese

Punkte den eindeutig bestimmten zugehirigen
Wert von », sowie einen willkiirlichen Punkt #, &
Menge M zu. Der Fortgang des Verfahrens ist dann dem am Ende des

., #, der zugehirigen

vorigen Paragraphen auseinandergesetzten villig entsprechend.

§ 3.

Nachdem in den heiden vorhergehenden Paragraphen die gegenseitige
Abhingigkeit der znsammengehérigen Konvergenzradien klargestellt wurde,
besteht nunmehr die Aufgabe, aus den gefundenen reihentheoretischen
Siitzen Schliisse zu ziehen iiber die Gesetze, die zwischen den Sill;ju]:u'i-
tiiten von Funktionen mehrerer Veriinderlicher bestehen. Alle Ausfiil-
rungen, die sich in dieser Beziehung machen lassen, sind schlieblich eine
Folge des folgenden bekannten Fundamentalsatzes. den ich, wie alle Aus-
sagen dieses Paragraphen, nur fiir zwei Veriinderliche ausspreche:

Sind r,ry ein Paar zusammengehiriger Konvergenzradien der Reile
Py, @), 50 verhdlt sich die durch letztere definierte analytische Funkiion
}I_ri'r"' ) reguldr im Gebicte | < vy, |w,| < v, hat aber mindestens ¢ine
singuldare Stelle '."l Ty fitr welche i

’ T, = 'r.l' a = Yo .n’l,\'f.
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Potenzreihen mehrerer Veriinderlicher.

BEs kann sich im folgenden nur darum handeln, auf Grund dieses
Satzes, des Prinzips der analytischen Fortsetzung und der Entwicklungen
der vorhergehenden Paragraphen sowie unter besonderen Voraussetzungen
iiber die Kurve @(a, ) =0 genauere Bezichungen zwischen den Singu
larititen zu finden,

Zuvor aber soll gezeigt werden, dab stets wie auch die Kurve
p(x, y) = O unter Befriedigung der im ersten Paragraphen als notwendig

und hinreichend erkannten Bedingungen gewihlt sein mag scomtliche
o s : D

Punkte 2, =r, (cos @, +e8in @, ), ¥y =1,(C0Sq,

i sinp,) singulire Punkte
von F'(2y, 4 sein konnen, wofern nur »,, r, irgend zwel '.f.m-:mmurltf_:‘t.’htil'igu
Konvergenzradien und ¢, sowie ¢, beliebige reelle Zahlen sind. Die
Funktion F(z,,z,) gestattet dann iiberhaupt keine Fortsetzung iiber einen
Punkt der Kreise mit den Radien r,,r, hieraus und wird durch %(xz,, ;)
vollstindig dargestellt.

[m Interesse der Kiirze des Ausdrucks nenne ich in diesem Falle die
9 )-
Um den Nachweis jener Moglichkeit zu fiihren, bheweise 1:}1 zuniehst

folgenden Hilfssatz:
Die nach Diagonalen geordnete und in jeder Diagonale hiichstens einen

Kurve ¢(z, y) = O eine natiirliche Grenze der Funktion F'(z

Null wverschiedenen Koeffizienten aufweisende Potenzreihe:

von 1
a0
1 ) 1
i \ d € it
(1) ",]:-..;l__;__.. = SEqpial o=

hat die zugehirige Kwrve @, y) =1 zur natiirlichen Grenze, wenn

(2) lim

.'I.__ o
ist: d. h. also: sind 7,, r, zZusammengehdrige Konvergenzradien und ¢, @
zwel be [1elwre- reelle Zahlen und wird

T, = r;(cosg, + ising,), & =ry(cosqp; -+ IEIN Ps)
- A = T i B ¥ geen [y g :
etat, so ist zu zeigen, daB der Punkt 7, 7, singuléirer Punkt von B (2, %)
Es darf und soll ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen

\\-'I,*nh;n‘ daB 7, =1, &, =1 ist; ist dies von vornherein nicht der Fall,

3 &y Ly - arroichen s gets
so liBt es sich durch die Transformation —-| &;; =" &g erreichen ; setzt
i | 3

man dann

£ Cm4+ 1Y
oy 2 a2 I_;1 L ':'!f !
(3) :
fem _| £ 1
g = o l“»"‘,: i :‘.’3 -]
1 . o c 1 -~ € tm | Em+1]| o~ 9 reoll-
so entsteht aus P(z, »,) eme fite | 05 2, | & F 8T <= Tegl
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lire analytische Funktion von £ ,&, die also jedenfalls fiir |£ |1

1 1
£ =<1 in eine Potenzreihe
82 =~ ,
O = =
(4) itll':t:"‘r::_" - i I”‘:Jl &

entwickelt werden kann.
Konvergiert diese Potenzreihe nicht auch fiir ein \\'lxrtr-}.;lm-g

absolut, fiir welches [ |>1, |E|>1 ist, so sind folgende 4 Fille

denkbar:

1. & =en’, & — e+, wo weder ¢, noch ¢, ein Multiplum von 2z
ist, ist ein singulirer Punkt von %, (§,, &) Dann wiire auch der Punkt
7, &, Wo F, - 1‘ (Bn + EntY), 7, _], £ Er+1) ein singulirer fiir
Ll_:l_.f'“.' ; dies ist aber nicht moglich, da sich Zy|<1, Ty | <1 ergibt

Mithin kann dieser erste Fall itherhaupt nicht eintreten.
2. § =1, & =er ist singuliiv (p, kein Multiplam von 2x). Damn
hat die Funktion B(a,, x,) eine singuliire Stelle x,, &y, fiir welche
z, L T < 1
ist; nach einem weiter unten (p. 320) nochmals zu benutzenden und bei

der Gelegenheit samt Beweis anzufiihrenden Satze des Herrn Hartogs sind

dann simtliche Punkte 2, = 1, |2, | < 1 und als Hiufungsstelle insheson-
. 2 g
\ dere auch der Punkt z, =1, 2, = 1 singulir.
| 5 a7 SLLN i : - : .
. 3. E—eri (4 2ka), & =1 1ist ein singulirer Punkt von
| Pi(é, &); dann schlieBt man wie unter Nr. 2. daB x, =1, z, =1 em
singulirer Punkt von P(z,, 2.) ist.
4. & =1, & =1 ist singuliir; dann ist fiir B, %)
1, > 1 = =
=g @+ =1 2= (& +E&+t)=1

singulir,

Aus der Aufzihlung dieser vier Fille ersieht man folgendes:

1 N 3 E ] ! -3 - a 1
Soll der Punkt », — 1, Zy =1 fiir P(x,, 2,) kein singuliirer sein, so
¢ T ial S ey = L
mub B, (&, &) noch fir Werte £, & absolut konvergieren, fiir welche
&|>1, |&|>1 ist: es muB dann also y
(D) hm V|4, | <1
. [T .
S011.
P T . 1 . - 1
Gelingt es daher nachzuweisen, daB dieser obere Limes fiir die aus h
(1 abgeleitete Reihe ‘l\!.._ » &) gleich 1 ist, so ist damit gezeigt dab
&, =1, &y 1 ein singuliirer Punkt von \‘E"’J , o) 18t und damit legl"i"]l.r

af} 16 . Badis = . . 4
daB die der _I)tl]lllll_l‘l]llf_" (2) geniigende Reihe (1) die zugehorige Kurve

Pi% Y) =0 zur natiirlichen Grenze hat.
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Den Koeffizienten A,y erhiilt man als Funktion der a

uwy

, Indem man

a.. - ( l)] |El

wickelt und die Potenzen mit gleichen Exponenten durch Addition ver

m+1

o + £'"1)" nach Potenzen von £ und £, ent-

wee

1

einigh; man sieht sofort, daB A,;x nur von jenen a,, abhingt, deren In
dizes u, v den beiden Ungleichungen

i) |
s m -4 1 i m
L1])] v
N 5 N
) ) = P
m—1 m
geniigen; setzt man wieder w 4 v =, a,, = a, , so folgt ans den beiden

Ungleichungen (6) durch Addition

" ML N _ - M4 N
|4 ~ N~ .
n 1 o m

Hiingt also A,y von @, und Bsis ab, so ist jedenfalls

. - M4 N
[ N oy i, -

M4 N
m m -1 m (i 1 1)
and mit Benutzung von (7) erhilt man

Ml koo

n, = m

Wihlt man nun m > i » S0 stehen die Ungleichungen (2) und (8)
miteinander in Widerspruch; es kann danach Aa;y hochstens von einem
Koeffizienten @, abhingen und mufl somit von der Form C-a,, sein,

jt+v

wo die positive Konstante €' von den a, unabhiingig ist. lim /14,
o .
i+ ryr=

hat daher den gleichen Wert, ob man von der Reihe

o
x1 bl g gV 4 - | \
ka, &Y =u-Tr7v)
s .

0
oder von derjenigen ansgeht, in welcher alle @, durch ihre absoluten
Jemg : g
Betriige ersetzt sind: die durch letztere Reihe dargestellte Funktion hat

bekanntlich®) sicher die singuliire Stelle #; = 1, #, = 1, mithin die aus

ihr dureh die Transformation (3) abgeleitete die singulire Stelle & = 1,
£, —1; es ist also lim }/|4,,| =1 und nicht < 1.

it r=u

Nachdem .\'i!l!l.]l"r der Hilfssatz**

bewiesen ist, bleibt nur zu zeigen,

Biermann, Math. Ann. 48 (1897).

Die Kurve ¢(x,y) = 0 ist sogar dann schon natiirliche Grenze, wenn nur
lim %, v 1 — M =00 ist und in noch allgemeineren Fiillen: es liBt sich dies, wenn
BADISCHE
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daB zu jeder moglichen Kurve zusammengehoriger  Konvergenzradien N

: . !

-
@la,y) =0 (unendlich viele) Potenzreihen (z,, 2,) N a, .
i
gtieren, fiir die 1, = u + » und 0
N

(Y) ot Ll |
ist (zur Verminderung der Unbestimmtheit ist 4 =1 gesetat).

In der pwr-Ebene denke man sich die (Geraden g, mit den Glej.
l'h]][]!_"l‘ll T o e 27 g [, 2.8, gezogen and ]ll'}".['jl‘]li!l_‘ das vou
Gy §,41 und den Koordinatenachsen begrenzte Trapez mit 7. Am Ende
des § 1 wurden der dort mit HI' hezeichneten Zahl unendlich viele

(iifi‘u-rplmkiv w, v zugeordnet, deren Koordinaten den Ungleichungen (53),

bezw. (bH), (D7) unterworfen wurden. Man erhiilt immer noch wnendlicl
wiele zn 8 gehorige a, und hierauf kommt es allein an Well

man jene Gitterpunkte noch weiter dadurch beschrinkt, dall man verlangt,
sie sollen nur in solehen Trapezen 7' liegen, fiir die ¢ = 2 (mod. 4) ist,
und zwar soll in jedes Trapez hochstens ein Gitterpunkt zn liegen
kommen. Von den r]‘l’il]ll'/"']! }' wo G 0 (mod. 4) also & Ju‘i 15t \
weise man den zu #{*) gehirigen Gitterpunkten diejenigen zn, fiir welehe
o, ungerade ist, und es darf wieder wie auech im folgenden von jedem
Trapez hiochstens ein Punkt u, » benutzt werden. Der Zahl #9 werden
von den ibrig gebliecbenen Trapezen diejenigen zugewiesen, fiir die
6 =386, und o6, ungerade ist, wihrend die mit geradem g, fir die
PRI .- zu reservieren sind, und zwar in Fortgang des Verfahrens so,
dall jedem i!l"' unendlich viele r|'|'.'|fn-/.l- sugewiesen sind. Die sodann
nach der am Ende des ersten Paragraphen auseinandergesetzten Methode
gebildete Potenzreihe S3(4

13 ), Tiir welche die vorgelegte Kurye p(z,y)=U
den Zusammenhang der Konversenzradien darstellt., hat diese Kurve zur
natiirlichen Grenze. Denn schreibt man wie erlaubt ist, da in jeder
Diagonale hiichstens ein Koeffizient vorhanden ist —

1 2 v ! [

oo
v

y

‘l“f.r ) \.‘ i) i ¥ |

13 i (e + v "),
0 -

und ]'“.L';[ wgend ein Index n, zwischen 27 und 29+ so ist n, > Quts

11 - '

ral 1e Trana 3 1 17 10
weil die I"'I” ze. Mt ungeraden Indizes canz ausgelassen wurden, so dab

wird

man von dem bewiesenen Hilfusg

es Miinch. Ber, 84 (1904), P. 63—74
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Nach dem Hilfssatze ist daher ¢(z,y)= 0 natiirliche Grenze von

N 7
Wz, , 2s)

Wemn ¢ (%, y) = 0 natiirliche Grenze von P(z, z,) und &, & irgend

ein Punkt reguliren Verhaltens dieser Funktion ist, so erhillt man die zn
der aus P(z,, x,

haer : e R LY & e - v
:Lllgt'll'ltt'h‘ll Potenzreihe "1:'[.:1 — 81y Xy — &) gt?]ltil'Lgt‘
Kurve der zusammengehorigen Konvergenzradien als dasjenige Stiick von
@(z,y) = 0, das im Gebiete 2 > |& |, y > | & | liegt.

Ist dagegen eine analytische Fortsetzung von P(z,,x,) mioglich und

betrachtet man alle Punkte 1, 3y, fiir welche = & e £, | 1st,

so konnen die Kurven zusammengehoriger Konvergenzradien der aus

B(x,,x,) abgeleiteten Potenzreihen P (x, — x,, £, — 7,) nicht durchweg aus
dem bezeichneten Stiicke der Kurve g(a, ) = 0 bestehen, sondern miissen
teilweise oberhalb (natiirlich nirgends unterhalb) dieses Kurvenstiickes ver-
laufen. Die den unendlich vielen Kombinationen von %, 1, entsprechen
den Kurven haben, wie leicht ersichtlich, jenes Stiick von @(z, y) = 0 zur
Enveloppe, so daB das letztere in jedem Punkte von mindestens einer der
erwiibnten Kurven beriihrt wird.

Nur im Falle, daB die Kurve g(z, ) = 0 ganz oder teilweise aus einer
JV-Kurve besteht, gelingt es mir das vollstiindige funktionentheoretische
Aquivalent dieser geometrischen Tatsache durch folgendes Theorem aus-
zudriicken: .
O fir r

) > g > 1P aus der

Bestelit die Kurve plz,y)

W-Kurve J'.’Illr;.".' — 1)) (= PRE

; S und st (),
PO, 0 und @, ¥ verschiedener Punkt dieser Kurve und

) argend e von

= {8) (nnc = 28 (ons . - 78] A
T, = 1y"(cos @, T tsin @, ), HOF ry (COS @, 1 ¢8I s )

cin (nach dem Fundamentalsatze sicher existierender) stnguldrer Punlt de

dureh Pz, x,) definierten analytischen Funltion I'(z,, z,), 0 sind anch
.\'r-i'”,uﬂflr'f”- X1y Tay {{F‘F‘ rflrJ‘ {'J!Il_.fl'r{"r‘r"JIIHHflff

(10) i > | L e JI;.:;:.

wnd der f:'.’r'r'r'f.ramlf,f

11) &y =

W0 L= g gesetzt ist, gendigen, singulirve Punlite dieser Funktion.

Y ! Tk gen, !

Fiir ausartende W-Kurven, d. h. fiir Gerade 2 = const. oder y = const.
hat schon Herr Hartogs®) den Satz bewiesen; auf den Hartogsschen
Satz ist p. 316 hezug genommen worden und auf ihn wird sich auch der

. S atona atiide . el B
Beweis des soeben ausgesprochenen allgemeineren Satzes stiitzen; es sei

9.

[nauguraldissert. ]
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daher gestattet, den Ha rtogsschen Satz samt einem etwas abgeiinderten
Beweise hier anzufiihren:

Besteht die Kurve g(x,y) = O zwischen den Geraden y =0 und y =y,

aus der Geraden a R, und besitzt P(wy, ay) die singuliire Stelle &y, &y, fiir
welche ¥, « “I' &g g s 1st, 8o sind (IH-"J‘! .\'f.fli.h’r'(ilﬂ-f'j-rf' _\'IF.M.“ Xy 2y, If'r'a',-
welche g 2y 0y | w5t ,-,',,_,_;,ff;'{,--,-_ =

Beweis: In der 2-Ebene konstruiere man einen Kreis K, der inner- Es
halb des Kreises |z, R, liegt und letzteren im Punkte z, =&, be-
vithrt. Ist & der Mittelpunkt dieses Kreises, so konvergiert die aus
PB(w,, vy) abgeleitete Potenzreithe ‘B, (i, g, x,) absolut fiir

&y & | < 'HI Exly Ty | <73

und divergiert absolut (wegen des singuliiven Punktes &, 7,) fiir alle

@, 5, die den Ungleichungen

fee
—y
ree

geniigen.

Die zn P, (2, —&,, ,) gehirige Kurve der zusammengehirigen Konver
genzradien y = ¢(x) erleidet daher an der Stelle z R. (£ | bl
stetigkeit, besteht demmnach zwischen y = 0 und y =, aus der Geraden

= £ |. Aus dem Fundamentalsatze folgt dann, daB es singulire

&

Punkte &, #, gibt, fiir welche 7 — &, R, — |E | ist, wihrend |&,

| noch jeden Wert < », haben kann; fiir alle diege singuliiren Punkte muf

' aber #, = # sein, da jeder von #, verschiedene Punkt des Kreises K,
mit jedem Punkte #y, dessen absoluter Betrag unterhalb », liegt, an-
sammengenommen, innerhalh des Konvergenzgebietes der urspriinglichen
Reihe B(z,, a,) liegt. Inshesondere folgt, daB der Punkt #,, () ein singu-
liiver Punkt ist.

Jede aus P(z, — &) abgeleitete Potenzreihe Ww, — &y @

E.), wo

r = = b " T )
& e und 0 < ¢ < ist, konvergiert absolut fiir

== o o

Fre

r
1

R,

Fee
e

o112

divergiert aber absolut (wegen der singuliiren Stelle 7, . 0) fiir alle z,, %,

\\'i‘li‘lli' I]I'II l'l]}_{']i'ii'h]“!u“l"” il

II__I'r'rIl"i;_[‘t‘Il.

'.. q ‘. : - & . r -

Die zu 9 Ty — &, ¥y —&) gehirige Kurve iy — () erleidet demnach

;l e q : - : ) = . - . . 3 . . - X .

n dex hrh I.tl a R, & | eine Unstetigkeit, was nur moglich ist, wenn

ste zum Teil aus der Geraden g R &,| besteht. Wie oben bezfiglich
des Punktes Ty, O schlieBt man hier. daB T

1st, wobhei v £ s L
obei von s: ar voransgesetzt wurde, daB es dem absoluten Betrage

ein singnlirer Punkt
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nach < ist. Durch wiederholte Anwendung des gleichen SchluBver-

]
fahrens liBt sich diese Voraussetzung nacheinander auf

e | i3y Tr, 2" — 1),
= e Fli==SRin ey 2< o A

ofee

endlich auf | &
Es sei nun eine Potenzreihe B (z,,z,) vorgelegt, fiir welche die Kurve

, ausdehnen, womit der Hartogssche Satz bewiesen ist.

" zusa ngehdrige Lonvercenzradi 1 2 bi pl1) " 3(2)

der zusammengehorigen Konvergenzradien im Gebiete 4l el g
_ AL S T APl B s

aus der W-Kurve z%iy’s = p(07pl0" (= p®" 14 *) besteht,

rid) >y >

und fiir welche #,, #, ein singulirer Punkt 1st, wobei

N (cos @, + ising,), T =r¥ (cosqp, + isingp,)
ist und der Punkt # — »%), y — 7)) auf dem angegebenen W-Kurvenstiicke
liegt. Es soll gezeigt werden, daB simtliche Punkte #, Z,, welche die

Ungleichung

| = {2}

und die Gleichung

v 3a &, . . £
- e S L i et s - - e SN (S . &
befriedigen (n "i?f)’ singulire Punkte fiir P(x,, z,) sind.

Zum Beweise mache ich die Transformation:

& = wx¢ .
(12) . i i\
&g = Ty,
welche aufgelost ergibt:
- = :1 = El g: @
(13) i
Wy = og
Danach geht
o
5 | "
Py, @) = D bty
0
iiher in
o«
i =Y o
(14] = i\'§1 1 Ea) = S-.“ v B ‘g:.* Tl
0

Zu der Reihe auf der rechten Seite von (14) gehdrt in der xy-Ebene
ein Gebiet S von der Art, daB (14) fiir |£ | ==, |&| =y absolut kon-
vergiert, wenn z,y in S liegh. Die Begrenzung von S entsteht, wie man
sich leicht iiberzeugt, aus der Kurve ¢(z,y)=0 durch die Transfor-
mation: 2y* |z, y|y. Zur Begrenzung von S gehdrt daher u. a. das Stiick

der Geraden z— rVr®*(=rPr@"), soweit es zwischen den Geraden

y =7 und y = r{) liegh. Die Funktion & (¢, &) ist — wie sich durch
Anwendung des WeierstraBschen Doppelreihensatzes ergibt — reguliir
21
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(aber wegen der mdiglicherweise nicht ganzzahligen Potenzen von 3: nicht

1'::" Eal ¥ I"i-rp_el-

notwendig eindeutig) im Gebiete: | & | <7}

hat diese Funktion die singuliiren Stellen § = #, 7%, & = 7, (wobei m
den mbglicherweise verschiedenen und bei irrationalem « sogar unend.
lich vielen Werten von £, jedesmal ein Wert & gehort, der in einem
anderen Blatte der iiber der & Ebene ausgebreiteten l“"“'-‘”lt]r‘t‘lu-u

#u denken ist

Fliche der Funktion £7
Denn es gilt allgemein der Hilfssatz:

Abgesehen von den Null- und Unendlichkeitswerten von z,, 2. £ &

1) B12 %

entspricht jedem reguléiren Punkte #,, z, von P (z,,,) ein regulirer Punki

s £5), eInem singuliren wieder ein

c. £

£, & der transformierten Funktion ©

singuliirer und umgekehrt.

Entsprechen einander niimlich die Wertepaare :'!’. .:.',' und &, .'f._,;:-r.)f:,'_
und ist keine dieser vier Zahlen Null oder oo, so ist 2, — 2," eine in einem
gewissen Bereiche konvergente Potenzreihe von £, E', & — &' ohne kon-
stantes Glied, ebenso & £ = P(x v,y @, — &,"). LiiBt sich also an
der betrachteten Stelle eine Funktion nach Potenzen von o —x), g — 1ty
entwickeln, so gestattet die transformierte Funktion eine Entwicklung nach
Potenzen von & — &, & — £, und umgekehrt.

b L ple

- - I : 1 r !
Es sei nun &, emne |\'i.‘!l‘.]i:'"Yi' Zahl vom absoluten i';i}i_r;:x_;'u

und es sei £ auBerdem so gewihlt, daB die zusammen mit E =7

einen singuliiren Punkt von (14) darstellende Zahl E, im Innern des
Kreises K, mit der Gleichung: |§, e S s liegt. -Die Funktion
©(&;, &) liBt sich in eine Potenzreihe nach steigenden Potenzen von §
und § — &, entwickeln; dieselbe konvergiert absolut fiir E (< =g |,
16— &' | < i = da nach dem ohen Bemerkten die Punkte £, &, deren

Koordinaten diesen Ungleichungen geniigen, siimtlich reguliir sind: andrer-

seits aber ist, wie schon hervorgehohen wurde, & = &, E; =E, am singu-
arar ). : . = : = J{1) _ +L2)
liver Punkt und fiir denselben ist E | =ri0rd® |E | <Z "5 . daher

sind nach dem Hiit'lll_[_{:-i_'il'}ll'i] Satze simtliche Punkte _‘E Sillf_"li!ﬂ]'t-’.
wenn nur § innerhalb K, liegt, wobei von dem Kreise 1"\ ;III‘J‘ voraus-
zusetzen war, daB er im Gehiete 1)~ |E, > #® liegt und den Punkt &
in_ seinem Innern enthilt. Irgend ein anderer innerer Punkt von K, kann
nun an Stelle von £, treten, und man findet so fortschlieflend, indem man

) hat.. & nicht ganzzahlig, so verstehe man unter E irgend einen Wert der
rechten Seite.

b1
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das ganze Gebiet #V) > =

“
£
k-

Sl mit Kreisen iiberdeckt, daB simtliche

Punkte £, & singulire sind, wenn nur £ in dem bezeichneten Gebiete
lieg. Nach dem Hilfssatze (p. 822) sind dann auch alle Punkte LT,
singuliire, wenn sie den Beziehungen:

T | > 3 T, = 61 ) &y
) R v B BT e

: : ! : i s .
[st ¢ gleich dem irreduzibelen Bruche £, so gehdren zu jeder Zahl 7,
q =

deren absoluter Betrag zwischen @) und »{) liegt, mindestens q Zahlen

geniigen.
s

i
von gleichem absoluten Betrag, mit denen zusammen &, einen singuliiren

Punkt bildet, wihrend in gleicher Weise jeder Zahl 7 , fiir welche

1?
;-'_Jl < Z | < ;‘I:' [h.t‘ p \\-l'l‘ri' -": 1-']11.‘\"'!‘[‘(']1!.‘].1.
Ist aber das Verhiltnis &, : #, irrational, so entsprechen jeder der
obigen Zahlen #, unendlich viele #,, die auf einem Kreise der #,-Ebene

4 1

iiberall dicht liegen, und umgekehrt. Die Reihe Bz, ist daher iiber
gen, - I

die Kreise || =, |2,/ =7, nicht fortsetzbar, wenn der Punkt #», r,

12 2
auf dem mehrfach erwihnten W-Kurvenstiick liegt. Man hat somit den
Satz:
Die Kurve o(x,y) =0 ist stets natiirliche Grenze der zugehorigen [

Potenzreile ‘E Tyy T
wrationalem Verhilinis {'J’] + &, besteht.

), soweit sie aus emer W-Kuwrve z’1y”: — const. mit |

Legt man statt einer nach Potenzen von wx,, 2, eine nach Potenzen
gewisser Funktionen von z;, #, fortschreitende Reihe zugrunde, beispiels-
weise eine Potenzreihe B (z, + 2,, 22 —22) und konvergiert diese fiir

aber nicht fiir gréBere «, y absolut, solange &,y den folgenden Glei-

chungen und Ungleichungen geniigen:

Ly = >y >,

so gibt es mindestens ein Zahlenpaar &,, #, der Art, daB simtliche
Punkte 2, #,, welche die Relationen

3 ~ al2). ol e
:'1' I e 3‘-3 A Ty T .12 =

—

erfiilllen, singulire Punkte der durch P(x,+2,, 27 —2%) dargestellten
analytischen Funktion sind.

21*
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394 (. Faper, Potenzreihen mehrerer Verdinderlicher

Durch die vorhergehenden Untersuchungen ist in reihentheorelischer
Hinsicht die gegenseitige .\]r!jsillj_’_'llfﬂ“]\f'l.t ilu'1'“7,11.-4.-?m111--1_13;'»:}1_z“-13_{m] il\“l‘-"ﬁl'gl?uz-
radien vollig klargelegt, womit zugleich siimtliche I\nml.mua gefunden sind,
die als Gebiete absoluter Konvergenz von Potenzreihen moglich sind;

dagegen sind die erhaltenen spezielleren funktionentheoretischen Resultate
“B-D ; ; - . ;

von der Art der im vorhergehenden aboeleiteten nur vereinzelt und eine
Menge interessanter hier ankniipfender Fragen bleibt noech zu 1}1_‘19(1555011;

z. B.:

Gehéren zu jeder analytischen Kurve @(z,y) =0 analytische Funk-
tionen ®(x,, 25) = U, derart daB eine analytische Funktion, deren singulire
Stellen ,, @, der Gleichung ®(z;, %) 0 geniigen, die Kurve ¢(z,y) =0
sur Kurve der zusammengehorigen Konvergenzradien hat? In besonderen
Fillen ist dies klar: Der Annahme @(z,y) = @ + ¥ — 1, entsprechen die
Funktionen ®(z,, &) = @, + g — 1, O(xy, %) = 2y — 3 — 1 ele.

s kann andrerseits vorkommen, dafl ein Stick einer solchen ang-
Iytischen Kurve der Kurve g(z,y) =0 angehort, ohne daB der Sechluf
auf die Existenz einer Singularitiitengleichung ®(w,, zy) = 0 fiir die z

gehorige Potenzreihe erlaubt wiire: Unterdriickt man z B. in der Potenz-

» ist, so besteht

2 1 m - <
reihe fiir - : alle Terme a, !}, fiir welche u >
.J" / o - .

die Kurve @(z,y) =0 fir 0 <z < aus der Geraden z -+ y =1, setat

sich dagegen fiir o >

.1_} in der Hyperbel zy i fort. Es fragt sich, ob
in diesem Falle die Gerade und die Hyperbel (oder die Gerade allein)
natiirliche Grenzen sind.

Endlich: Ist die Kurve @(z, y) =0 eine natiirliche Grenze, wenn
gie nicht analytisch ist?

Traunstein und Wiirzbhurg, im Oktober und November 1904.
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