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Ableitung der verschiedenen Formen der ebenen Kurven dritter
Ordnung durch Projektion und Klassifikation derselben. Il

(Die Kurven vom Geschlechte eins ohne Oval.)
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(PR R P R e T Y B s s AT
Ableitung der verschiedenen Formen der ebenen Kurven dritter
Ordnung aus den divergierenden Parabeln und Klassifikation :
der gefundenen Typen. IIl. Teil. @
. e -
Der erste Teil dieser Untersuchungen ist als Beilage zum Programm des Realpro- :
L gymnasiums Ettenheim 1894 (im folgenden als ,Beilage I* zitiert), der zweite zum Programm

des Realprogymnasiums Mosbach 1895 (,Beilage 11¥) erschienen. Zur Orientierung sei aus
diesen Abhandlungen kurz folgendes mitgeteilt:
1. Die divergierenden Parabeln!) sind durch die Gleichung:
viz = (x* — 3% z%) (x — e z) oder
f=3x— 3 ex?z d3xz? 1 3 gt itz =1

dargestellt, wobei x, y rechtwinklige Punktkoordinaten, z = 0 die Gleichung der unendlich
fernen Geraden ist. Fiir f sind im Anschlufl an Salimon - Fiedler's hohere ebene Kurven die

| [nvarianten®) 5, T, R=T*4 64 8 und J = e die Hesse'sche Form H und die beiden
Cayley'schen Kontravarianten ¥ (P) und 7 (Q) berechnet, ebenso die 3 Kontravarianten I

die die S-formen zn denjenigen drei Grundformen sind, fiir welche f die Hesse'sche Form ist.

Zur Erginzung sei noch zugefiigt: Die Reziprokalform F von f ist

F 12 e g% ut 4+ 12 52 (of g5 yE L 12 82 0w — 12 o (® — 9 37) yi wE
d @ (12 o + 8% ut v¥ — Bl v® wt — 12 ¢ u* w® L 12 2 82 (3 «® + 5 §9 u® v
— 12 u? w?* - I8¢ (5 o 4 3 89 u vliwH L 132 ¢ g% ut v ow 103 an v* w?

— 6 (4 e® 15 2%) u® v* w?,

Die nach Clebsch und Gordan®) bezeichneten Formen I, P, @, ' sind:
N=—124ST—3TX
P 12 (T'T 4 48 8%, )
O=12@3RF—2TTF—19258*ZT L 728T3%
o IT d P d

du d u du

o' d I d P d o

{ i dv d v d v
d I d P d o

(T‘ W I"F W rl"-'\,\'

') Divergierende Parabeln sind die Kurven dritter Ordnung, fiir welche die unendlich ferne Gerade
Wendetangente ist,

" Ich habe bereits in Beilage 1 betont, dafl die Klassifikation der Kurven dritter t'];'nlmmp‘ von der
Theorie der terndiren kabischen Formen unzertrennlich ist,

%) Vgl. Math. Ann. Bd. 4 und Clebsch - Lindemann’s Vorlesungen @iber Geometrie. 1 Bd. Abteilung 5
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9. Mit Riicksicht auf die besonderen Werte von S, T, R, J ergibt sich folgende Ein-

teilung ') der divergierenden Parabeln, ’
I. Hauptgruppe.!) R > 0. Die Parabel ist ein unpaarer Zug mit 3 reellen
Wendepunkten,
L. Gruppe: S < O,
I. Untergruppe: T — 0.

I1. T

rgruppe: T = O,
(). Tmaginar.

11.

Den l"'i'u-rf-;:1||y_ von Gruppe I zu Gruppe II bildet die Familie, fiir die 5 = 0; sie

zerfallt in 2 Grundformen, die durch T = ) bezw. T ~= 0 charaktenistert sind.

ll. Hauptgruppe. R < (. Die Parabel besteht aus einem unpaaren Zug mit
8 reellen Wendepunkten und einem Oval,
I. Gruppe: S = 0. Imagindr.
II. Gruppe: 5 < 0O,
I. Untergruppe: T = 0.
II. Untergruppe: T < 0.
[“'l.u_'rj_-_j'.ill_'_:'. T 0.
Den Ubergang von Gruppe I zu Gruppe I1 bildet die imaginire Kurve, fiir die S—=0.
Den Ubergang von der Iten zur IIten Hauptgruppe bildet die Familie, fiir welche R = 0.
Es sind die Kurven vom Geschlechte 0. Die Familie zerfdllt in 3 Grundformen:
T 0: T [ o BB

Jede Untergruppe zerfillt in so viele Grundformen, als die absolute Invariante ]
Werte annehmen kann. Jede solche Grundform umfalit also diejenigen Parabelu, die durch
Kollineation ineinander iibergefiiirt werden konnen. Indem wir diese als Typen derselben
Art auffassen, tritt die Grundform als Individuum auf. (Eine deutliche Ubersicht iiber die
Mannigfaltigkeit und die Ubergiinge der aufgestellten Abteilungen gibt die von mir in Beilage [
Fig. XIV angegebene Fliche dritter Ordnung.)

3. Wir erhalten auf diese Weise unendlich viele Grundformen, von denen jede durch
den Wert von | und das Zeichen von T gekennzeichnet ist. Die Aufzdhlung und Zeichnung
aller derselben wire eine unausfithrbare Arbeit, noch mehr die Augabe aller daraus durch
Kollineation ableitbaren Typen. Wir lassen deshalb neben die rein analytische Betrachtung
die Riicksicht auf die #dullere Form treten und sehen in diesem Sinne die Grundformen

giner Untergruppe als gleichwertig an, so daf von jeder derselben nur eine in Betracht

) Unterdessen hat Herr H. Wiener (Die Einteilung der ebenen Kurven und Kegel dritter Ordonung in

18 Gattungen. Hz LS. 1901) asf Grund anderer Betrachtungen, indem er die Moebius’sche Einteilung vervoll-
stindigte, eine Einteilung der Kurven dritter Ordnung in 18 Gattungen SAdiet, wie er mir mitteilte, . in
c1|g_'\1'|!'|./:'I_h:;l_!l:||_r_'|',||;|||:‘:l_‘ mit mener fritheren f',',|:1¢'i|:|r1'_;' steht*., Von b Kegeln ||["_ll.'t-'|'ﬂh'-:|'||'.|l]_;_: gind von mir schon
1885 Modelle hergestellt worden; dieselben befinden sich in der Sammlung des mathematischen Instituts der

Universitilt Tiibingen
I} Bezl

Parabeln vgl

e Hauptgruppe, Gruppe ete. und der Beschreibung und Darstellung der betreffenden
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kommt und sich mit den Uebergangsformen im ganzen nur 13 Gattungen von Parabeln
ergeben, wie sie in Beilage [ in Fig. I bis XIII dargestellt sind. Aus einer Grundform werden
daun durch perspektive Kollineation die verschiedenen Typen abgeleitet, fiir welche als
Unterscheidungsmerkmal in erster Linie die Lage der Kurve gegen die unendlich
ferne Gerade maBlgebend ist. Da nun die unendlich ferne Gerade der abgeleiteten Kurve
aus der ersten Fluchtlinie f der Ebene der Parabel hervorgeht, so kommt die Aufgabe der
Diskussion der Typen zundchst darauf hinaus, alle méglichen Lagen einer Geraden f gegen
die Parabel. zu diskutieren. An sich ist die Zahl der Lagen unbeschrinkt, man muf} also auch
hier nach gewissen Grundsitzen eine Auswahl treffen. Fiir die in Beilage I gegebene
Diskussion der Kurven mit Oval, fiir die T = 0, und die in Beilage II enthaltene Aufzdhlung
der Typen vom Geschlechte 0 waren nachstehende Gesichtspunkte mafigebend, die auch im
t-nf;_\r:-un:h-:': beibehalten sind: Als unterscheidend {-t']l zuniichst die Realitit bezw. Koinzidenz
" der Schnittpunkte der f mit der P,;') und die Art der Schnittpunkte (gewdhuliche oder

dann die Lage der Satellite®) von f und der reellen Wende-

singulire Punkte). Dazn tn

geraden differenzierend ein; daraus ergeben sich Zahl und Art der Asymptoten der abgeleiteten

t
L

ite der unendlich fernen Geraden und zu den reellen Wende-

C, und deren Lage zur Satel
geraden., Endlich wird der Schnitt der Asymptoten untereinander und mit der C, beriicksichtigt.
[m einzelnen verweise ich auf das Folgende. Die so erhaltenen Typen sind in Bezug auf ihre
Mannigfaltickeit von dreierlei Art: a) Typen, deren es nur eine endliche Anzahl gibt, b) solche,
deren es eine einfache unendliche Menge gibt, und ¢) solche, deren es doppelt unendlich viele

gibt. Ist ux -+ vy -+ wz =0 die Gleichung®) der ersten Fluchtlinie f, so sind die Typen

der Art a) durch 3 homogene Gleichungen in u, v, w bestimmt, die der Art b) sind durch
eine Gleichung bestimmt, und die der Art ¢} sind durch Ungleichungen definiert. Zur Uber-
sicht iiber die erhaltenen Typen habe ich wieder die u, v, w der f in einer ,Reziprokalebene®
(R. E.) als Punktkoordinaten L111_L-rln-cLiu1'1_', so daBl jeder Lage von f ein Punkt der R. E. und, da
atis jeder Laze von f sich eine C, ergibt, jedem Punkte der R. E. einc C, entspricht. Den
Punl:

Typen der drei Arten a), b), ¢) entsprechen in der R. E. bezw. einzelne Punkte, Linien und Flachen-

k

stiicke, so dald also hier die Mannigfaltigkeit und die Ubergénge sehr deutlich ins Auge fallen.

Diskussion der C, ohne Oval.

Die Aufgabe der vorliewenden Arbeit besteht darin, die Typen der C; fiir welche
R = 0, aufzustellen, Ausfiiirlicher behandelt werden die Typen, fiir welche § < 0, T <0,
beziiglich der Typen, die aus den andern Grundformen hervorgehen, miissen wir uns mit

einem vergleichenden Hinweis anf die entsprechenden Typen dieser Grundform und einer Dar-

ETE
stellung der R. E. begniigen. Es seien folgende Bezeichnungen und Abkiirzungen voransgeschickt:
a Verbindungsgerade der drei reellen Wendepunkte Aquator?).

b,, b, by*) seien die drei reellen Wendegeraden, die je durch einen reellen und 2 ima-
gindire Wendepunkte gehen.

Y { bedeutet im Folgenden stets die erste Fluchtlinie, P, die gegebene divergierende Parabel, € die
abgeleitete Kurve dritter Ordnung.

') Die Tangenten in den Schnittpunkten von f mit der Py treffen diese in 8 Punkten, die wiederum aul
einer Geraden liegen, die die Satellite von f heifit

3 Ober die analytische Darstellung der Kollineation vgl. Beilage I p. 7.

4} Die Koordinaten der a und b sind entweder aus dem Produkt der 12 Wendegeraden

2T H* 188 Hf* — THI* —-S*f*=0

zn finden, oder als Koordinaten der dreifachen Geraden von £2° (u, v, w) 0. Die Koordinaten von a seien;

U, U, wy, die von by seien: uy; O, by,
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Die Schuittpunkte von zwel imaginiren Wendetangenten zweier Wendepunkte aud

i derselben b seien: S;, 5,, 5;. Der Schaittpunkt einer reellen harmonischen Geraden mit der
P, heille ein Scheitel derselben.
s Satellite der unendlich fernen Geraden.
; w Wendeasymptote; sie ist stets identisch mit der zweiten Fluchtlinie f;, d. h. der

Geraden, in welche die unendlich ferne Wendetangente der P, durch die

Kollineation iibergeht.
{ erste Fluchtlimie, d. h. die Gerade, die durch die Kollineation in die unendlich
ferne Gerade ubergeht.
A Schnittpunkt zweier (einfachen) reellen oder imaginiren Asymptoten,
R. E. & Feld oder Linie oder Punkt e in der Reziprokalebene. )

C,, fiir weleche S < O, T < O,
Die Gleichung der Parabel kann stets in.der Form
Y-z (X 2%) (x4 az)

geschrieben werden, wobei a > -+ = 8. Fig. I stellt die R. E. dar.

A. Typen, die man erhiilt, wenn [ durch einen Wendepunkt geht. ?)

Da bei diesen Typen ein Wendepunkt stets unendlich fern ist, so gibt es in der
Richtung dieses unendlich fernen Wendepunktes ein Biischel von parallelen Sekanten, deren
Sehnenstrecke durch die harmonische Gerade des unendlich fernen Wendepunktes halbiert
wird. Zu diesem Parallelstrahlenbiischel gehtiren a und eine b, die (etwa vorhandene) Wende
asymptote f; und die Satellite s. Die beiden anderen Asymptoten schneiden sich auf der
harmonischen Geraden des unendlich fernen Wendepunktes, Die zweite Fluchtlinie f; wird

Wendeasymptote w. In. der R. E. entsprechen diesen Typen die Punkte auf den Riickkehr-

tangenten von F. Die Gesamtheit der f dieser Art bildet eine einfach unendliche Mannig-
faltigheit, nimlich die drei Strahlenbiischel, deren Mittelpunkte die drei reellen Wendepunkte
sind. Jeder der drei reellen Wendepunkte filhrt zu einem System A) solcher Typen. Fiir

die Konstruktion ist es am einfachsten den unendlich fernen Wendepunkt W, zum Ausgang

zu nehmen, Fiir die Koordinaten u, v, w von f besteht die Gleichung:
@ (usowaow]) =0
I. f schneidet die P, in drei getrennten reellen Punkten. T (u, v, w) < (.

Die Cy besteht aus drei Zweigen mit drei reellen Asymptoten, von denen eine Wende
asympiote w f, ist, die beiden anderen gewohnliche (einfache).
2 reellen Punkten
und wird durch die Tangente an das Oval der = von a getrennt (f liegt zwischen

. Typus.®) [ schueidet I' nur in imaginaren, das Oval von = i

") Die Figuren 1 bis VII sind schematisch gezeichnet, Wiederholt vorkommende Typen sind nur an

einzelnen Stellen eingetra 1, je mach dem vorhandenen Raume,
% Ich habe hier eine etwas andere Einteilung gewihlt al i
# In den Zeichnungen sind die Py, 1, {;, = (Kollineationsaxe) schwach, die Cy stark auspezogen. Die
.'\rij'l:1|ll|'l{'11 sind mittelstark gehalten wiithrend s wgestrichelt, a und b hl:!i'|:|-||n|-'ll".t'r[ sind. C ist das
Kollineationszentrum.
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der Tangeute an P, und der nidchstliegenden Tangente an das Oval von 3),
T v, w) >0 I'(u, v, w) =0 uwy,— 1y, w<_0. Der eine Z\\-‘L:ig der C; hat
keinen Wendepunkt (einfacher Zweig), die beiden anderen haben je einen Weunde-
punkt im Endlichen. Rethenfolge der charakteristischen Linien und Punkte '):
a, s, w, by (s schneidet die beiden Ziige mit je einem Wendepunkt und trifft die
gewdhnlichen Asymptoten vor der w.) Der einfache Zug liegt vor einer Ecke des
Asymptotendreiecks. Fig. 1. R. E. L

Unterabteilungen,

) A von w durch b, getrennt. R. E. 1. a.
a) 5 ist von w durch s getrennt. R. E. a.

S, liegt im Unendlichen. R. E. b,
c) S, ist von w durch A getrennt (liegt auf der konkaven Seite des einfachen

Zuges). R. E. c.

#) A liegt auf by, R. E. 7.

¥) A zwischen b, und w. R. E. 3 (Hierzn Figur.)

d) f geht durch die zwei Schnittpunkte des Ovals von = mit der P,, Die einfachen
Asymptoten der C; berithren das Oval von H.

Typus. f beriihrt das Oval von X und liegt zwischen der Tangente an P, und dem
Aquator. X (u, v, w) = (L%) Die drei Asymptoten der C; gehen durch einen Punkt

auf H, wo w die H berithrt. (A auf w.) Ch. L. und P: a, 5, w mit A, b;. Zweige
wie bei: 1. R. E. 2. Fig. 2,

Tvpus. f schneidet das Oval von X in zwei imaginiren Punkten und liegt zwischen
der Tangente in 2) und dem Aquator. = (u, v, w) << 0. Ch. L. und P: b, w, A, 8, a.
s trifft nur Verlingernngen der Seiten des Asyvmptotendreiecks vor einer Ecke. Der
einfache Zwelg legt vor der w. Fig. 3. R. E. 3.

Typus. f ist Aquator. uw, — u, w = (), Die drei Asymptoten der Cy sind Wende-
asvmptoten, s fallt mit der unendlich fernen Geraden zusammen. Ch. L. und P:
A, w, by; 5= a im Unendlichen. Die C, besteht aus drei einfachen Ziigen, die je
vor einer Ecke des Asymptotendreiecks liegen. Fig. 4. R. E. 4.

Typus. f liegt zwischen dem Agquator und der nichstfolgenden Tangente an das
Oval vou =. uw, u, w > 0. Die C, besteht aus einem Zug mit zwei Wende-
punkten im Endlichen und zwel einfachen Ziigen ohne Wendepunkte, Ch. L. und P:
A, w, by, 8 a. s trifft den Zweig mit zwei Wendepunkten. Die einfachen Ziige liegen

je vor einer Seite. Fig. 5. R. E. 5.

Typus. f berithrt das Oval von X und ist von der Tangente an P; durch den
Aquator getrennt. = (u, v, w) 0; uwy —u, w>0. Die Asymptoten der C; gehen
durch einen Pupkt auf H, in dem diese von w berithrt wird, Zweige wie bei 5.
Ch. L. und P: A auf w, sonst wiec vorher. Fig. 6. R. E. 6.

NB! Typus 6 unterscheidet sich von Typus 2 durch die andere Art der
Ziige der C
Typus. f schneidet das Oval von = in 2 reellen Punkten und das von T in
2 imagindren Puunkten (liegt zwischen der Tangente in 6) und der nichstfolgenden

Y Der Kilrze halber von jetzt ab angedeutet durch: Ch. L. und P.

) Die tibrigen Bedingungen bleiben; bis neue erwidhnt werden.

3
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Tangente an das Oval von I', die nicht auch Tangente von Py ist. I (u, v, w) > 0.
Zweige der C, wie bei 5. Ch. L. und P: a, s, b, w. Fig. 7. R. E. 7.
Unterabteilungen und besondere Fille.
&) A zwischen b, und w. R. E. 1. «.
a) s trenut a und S..
i b) s geht durch 5,.
: ¢) s durch S, ven a getrennt.
| #) A anf'b,.. B.E & ]
¥) A von w durch b, getrennt. R. E. 2 '
Auflerdem: f geht durch den Schnittpunkt von P, und = Vgl L :
8. Typus. f beriihrt das Owal von I, aber nicht zugleich P,. I (u, v, w) 0. Die |
beiden einfachen Asymptoten schueiden sich auf der C,, die in diesem Punkte
von s berithrt wird. Ch. L. und P: a,s mit A, b;,, w. Fig. 8 R. E. 8.
9. Typus. f schneidet das Oval von I" in zwei reellen Punkten und wird von der
Tangente an P, durch a getrennt. I (u, v, w) < (). Zweige wie bei 7. Ch. L.
und P: w, b, 5, a Fig. 4. R. E. 9
Unterabteilungen und spezielle Falle,
) A zwischen a und 5. R. E. &
B A aufa, ROE8:
¥) A von s bezw. w durch a getrennt. R. E. ;.
a) a von w durch s getrennt. R. E. a.
b) a fallt mit s zusammen, Die zwel einfachen Asymptoten gehen durch die
zwei anderen reellen Wendepunkte und berithren das Owal von I { geht
durch die zwei reellen Schuittpunkte von h, und h, mit P,. Die C; besitzt
in den diesen entsprechenden unendlich fernen Punkten je eine sechspunktig
berithrende asymptotische Parabel zweiter Ordnung. R. E. b
¢) a zwischen 5 und w. R. E. ¢
Ferner sind erwidhnenswert:
#) { geht durch den Schnittpuinkt einer reellen und zweier imaginiren harmonischen
(Geraden. R. E. d,
g) f geht durch den Schnittpunkt dreier recllen harmonischen Geraden. R. E. &
L) f geht durch zweil Schnittpunkte je einer Wendetangente mit der zugehdri
harmonischen Geraden. R. E. L
n) f geht durch den Schaittpunkt zweier reellen Wendetangenten, R. E. ».
&) f geht durch den Schnittpunkt von b, und b,. R. E. .
. t) f geht durch zwei Schnittpunkte von je zwei imaginiiren Wendetangenten. R. E. «. l
II. ¥ berthrt die P,, F (u, v.w)=0.
10, Typus. f berithrt die P, im Schnittpunkte derselben mit der harmonischen “
Geraden von W, Die C, besteht aus zwei Zweigen mit je einem Wendepunkt
im Endlichen, die sich einerseits der einzigen Asymptote w ndhern, andererseits
sich parabolisch ins Unendliche erstrecken. s w. Fig. 10. E. E 10
11. Typus. I ist Wendetangente. Die C; ist P,.

T

=
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Ill. f schneidet die P, ausser in dem Wendepunkte in zwei imagindren Punkten,

Die C; besteht aus einem Zug mit zwei reellen Wendepunkten im Endlichen und hat
nur eine reelle Asymptote w f,, die zwel imagindren Asymptoten schneiden sich in einem
, trifft aber auller in W, nur

reellen Punkte A, dem ,Asvmptotenpunkre®, ebenso ist s reel
in imaginiiren Punkten.

12. Typus. f schneidet den dreispitzigen Zug von I’ in zwei reellen Punkten (und

p liegt also zwischen der Wendetangente der P, und der Tangente an diesen Teil i
I vou I, F(u,v,w)<0 Ch L, undP: b,, A, s, a, w. Fig. 12. R. E. 12
Unterabteilungen.
¢) b, zwischen C, und 5. R. E. a.
#) b, falt mit s zusammen. R. E. g
v) b; von der C, durch s getrennt. R. E. 5 :
3. Typus, f berithrt den dreispitzigen Zug von IT I’ (u, v, w) =0. A liegt im
Scheitel der C,, die in diesem Punkte von s berithrt wird. Ch, L. und P: by, s
mit A, ‘a; w. TFig. 13! R. E 13
NB! Dieser Typus bildet die Grenze fiir den Ubergang des A von der
konvexen Seite des Scheitels zur konkaven.
14. Typus. f liegt zwischen der in 13) erwidhnten Tangente an I' und der Wende-
(] 1 - v - 83 ] Y b
geraden b,. I'(u, v, w) >0 uw, —u, w<_0. Ch. L. und P: by, s, Scheitel der
C,, A, a,w. A liegt auf der konkaven Seite des Scheitels und entfernt sich um
so mehr vom Scheitel, je ndher f an b, heranriickt. Fig. 14 R. E. 14
Spezieller Fall. f ist Verbindungsgerade von zwei Schnittpunkten je dreier
harmonischen Geraden, ist aber nicht selbst harmonische Gerade. R. E. j.
15. Typus. f fillt mit b, zusammen. uw, —u, W 0. s fallt mit b, ins Unend-
liche; A ist der Schnittpunkt der zwei imaginiren Wendeasymptoten und hat
seine grofite Entfernung vom Scheitel erreicht. Fig. 15. R. E. 15.
16. Typus. f liegt zwischen der b, und der Tangente andie P,. u wy, —u, w > 0. Ch. L.
und P: Scheitel, A a w,s, ]J_, A nihert sich wieder dem Scheitel. ]‘],‘._:' 16, B. E. 16,
B. Typen, die man erhilt, wenn f nicht durch einen Wendepunkt geht.
1 2 (u, v, W) — 1.

Bei den Typen dieser Abteilung liegen alle drei reellen Wendepunkte im Endlichen.

Sie haben mindestens eine reelle gewohnliche Asymptote, Wéhrend bei den C,; der Abtellung A)

l die b, die durch den unendlich fernen Wendepunkt geht, eine ausgezeichnete Rolle spielte,
treten hier alle drei b gleichberechtigt auf. Ich habe deshalb deren Lage gegen die Asymptoten
nicht als charakteristisches Merkmal eines eigemen Typus gelten lassen, dagegen besondere
Lagen zur Charakterisierung von Unterabteilungen beniitzt. Vergl. auch die Zusdtze am Ende
dieses Kapitels.
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Die f dieser Abteilung, also auch die Typen, bilden eine doppelt unendliche Mannig-
keit. Um die Typen aufzustellen, betrachtet man in Analogie zu A) Strahlenbiischel!) von f,
deren Zentren nicht Wendepunkte sind. Einem solchen Bischel und den sich daraus ergebenden
C, entspricht in der R. E. eine Punktreihe. Am zweckmifigsten erweist es sich, das Zentrum
auf der P, selbst anzunehmen. Die Gesamtheit dieser Biischel umfalt dann alle =¥ f. Die
Typen, die sich aus einem solchen Biischel ergeben, haben alle eine Asymptote gemeinsam,
eben diejenige, die der Tangente der P, im Mittelpunkt des Buschels entspricht. Die s bilden
ebenfalls ein Bischel, dessen Zentrum der Schuittpunkt dieser Tangente mit der C, ist. In
der R. E. entspricht dem Biischel der { eine Punktreihe, deren Triger eine Tangente der F
ist; dem Biischel der s entspricht die Tangente, die vom Beriihrungspunkte der vorigen noch
an F geht, Innerhalb eines solchen Bischels sind dann stetige ["'h[:]'gih]gt méglich. Wir

konnen dreierlel Bischel von f mit dem Zentrum M auf der P, unterscheiden: a) solche, von
deren Zentrum aus zwei reelle Tangenten an das Oval von = gehen. Thnen entsprechen in
der R. E. Tangenten der F, die das Oval von ¥ in zwei reellen Punkten schneiden, b) solche,
deren Zentrum ein Schnittpunkt von P, mit dem Oval von X ist. Ihnen entsprechen in der
K. E. die gemeinsamen Tangenten von F und dem Oval von I, ¢) solche, von deren Zentrum

aus keine reecllen Tangenten an das Oval von X gehen. Ihnen entsprechen in der R. E.
Tangenten der F, die das Oval von = nicht schueiden. Aus der Betrachtung dieser Biischel

ergeben sich dann die folgenden Typen.

l. f schneidet die P, in drei getrennten reellen Punkten.

Die C; hat drei reelle einfache Asymptoten und besteht aus drei Zweigen: einem
einfachen ohne Wendepunkt, ecinem mit einem und einem mit zwei Wendepunkten. In der
E. E. entspricht das Feld. von dessen Punkten aus drei reelle Tangenten an die F gehen
(innerhalb des dreispitzigen Zuges).

17. Tvpus. f schneidet das Oval von I’ in zwel 1magindren, das Oval von = in zweli

= und I,
Slu,v,w) =0, '(u, v, w) > 0. s trifft die Seiten des Asymptotendreiecks nur

reellen Punkten und legt zwischen den Tangenten an die Owvale von
(-3 o

in ihren Verlingerungen. ¥) Der einfache Zug liegt vor einer Ecke. Fig. 17. R. E. 17,
Als besondere Fille sind zu erwahnen:

¢) A liegt auf einer der drei reellen b.

#) Einer der Schnittpunkte zweier imagindren Wendetangenten liegt im Unendlichen.

7) s geht durch einen der in #) erwihnten Schnittpunkte.

18. Typus, { berithrt das Oval von = = (u, v, w) 0. Die drei Asymptoten der
C, gehen durch einen Punkt auf H. Fig. 18, R, E. 18,

19. Typus. f schneidet die Ovale von = und I' nur in i111:1;__:iuf1'rt'11. Punkten. (f liegt
zwischien den heiden Taungenten an das Z-Oval) = (u, v, w) << 0. Bei der C, trifft

s nur Verlingerungen der Seiten des Asymptolendreiecks; der einfache Zug liegt
vor einer Seite. Fig. 19. R. E. 19,

20. Typus. [ beriihrt das Oval von I I (u, v, w) =0. Zwel Asymptoten der C,
schieiden sich anf dieser; s berithrt die C, in diesem Schuittpunkte. Fig. 20.%) R. E. 20,

Iy In diesem Sinne ist auch der Ausdruck: . f liegt zwischen* zu verstehen

* Da in B) keine der by, by, b, ausgezeichnet ist, so sind dieselben weggela

%) In Fig. 20 ist der einfache Zweig der Raumersparnis halber etwas hereingeriickt.
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opezieller Fall. | geht durch S, oder S, oder S,.

21. Typus. f schneidet die Ovale von = und I'in je zwei reellen Punkten. I” (u, v, w) <Z 0.
s trifft zwel Seiten des Asvmptotendreiecks selbst. Fig. 21. R. E. 21.
Besondere Fille,
¢} a trifft nur Verlingerungen der Seiten des Asymptotendreiecks. R. E. 21, e
) a geht dorch A, E. E. 21, 8
7) a trifft zwei Seiten des Asymptotendreiecks selbst. R. E. 21. .

a) Der Schnittpunkt von a und s liegt aullerhalb des Asymptotendreiecks.
b) Der Schnittpunkt von a und s liegt auf einer Asymptote.
¢) Der Schnittpunkt ven a und s liegt innerhalb des Asymptotendreiecks.
NB! b) und ¢) treten doppelt auf, wobel je ein anderer Wendepunkt des
Zuges mit zweli Wendepunkten in Betracht kommt und ein anderes Feld fiir
den Schnittpunkt eintritt.
Ferner sind zu erwidhnen:
#) f geht durch den reellen Schnittpunkt von zwel imaginiren mit einer reellen
harmonischen Geraden von 3 Wendepunkten. R. E. 4.
£) f geht durch den Schnittpunkt der drei reellen harmonischen Geraden, R, E. &
) f geht durch den Schnittpunkt einer Wendetangente mit der zugehorigen har-
monischen Geraden. . R. E. L

f geht durch den Schnittpunkt zweier reellen Wendetangenten. R. E. #.
#) f geht durch den Schmttpunkt von b, und b, oder b, und b,, odor by und by,

t) f geht durch den Schuittpunkt zweier imaginiren Weundetangenten. R, E. 1

Il. f beriihrt die P, F (u, v, w) = 0.

f schneidet dann aufierdem noch in einem gewbhnlichen reellen Punkte. Die C, hat

also eine einfache Asyvmptote und besteht aus zwel Zweigen, von denen der eine die Asymptote
in einem reellen Punkte schneidet; beide ndhern sich einerseits hyperbolisch der Asymptote
und verlaufen nach der andern Seite parabolisch. s fillt mit der Asymptote zusammen. In
der R. E. entspricht die F-Kurve.

22, Typus. Nur ein Typus, der eben beschrieben wurde. Fig. 22. R. E. 22.

Il f schneidet die P, in einem reellen und zwei imagindren Punkten. F (u, v, w) = (.

Die C, besteht aus einem einzigen Zuge mit drei reellen Wendepunkten im Endlichen
imd hat eine einfache reelle und zwei imaginidre Asymptoten, die sich in einem reellen
Punkte A treffen, s ist ebenfalls reell und trifft die C, nur in einem reellen Punkte. In der
R. E. entspricht das Feld, von dessen Punkten aus nur eine reelle Tangeute an die F geht
(aullerhalb das dreispitzigen Zuges von F).

23. Typus. f liegt zwischen der Tangente an den dreispitzigen Zug von I' und der

5 . - 5 e . . S cped = =
von 5. Fn,v,w)—-0; T(m,vw)—0 A liegt in dem Felde zwischen der

Asymptote und s, in dem kein Teil der C, liegt, und das von a geschnitten wird.

Fig. 22. R. E. 28.

by
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Besondere Fialle.

) Eme b geht durch A.
#) Eine b geht durch den Schuittpunkt von s mit der Asymptote.
7)

d) f geht durch den Schnittpunkt einer

" geht durch den Schnittpunkt zweier reellen Wendetangenten.

Wendetangente mit der zugehérigen har-

monischen Geraden.

24, Typus. fist T an den dreispitzigen Zug von I. I (1, v, w) 0. A liegt

auf der C,, die in diesem Punkte von s beriihrt wird. Fig. 24. R, E. 24,
Spezielle Fille: Wie oben.

25, Tvpus. f schueidet die P, in imaginiren, = und I in reellen Punkten und liegt
- i i =
zwischen den Tangenten an P, und den dreispitzigen Zug von I' oder von =
e - L]
I'm, v.w) — 0; = (u, v, w) —- 0. A legtin einem Felde zwischen der Asymptote

anft. Fig. 26. R. E. 25.

und der C,, in dem die s nicht v

Von besonderen Fillen sind dieselben erwidhnenswert wie bei 21

Man kann zuniichst folgende drei Unterabteilungen machen:

a) A liegt in dem Felde zwischen der Asymptote und dem Teil der C, mit zwei
Wendepunkten, Der Schnittpunkt von s und a liegt dabel anf derselben Seite
der Asymptote wie A.

b) s geht durch den Wendepunkt. Dann haben beide Teile «

ler C. nur noch

je einen Wendepunkt,

c¢) A liegt 1n dem Felde zwischen der Asy
m Wendepunkt. Der Schn

Asymptote getrennt.

tund dem Teile der C, mit nur

tpunkt von s und a ist von A durch die

ein

26, Typus. f ist Tangente an den dreispitzigen Zug von = X (u, v, w) 0. A liegt

auf der Asymptote. Fig. 26, R. E. 26.

27. Typus. f ist harmonische Gerade eines Wendepunktes. = (u, v, w) = U;
I (u, v, w) = (. s ist Wendetangente und trifft a anf der Asymptote im Asymptoten-
punkte A, der der zu f gehorige Wendepunkt ist. Jede durch den Wendepuukt

auf der Asymptote gehende Sehne wird durch diesen halbiert. Fig. 27. R. E. 27
Anmerkung. Die Typen der Abteilung B) enthalten in gewissem Sinne die Typen

von A) als spezielle Fillle, Man erhiilt aus einem Typus von B) einen von A), indem man die
Bedingung 2 (un, v, w) 0 zutigt. Die Zusammengehorigkeit der entsprechenden Typen von
A) und B) zeigt auch die R. E. So z. B. sind 1 und 7 in diesem Sinne Spezialfille von 17.
Es liegt nun die Frage nahe, warum bei A) die Typen 1 und 7 als zwei Fille unterschieden
wurden, wihrend hier nur ein entsprechender Typus 17 aufgefiihrt wurde. (Ahnlich bei 18,

19 ete.) DieSache entscheidet sich folgendermalien: Die Typen in A) entstehen aus einem Biischel

von f. Sucht man analog Typen von B)., die ebenfalls demselben Bischel von f mit einem

el

'ypen unterscheiden. Die Trennung liegt dann in denjenigen Typen, die man erhilt, wenn

trum M auf P, entsprechen, so kann man auch hier bei 17 oder 19 mehrere Arten von

f durch einen Wendepunkt geht., (Grenzlage von f) (Diese gehdren der Abteilung A) an.)
Bei emnem solchen Typus wird eine Asymptote Wendeasymptote w und es werdena || b | s w.
Zwei Typen, die aus zweil f entstehen, die durch eine solche Grenzlage von f getrennt sind,

BLB BADISCHE '=::.
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der Grenzlage von I Wendeasymptote wird, von der einen Seite der festen Asymptote anf die
andere riicken. Diese Unterscheidung hat aber nur Bedeutung innerhalb der durch ein Biischel

von f erzeugten C,; auch sind eben nur hier stetige Uberginge gegeben.

Die tibrigen Kurven ohne Owval.

Vorbemerkung. Im Folgenden sollen vergleichsweise mit den Typen von 8§ < 0,

T < 0 die Typen aus den andern P, ohme Owal aufgezihlt und in der R. E. dargestellt

werden. Um moglichst kurz sein zu koénnen sei folgende Bezeichnungsart festpesetat: 4y
A. bedeutet die Gesamtheit der Typen mit einem unendlich fernen Wendepunkt.

B. nmfait

Typen ohne unendlich fernen Wendepunkt,
I. nmfalit die Typen mit 3 reellen Asymptoten,
[. die T'ypen, die die unendlich ferne Gerade berithren, und
[. die Typen mit einer reellen und zwei imaginiren Asymptoten.
Die arabischen Ziffern verweisen auf die Typen bei § <Z 0, T <Z 0, mit denen sie in
der Lage der Asymptoten und der Satellite und bei A) in der Lage der Wendegeraden iiber- tk
einstimment, abgesehen von den Realititsverhiltnissen.

1. Kurven, fiir welche S <= 0, T > 0. Es se1

Pi=E4+0E4al
eine P,, fiir welche S << 0, T << 0. Wendet man anf diese die Transformation
- X
7 13
g z
an, so erhdlt man
yiz = (x* + 2%) (x — e 2).

Diese Gleichung stellt dann eine P, dar, fiir die S <20, T => 0. Durch die angegebene
Transformation werden die reellen Geraden, die durch den unendlich fernen Wendepunkt der -
ersten Parabel gehen, wieder in solche iibergefithrt. Dabel gehen aber Gerade, die die erste g
Parabel in reellen Punkten schneiden, in solche iiber, die die zweite i1 2 imaginidren Punkten

| {3

schneiden, und umgekehrt; beriihrende gehen in ebensolche iiber, insbesondere geht ¢
unendlich ferne Wendetangente wieder in eine solche iiber. Der Aquator a geht in die Wende-
gerade b, iber und umgekehrt. Somit werden die Typen der Abteilung A) der ersten Parabel
_ in ebensolche der zweiten Parabel tibergefiihrt, wobei aber Klasse I in Klasse III Klasse III
7 'ﬁ\nm in Klasse I und Klasse II wieder in Klasse Il uibergeht. Die Lage der w, 5, a, A, by geht aus
merierten Typus der vorher behandelten P; hervor, wenn man b; unda
< vertauscht.) Imagindre Asymptoten gehen in reelle iiber und umgekehrt. Wir haben also
folgende Typen:
A. L. Typen: 12, 13, 14, 15, 16.

'\.:},r II. Typen: 10 und 11.

ITI, Typen: 1, 2, 3, 4, b i s e 8

o, |'J_ :‘\_

/ ‘der bei dem gleichnu

sy Uy

B. Dies Entsprechen gilt nicht mehr, wenn f nicht durch einen Wendepunkt geht, da
im allgemeinen eine reelle Gerade u x + vy + w z = 0 aus einer imagindren —u & +1ivy

w L = 0 hervorgeht. Es ergeben sich unter Anwendung der fiir die arabischen Ziffern
festgesetzten Bedeutung folgende T'ypen:

1) Dasselbe gilt auch fiir die Typen der Abteilung A) bei den (ibrigen C,, fiir welche T 0 ist.
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I. Typen: 17
II, Typus: 22,
l IIT. Typen: 23, 24, 25, 25a, 26, 26a, 27.
> Die R. E. ist in Fig. II dargestellt und erldautert alles weitere wohl geniigend.
25 e O "ReE.: Rig TII.
A. L Typen: 1, 2 (umfaBt 2, 3, 4, 5, 6 der ersten Art und ist eine C, mit 3 durch
einen Punkt gehenden reellen Wendeasymptoten), 7, 8, 9,
I1. Typen: 10, 11.
i II. Typen: 12, 13, 14, 15; 16,
i B. I Typen: 17, 20, 21.
II. Typus 22,
III. Typen: 23, 24 25 26, 27
LS =0 T>=0 PFE E Fig. 1V.
A. I Typen: 12, 13. 14, 15, 16,
II. Typen: 10 und 11.
IIL “Types: 1292 98 9;
B. I Typen: 17, 20, 21.
II. Typus 22,
III. Typen: 23, 24, 25a, 26, 27,
¢ 5 >0, T 0. R.E Fip V.
A. I Typen: 1, 4, 7, 8 9.
I[I. Typen: 10, 11.
ITI. Typea: 12, 13, 14, 15. 16.
B. 1. Typen: 17, 20, 21,
II. Typus; 22
III. Typen: 23, 24, 25, 26, 7.
5. 5 >0, T =0. R. E Fig. VL
A, L. .Typen: 1,.4,7, 8 9
II. Typen: 10, 11,
I11. Typen: 12, 18, 14, 15, 16.
B. I Typen: 17, 20, 21,
I[I. Typus: 22
III. Typen: 28, 24 25 25 927
& =0T >=0 R E Fig, VII.
A. 1. Typen: 12, 13, 14, 15, 16.
II. Typen: 10, 11.
III. Typen: 1, 4, 7, 8, 9.
B. 1. Typen: 17, 20, 21.
II. Typus: 22,
I1I. Typen: 23, 24, 25, 26, 27.

Baden-Baden, 1904, Ostern.
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