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Einleitung .

Der Widerstand , den ein in einer Flüssigkeit bewegter Körper
Hindet , oder der Gesamtdruck , den strömende Flüssigkeit auf einen
ruhenden Körper ausübt , hängt von der Spannungsverteilung in der

Flüssigkeit längs der Körperoberfläche ab . Von der hydrodynamischen
Potentialtheorie wird gerade diese Spannungsverteilung nicht richtig
dargestellt , im Zusammenhang damit , daß die Theorie der Bedingung
des Haftens der Flüssigkeit an der Körperoberfläche , die den beobach -
teten Strömungserscheinungen annähernd Ausdruck gibt , nicht genügen
kann . Sie versagt daher bei der Berechnung des gesuchten Wider -

standes , während die von Navier und Stokes begründete Theorie der

Flüssigkeiten mit innerer Reibung auch der Haftbedingung gerecht
wird . Die wesentliche Schwierigkeit aber für die strenge Behandlung
des Problems mit Hilfe der Navier - Stokesschen Differentialgleichungen
ist der quadratische Charakter dieser Gleichungen , der ihre vollständige
Auswertung vorläufig kaum erwarten läßt . Nur von zwei extremen

Seiten her wurde bisher der Versuch gemacht , sie zur Behandlung der

vorliegenden Fragen anzugreifen . ( Die Untersuchungen von Helmholtz

über Wirbelbewegungen kommen in diesem Zusammenhang nicht in

Betracht , da seine Voraussetzung von Unstetigkeitsflächen in der

Strömung nicht den Bedingungen reibender Flüssigkeiten entspricht
und auch bei verschwindender Reibung zu instabilen Strömungs -
formen führt .1))

Stokes ? ) behandelt den Fall einer Flüssigkeit von sehr großer
Zähigkeit oder geringer Dichte , für die die inneren Widerstände 80

grob gegenüber den Trägheitskräften sind , daß letztere vernachlässigt

1) Helmholtz : Uber diskontinuierliche Flüssigkeitsbewegungen , Ges . Werke ,
Bd. 1, S. 152. Vgl . auch Th . v. Kärman : Uber den Mechanismus des Flüssig -
keitswiderstands , Gött . Nachr . , 1911 , S. 509 u. 1912 , S. 547 .

2) Stokes : On the Effect of the Internal Friction . . , Camb . Trans . S. [ 8J 9

( 1851) ; Papers , vol . III , P. 1.
Leitschrikt f. Mathematik u. Physik . 62. Band. 1913. Heft 1. 1
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werden können ; oder , was auf das Gleiche hinauskommt , den Fall , daß

die Trägheit wegen der Kleinheit der Geschwindigkeit , oder der Klein -

heit der eingetauchten Körper und der dadurch bedingten geringen Ge⸗

schwindigkeitsunterschiede vernachlässigt werden kann . In diesen Fällen

werden die erwähnten Differentialgleichungen linear ; das Stokessche

Resultat für den Fall der Bewegung einer Kugel ist die bekannte Formel
ür 10Kfür den Widerstand :

„

wWO Udie Geschwindigkeit der Kugel , à ihren Radius und ſι den Koeffi -

zienten der inneren Reibung bedeutet .

Von der entgegengesetzten Richtung her , dem Falle kleiner Reibung ,

wo die Trägheit ein ausschlaggebender Faktor ist , hat zuerst L. Prandtl

die Aufgabe angegriffen ! ) , durch Untersuchung der Grenzschichten d. h.

der Schichten in der nächsten Nähe der Oberfläche , in denen die an der

Oberfläche haftende Strömung sehr rasch zu der äußeren Geschwindig -

keit ansteigt . Diese Untersuchungen führen zwar zur Erklärung der

„ Ablösung “ der Strömung und der Wirbelbildung hinter dem Körper ,

sie vermögen aber nicht die Strömung auf der Rückseite hinreichend

zu berechnen , um zu einem Widerstandsgesetz zu führen . Die wesent⸗

liche Schwierigkeit liegt hier darin , daß die Flüssigkeitsbewegung auch

bei beliebig verkleinerter Reibung nicht in die reibungsfreie Potential -

bewegung übergeht , eben wegen der oben erwähnten Unterschiede in

den Randbedingungen der Potentialströmung und der wirklichen wirbeln⸗

den Strömungen . Dadurch wird es erforderlich , entweder als erste An -

näherung eine von der wirklichen Bewegung wesentlich abweichende
Strömung zugrunde zu legen , oder aber die nur experimentell ermittelte
Strömung in einiger Entfernung von der Oberfläche zu benützen .

Wollte man diese Untersuchungen zu einem mathematisch exakten

Näherungsverfahren ausbilden so müßte man , ausgehend von einer

Potentialbewegung , die die Differentialgleichungen streng befriedigt ,

aber nicht die Randbedingungen , eine Lösung suchen , die die richtigen

Randbedingungen sukzessive annähert . Leichter scheint aber der ent -

gegengesetzte Weg zu sein : Ausgehend von der Stokesschen Bewegung ,
die zwar die Randbedingungen streng befriedigt , aber nicht die Differential -

gleichungen , eine Annäherung an die Differentialgleichungen zu suchen .

Dazu soll die folgende Untersuchung einen Beitrag liefern .

1) Uber Flüssigkeitsbewegung bei sehr kleiner Reibung , Verh . d. int , Math .

Kongresses , Heidelberg 1904 ; s. a. die Göttinger Dissertationen : H. Blasius : Grenz -

schichten in PFlüssigkeiten . . , 1904 ( Itschr . f. Math . u. Physik , Bd. 55) ; E.

Boltze : Grenzschichten an Rotationskörpern . . „ 1908 ; K. Hiemenz : Die Grenz -

schicht an einem . . . Kreiszylinder , 1911 ( Dinglers Polytechn . Journal , Bd. 326) .
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Zu dieser Problemstellung hat noch ein anderer Gesichtspunkt
geführt , die Frage nach dem Gültigkeitsbereich der genannten Stokesschen

Formel , die für grundlegende Untersuchungen der modernen Physik
eine wesentliche Rolle spielt , nämlich für die Bestimmungen des hypo -
thetischen Elementarquantums der Elektrizität , der Hlektronenladung ,
bezw . die Prüfung , ob ein solches Elementarquantum überhaupt existiert . “)
Während für die Untersuchung des Gültigkeitsbereichs der Stokesschen

Formel nach der Seite kleiner Dimensionen der bewegten Körper hin

die kinetische Gastheorie in Frage kommt , bezieht sich die vorliegende
hydrodynamische Untersuchung , die auch bereits experimentell in An -

grifl genommen worden ist ?) , auf den Gültigkeitsbereich nach der

Seite wachsender Dimensionen hin . Wie schon Rayleighe ) auf Grund

einer einfachen Dimensionsbetrachtung bemerkt hat , hängt die Gültig -
keit der Stokesschen Formel wesentlich nur von der Kleinheit der

unbenannten „ Reynoldsschen “ Zahl ab :

1

WO 6 die Dichte der Flüssigkeit bezeichnet . Daher wird eine An -

näherung an die Stokessche Bewegung eine Entwicklung der Integrale
der hydrodynamischen Differentialgleichungen nach Potenzen dieser

Größe sein müssen . Zu dieser Entwicklung ist das Folgende nur ein

erster Schritt , indem wir das erste zur Stokesschen Bewegung hinzu -

tretende Glied explizit aufstellen .

Diese Aufgabe wurde früher schon von Whitehead in Angriff

genommen “ ) , doch scheiterte sein Versuch an Schwierigkeiten , die in

der Natur der Stokesschen Vernachlässigungen liegen , wie B. W.

Oseen in Verbindung mit einer neuen Begründung der Stokesschen

Widerstandsformel hervorgehoben hat . “) Obwohl im allgemeinen unter

der Voraussetzung kleiner Werte der Reynoldsschen Zahl die Stokessche

Vernachlässigung der Trägheitsglieder berechtigt ist , so trifft dies nicht

mehr zu in sehr großer Entfernung von der Kugel , wo immer einzelne

dieser Glieder grob werden gegen die berücksichtigten . Diese hat

Osèen von vornherein mit beachtet und gelangt so zu einer Strömung ,
die in großen Entfernungen zwar wesentlich von der Stokesschen ab -

7

1) Zusammenstellung bei F. Ehrenhaft : Phys . Etschr . 11 ( 1910 ) , S. 940f .

2) Allen : Phil . Mag . 5, 50 ( 1900 ) , p. 323 , 519 . Zeleny u. Me. Keehan :

Phys . Ztschr . 11 ( 1910) , S. 78.

3) Phil . Mag . (4) 46 ( 1893 ) P. 354 f. Papers VI, p. 78 fl).

4) Quarterly Journal of Mathematics 23 ( 1889 ) p. 78, 143.

5) Uber die Stokessche Formel . . . , Arkiv for Matematik , Astronomi och

Eysik , Bd. 6 ( 1910) , Nr . 29. ( Beim Erscheinen dieser Abhandlung war das Manu -

skript der vorliegenden Arbeit im Wesentlichen fertiggestellt . )
1*
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weicht , in der Nähe der Kugel aber durch diese bei kleiner Reynolds -

scher Zahl appoximiert wird und daher auch zur selben Widerstands -

kormel führt . Der von Stokes begangene Fehler erweist sich also für

seinen Zweck als belanglos , dagegen macht er sich geltend bei dem

von Whitehead eingeschlagenen Wege der weiteren Entwickelung ,

indem es sich als unmöglich erweist , diese eindeutig zu bestimmen .

Doch läßt sich die Stokessche Ableitung auch auf einem anderen

als dem von Oseen eingeschlagenen Wege rechtfertigen , und dieses

Verfahren scheint leichter zu der geforderten weiteren Annäherung zu

kühren . Wir betrachten nicht wie Stokes eine Parallelströmung , in

der die Kugel ruht , sondern eine Strömung , die durch eine in grober

Entfernung von der Kugel befindliche Quelle und eine auf der ent -

gegengesetzten Seite in gleicher Entfernung befindliche Senke hervor⸗

gerufen wird , eine Strömung , die sich ja in der Nähe der Kugel nicht

Wesentlich von einer Parallelströmung unterscheidet , wenn die Ent -

fernung der Quelle hinreichend groß ist gegenüber dem Kugelradius .

In unendlicher Entfernung aber ist diese Strömung wesentlich von der

Parallelströmung verschieden , und dadurch wird es ermöglicht , dab die

bei der Stokesschen Bewegung gekennzeichneten Schwierigkeiten hier

nicht auftreten . Es gelingt so in der Tat , eine eindeutige Lö -

sung für die Differentialgleichungen und Randbedingungen

der ersten Näherung zu finden .

Mit der Frage nach dem Gültigkeitsbereich der Stokesschen

Formel hängt die andere zusammen , bei welcher unteren Geschwindig -

keitsgrenze die bei großben Geschwindigkeiten stets beobachtete Rück⸗

strömung und Wirbelbildung auf der Rückseite des Körpers eintritt .

Unsere erste Näherung gibt allerdings auch hier eine vorläufige Ant⸗

wort , doch bleibt , da diese Grenze schon aus dem Gebiete sehr Kleiner

Reynoldsscher Zahl herausfällt , noch abzuwarten , wie durch die wei -

tere Entwicklung diese Grenze beeinflſußt wird .

Die folgende Untersuchung gründet sich auf die Annahme stationärer

Bewegung einer inkompressiblen Flüssigkeit . Es müßte allerdings von

vornherein in Zweifel gezogen werden , ob eine solche über den ganzen
unendlichen Raum ausgedehnte Bewegung mit den hydrodynamischen
Differentialgleichungen und Randbedingungen überhaupt verträglich ist ,

ob nicht etwa jede Bewegung von periodisch wechselnden Wirbelungen

begleitet ist . In der Tat würden die genannten Schwierigkeiten auch

dann fortfallen , wenn wir die zugrunde gelegte stationäre Bewegung
durch eine periodische Bewegung , äquivalent einem Pendeln der Kugel ,

ersetzten , aber die mathematischen Komplikationen würden sich dann

schon wesentlich erhöhen . Doch hat C. W. Oseen in der genannten
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und einer weiteren Arbeit ! ) den Existenzbeweis für die stationäre

Lösung eines verwandten Problems durchgeführt und sein Ansatz dürfte

wWohl auch zu dem hier geéforderten Existenzbeweis führen . Die im

Folgenden untersuchte Bewegung stellt aber nur eine Näherungs -

bewegung in dem Sinne dar , daß in ihren Bedingungsgleichungen die

vernachlässigten Glieder sicher klein sind neben den berücksichtigten .

§ 1. Die allgemeinen hydrodynamischen Differentialbeziehungen und die

Stokessche Strömung .

Es bezeichne 24, 5, 2% die Geschwindigkeitskomponenten einer Strö —

mung , an der Stelle , / , « nach den Achsen der æ, / , & gemessen .

6 sei die Dichte , à die Viskositätskonstante , der Druck der Flüssigkeit .
Dann lauten die Navier - Stokesschen Differentialgleichungen für in⸗

kompressible stationäre Strömung :

3Ju 9 9
6 ( 5 ＋ ＋ 203 Jονσ ανe

2 69 92 Sα

⁰ 3*˙ ο
(0) 5 ( % ＋ οÆ ＋＋ 2 — 4ο . 0

0 5 * 0³ 69

9˙⁰ 0¹⁰ Oο 39
905 ＋ UνÆÆ ＋ 10 ＋ ＋ = ueο =

Oα 6 * 92 0³

9¹ νο 0¹⁹ 5
(2) EÆ ⏑˙

α 09 02

WO

gesetat ist .

Dazu tréten noch die Randbedingungen , die für den zu unter -

suchenden Fall einer ruhenden Kugel in Parallelströmung .so lauten :

An der Kugeloberfläche soll 21 οοe 1dε 0 sein , während im Unend -

U, v „ =O , % = verlangt wird .lichen in jeder Richtung 4

Die Inkompressibilitätsbedingung ( 2) pflegt man in allen Fällen ,

in denen eine ausgezeichnete Richtung , hier die à - Richtung , vorhanden

ist , in die keine Wirbelkomponente der Strömung fällt , identisch au

erfüllen durch den Ansatz :

% 964 0
(3) PPPPWWWWWoC

* 9e 0

Wenn die Strömung außerdem Achsensymmetrie um die XAchse hat ,

ferner angenommen wird , daß die Stromlinien überall in den durch die

1) Uber die Stokessche Formel . . . , II ; Arkiv för Matematik , Asfronomi

och Fysik , Bd. 7, Nr . 1 ( 1911) .
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XAchse hindurchgehenden Ebenen liegen , so kann die Funktion N*
ohne Einschränkung der Allgemeinheit als Funktion von 4 und

=＋ V ＋ 25

angesetzt werden . Bezeichnet nun 9 die in die Richtung des Radius 7
fallende Geschwindigkeitskomponente , so gehen die Gleichungen (3)

0 0 33
1 3 . JIr

1＋ Yr

über in :

Die Funktion

00 9 ＋
J

gewinnt also durch die genannten Einschränkungen der Strömungsform
die Bedeutung der Stokesschen Stromfunktion ) , durch die sich die

Geschwindigkeitskomponenten bekanntlich so ausdrücken :

(65
7˙ Hr

Aus dieser Ableitung folgen zwischen den Funktionen · und 7
sogleich die weiteren Beziehungen :

( 6) 60 970 „ 240
57 5

2 Q¹ 9
42 J7 9 D0OJ .

Der s0 definierte Differentialprozeß D spielt in mancher Hinsicht für
die Funktion die gleiche Rolle , wie der Differentialprozeb A für die
Funktion ꝙ, sein Verschwinden würde die Wirbelfreiheit der Strömung
zum Ausdruck bringen . Genau in der gleichen Weise , wie die Gl. (6)
aus der Gl . ( 4) gewonnen wurde , läßt sich nun auch noch Weiter
schlieben :

5 544(7 „
Wo nun J4 und DD die Wiederholung des Prozesses J baw . D be⸗
deutet . Wir werden uns im folgenden nicht auf die Benützung einer
der Funktionen ꝙ oder beschränken , sondern je nach dem vorliegenden
Zweck die geeignetere Wahl treffen . Der Ubergang von der einen Zur
anderen Funktion ist stets mittels der Gl . ( J) , (6) , ( 7) leicht auszuführen .

Aus den Gl . ( 1) haben wir zunächst den Druck ꝙ zu eliminieren ,da er in die Randbedingungen nicht eingeht , sondern erst nachträglich

1) Stokes : Camb . Trans . 7. 1842 ( Pà —
dynamik , § 94.

Gapers , vol . I. P. 1). S. a. Lamb , Hydro



Von Fnrrz NonTHER . 4

mittels der Gl . ( 1) aus den gefundenen Geschwindigkeitswerten berechnet

wird . Aus (1) entstehen zunächst die folgenden Gleichungen :

ö 96. 9 470 ＋ — A0

6034 5 40 8 32 1 LAu 3 400 1

oder mittels der Gl . ( 3)

5 ( 5 ＋ 2570 — 50 — 155 ＋ ιA4] ̃Aαιο2 =

5694 259＋9ο 1520 0.
Or

( 10

Die Elimination von p ergibt somit :

L 04

9¹ ꝗ94 944ꝙ

Hier ist nun die Einführung der Stromfunktion mittels der Gl . ( 4) ,

(5), (6), ( 7) am zweckmäßigsten , wir erhalten so aus der Vorangehenden
Gleichung durch Multiplikation mit 1 und mittels geringer Verein -

fachungen die folgende für die Funktion v :

(80 DD Iσοον οο οοο
D0.

nr. r Oα 7＋ Oν

Zur Gl . ( 8) treten noch die Randbedingungen , welche ausdrücken , daßb

im Unendlichen ( im Falle der Parallelströmung ) überall

8 1 3¹ 35
(Sa) 0 und 0

sei , daß ferner für die Kugel E a :

8
sei . Da die Funktion / nur bis auf eine additive Konstante bestimm -

bar ist , so kann diese so gewählt werden , daß die letzteren Bedingungen

übergeben in

(Sb) *
S U

73
0

D

für R = d , wWobei als Funktion des Radius R und des Polarwinkels

9 arotg
— gedacht ist .

Unter in der Einleitung genannten Voraussetzungen für die

Stokessche Bewegung kann nun in (8) die rechte Seite , deren Glieder

quadratisch in / sind , neben den linearen Gliedern der linken Seite
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vernachlässigt werden , und es ergibt sich die Grundgleichung für die

Stokessche Bewegung :

00 DD0 % —o ,

wozu noch die an sich linearen Randbedingungen unverändert hinzu -

treten . Die Erfüllung dieser Bedingungen lautet

8 2 ＋ 4

Wo der Definition nach

4＋◻ N cos 8

＋ sin 9

gesetat wurde .

Diese Gleichungen , in Verbindung mit den Ausdrücken für die

Spannungskomponenten ! ) in einer strömenden zähen Flüssigkeit , führen

zu der in der Einleitung genannten Stokesschen Widerstandsformel

für die Kugel .

§ 2. Berücksichtigung der quadratischen Glieder der

Differentialgleichung (8) in erster Näherung .

Um die quadratischen Glieder der Gl . ( 8) in erster Annäherung
zu berücksichtigen , setzen wir

A ο ＋vI

WO % der in Gl . ( 10 ) angegebene Ausdruck sei und i von der Ord -

nung 8o vorausgesetat wird , unter 8 die Reynoldssche Zahl 5
verstanden . Die Vernachlässigung aller Glieder der Differentialgleichung

( M. die den Faktor 82, bzw . 8 enthalten , führt dann , unter Berück -

sichtigung , dab DD( Uο ) = O, zu der folgenden :

( 1 DDονοe
6 7 R 0)
8 1

( Æ
2Dο ν οο ο 2 9n

die auf der rechten Seite nur bekannte Gröbßen enthält . Dazu kommen

die Randbedingungen , dab für R a

ο
*1 — 7R 0

und im Unendlichen

1 2 U¹ . 1 003¹ 8
„ „ 0 sei .

1) Saint Venant : Comptes Rendus 17 ( 1843 ) p. 1240 . Stokes : Camb .
Trans . 8 ( 1845 ) p. 287 ( Papers , vol . I, P. 75) . S. a. Lamb : Hydrodynamik , § 314.
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Die Gleichung ( 11 ) ist durch Einsetzen aus ( 10) und der hieraus fol -

genden Gleichung :
2

8 3 Asin ! 9 3 7
( 2) ln —

auszuführen . Es ergibt sich ( vgl . die Ausrechnung im Anhang 1)

2 20 3² 2
( 3) DDGI = ＋

Uusinꝰ9 cos 9 83 . )

Bevor wir zur Behandlung dieser Gleichung gehen , sind einige
Vorbemerkungen nötig über die Lösungen der Gleichungen

Dund D E ,

auf die wesentlich die sukzessiven Annäherungen der exakten Diffe -

rentialgleichungen zurückzuführen sind . “)
Aus den im § 1 aufgestellten Beziehungen zwischen den Funk -

tionen ꝙ und folgt , dab man aus jeder Lösung ꝙ der Gleichung

4ꝙ = 0 durch den Prozeß v νeine Lös sung der Gleichung DY 0

erbält , und ebenso aus 3
Löensung der Gleichung Aꝙο ◻ ãε die Lösung

der Gleichung Dy 4ʃ —F . Nun läßt sich bekanntlich die Glei -

chung 4 = O durch eine Summe von homogenen Funktionen des

Ortes æ, ½ & ( bzw. 4, Y), die räumlichen Kugelfunktionen , allgemein

integrieren , die im vorliegenden Fall der Rotationssymmetrie um die

XAchse in die zonalen ? ) Kugelſunktionen übergehen . Es folgt also ,
dab sich in gleicher Weise die Gleichung DY = O durch eine Summe

von homogenen Funktionen der Koordinaten æ, Y integrieren läßt , die

sich aus den Kugelfunktionen in einfacher Weise ableiten .

Weiter läßt sich die allgemeine Lösung der Gleichung 49 =

durch Entwicklung von F in eine Reihe von homogenen Funktionen

finden , deren jede das Produkt aus einer Kugelfunktion und einer

Potenz des Radius E ist , und zwar einer zonalen Kugelfunktion , wenn

PAchsensymmetrie in bezug auf die XAchse hat . Die Lösung ꝙ kann

dann in gleicher Weise entwickelt werden , wobei jedem homogenen

Bestandteil von F ein gleicher in ꝙ, und zwar von einem um 2 höheren

Grade, entspricht . Aus dem Zusammenhang zwischen den Funktionen

ꝙund v folgt , daß die Lösung der Gleichung DY Æ . . — F sich in

analoger Weise darstellen läßt , wobei an Stelle der Kugelfunktionen
die homogenen Lösungen der Gleichung Y 0 treten .

1) Ausführliche Theorie dieser Funktionen bei Sampson : London Phbil .

Trans . Bd. 182 ( 1891 ) ,S. 449f .

2) Bezeichnung nach Thomson uud Tait , Nat . Phil .
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Für diese erhalten wir aus der Reihe der zonalen Kugelfunktionen

ꝙ die folgende Reihe :
93

9

50 ( 9) 1 0

RP ( 9) α 0

Ra P. ( d) = 32 ( 3 — H ) fHu sinꝰ 9

BRP, ( 9 ) 5 3αE ) E3r = g3Rs sin2 g9 eos 0

USwW. Uß5W.

R — ＋νRE ε ρ HRIsin ' 9

= 3r˙R ◻ν 3 R sin 9C08f
usw . usw .

Um die Differentialgleichungen für die so definierten homogenen

Funktionen / aufzustellen , setzen wir allgemein

% ◻ B( 9 ) . V( IÆ)
und erhalten zunächst :

Durch den speziellen Ansatz

R

folgt dann aus Dy = O die Differentialgleichung für B :

d 4

4 8

2

(15) —etg d 5 ＋ mα — 1 ) 5B O.

Hiernach besteht , wie auch schon aus der obigen Reihe ersichtlich ist ,
die Beziehung :

Ferner zeigt die Reihe , daß es zu jedem Grade m eine Lösung B. von

( 13) gibt , die eine ganze rationale Funktion von cos 9 ist . Eine ganz

analoge Untersuchung wie die bei den Kugelfunktionen übliche würde

zeigen , daßb ( ausgenommen im Falle m I bzw . 00 ) je nur diese

einzige rationale Funktion B. , zu jedem Index m existiert . Die Reihe

dieser Funktionen lautet , unter geeigneter Festsetzung ihrer numerischen

Faktoren , die noch später erfolgen wird :

Bi B. = 1 ( und cos 9)

5,ů 5 in 52

m＋1

2 8
B B½ = =sin ? 9 cos 9
5
B. B. ; = = à sin ?9 ( 5 cos ' 5 — 1)

5B, B = I sins 0 cos d( 7 coS ? g = 3 )
usw .

1) Für diese Fälle werden die Lösungen aus der Gl. ( 15) leicht direkt erhalten .
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Um nun die Gleichung
73

Dο FGÆ

zu integrieren , denken wir uns FYin eine Reihe von homogenen Funk - ⸗

tionen
k, N. B. ( o )mn

entwickelt . Für die im Folgenden in Betracht kommenden Fälle ist

das immer möglich . Die Lösung selbst wird dann eine Reihe

vEE m *2

deren einzelnes Glied der Differentialgleichung

D Vm N* 8 N*
B . 5 ( 9)

genügen muß . Für V. un setzen wir hier

(16) Vn * 8 1 (Æπν) 3 (9)
und erhalten mittels ( 14 ) und ( 15 ) die Gleichung :

— mn ( in 1 ) —ç „ R. ,

deren vollständige Lösung im allgemeinen lautet :

1 . — — buunR- m m＋1
5 „

＋ 62 N ＋1.

Eine Ausnahme bilden ersichtlich die Fälle

n◻νm 2 ͤund = τμ m — 1,

für die die entsprechende Formel lautet :

3 log
( 17 ) 5 —. Emn⸗ R m 4. 1

2 ＋ 3
＋ 1 8 0½ I 15

unter 6 , c% wie oben willkürliche Konstanten Verstanden .

Die Differentialgleichungen der Hydrodynamik , die für eine achsen -

symmetrische Strömung nach Elimination des Druckes in der nicht -

Iinearen partiellen Differentialgleichung ( 8) zusammengefaßt sind , lassen

sich allgemein durch sukzessive Lösung von linearen Näherungsglei -

chungen auf Grund der vorhergehenden Formeln integrieren . Denn

jede der sukzessiven Näherungsgleichungen erhält ganz analog wie

die oben abgeleitete Gl . ( 13 ) für die erste Nüäherung die Form

DDO 3
F.(æ, 0 .

ist also äquivalent mit dem System von linearen Gleichungen zweiter

Ord 43
0 )F. ( a , 15
D0ν Ei ( a, *
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Während diese formale Integration keine prinzipielle Schwierigkeit hat ,

zeigen sich aber , wie schon in der Hinleitung hervorgehoben wurde,
wesentliche Hindernisse , die Randbedingungen zu erfüllen , wenn das 4

Strömungsgebiet unendliche Ausdehnung hat , und zwar tritt diese

Schwierigkeit schon bei der nun folgenden Integration der ersten Nähe -

rungsgleichung ( 13) auf .

Wenden wir auf diese die Bezeichnungen an , so lautet sie :

9 6
7

4 3a² 63
4³ Dö ) ＋ UER0 ) (R. —

E . . K0

643b) D0ο Ei

Ein Integral von 5
ist auf Grund der Gleichungen ( 16) und (17) :

3
3

0
Ei UL 53 ( 9) 5 355 5200.

Sodann ein 5 Integral von (aab, das mit 11“ bezeich -

net sei :
5 82 6 4 E

(18) 4 1 3(09) 2 5 * 245)
Das allgemeiue Integral der Gleichungen ( 8a ) und ( Sb) setat sich

zusammen aus diesem partikulären Integral ( 18 ) und dem allgemeinen

Integral der Gleichung DDν = , das sich auf Grund obiger Vorbe⸗ en iber

merkungen ergibt 2u

( % —4 D . B .%0
CnE - n N e,, REeRm

1
enRu Y.

Die unendlich vielen Konstanten ( des Ausdruckes ( 19) sind nun K 38
geeignet zu bestimmen , damit die Randbedingungen

GEE .
OIr 0

Uud 1 0 fur R 4

durch die Kombination der Ausdrücke ( 18 ) und ( 19 ) erfüllt werden .

Da nun die Funktionen B. , je Funktionen m- ter Ordnung von cos 0

sind , wie aus ihrer Ableitung allgemein hervorgeht , da also keine li

nearen Beziehungen in dem System der Funktionen B. , besteben

können , da andererseits die aufgestellten Randbedingungen unabhängig
vom Winkel 9 sind , so müssen die Randbedingungen in der Kombi⸗

nation der Ausdrücke ( 18 ) und ( 19 ) identisch je durch die Faktoren Rt

der Funktionen B. , , erfüllt werden .

Zur Erfllllung der für R — o gültigen Bedingungen ist es er⸗

forderlich , daß sämtliche Glieder der Funktion Vi von niedrigerer Orch
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nung in R als der zweiten sind . Dieser Forderung widerspricht aber

das erste Glied des Ausdrucks ' in ( 18 ) :

2
16 6

D5 (ö9) d R

und dieses Glied kann , weil der Faktor von Bu, aus ( 18 ) und ( 19) au -

sammengenommen , für sich die Bedingungen befriedigen muß , auch

nicht durch irgend welche anderen Glieder der Summe ( 19 ) kompen -
siert werden .

Dies ist der Widerspruch , auf den bereits Whitehead auf anderem

Wege geführt wurde . Seine Vermutung , daß deshalb das allgemeine

hydrodynamische Problem überhaupt keine stetigen Lösungen zulasse ,
sondern daß Diskontinuitätsfächen im Sinne der Helmholtzschen

Wirbeltheorie vorhanden seien , ist aber nicht begründet . Die Schwierig -
keit erklärt sich daraus , dabß die Stokessche Bewegung im Unendlichen

keine Annäherung an die wirkliche Bewegung mehr darstellt , sondern

Glieder vernachlässigt , die gröber als die berücksichtigten sind . Eine

unmittelbare Folge davon ist es , daß unser Ausdruck Ei Æ Dui von

höherer Ordnung in E und daher im Unendlichen gröher als D wird .

Da ohne die Berücksichtigung der im Unendlichen geltenden Grenz -

bedingungen aber die eindeutige Bestimmung der Funktion / nicht

ausführbar ist , so bleibt auch die Stromverteilung in der Nähe der

Kugel , von der insbesondere der Widerstand abhängt , noch völlig un⸗-

bestimmt . Doch wird es uns auf dem in der Einleitung angegebenen

Wege gelingen , eine andere Beibequng eindeutig æu bestimmen , flin diè die

oben gesuclite Beioegung als einè in der Nälie den Kugel und in endlicher

Entfernung von ihr glltige Anndherung angeschen 1berden fann . So ist

es dann möglich , die noch unbestimmten Konstanten in der Funktion

Ui ebenfalls zu bestimmen , unabhängig davon , daß die gewonnene

Formel für wi im Unendlichen aufhört , Gültigkeit zu haben .

Da diese Untersuchung ( § 5 und 6) größeren Raum einnimmt , 0

geben wir hier zunächst nur ihr Resultat an . Dieses ist , daß in dem

Ausdruck ( 19) die sämtlichen Faktoren der Funktionen Biu , mit Aus -

nahme desjenigen von Ba , verschwinden , und daß in dem Faktor von B;
die Konstanten ( und 6½ ebenfalls verschwinden . Zur Bestimmung
der übrig bleibenden Konstanten 631 und C½ reichen die Randbeding -

ungen an der Kugeloberfläche R = d aus .

Aus 4 3* für R dfolgt :

3 ＋ 514 —uꝗα C =

44² 0 —3
* 0
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4³
Also 661 24• ͤ „

9 5 5 AEE 64 N 43 4 4
(20) 47

U. E ( ö ) ( 7 8 —

1 — 7235 Æ 2
— 2351 8 Lsin ? 9 cos 9 4 R TEa )

Nehmen wir das Glied o aus Gl . ( 10 ) hinzu , so erhalten wir end-

lich als erste Annäherung :

L
( 21 ) 10 ＋ J½ — 4

sin 9 6 — E ) ＋a )

— S cos 9 ( 2¹ ＋ε αναν a ) ] .
Aus Gleichung ( 21 ) ist ohne weiteres ersichtlich , daß der Einflub 4

des ersten Näherungsgliedes v . nur von dem numerischen Wert der

Reynoldsschen Zahl 8S 45 abhängen kann .

§ 3. Diskussion der ersten Annäherung .

Die Gleichung ( 21) läßt vorläufige Schlüsse auf die Strömungs -
form ziehen , die unter dem Einfſluß der Trägheit eintreten wird . Die

tangentielle Geschwindigkeitskomponente ,

5 % = e sin 9 — 9 cos 9

13 1 Oνν 1 ⁰
7 r ‚‚ο ] ‚

verschwindet den Randbedingungen entsprechend für die Kugelober -
fläche R d. Ihr Anstieg senkrecht zur Oberfläche

( In. R (a

dagegen hat einen endlichen Wert und gibt ein Bild für die Strö -

mungsverteilung in der Nähe der Kugel . Man erhält mit Rücksicht
8 9auf das Verschwinden von 5 für R a :0

35
189

5 1115 1 ˙
Rgnn R 5 FEsind 9 E Gα

R ( 2R ＋a ) — SoR . aR ＋T47
zin 98ů ———5ðͥ — — — GgmR ( Sa)

(22)
2 à

8in 9 ( — 5 C058 0).
Hiernach ist der e der bei der Sto kesschen

Bewegung auf der Vorder - und Rückseite der gleiche war ( da sin 9 2
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CoS d·

unsymmetrisch geworden . Auf der der Strömung entgegenstehenden

Vorderseite der Kugel 6 S , cos d 0) ist der zusätzliche Ge -

schwindigkeitsanstieg gleichgerichtet mit dem ursprünglichen für 8S =O,
die Geschwindigkeit ist daher auf der Vorderseite erhöht gegen die der

Stokesschen Bewegung . Auf der Rückseite der Kugel dagegen

sin ( r 9) ) , durch das Hinzutreten des ersten Näherungsgliedes7 73— 8

0 S0 Æ7 coSs 9 0 ist der zusätzliche Geschwindigkeitsanstieg dem

ursprünglichen entgegengerichtet und der Gesamtanstieg ist daher hier

verzögert gegen den der Stokesschen Bewegung (8. Fig . 1) . Dieses Ge -

schwindigkeitsbild erinnert offenbar schon an die wirklich unter dem Ein -

Fig. 1. Stromlinie für S = 1.

fiub der Trägheit stattfindende Strömung : Wenig beeinflußte Strömung

bis nahe an die Vorderseite der Kugel heran ; „Totwasser “, bezw . ein Ge -

biet wirbelnder Bewegung hinter der Kugel . Gehen wir einen Schritt

weiter und lassen S in der Formel ( 22) , ohne Rücksicht auf die noch

unerledigte Konvergenzfrage , genügend groß werden . Sobald 8 2 ge -

worden ist , überwiegt für kleine Werte von 9 ( wenn also cos 9 nahe
an 1 liegt ) die rückströmende Zusatzbewegung über die ursprüngliche

Vorwärtsbewegung , es tritt im Ganæen Hllcluvärtsströmung qef der Rlicl
Seite den Kugel ein , eine Bewegungsform , die der unter gewöhnlichen

Verhältnissen ( d. h. bei großen Werten der Reynoldsschen Zahl S)

beobachteten qualitativ ähnlich ist .

Der vollständige Ausdruck der Stromfunktion (Gl. 21 ) gibt näheren
Aufschlub Über die Strömung in der Nähe der Kugel . Die Kotations -
flächen const , die „Stromflächen “, enthalten bekanntlich Lollständig
die Stromlinien , ihr Verlauf ergibt sich qualitativ aus dem V erlauf der

Hlaäche Y 0. Letztere zerfällt in drei Bestandteile :

( 1) sin : 9 0, d. i. die X- Achse , die wegen der Rotationssym -
metrie selbst Stromlinie sein mußh .
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( 2) ( R 4) 2 , die Kugeloberfläche selbst , die nach den Be⸗

dingungen der Aufgabe Stromfläche ist .

( 3) Die Fläche :

E ( 2 RTa ) - 3 Scos 0 ( 2 RůHAR ＋40 0
S cos 0
3

coS
I * (2 I * ＋ 83

1
8 Scos

Die letztere Gleichung bestimmt , als quadratische Gleichung für R

aufgefaßt , einen positiven Wert von E, solange die Bedingung
0 Seos 9 ◻

erfüllt ist , also für alle Werte des Winkels 9 zwischen 0 und einen 4

positiven Wert von FE, solange

0 Sαι
Für 9 7 ergibt sich stets der Wert R = 0 und für 9 = 0 der maxi⸗

male Wert von H bei vorgegebenem 8. Dagegen ergibt sich für die

Lagen des Winkels 9 zwischen 3 und æà kein positiver Wert von R.

Wenn § die obige Bedingung erfüllt , so hat die Fläche ( 3) daher einen
geschlossenen reellen Teil , der ganz im Halbraum positiver æ, d. h. in

Fig. 2. Stromlinie / 0 für S 2, 2. dem FHalbraum ver -

läuft , der , im Sinne

der Strömung aufge-

faßt , die rückwärtige

Kugelhälfte enthält

(S. Fig . 1 u. 2). Ihr

Radiusvektor nimmt

von dem Werte R = 0

für 9 7 ausgehend
stetig zu bis zu dem Maximalwerte bei 9 O, der R νd wird , wenn 822

angenommen ist . Solange also S D2 , so verläuft die Fläche ( 3) durchaus
im Innern der Kugel vom Radius 4 und kommt als Stromfläche nicht in
Betracht . Wenn aber 8 2 ist , so tritt ein Teil von ihr über die Kugel auf
deren Rückseite hinaus und bildet eine reale Stromfläche . Sie trennt von

der äuheren Strömung ein Gebiet auf der Rückseite der Kugel ab, in dem
wirbelnde Strömung stattfinden muh , der äußeren Strö gleichgerich-tete Bewegung längs der Innenseite der Fläche (3) , RUcketröm längs
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der Kugeloberfläche , wie wir oben schon für S2 aus dem Geschwindig -
keitsanstieg schlossen . Man erhält also das Bild des bei gröberen Ge -

schwindigkeiten beobachteten Wirbelringes auf der Rückseite der Kugel .
Als untere Grense fun den Eintritt der Wirbelbildung ergibt sich der

Wert der ReynoldsSchen Zahl 8 =2 . Da allerdings diese Grenze über

das Gebiet kleiner Reynoldsscher Zahl , der Voraussetzung unserer

Näherung , hinausfällt , so bleibt abzuwarten , wie weit die Grenze durch

die weitere Entwieklung noch verschoben wird . Es ist noch zu bemerken ,
daß mit wachsendem S der Wirbelring sich sehr rasch , besonders für

kleine Werte von 9, vergrößert , doch handelt es sich hier wohl um eine

Wirkung der Vernachlässigung höherer Glieder , wie die Fortsetzung
der Entwicklung zeigen würde .

§ 4. Widerstand nach der ersten Annäherung .

Der Gültigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel hängt
von dem Widerstand ab, den die aus der Stokesschen und der Annähe -

rungsbewegung zusammengesetzte Bewegung ergibt . Es ist indes leicht

einzusehen , daß die bisher aufgestellte Näherungsbewegung noch keinen

Beitrag zum Widerstand liefert ; wir beweisen das an den expliziten
Formeln für den Widerstand .

Bezeichnet u die Normale eines Flächenelements an der Grenze

einer inkompressiblen reibenden Flüssigkeit , s eine beliebige Richtung
in diesem Flächenelement , so ist der Ansatz für die Spannungen in
diesem Flächenelement , der den Differentialgleichungen ( 1) zu grunde
liegt , der folgende ! ) :

Die Normalspannung ( positiv , wenn vom Flächenelement nach der
Seite der Flüssigkeit hin gerichtet ) ist

(23) „ 20 72 f

die Tangentialspannung in Richtung s:

024) P . li ( 2 * 9⸗).
Wo b, und v, die Geschwindigkeitskomponenten in den betreffenden

Richtungen bedeuten . Die Größen U, und v, sind hier aus den gefun -
denen Formeln für die Stromfunktion =◻ ½ ＋ 1i zu entnehmen , während

bis auf eine belanglose additive Konstante aus den Grundgleichungen
(J) bestimmt ist . Wir erhalten aus diesen für die Kugeloberfläche , mit

Rücksicht darauf , dab nach den Randbedingungen die Geschwindigkeits -

1) S. Fußnote auf S. 8.
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik . 62. Band. 1913. Heft 1. 2
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komponenten d, v, 20 verschwinden und nach der Gl . ( 22 ) der normal

gerichtete Geschwindigkeitsgradient, endlich ist :

0

16881 95
sin 9

9½

sin d 4 0 cos 8. 9020 045155 40 r 45 „ 5

. D0οο 8

„ 3 (s. die Gl . ( 3) u. (6) )

oder endlich die einfache Formel :

% % % D0ο

(25) J sin 5 6E

Der zweite Bestandteil der Normalspannung pan , 20 95754, verschwin -

det an jeder körperlichen Begrenzungsfläche der Flüssigkeit wegen der

Randbedingungen und der Inkompressibilitätsbedingung ( 2) , die hier lautet

0² 94 9
EE Ir . 7

e
0%½.

und wegen des Verschwindens der Geschwindigkeitskomponenten ,

und 9 längs der ganzen Oberfläche sofort ergibt :

J
0⁰

Von der Tangentialspannung 9, , ( 24) verschwindet wegen der Randbe -

dingungen an der Oberfläche das erste Glied , es bleibt also :

0
51 — ＋e

5

Mit Rücksicht auf die Randbedingung 5* — 0 wird endlich :

sin 8 ＋5 eos 0)

26 U Oο20 Yn . 7 9ER

Die Kraftkomponente , die in der Strömungsrichtung ( L Richtung)
die Zone der Kugeloberfläche

d6 Æ◻ 2 Hẽ sin 9dꝰ
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wirkt , ist
d4ÆE ui , CoõSd - ν , sin d) do ,

während die entsprechenden Kraftkomponenten in der und Richtung
wegen der Rotationssymmetrie verschwinden , und die Gesamtkraft wird
somit :

2

27 ) K A2nοονιi cos - ον sin 9) sin 909 .
0

Aus dieser Ableitung der Widerstandformel ist ersichtlich , daß die
von der ursprünglichen Stokesschen Bewegung und die von den suk -
zessiven Annäherungen herrührenden Anteile am Widerstand sich einfach

überlagern , da die schließlich in Betracht kommenden Ausdrücke für
den Druck und die Spannungen durch lineare Prozesse aus den Geschwin -

digkeitskomponenten , bzw . den zugehörigen Stromfunktionen , entstehen .
Die aus den Gleichungen ( 1) resultierenden quadratischen Glieder ver -
schwinden wegen der Randbedingungen an der Kugeloberfläche in der

Druckgleichung und daher auch in der Widerstandsformel .

Nun ist ersichtlich , daß der Widerstandsanteil der ersten Nähe⸗

rung ( J1) verschwindet , und zwar wegen der Symmetrie der Kugel zu
ihrer Iquatorfläche à 0. Die Geschwindigkeitskomponenten dieser

Strömung sind ja

3
1n rFR 90

2 % ( R — ) 2 R＋AR ＋a
3 8U ( 2 cos ? 9 —sin ? 9 ) „ .

259

„ D=◻ NR AαοR EANN
35

SVYsin 9 cos 9
5 . . .

Hiernach ist auch die Strömung spiegelbildlich symmetrisch zur

Aquatorebene 4 = , sie ist vorwärts gerichtet auf der Vorderseite

6 ), rückwärts gerichtet auf der Rückseite , und die auf die

Hälften der Kugel von der Flüssigkeit ausgeübten Kräfte heben sich

gegenseitig auf . Anders verhält sich in dieser Hinsicht die zweite

Näherung , bei ihr ist , wie bei der Stokesschen Strömung selbst , die

Bewegung auf der Vorder - und Rückseite symmetrisch und gleich -

gerichtet , und daher ist im ganzen ein Beitrag zum Widerstand zu er -

Warten . Die Stolessche Hormel ꝛbird somit Guiltigſteit haben bis diß . Vu —

Saleglieder, deren Verhilltnis auum urSnrünglichen quadratisch in den Neh

noldsschien Jalil 8& α “ u ist .
2*
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In der Tat gibt die Gl . ( 25 ) für den Druck an der Kugeloberfläche :
8 3 2

ο 3 (S6
F 5 1• — 94573 3 sin 8 cos 9 6

⁷ ＋ 6 755 R2

2
— — 5 sin 9 cos 9

16 6

P1 coS? Y5,

WO Pl den Druck in der Aquatorebene bedeutet . Ferner wird wegen

Gl. (26)
4 3

§ ½ein ö cos 0 (2K. 4aR A. 5
ee 6 R 01

3 8 . U sin 9 cos 9
4 0

und endlich

Ki 2 α 57 coS8 — sin ?9 cos 0) ddꝙ ◻ »,
0

wie oben behauptet wurde .

Mit diesem Resultat scheinen Beobachtungen von Zeleny und Me.

Keehan ! ) im Einklang zu stehen , daſg sich näùmlich der Gültighoitsbereicl .
der Stoſesschen Formel bei gendil Iulgelförmigen Körpern ꝛvesentlich größer
eribies als bei anndernd hugelfönmigen Körpern ( Sporen ) . Während

sich bei letzteren schon bei sehr kleinen Werten der Reynoldsschen
Zahl ( 8 10h Abweichungen von der Stokesschen Formel zeigten,
die bei Vernachlässigung der Trägheitsglieder nicht aus den Abweich⸗

ungen von der Kugelgestalt zu erklären waren , fanden die Verfasser
die Stokessche Formel bei Kugeln streng bestätigt bis zu Werten der

Reynoldsschen Zahl , die die Grenze S 0,1 noch wesentlich überstiegen .
In der Tat war ja das Verschwinden des in der Reynoldsschen Zahl
linearen Widerstandsanteils lediglich eine Folge der Kugelsymmetrie
bezüglich ihrer Aquatorebene . Auch bei geringer Unsymmetrie würde
aber ein linearer Bestandteil auftreten , und dieser müßte sich in höhe⸗
rem Maße äußern , als der quadratische Bestandteil bei Kugeln .

§ 5. Ersatz der Parallelströmung durch eine inhomogene Strömung

( mit Quelle und Senke . )

Es bleibt uns noch übrig , die in 8 2, S. 13 angegebene Konstanten -
1

5
bestimmung au rechtfertigen , die mit den bisherigen Mitteln nicht be - 10gründet war , da unsere Näherungslösung im UDnendlichen versagte . Zu *—

e
1) Phys . Ztschr . 11, 1910, S. 78f. uin7 7 8

A
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dem Zwecke betrachten wir folgenden Strömungsvorgang , der im Un -

endlichen überall verschwindende Geschwindigkeitskomponenten in jeder

Richtung hat und sich in der Nähe der Kugel nicht wesentlich von

dem früher behandelten unterscheidet :

Die Kugel sei als ruhend angenommen (s. Fig . 3) , ihr Mittelpunkt
0 befinde sich im Punkte Æττν⸗ = == . Der Punkt 4 = A , / O,

= 0 sei der Mittelpunkt eines endlich ausgedehnten , kugelförmigen

Quellengebiets , der Punkt == ＋ A, = , 2 = 0 der Vittelpunkt eines

ebensolchen Senkengebietes . Im übrigen sei die Strömung überall quellen -

frei und daher die Gesamtergiebigkeit der Quelle entgegengesetzt gleich der

Fig. 3. xyz

der Senke . Ferner sei der Radius des Quellengebietes wie des Senken -

gebiets von vornherein klein gedacht gegen die Entfernung A4 und

ebenso der Kugelradius d klein gegen 4 .

Um nun zunächst die der Stokesschen Strömung analoge zu er -

halten , setzen wir die Bewegung zusammen aus einer Potentialströmung

und einer überlagerten , die den Einfluß der Randbedingungen an der

Kugel und der Reibung enthält . Auch die Potentialbewegung genügt

ja , weil für sie DY = O, der Grundgleichung (8) . Bezeichnet e, — e die

Gesamtergiebigkeit des Quellengebiets , bzw . Senkengebietes , ferner o, 01

die Abstände von ihren Mittelpunkten , so dab

(◻＋ A4) ανν
7 3ö

0¹² * 4 )

50 Wird das Geschwindigkeitspotential der zugehörigen Potentialströmung

6 4

0 0¹

⁰ VVVVV
b „3 93 8

92 .

Hierbei ist noch vorausgesetzt , daß die Ergiebigkeit der Quelle auf

konzentrischen Schichten konstant sei , ebenso der Senke . Um Stetig⸗

keitsbetrachtungen vermeiden zu können , nehmen wir ferner an , daßb

die Ergiebigkeit im Inneren des Quellgebiets stetig sei und am Rande

mit dem ersten und zweiten Differentialquotienten verschwinde .
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Für den Kugelmittelpunkt 2 ◻ννiεσρ O wird

3 2

Um möglichste Annäherung und , wenn Asehr grob wird , Uber⸗

einstimmung mit dem früheren Bewegungszustand in der Nähe der

Kugel zu erhalten , müssen wir also

4 —3 L

wählen , und erhalten somit auberhalb der Quellgebiete die Potential -

darstellung :

Die zugehörige Stromfunktion , bis auf eine willkürliche additive

Konstante definiert durch die Gleichungen :

60 1

lautet :

4 . άεεE α ͥ = ]8
0¹

Wir entwickeln diese Formeln für das Gebiet R C A. In der be -
kannten Bezeichnung der Kugelfunktionen wird :

„4. O 4 . ( - 00 —4 YCir P . E0

1 1

und daher

4＋
5

R .
— 14 268 1

45 (P. (0) —cos 0 P . I ( 0)

14
8

1n

ees
15

0¹

Da diese beiden Summen , als Stromfunktionen je einer Potential -

strömung , der homogenen Gleichung DY = genügen ! ) , so muß jedes
einzelne Glied dieser Summen ebenfalls dieser Gleichung genügen , es
folgt daher durch Vergleich mit den Entwickelungen des 8 2 über die

Gleichung DY = O, dab , unter à einen Zahlenfaktor verstanden ,

P. ( 9 ) — coõS9 P . 1060 π (89)
1) S. 2. B. Lamb , Hydrodynamik , 8 94.
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sein muß . Wir haben die Funktionen B , früher (S. 10 ) eben 80 nor -

miert , daß 1 wird für alle positiven ( ausgenommen den hier

belanglosen Fall = 1) . Also erhalten wir für „ ( Gl. 28 ) den Aus -

druck

5 8 N² n 8
( 28 17 0 . 2mn —2 Ban ( 9) I.

Dies die ungestörte Potentialströmung . Um die der Stokesschen

Strömung analoge zu erhalten , haben wir diesen Ansatz durch Glieder ,
die der Gleichung DDY⁵ = 0 genügen und deren zugehörige Geschwindig -
keiten im Unendlichen verschwinden , so zu ergänzen , daß an der Kugel -
oberfläche vom Radius R ◻ die Bedingung

erfüllt wird . Nach der Gleichung ( 19) wird dies erreicht durch den

Ansatz :

ERU 4m 3 2mÆ3 4m - 1 h 2m＋ 1
7— Iun1 8 55 Im2 4

8 10
2

2n ( 8)

47 — 1 4mn — 3
WO Iem 1 ; m2 2

Betrachten wir nun den Fall , daß die Entfernung 4 sehr groß ist gegen

den Radius d und beschränken uns auf die Strömung in der Nähe der

Kugel , so können wir in 10 ( Gl. 29 ) alle Glieder , die negative Potenzen

von Aenthalten , vernachlässigen , und es bleibt daher nur das zum Index

m Al gehörige Glied :
3

2900 10 I ( R— 2R A 1) B8 ( ö )

— — 1 E — 34E＋ 1) Sin 0 ,

also die zur Stokesschen Bewegung gehörige Stromfunktion ( 10) . Wir

haben somit eine neue Ableitung dieser Gleichung gewonnen und haben

nun nachzuweisen , daß in der Tat in der Grundgleichung ( 8) die ver -

nachlässigten quadratischen Glieder bei kleiner Reynoldsscher Zahl

überall klein sind gegen die berücksichtigten . Dazu müssen Wir /0

( Gl. 29 ) auch in beliebiger Entfernung von der Kugel mittels ( 28 ) und

(28“) / summieren , unter der Annahme , dab 1 zu vernachlässigen sei und

erhalten :

i eeerben = hene
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Die für , und 0 gültige Entwicklung im Gebiet R Y A:
0 1

3 „ 43
„ „

0

1 1D24⸗

e . N
ER

F. ( ⁰)

gibt in großer Entfernung den Näherungsausdruck :

UAs sin ? 9 U 5 4
⁰ 4 ( 3K — 4 sin ? 9

und ferner ist

(42) D⁰ 3 Lix sins9 .

Hieraus folgt , daß die rechte Seite der Gleichung ( 8) in großer Ent⸗
fernung sich verhält wie der Ausdruck

—.—85 ＋
K sin ? 9 coSs9 7 8 55 sin ? 9 cos 9 ,

wWährend die einzelnen Bestandteile des ( in der Summe verschwindenden )
Ausdrucks DD( Wo) auf der linken Seite sich wie

LVa

23
verhalten , also in gleicher Weise verschwinden . Daher ist bei kleiner
Reynoldsscher Zahl die gemachte Vernachlässigung im Unendlichen
unbedenklich .

Im ganzen endlichen Raum aber ist die Strömung , die au V0 ge -
hört , regulär und die vernachlässigten Glieder sind daher endlich und bei
kleiner Reynoldsscher Zahl klein neben den berücksichtigten Gliedern .
Das Gleiche ist auch noch für die Quellgebiete der Fall ; hier gilt aller -
dings nicht der Ausdruck ( 28) für die Stromfunktion der ungestörten
Potentialbewegung , die in diesen Gebieten ja nicht mehr existiert , es
gelten auch nicht die Grundgleichungen ( J) , die ebenfalls die Voraus -
setzung der Quellenfreiheit enthielten . Es erübrigt sich aber , für diese
Gebiete die Grundgleichungen eigens aufzustellen , da aus den Stetig -
keitsannahmen für die Ergiebigkeit der Quelle bzw . Senke folgt , dab
die Geschwindigkeiten in diesen Gebieten endlich und stetig bleiben und
daher ebenfalls die vernachlässigten quadratischen Glieder in den Grund -

gleichungen bei kleiner Reynoldsscher Zahl Klein gegen die berück -
sichtigten wWerden . Uberdies zeigt die folgende Entwicklung, daß selbst
bei Annahme punktförmiger Quelle und Senke die vernachlässigten Glie -
der von ( 8) und ebenfalls die daraus resultierenden Geschwindigkeiten der
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ersten Näherung endlich bleiben , obgleich dann die Geschwindigkeiten
der zugrunde gelegten Potentialbewegung unendlich sind . Um so mehr
sind bei kleinem S jene Vernachlässigungen berechtigt . Das Gleiche gilt
aber dann nicht mehr für die Grundgleichungen ( J , die nach der Be -

rechnung der Strömung die Druckverteilung bestimmen , vielmehr werden
hier in der Nähe der Quellpunkte die quadratischen Glieder Wesentlich ,
durch die bekanntlich in der Potentialtheorie der Druck berechnet wird .

§ 6. Erste Näherung und Konstantenbestimmung .

Als weitere Annäherung zur Ergänzung der zugrunde gelegten Be -

wegung fordern wir eine überall , auch im Quellgebiete der Grundbe -

wegung , quellenfreie Strömung mit im Unendlichen verschwindenden
Geschwindigkeiten , die die Randbedingungen an der Kugeloberfläche er -
füllt und der aus ( 8) resultierenden Differentialgleichung ( 11 ) der ersten

Näherung genügt .
Zu ihrer Aufstellung sind die Ausdrücke für % und Duo aus den

Gleichungen ( 29a ) und ( 12 ) zu verwenden . Es folgt ( S die Ausrechnung
in Anhang 2) :

8⁰0) DDο =4 „ Lin 9 cos9 ( —3 I .

Le 0 -
Dieser Ausdruck der rechten Seite gilt zunächst nur für den Raum

auberhalb der Quellgebiete , da er aber endlich bleibt bei Ausdehnung
bis an die Punkte = O bzw . 01 = 0 hin ! ) , so können wir hier die Vor -

stellung punktförmiger Quelle und Senke voraussetzen und seine Gültig -
keit daher über den ganzen unendlichen Raum außerhalb der festen

Kugel erstrecken .

Die eindeutige Lösung unserer Randwertaufgabe erfordert die An -

gabe eines Integrals der Gleichung ( 30) , das im Unendlichen die ver -

langte Eigenschaft hat , daß die zugehörigen Geschwindigkeiten ver -

schwinden und dessen Wert in der Nähe der festen Kugel sich angeben

läßt , so daß es durch Zufügung geeigneter Lösungen der Gl . BD6˙εο

möglich wird , die Randbedingungen an der Kugel zu erfüllen . Ein

solches Integral in geschlossener Form anzugeben , scheint schwer mög⸗

lich zu sein , doch folgt aus dem in 8 1 erwähnten Zusammenhang der

Gleichungen
DDCO ) =◻π und AA4ονοεν

53 ＋EA
1) Die Ausdrücke 33 und

0
eind endlich .

0
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eine geeignete Integraldarstellung . Mittels dieses Zusammenhanges ge-

winnen wir aus der Lösung ꝙ der zweiten dieser beiden Gleichungen

eine Lösung v der ersten , als

52
7Yr

wenn F aus der Gleichung
2 .

(31) r¹

bestimmt worden ist .

Wir trennen zunächst ½ in 2 Bestandteile , der erste , W/, soll der

Gleichung genügen :
2 9 A ι 2 3a2 4⁴

DDαο 35
UDsin ? ꝙ cos 9 5 255)⸗

Als partikuläres Integral dieser Gleichung wählen wir mittels (16)

und ( 17) :

632) * 35 5 UDsin ? 9 cos 9 (a·R 55 470.
das auch als Summand in Gl . ( 18) auftritt . Der zweite Bestandteil von

1 , J , soll der Gleichung :

„ * * — - A⏑⏑Y
( 33) E 40 0* 05

genügen , so daß die Summe 5 ＋ W“ der Gleichung ( 30 ) genügt .
Bezeichnen wir die rechte Seite der Gl . ( 33 ) mit F, und setzen

ꝙ— 45 Yr

So erhalten wir für ꝙ“ die folgende Gleichung .

44/0 65
die mit ( 33) äquivalent ist , wenn wir 7 durch Integration der Gl. (31)
ermitteln . Es ergibt sich

340

1

＋2505 ( R

Die Gl . ( 34) wird aus der rechten Seite von ( 33 ) durch elemen -
tare Integration der Gl . ( 31 ) gewonnen , wenn man beachtet , dab bei

lestem : rd . odo nu setzen ist , oder es wird durch direkte Differen -

tiation von ( 34) nach das Bestehen der Gl . ( 31 ) bestätigt , mit Rück⸗
sicht darauf , daß

6˙ — ER 404 ＋ 20%0,j e1 R A4A 25 )
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Als Integrationskonstante ist in ( 34 ) eine Funktion von & 80 zugefügt ,
dab F im Unendlichen in gleicher Weise verschwindet wie F . Daß auch

F im ganzen Außenraume der Kugel endlich bleibt , ebenso wie F,. wird
durch eine Umformung von ( 34 ) deutlicher . Es ist :

1 —1 1 — 1667
60

und analoge Gleichungen gelten für 61. Daher wird :

3 6 2
(e1

T 2R
83 ＋νο

νναI = 0 18%. T E)⸗
L ( A e) ( ＋E3ρ ) / 4 ( 4— ) (e1 ＋E 3h

²ννανεν‚οι ] Q De . „

ein Ausdruck , der außer im Punkte R = 0 nirgends unendlich wird ;
ygl . Fubnote S. 25) .

In einem beliebigen Raumstück Yist nun ein Integral der Glei -

chung ( 33a ) die Funktion :

( 35) G ( , %e) 35/ 7 (L. y, 5 * dr ,
7

wWode das Raumelement im Integrationspunkt , rden Abstand vom Auf⸗

punkt zum Integrationspunkt

rYον ννννον ναεενννhιν

bedeutet und die den Koordinatenbezeichnungen des Aufpunktes : , ½ a;

N, 9 ; o, O1 entsprechenden im Integrationspunkt

＋5 h,zzj R, o;j P. Pi

seien (s. Fig . 3) . Der Beweis der obigen Integraldarstellung folgt aus

der Gleichung 2
Ar =

5

in Verbindung mit der bekannteren innerhalb J gültigen Gleichung :

004. fcc 9, 5) 4u F( J , HJ.
Aus einem später ersichtlichen Grunde gehen wir von dem Inte -

gral ( 35) noch zu dem folgenden über

75 85
650 7 G5 . ) r & εεαοονννα/ιννν

2 6οſar* 02 53

8 TCGe/ ) ( — R ＋ Rcos ( Æ W0)ar,
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das sich von ( 35) nur um eine Konstante und ein in den Koordinaten

des Aufpunktes , , J/. 4, lineares Glied unterscheidet , während seine

zweiten Differentialquotienten von denen von ( 35 ) überhaupt nicht ver⸗

schieden sind . Daher genügt auch Jder Gleichung 44 f,( x , 9 2).
Als untere Grenze des Integrals ( 35a ) betrachten wir zunächst eine

um O als Mittelpunkt gelegte Kugel vom Radius h Ta ; bevor wir als

obere Grenze R = O wählen , müssen wir F ( , y, z) für sehr große Werte⸗

des Radius R ( d. h. Rgrob gegen A, entwickeln , mittels der Formeln :

P , A 2 ARCoοOR ( 14 f eos0
P. M T 45YARcCoSd =R( 1 - ff 0080 K.

So ist sofort ersichtlich , daß in / ( Gl. 34a , in den Koordinaten des

Integrationspunktes geschrieben ) die Glieder der höchsten Ordnung ( R=9)

sich gegenseitig aufheben und / (x, h. z) bis auf einen Zahlenfaktor sich

verhält wie
3 coSö06 72 9

8
NA

ν ,

daß also das Integral ( 35 ) auch bei Ausdehnung der oberen Grenze

ins Unendliche für endliche Aufpunkte endlich bleibt .

Ferner haben wir das Verhalten der Funktion J (&, % e) für Werte

von R zu untersuchen , die wesentlich größer als 4 sind . Das Inte -

grationsgebiet teilen wir zu dem Zweck in 3 konzentrische Kugelgebiete :

RKR

R

3) C R.

Hier bedeutet Ceinen Radius , der so groß gegen A ist , dab f ( y hy d 4 Sllid
mit gegebener Genauigkeit bis auf einen Zahlenfaktor K durch den oben

angegebenen Näherungsausdruck

067757 3 C0oso— 2 3
K

Uα,j
N

ersetzt werden kann , wenn R C.

R O⁰5

( - R Ieos ( N R))
cos o1 L * a 4385
M.

dr
1 8＋

RR

27¹ 7¹

4. 0 045 ( — R＋ R cos ( R) cos oͤsino dd .

K 9
3

0
0

Dem ersten Teil des Integrationsgebiets entspricht daher der Anteilt euit
0, 4
Lenerf

Win V6
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Dieses Integral hat höchstens die Ordnung 1 Dem zweiten Teil des

Integrationsgebiets entspricht der Anteil :

A 2˙ *
K d R

* b D²qA4 55.0 de ( — R＋ R cos RR0) cos d sin ò dd .

0 3

Setzen wir hier R = = IIE , so ergibt sich

1 27¹ 1*

2 K I dÆ 8
2 — 5 aA “ g — Ꝙανrcos RR) cos d sin d do ,

0 0 0

wobei noch zu setzen ist :

r R＋ R. 2 BR CοõS RR 2 5 % NN

8 ä 11 ＋77 = 25 cos ( R )

Wegen seines Verhaltens an der unteren Grenze 4 wird das 3-

fache Integral in von der Ordnung V½ —05 und daher J von der

Ordnung F .

Der dritte Bestandteil von J wird endlich :

0 27¹⁷ 7¹

„ —355 aN ſaeſαενεενEeο0,v . 5) en d d0

und fürer gilt hier die Entwicklung :
—9 — — — — 2

R . 2 RcoO ( RR ) R( 1 —W coͤ ( RR ) L I ) .
Da f im dritten Teil des Integrationsgebiets überall endlich , und Cvon

RN unabhängig ist , wird also :
7¹0 27

J, endliche Glieder W. aR ſae cos (RN) /sin d do.
5 0 0

Die drei Bestandteile zusammenfassend finden wir also , dab Y = J1 L ½⁰ ＋ J½5

sich aus endlichen Gliedern und solchen von der Ordnung I zusammen -

setzt . Seine zweiten Ableitungen nähern sich daher für grobes R ver -

schwindenden Werten , d. h. die Funktion Jerfüllt im Unendlichen die

an die Funktion ꝙ gestellten Bedingungen .
Ferner folgt aus der Endlichkeit von fF im ganzen Integrations -

gebiet die dreifache Differenzierbarkeit von J . Diese besteht auch dann

noch , wenn wir die Quelle und Senke punktförmig in den Punkten 0

bzw . 1 = 0 annehmen und dementsprechend den Ausdruck ( 34a ) von ＋
bis an diese Punkte hin ausdehnen . Also ergeben sich aus J durch die

in den Formeln ( 3) angegebenen Differentiationen endliche und im Un -

endlichen verschwindende Geschwindigkeitskomponenten . Somit kann
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die gesuchte Funktion ꝙ“ angegeben werden als die Summe von und

so gewählten Lösungen der Gleichung AAꝙ = O, daß den Randbedingun -
gen an der Kugel genügt wird .

Ju ihrer Bestimmung muß das Verhalten von Jan der Oberfläche

der Kugel bekannt sein , und daher J entwickelt werden für Aufpunkte
in der Nähe der Kugel , unter der Voraussetzung , daß a sehr klein gegen
Asei . Wir beweisen zunächst , daß dann nur Integrationsgebiete in Be-

tracht kommen , für die auch R klein gegen Aist . Deshalb können wir

für diese Entwicklung von J den Abstand 4 beliebig groß werden lassen

und kommen so zu der sehr einfachen , in der Umgebung der Kugel
geltenden Darstellung ( 38) für J .

Beweis : In den Gebieten , in denen R mit 4 vergleichbar oder

grob gegen A ist , wird die eckige Klammer in ( 34a ) ( in den Koordi -

naten des Integrationspunktes geschrieben ) überall von der Größenord -
15 10

nung Denn P und J sind dann mit Rü vergleichbar oder von

kleinerer Ordnung , die Faktoren und ) aber bleiben Uber
2

all endlich ( von der Ordnung Re) . Ferner aber wechselt F( L, y/ z) sein

Vorzeichen , wenn x mit — x ( und demnach auch P mit PJ ) vertauscht

wird , während R unverändert bleibt , so daß cos d in — coso übergeht .
Trennen wir daher von dem ganzen Integrationsgebiet unseres Integrals I

( 35a ) ein Gebiet zwischen den Kreisen R = b und R = 14 ab , wWo J
einen nicht verschwindenden echten Bruch bedeuten soll , so können
wir / für den Rest ( R 4 ) in der Form ansetzen :

24
5 0 cos oͤfer,

Wo F * eine eindeutige Funktion von R und cos ?ö bedeutet , die in be-

aug auf R und in bezug auf 4 von nullter Ordnung und überall end -
lich ist . Dieser Bestandteil des Integrals wird dann

R O⁰

3 338 8
Si F ( R , cosꝰò ) ( r R＋ν cos ( RR) ) dr.

R44

Wir setzen hier den Winkel ( RR und entwickeln für Integrations -
gebiete RN :

7 3 48 338( 36 ) r R＋ E co⁵4 —
3 RN ein:6 E.2 . cos G einsu f. ft⸗3

Diese Entwickelung nach fallenden Potenzen von R hatten wir im
Auge , als wir von dem Integral ( 35) zum Integral ( 35a ) übergingen .Wir erhalten :

93
3˙ — 00õ 0 .

e 4r.ſMfr(MWeos-0 3 sin-a . . coSsin' a H. . )dr .
R=A4

—4
E

UPn

IHhhtre

Dies

Jit be

In u1

Iär hel
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Das erste Entwicklungsglied dieses Integrals :
R

Ats37 Alſo coS2d ) sinꝰαιαr

R 4

verschwindet identisch , da in je zwei Punkten , die sich in bezug auf

den C- Punkt ( R O) diametral gegenüberliegen , der Integrand gleiche
Absolutwerte , aber entgegengesetztes Vorzeichen hat .

Dies gilt aber nicht für das zweite und überhaupt alle geraden
Entwicklungsglieder , für die der Integrand in diametral gegenüberliegenden
Punkten gleiche Werte annimmt . Das zweite Glied lautet ausgeführt :

. FTnſe sin d cos à sinꝰαà?ννανꝙ.
16να

Das hierin enthaltene dreifache Integral wird von der Ordnung
3

und daher der ganze Ausdruck von der Ordnung
0LR

er ist also neben endlichen Gliedern zu vernachlässigen , weil A4 großb

gegen d vorausgesetzt worden ist . Das gilt dann in noch höherem Maße

für die höheren Entwicklungsglieder des Integrals (37) , da die Entwick -

lung des Integranden nach steigenden Potenzen von
R

2u einer Ent -

wicklung des Integrals nach steigenden Potenzen von 4 führt .

Es bleibt uns daher , wie oben behauptet wurde , von dem Integral

( 35a ) nur noch der Bestandteil übrig , der von dem Integrationsgebiet

zwischen den Kugeln R und R = IA herrührt , und daher läßt es

sich nun wesentlich vereinfachen . In diesem Gebiet entwickeln wir

F( x„y, z) nach Potenzen von A und erhalten (S. die Ausrechnung in
4

Anhang 3) :
3 cos d 9 (9cos d —5 cos 0 )

6G , v, z) —44 533

Unser Integral wird daher

Rι
0 —6α 3 cos o

655 ) J . —
A 2 R . L4 ( 9 c08 0 — 5co8t 0) 4.

ſr R ＋ cos d ] dr .

In der Entwicklung dieses Integrals kommt für das Integrationsgebiet
— 3 0

b SRSN nur das erste Glied des Integranden ,DaR in Betracht
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wegen der Annahme , dab 4 und 8 klein seien . Für das Teilgebiet RSR

entwickeln wir ( r — R＋ I cos ) nach ( 36) , und beachten , daß die von

den ungeraden Gliedern dieser Entwicklung herrührenden Bestandteile

wie oben in J , so auch hier in J / verschwinden , da der Integrand für

sie in diametral gegenüberliegenden Punkten entgegengesetzt gleiche
Werte annimmt . Von den geraden Gliedern der Entwicklung (36) liefert ,

das erste , cos & sinꝰ g αν, den größten Beitrag , nämlich :8 8

— 6 ‘
4 21¹ 7
dR / 9 R 5 R⸗3 — —. 3 — —.

151 *. . I . 4 2 C000 ＋ 4 4 ( 9 coö5 5 cos *
8

cos sinꝰ sin oͤ do.

Auch in diesem Integral kommt , wenn 4 grob gegen d und folglich
auch grob gegen N ist , nur das erste Entwicklungsglied in Betracht ,

während alle übrigen von der Ordnung klein werden . Von noch

höherer Ordnung werden die entsprechenden Glieder klein , die von den

höheren Entwicklungsgliedern der Entwicklung ( 36 ) ( nach fallenden
Potenzen von R) herrühren . Also kommt auch für diese alle nur das

erste Glied des Integranden von / , nämlich das Glied — 1 AR. in Betracht .

Gehen wir also endlich zur Grenze 4 = O über , so folgt aus dem

Obigen zunächst , daß wir J durch J / ( 35b ) ersetzen können , und dab
im Integranden von J / überhaupt nur das erste Glied zu berücksichtigen
ist . Die obere Grenze von ) geht ebenfalls in ο über , und wir er—
halten für J an Stelle von ( 35a ) die Gleichung

R o⁰
D ο(88) I .

—Jeng. 5 — ( R＋ RN cos d) dr .
RS 5

Dieses Integral ist in der Tat eine Lösung der Gleichung

„ 3 6U U α

die äquivalent ist mit der Gleichung:
9 0α rD 56α

5 7 94 8Deren Integral vY“ ' ◻
Yr genügt , in Verbindung mit dem Integral “

( Gl. 32) , unserer früheren Gleichung ( 13) . Der Unterschied unserer
jetzigen gegen die frühere Lösung ( 18 ) und ( 19 ) ist aber , daß jene un .

endlich viele unbestimmbare Konstanten enthielt , während das Integral (38)
keine Unbestimmtheit enthält .

Ier fülg

Nach“

Tir di

Jul be fe

I nisel
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Die im Integral J noch willkürlich gelassene untere Grenze R = U
können wir , wie aus der Form ( 38) ersichtlich ist , unbedenklich 2u 5 0
annehmen . Zur genauen Berechnung von J / führen wir jetzt Polarkoordi -
naten ein :

« bedeutet den & ( ÆR ) ;

f G. Fig . 3) bezeichne den Winkel der die Radien R und R enthaltenden
Ebene mit der durch E und die XAchse ( Rotationsachse ) gelegten
Ebene . Aus dem sphärischen Dreieck , das die Rotationsachse und die
beiden Radien R, R bilden , folgt Wab

cos d cos ꝙ coS œV sin 9 sin à cos 6fl.

di Rd Radß sin ada .

Nach Ausführung der nach fj wird daher das Integral ( 38) :

ferner folgt :

88( 38a ) = ννιο eosö9 dR ſ cos à ( r R＋ N cos ) sin d ,

W0 f K. 2 0 99375
Für die Berechnung des inneren Integrals bilden wir hieraus :

R2²R ＋ R — rcoS ι ð=
und bei festgehaltenem R :

2 Ur
sin adα αν e d cos οσα

Wir müssen nun das Integrationsgebiet wieder in zwei Gebiete trennen :

R̊ 1 2 R .

(J) Es wird : 5 5

(a) d R ſcosꝰ sin αα = 5 25
3

8

( 0 ſRen ſeos sin αα οιε

0 0
R 1

( e) ſſan cos d sin rαοασαε Q?

0 0
R RR

— 1J ＋ R — r ) rꝛdÜr

I

„
5 * Cαν

0 R

1 2 3( 3ER ＋15 R
10

0
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Zusammen erhalten wir also für den ersten Teil des Integrals J , der

dem Integrationsgebiet R S R entspricht :
5 15

10 9 6⁴ ¹ 11 0à L Ve— 8
38 C08 C0S H.

15
B cos 8 — 60 „ „

( 2) Von dem Integral

0⁰

ſa ſoos a sin ( r R ＋ H cos q) dC

Hgug

werden die einzelnen Bestandteile unendlich und nur ihre Summe bleibt

endlich . Wir führen daher zuerst nur die Integration nach d aus :

Es ist : 5
er dl7¹

2
( a) u ſooe sin d

σ R,

7¹

R /cos æ sin ννον ] G,2 eerauend
0 5

R＋R
( R : ＋ R= rh ) rsdr

(o) Hoos sin d —
0 R - NR

( gegenüber dem entsprechenden Bestandteil von J , sind hier die Grenzen

verändert ) . Also

2¹
2

1 E² ＋ R 5 2
ſcoes sin ardα) οœ 22N5( 53 50 —3BR 15 M.

Iun der 0

Lecler 0
8 2 RR8 18 —. — 1 — 1ſess 6 sin à ( r R＋π cos q) d

15 R zracht

Daher *

Daher im ganzen :

3 60 L 1cos 14R
4R = R coS O. URe

A LallZusammen endlich :
ähn, Aulnen,3 o Un „5

7J. 55 ＋⁴ 3 055 3
16 155

1 CoS H˙ bhin
Dies ist die gesuchte Näherungsformel für das Integral J, für Werte .
von F, die klein gegen die als groß vorausgesetzte Eutfernen
sind . Setzen wir nach S. 30 9 = J , so gewinnen wir ( nach S. 26)
für Jö die Näherungsformel :
( 00 1, — 6 40 W. 7s

16 429
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und in Verbindung mit ( 32 ) die Gleichung :

6 L
sin 0 cos d (a R

2 A˙ 20. ＋ 16

Wir sind hiermit zu dem partikulären Integral ( 18 ) der Gl . ( 13) zu -

rückgeführt , das wir so als einen in der Umgebung der Kugel gültigen
Näherungsausdruck für ein partikuläres Integral der Gl . ( 30 ) erkennen ,
das im Unendlichen die zu fordernden Randbedingungen erfüllt . Die

Zufügung des Gliedes

a⁵2 2 3
32 U

U sin 0 005 0 ( 45 4. f0),
das der Gleichung DD( 69 ) = 0 genügt , führt also wie auf S. 14 zu dem

Näherungsausdruck für die Stromfunktion :

20) 91 —18 80U sin 6 e08 5 . ed,
der auch die Randbedingungen an der Kugel erfüllt . Er ist eine in der

Umgebung der Kugel gültige Näherungsform für die bei großem Werte

4 5 8 —
von

à
auch in beliebiger Entfernung bestehende Lösung :

( 40) 71 = S LDaẽ sinꝰ ꝙ cos 9 — — 1 — K — 250 — 133
in der J durch ( 35a ) ( mit b = O) und ( 34a ) definiert ist und die alle

an die Funktion i zu stellenden Bedingungen befriedigt . Die weiteren

Folgerungen aus der Gl . ( 20 ) sind bereits früher gezogen worden .

Auf S. 29 hatten wir gesehen , daß die Funktion J im Unendlichen

von der Ordnung ER unendlich wird , folglich wird nach ( 40 ) Ji von

gleicher Ordnung unendlich . Daraus folgt , daß Du von der Ordnung

1verschwindet . Von den gleichen Ordnungen fanden wir auf S. 24

Jo , bzw . DYo. Hieraus folgt , daß die bei der Aufstellung der Gl . ( 30 )

vernadchldssigten Glieder von Gl . ( 8) im Unendlichen von , gleichien Ordnung
n R sbie die bheruchsichitigten sind and daſß dalien bei fleinen Renſmoldo -
Schen Zaſil die Vernacſildssigung anbedenllich ist . Wegen der Stetigkeits -

annahmen , die wir für die Verteilung der Ergiebigkeit in den Quell -

gebieten machten , folgt ferner , daſß vicht nur allè Geschaoindig ' eiten der

liberlagerten NVdiheringsbeujpAag , sonden duuel die den Grumdberbequng in

den Ouellgebieten endlich ) bleiben , daſß dalier die verndclildssigten Glieder

der Gl . ( 8) endlich und bei Hleiner Ronnoldsschen Jalil Hlein neben den be -

rllcltsichtigten sind . Dagegen bedarf die Frage , wie groß die Vernach -

lässigungen sind , wenn die Quellgebiete punktförmig angenommen werden ,

noch einer eigenen Untersuchung .
3 *
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Anhang e1.

Berechnung der Gleichung ( 13) in 8 2.

Nach ( 11 ) ist :

1 Pοοο οο 0 000⁰ Dο 2 00
( 1 ) DDVI = Or

35
I Oα T αν Dus]

0 ο Y D ⁰ 9ö D⁰
DDUI =

U

Da = ＋ cos d ; „=τν ] sin d, so folgt hieraus :

6

4 ◻E 4‚ ‚
Wobei

52 5„ 4
9 = Fsin:9( —

2 R ＋ 34E -

1
( D 0 %

ARSsin ?“ 04 699

U 8 a
5 4 sin ' 9 4 4 34 ＋ f0

2Lisin Eein o cos d. — 2R 3 5 — 3 LUJ5ſin 9 cos0 Tenne

3 6αt 6a²
1

Usin ? 9 cos 8 (* R5)
Ferner :

8
15 E⁵

„ % 3 aα 3as

Usin ? 9 cos 8 —575 415)

D D0 42 1 10 2(Vl) 5
L

E Ts T Fi )
sin ? 9 cos O.

Anhang 2.

Berechnung der Gleichung (30) in 8 6.

Wir haben hier :

. —2 ( —＋ —— .9ꝗ (36 K
— 1) ein⸗ 80

und wie oben :

3 3D⁰ 2 Sin“ d
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Gegen die Formeln im Anhang ( 1) ist hier nur das Glied —

von wo in das obige erste Glied von o abgeändert , während D .
unverändert geblieben ist . Wir haben daher hier nur noch neu zu be -

rechnen : Von dem Glied 9 2250 den Anteil :
ο J r Oα

2 . hν 37
*

3 44˙U 01 0³ 0¹ R

( A＋ ) ( A — ) 373 27
BB „ CÆνα

8- 50

3 2 2 2 65 el E

20. —v.
0² 0l

3 2772 7˙ — — — 3 4 4 ＋E＋ — 34A4
CC . . . .

6 — 24α -4 ＋3A 01 ＋2Aαᷓ A- = 3A4
85 05

＋*
5 —

3 3 1 4 ＋A4⁴ανν ⏑ . 50.4 E ο O1 0² 0¹

Ferner erhalten wir zu dem Glied 00 den Anteil :

242 U 72 72 3 5 *
2 32

CECECECCE
—— 244 U

ER⁵— 0³ 07

1 1 42 ＋ 24 4 — 24— 4 42 E 88 4 — 2
2

5
RCo 0¹ 0*

＋
0³ 4

Die beiden Anteile ergeben zusammen :

4a A5 39——
8
253 K — 55

0 0¹

Dieser Teil entspricht dem Glied U5 K sinꝰ ꝙ cos d in der Schlub -

gleichung von Anhang 1. Wir chalen 490 hier im ganzen :

1
ACοάE⁰ ιHν( 30) DD 53 9

15 95
4

＋ 73
—
2) ein : 9 oõ) .
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bo

Anhang 3.
1

5
Entwicklung der Gl . ( 34) für kleine Werte von

4

Zur Entwicklung von F( r , , e) nach Potenzen von 1 ist die

Form ( 34) geeigneter als ( 34a ) : Wir haben :

—

νο ＋Ai＋ ＋2IC05 4/14 K9 ＋ 24 c080

ÆI‚ . ‚⏑⏑ ‚
r in

n 2INAe⁸ö 4u α ese .

Daher für kleine Werte von

8 B 1 5⸗·167/ 4 C00 56 coS 0)
E5 1

55

＋2( — 1 c06 U U
2

c065 0) 4

—6 2

1* 10( — Icos 8 61 —5 cos ? 0)
K 13

＋ — coS cosꝰ 9 4
4⁰ 6 2 2 blen

3.R DE 4

7 10 * 4 605 E 8 cos - g) 15
B 3 1 . 5

＋ ( 2 e08 —
1c08l 0) K. . Llu tit

3R
I I5 ( ＋̃ eoöS ＋ A5

R3
CE3

Also 8E=

1
coSö 9 ＋ 56 —1 coS 9

5
8 N³ coSsd 1 ( 88 2 C08 * 0) * —

Ferner ist noch :
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Als0 3 R

34 . 3 9 15 C089 ＋ K ( 2＋5 0o620)
3 6

— 8 8 —
6¹

5 — 28 ＋ 6 2 cos 8 ＋ co509) ＋

Ferner ist :
1 1

4 ( 4 ＋24˙ ＋ 2 I . ( I ö4

1 4R 12. R 32 N8

0 co82² coS² H

1
40 — Zcos o 8 45ECo82 f 3 8 C08

4＋ 24 RR 80 RR( 1EAeos9 ) ( 1— 05 E050 — 00859 0
56K 8

34 ( ＋2α
— R 1475

( 1— eol E eösi

Ebenso :

R
8² 3

0550 f. 15 eos 9 . . )
4 — 1 5

C , 340 4 6
18 K

05 E. e

Also wird :

—— 0 0 2 8 6¹ 161 3— 3 33
5
8 3 cos 9 ＋ àe08ö0) *

A＋A
9

0 1 0 8 R 4 — 4
2 % 1

LT i 3
N . 3 0 AIAE 2005

20
— —4 A2155 5 154( 1 C08

3
C⁰8⁴ 0)

Aus diesen beiden Gleichungen folgt zusammen nach ( 34)

400 coS ſ — 5 co8ö 9) ＋. . J
2 cos 8

fle , , 0 ) — 42LE—3 E .

155 . 49 coS 5 coS99) ＋ 4.
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