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Einleitung,

Der Widerstand, den ein in einer Fliissigkeit bewegter Kéorper
findet, oder der Gesamtdruck, den strémende Fliissigkeit auf einen
ruhenden Korper ausiibt, hingt von der Spannungsverteilung in der
Fliissigkeit lings der Korperoberfliche ab. Von der hydrodynamischen
Potentialtheorie wird gerade diese Spannungsverteilung nicht richtig
dargestellt, im Zusammenhang damit, daB die Theorie der Bedingung
des Haftens der Fliissigkeit an der Kéorperoberfliche, die den beobach-
teten Strémungserscheinungen annihernd Ausdruck gibt, nicht geniigen
kann, Sie versagt daher bei der Berechnung des gesuchten Wider-
standes, wihrend die von Navier und Stokes begriindete Theorie der
Fliissigkeiten mit innerer Reibung auch der Haftbedingung gerecht
wird. Die wesentliche Schwierigkeit aber fiir die strenge Behandlung
des Problems mit Hilfe der Navier-Stokesschen Differentialgleichungen
ist der quadratische Charakter dieser Gleichungen, der ihre vollstindige
Auswertung vorliufie kaum erwarten liBt. Nur von zwei extremen
Seiten her wurde bisher der Versuch gemacht, sie zur Behandlung der
vorliegenden Fragen anzugreifen. (Die Untersuchungen von Helmholtz
tiber Wirbelbewegungen kommen in diesem Zusammenhang nicht in
Betracht, da seine Voraussetzung von Unstetigkeitsflichen in der
Stromung nicht den Bedingungen reibender Fliissigkeiten entspricht
und auch bei verschwindender Reibung zn instabilen Stromungs-
formen fiihrt.!))

o

Stokes?) behandelt den Fall einer Fliissickeit von sehr groBer
Zilhi‘r_fkeit oder geringer Dichte, fiir die die inneren Widerstinde so

grof gegeniiber den Trigheitskriiften sind, daB letztere vernachlissigh

1) Helmholtz; Uber diskontinuierliche Flissigkeitsbewegungen, Ges, Werke,
Bd. 1, 8. 152, Vgl. anch Th. v. Karman: Uber den Mechanismus des Fliissig-
keitswiderstands, Gott, Nachr., 1911, S. 509 u. 1912, S. 547.

2) Stokes: On the Effect of the Internal Friction .., Camb, Trans. 8. [8] @
(1851), p&pl‘.‘!‘.\', vol. IIT, p. 1.

Zeitechrift f. Mathematik u. Physik. 52. Band. 1918, Heft 1. 1
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2 {Ther den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel,

werden kinnen; oder, was auf das (tleiche hinauskommt, den Fall, daf
die Triigheit wegen der Kleinheit der Geschwindigkeit, oder der Klein-
heit dt-:; eingetauchten Korper und der dadurch bedingten geringen Ge
51;hwi]adig}f{'iutﬁulﬂi'l‘ht']litél{t‘ vernachlissigt werden kann. In diesen Fillen
werden L\l.ie erwithnten Differentialgleichungen linear; das Stokessche
Resultat fiir den Fall der Bewegung einer Kugel ist die bekannte Formel
fiir den Widerstand: _ ]
W=06=xuUa,

wo U die Geschwindigkeit der Kugel, a ihren Radius und g den Koeffi-
zienten der imneren Reibung bedeutet.

Von der entgegengesetzten Richtung her, dem Falle kleiner Reibung,
wo die Trigheit ein ausschlaggebender Faktor ist, hat zuerst L. Prandtl
die Aufgabe angegriffen?), durch Untersuchung der Grenzschichten d. L.
der Schichten in der nichsten Niihe der Oberfliche, in denen die an der
Oberfliche haftende Stromung sehr rasch zu der AuBeren Geschwindig-
keit ansteigt. Diese Untersuchungen fiihren zwar zur Erklirung der
,Ablosung® der Stromung und der Wirbelbildung hinter dem Kérper,

sie vermogen aber nicht die Stromung auf der Riickseite hinreichend
szu berechnen, um zu einem Widerstandsgesetz zu filhren. Die wesent-
liche Schwierigkeit liegt hier darin, daB die Fliissigkeitsbewegung auch
bei beliebig verkleinerter Reibung nicht in die reibungsireie Potential-

bewe

mg iibergeht, eben wegen der oben erwihnten Unterschiede in
| den Randbedingungen der Potentialstrémung und der wirklichen wirbeln-
den Stromungen. Dadurch wird es erforderlich, entweder als erste An-
niiherung eine von der wirklichen Bewegung wesentlich abweichende
Stromung zugrunde zu legen, oder aber die nur experimentell ermittelte
Stromung in einiger Entfernung von der Oberfliche zu beniitzen.
Wollte man diese Untersuchungen zu einem mathematisch exakten
Niherungsverfahren aushilden so miifite man, ausgehend von einer
Potentialbewegung, die die Differentialgleichungen streng befriedigt,
aber nicht die Randbedingungen, eine Lisung suchen, die die richtigen
Randbedingungen sukzessive anniihert. Leichter scheint aber der enf-
gegengesetzte Weg zu sein: Ausgehend von der Stokesschen Bewegung,
die zwar die Randbedingungen streng hefriedigt, aber nicht die Differential-
gleichungen, eine Anniherung an die Differentialgleichungen zu suchen.

Dazu soll die folgende Untersuchung einen Beitrag liefern.

1) Uber Fliissigkeitshewegung bei sehr kleiner Reibung, Verh. d. int Math.
Kongresses, Heidelberg 1904; s. a. die Gottinger Dissertationen: H. Blasius: Greni-

schichten in Fliissigkeiten ..., 1904 (Ztschr. f. Math. u. Physik, Bd. 55) E.
Boltze: Grenzschichten an Rotationskirpern . .., 1908; K. Hiemenz: Die Grenz-
schicht an einem ... Kreiszylinder, 1911 (Dinglers Polytechn. Journal, Bd. 326).
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Von Frirz NoETHER, 3

Zu dieser Problemstellung hat noch ein anderer Gesichtspunkt
gefiihrt, die Frage nach dem Giiltigkeitshereich der genannten Stokesschen
Formel, die fiir grundlegende Untersuchungen der modernen Physik
eine wesentliche Rolle spielt, nimlich fiir die Bestimmungen des hypo-
thetischen Elementarquantums der Elektrizitit, der Elektronenladung,
hezw. die Priifung, ob ein solches Elementarquantum iberhaupt existiert.?)
Wihrend fiir die Untersuchung des Giiltigkeitsbereichs der Stokesschen
Formel nach der Seite kleiner Dimensionen der bewecten Kérper hin
die kinetische Gastheorie in Frage kommt, bezieht sich die vorliesende
hydrodynamische Untersuchung, die auch bereits experimentell in An-

griff genommen worden ist®), auf den Giiltigkeitsbereich nach der

Seite wachsender Dimensionen hin. Wie schon Rayleigh?®) auf Grund

einer einfachen Dimensionsbetrachtung bemerkt hat, hiingt die Giiltig-

keit der Stokesschen Formel wesentlich nur von der Kleinheit der
unbenannten ,Reynoldsschen® Zahl ab:

ca U

.“

wo ¢ die Dichte der Fliissigkeit bezeichnet. Daher wird eine An-
nii].lt‘l'ullf__f an die Stokessche Bir\u»;__{ll]'u_f eine I':n['\\i:']illmg der [ni.(-:gra!]u
der hydrodynamischen Differentialgleichungen nach Potenzen dieser
Gribe sein miissen. Zu dieser Entwicklung ist das Folgende nur ein
erster Schritt, indem wir das erste zur Stokesschen Bewegung hinzu-
tretende Glied explizit aufstellen.

Diese Aufgabe wurde frither schon von Whitehead in Angriff
genommen*), doch scheiterte sein Versuch an Schwierigkeiten, die in
der Natur der Stokesschen Vernachlissigungen liegen, wie B. W,
Oseen in Verbindung mit einer .neuen Begriindung der Stokesschen
Widerstandsformel hervorgehoben hat.®) Obwohl im allgemeinen unter
der Voraussetzung kleiner Werte der Reynoldsschen Zahl die Stokessche
Vernachlissigung der Triigheitsglieder berechtigt ist, so trifft dies nicht
mehr zu in sehr groBer Entfernung von der Kugel, wo immer einzelne
dieser Glieder grob werden gegen die beriicksichtigten. Diese hat

Oseen von vornherein mit beachtet und gelangt so zu einer Stromung,
die in groBen Entfernungen zwar wesentlich von der Stokesschen ab-

1) Zusammenstellung bei F. Ehrenhaft: Phys. Ztschr., 11 (1910), 8. 940 f.
2) Allen: Phil. Mag. 5, 50 (1900), p. 323, 519. Zeleny u. Me. Keehan:
Ztschr. 11 (1910), 8. 78.

3) Phil, Mag. (4) 46 (1893) p. 354 f. (Papers VI, p. T8£).

4) Quarterly Journal of Mathematics 23 (1889) p. 78, 143.

5) Uber die Stokessche Formel . . ., Arkiv for Matematik, Astronomi och
Fysik, Bd. 6 (1910), Nr. 29. (Beim Erscheinen dieser Abhandlung war das Manu-
skript der vorliegenden Arbeit im Wesentlichen fertiggestellt.)

Phys.

e

1"
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4 i'her den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

weicht. in der Nihe der Kugel aber durch diese bei kleiner Reynolds-
scher Zahl appoximiert wird und daher auech zur selben Widerstands-
formel fithrt. Der von Stokes begangene Fehler erweist sich also fiir
seinen Zweck als belanglos, dagegen macht er sich geltend bei dem
von Whitehead eingeschlagenen Wege der weiteren Entwickelung,
indem es sich als unméglich erweist, diese eindeutig zu bestimmen.
Doch 148t sich die Stokessche Ableitung auch auf einem anderen _
Jagenen Wege rechtfertigen, und dieses

als dem von Oseen eingesc
Verfahren scheint leichter zu der geforderten weiteren Anniherung zn
fithren. Wir betrachten nicht wie Stokes eine Parallelstromung, in
der die Kugel ruht, sondern eine Stromung, die durch eine in grofer
Entfernung von der Kugel befindliche Quelle und eine auf der ent-
gegengesetzten Seite in gleicher Entfernung befindliche Senke hervor-
gg_a.yr_u'e-n wird, eine Stromung, die sich ja in der Nihe der Kugel nicht
wesentlich von einer Parallelstromung unterscheidet, wenn die Ent-
fernung der Quelle hinreichend grol ist gegeniiber dem Kugelradius,
In unendlicher Entfernung aber ist diese Strémung wesentlich von der
Parallelstrimung verschieden, und dadurch wird es ermdglicht, daB die
bei der Stokesschen Bewegung gekennzeichneten Schwierigkeiten hier
nicht auftreten. Es gelingt so in der Tat, eine eindeutige Lo-
sung fir die Differentialgleichungen und Randbedingungen

der ersten Niaherung zu finden.
| Mit der Frage nach dem Giiltigkeitshereich der Stokesschen
. Formel hiingt die andere zusammen, bei welcher unteren Geschwindig-
keitsgrenze die bei groBen Geschwindigkeiten stets beobachtete Riick-
stromung und Wirbelbildung auf der Riickseite des Korpers eintrith
Unsere erste Niherung

oibt 'rl”i‘l'IUT_]_‘,'L_'.\' auch hier eine \'t‘)]‘liillti;ft' Ant-
wort, doch bleibt, da diese Grenze schon aus dem Gebiete sehr kleiner

Reynoldsscher Zahl herausfillt, noch abzuwarten, wie durch die wei-

tere Entwicklung diese Grenze beeinflufft wird.

Die folgende Untersuchung griindet sich auf die Annahme stationirer
Bewegung einer inkompressiblen Fliissigkeit. s miiBte allerdings von
vornherein in Zweifel gezogen werden, ob eine solche fiber den ganzen
Dji}brt-zui.i;1];._\_'Iu\in:iﬂ.mgnn und Randbedingungen iiberhaupt vertriglich ist,
ob nicht etwa jede Bewegung von p .

begleitet ist. In der Tat wiirden

unendlichen Raum ausgedehnte Bewegung mit den hydrodynamisehen

riodisch wechselnden Wirbelungen

die genannten Schwierigkeiten auch
dann fortfallen, wenn wir die zugrunde gelegte stationtire Bewegung
durch eine periodisclie Bewegung, #iquivalent einem Pendeln der Kugel,
ersetzten, aber die mathematischen Komplikationen wiirden sich dann

schon wesentlich erhhen. Doch hat C. W. Oseen in der geuannten
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Von Frirz Noermee. B

und einer weiteren Arbeit!) den Existenzbeweis fiir die stationire
Losung eines verwandten Problems durchgefithrt und sein Ansatz diirfte

wohl auch zu dem hier geforderten Existenzbeweis fiithren. Die im

Folgenden untersuchte Bewegung stellt aber nur eine Niherungs-

bewegung in dem Sinne dar, daB in ihren Bedingungsgleichungen di

vernachliissigten Glieder sicher klein sind neben den beriicksichtigten.

§ 1. Die allgemeinen hydrodynamischen Differentialbeziehungen und die
Stokessche Stromung.
Es bezeichne u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten einer Strd-

mung, an der Stelle x, y, # nach den Achsen der z, y, 2 gemessen.

¢ sei die Dichte, u die Viskositiitskonstante, p der Druck der Fliissigkeit.

Dann lauten die Navier-Stokesschen Differentialgleichungen fiir in-
kompressible stationiire Strimung:

e} o ouw\ . op y
a(u 4w +wo )+ 5 uAdu =10
adx oy 0e ox 3
; gy o dv dv op
(1) ti[r(. - v + W A ] B —udr =)
S \" dz oy GES, ay
{ [-'u' cw ow . ep
Glu to—tw=—)+ 5 udw =0
L \ X oy g2/ 02 4
(i). (s gv e 0
= gx gy ° GE y
WO
ot oy e ’
dx* dy* gzt

gesetzt ist
Dazu treten mnoch die Randbedingungen, die fiir den zu unter-

suchenden Fall einer ruhenden Kugel in Parallelstromung so lauten:

An der Kugeloberfliche soll % — v.— w — O sein, wihrend im Unend-
lichen in jeder Richtung u=U, v =0, w =10 verlangt wird.

Die Inkompressibilititshedingung (2 pflegt man in allen Fillen,

in denen eine ausgezeichnete Richtung, hier die #-Richtung, vorhanden
ist, in die keine Wirbelkomponente der Stromung fillt, identisch zu
erfiillen durch den Ansatz:

tn A%

(3) ,_{Z:...r Pl [; v =

gy* fzi?

symmetrie um die X-Achse hat,

Wenn die Stromung auBerdem Achse
ferner angenommen wird, daf die Stromlinien fiberall in den durch die
1) Uber die Stokessche Forme [I; Arkiv for Matematik, Astronomi

och Fysik, Bd. 7, Nr. 1 (1911).
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6 iTber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

X-Achse hindurchgehenden FEbenen liegen, so kann die |"unktionq;
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit als Funktion von # und

9 1 o

r Vy*+ 2
angesetzt werden. Bezeichnet nun ¢ die in die H[:rhtung des Radins r
fallende Geschwindigkeitskomponente, so gehen die Gleichungen (3)

iiber in:

) (r 22

¢ 1 dg I(.ijrr'j

M ___._(__ ..... ) : ~ L
ars r or £ oar

-ffI

d* 1’ [}z-r}
4= T s -
oxor r oa$

Die Funktion

e i

(4) ref =g

X or

gewinnt also durch die genannten Einschriinkungen der Strfinmngsfnrm

die Bedeutung der Stokesschen Stromfunktion!), durch die sich die
D /3

Geschwindigkeitskomponenten bekanntlich so ausdriicken :

- 1 G 1§

.ri):l W = Y : q = e

r or r (T
Aus dieser Ableitung folgen zwischen den Funktionen @ und ¢
sogleich die weiteren Beziehungen:

(6) .,-('“”f oW 04y 3ty Pty 1

28 — ()
ar b

F or? r

\¢ & At ar
Der so definierte DifferentialprozeB 1) spielt in mancher Hinsicht fiir
die Funktion ¢ die gleiche Rolle, wie der DifferentialprozeB 4 fiir die
Funktion ¢, sein Verschwinden wiirde die Wirbelfreiheit der Strimung
zum Ausdruck bringen. Genau in der gleichen Weise, wie die Gl. (6)
aus der Gl (4) gewonnen wurde, LiBt :
schliefien :

|'T)

sich nun auch noch weiter

cddq

ar

y = DDy,
Wo nun 44 und DD die \\']'p.l',_!.;w[“”\,__:. des’ Prozesses 1 bzw. Dila
deutet. Wir werden uns im i'r.wl-__ft‘m!w_'n nicht auf die Beniitzung einer
:lm- I.‘nu].\'iirn:r_\n @ oder ¥ beschrinken. sondern je nach dem vnrliegelﬁen
e dfg geeignetere Wahl treffen. Der Ubergang von der einen zur
anderen Funktion ist stets mittels der Gl. (4), :_i;;\(’,lﬂ] leicht auszufiihren.

.-\?ss‘ den G1. (1) haben wir zuniichst den Druck p zu eliminieren,
da er in die H:muH,-r:c'Lil'.-f:un_gun nicht eingeht, -‘5'."1][]{’.1‘]1”81'541; 11;1('.|1’r.1'2ig|il2h
1) Stokes: Camb, T

‘rans. 7. 1849 Papers, vol. I, p. 1). 8. a. Lamb, H}'dm‘

BadenWiirttemberg




Von Frrrz Noerses.

mittels der Gl (1) aus den gefundenen Greschwindigkeitswerten berechnet
wird. Aus (1) entstehen zuniichst die folgenden Gleichungen:
¥

' G (Hi.-H 44+ :‘} + 22 _wdu=0
I_l ) g

a

\ 6{_I.H

oder mittels der Gl. (3)

g or or il f

. 0uw . 0w g / adp

Ot\iff'w g ('ra] f'.J"\P = o ] nddp =0
wdd , 09\, @ _,249) 0

6[._ ox rjr r) ar [’” P }

Die Elimination von p ergibt somit:

= a8y agN ¢ fow da\
IR {.——,—g—] ?-e-.-[--—-- {]
L dx\dr fdx er\gr ox)
féu . dgy[fou o dddg
sElla=cl IIL .FM——H =S 8 20,
\ox or/ \er da/ | i or

Hier ist nun die Einfihrung der Stromfunktion v mittels der Gl. (4),
(8), (6), (7) am zweckmiaBigsten, wir erhalten so aus der vorangehenden
Gleichung durch Multiplikation mit » und mittels geringer Verein-
fachungen die folgende fiir die Funktion ¥:

taab o oy da f Iy 2 Adab
(8) DD(w) — g1 ( W € FJ o J.'.J 1l o D!,").

pr\cxe or or oz r oz /
Zur Gl (8) treten noch die Randbedingungen, welche ausdriicken, daf
im Unendlichen (im Falle der Parallelstromung) iiberall

1 v = 1 ga -
(8a — =2 = 7 und =0
¥ r or r ox

sei, daB ferner fiir die Kugel R —=V2* + 1

sei. Da die Funktion ¥ nur bis auf eine additive Konstante bestimm-
bar ist, so kann diese so gewihlt werden, daB die letzteren Bedingungen
iibergehen in

(8D) R RN

7R
fir R =a, wobei ¥ als Funktion des Radius R und des Polarwinkels
r ;
¥ = arctg = gedacht ist.
Unter den in der Einleitung genannten Voraussetzungen fiir die
Seite, deren Glieder

Stokessche Bewegung kann nun in (8) die rechte
der linken Seite

quadratisch in ¢ sind, neben den linearen Gliedern
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8 {lber den U;lltigkvitshvrcir'h der Stokesschen Widerstandsformel.

vernachlissigt werden, und es ergibt sich die Grundgleichung fiir die
Stokessche Bewegung:
(9) DD () =0,

wozu noch die an sich linearen Randbedingungen unverindert hinzu-
treten. Die Erfiilllung dieser Bedingungen lautet

U a a® 2R+ a

e U arlya ]
e — sin® £ 1 a)®
(10) %, i “ B

wo der Definition nach
xz = Recos
r = Rsin &
gesetzt wurde.

Diese Gleichungen, in Verbindung mit den Ausdriicken fiir die
Spannungskomponenten') in einer stromenden zihen Fliissigkeit, fiihren
za der in der Einleitung genannten Stokesschen Widerstandsformel
fiir die Kugel

§ 2. Beriicksichtigung der quadratischen Glieder der
Differentialgleichung (8) in erster Néherung.
Um die quadratischen Glieder der Gl (8) in erster Anniiherung
zu beriicksichtigen, setzen wir
Y =11+ ¥,
wo ¥, der in GL (10) angegebene Ausdruck sei und v, von der Ord-
1 : 3 5 rh L oall
nung O, vorausgesetzt wird, unter S die Reynoldssche Zahl
= . m

verstanden. Die Vernachliss

ung aller Glieder der Differentialgleichung

" a .1 = 6 o i
(9), die den Faktor S* bzw. " S enthalten, fiihrt dann, unter Beriick-
u =

siehtigung, daB D D(y,) =

0, zu der folgenden:

(11.} D f}"i'l Voo ¢ 1 (r W, € If Y, 8%, gD, 2 r.l'_.'“ Hi.-")
7 iy Ll i or or ox r ox o

die auf der rechten Seite nur bekannte Griofen enthilt. Dazu kommen
die Randbedingungen, daB fir B =g

&b,
y S
: . . 1 iR J)
und im Unendlichen
1 du 4 1 ¢ 1, 0
~ — = BE
Y oa or £

) 1) Saint-Venant: Comptes Rendus 17 1843) p. 1240. Stokes: Camb.
Trams. § (1845) p. 287

287 (Papers, vol. I, p. 16). S. a

. Lamb: Hydrodynamik, § 314.
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Von Frrrz Noeruer. 9

Die Gleichung (11) ist durch Einsetzen aus (10) und der hieraus fol-
genden Gleichung:

: 3 , 8in* { Ry
(12) Dyy=—ga0—F=—al 7 X

auszufiihren. Es ergibt sich (vgl. die Ausrecl nung im Anhang 1)

= : 96 g gy al2a 3a* a'
(13) DD (y,) = R U? sin® & cos & 1\. v — g5 T ps)

Bevor wir zur Behandlung dieser Gleichung gehen, sind einige

Vorbemerkungen nétig iiber die Lisungen der (leichungen

Dy 0 und Dy = F,

auf die wesentlich die sukzessiven Anniherungen der exakten Diffe-
rentialgleichungen zuriickzufiihren sind.!)

Aus den im § 1 aufgestellten Beziehungen zwischen den Funk-
tionen ¢ und ¢ folgt, daf man aus jeder Losung ¢ der Gleichung
dg = 0 durch den ProzeB ¢ = ri ;' eine Losung der Gleichung Dy = 0
erhilt, und ebenso aus der Losung der Gleichung A = f die Lisung

der Gleichung Dv = ;i; F. Nun liBt sich bekanntlich die Glei-
chung 4 =0 durch eine Summe von homogenen Funktionen des
Ortes a, y, 2 (bzw. z, r), die ridumlichen Kugelfunktionen, allgemein
integrieren, die im vorliegenden Fall der Rotationssymmetrie nm die

X-Achse in die zoralen®) Kugelfunktionen iibergehen. Es folgt also,

daf sich in gleicher Weise die Gleichung D = 0 durch eine Summe

von homogenen Funktionen der Koordinaten z, » integrieren laBt, die

sich aus den Kugelfunktionen in einfacher Weise ableiten.

Weiter lift sich die allgemeine Lisung der Gleichung dp =f
durch Entwicklung von f in eine Reihe von homogenen Funktionen
finden, deren jede das Produkt aus einer Kugelfunktion und einer
Potenz des Radius R ist, und zwar einer zonalen Kugelfunktion, wenn
f Achsensymmetrie in bezug auf die X-Achse hat. Die Liosung ¢ kann
darn in gleicher Weise entwickelt werden, wobei jedem homogenen
Bestandteil von £ ein gleicher in ¢, und zwar von einem um 2 hiheren

Grade, entspricht. Aus dem Zusammenhang zwischen den Funktionen
@ und ¢ folgt, daB die Lésung der Gleichung Dy = Ty I sich in

analoger Weise darstellen lifit, wobei an Stelle der Kugelfunktionen

die homogenen Lisungen der Gleichung Dw = 0O trefen.

1) Ausfiihrliche Theorie dieser Funktionen bei Sampson: London Phil.
Trans. Bd, 182 (1891), 8. 4491,

2) Bezeichnung nach Thomson uuxd Tait, Nat. Phil.
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10
Fiir diese erhalten wir aus der Reihe der zonalen Kugelfunktionen

g die folgende Reihe:

p o £
(0] Y=t
P, (#) =1 0
” FJI ( “
REP,( — P =— R¥sin® @
RBP.(9)=1(bx®— 3z L7) 321 = — 3RS sin® & cos &
£ 11.‘_.\'\\', UEW.
R-1P,(#) = R~* —r?R-%=— R~'sin'®
R—2P,() —zR-® —3zr:R-5%= — 3R %sin? D cosd _
USW. usw. ke

Um die Differentialgleichungen fiir die so definierfen homogenen
Funktionen ¥ aufzustellen, setzen wir allgemein
Y= B(9) T(R)

) Dp- 22 4 T8 _Lle_pdx, w02 il .-
Durch den speziellen Ansatz
T — Re
folgt dann aus Dy = 0 die Differentialgleichung fiir B:
d*B dB

— etg & - + m(m 1VB=0.

d o (1)
Hiernach besteht, wie auch schon aus der ohigen Reihe ersichtlich ist,

die Beziehung:

Ferner zeigh die Reihe, daB es zu jedem Grade m eine Losung B, von
(13) gibt, die eine ganze rationale Funktion von cos & ist. Eine ganz
analoge Untersuchung wie die bei den Kugelfunktionen iibliche wiirde
zeigen, daB (ausgenommen im Falle m = 1 bzw. m — 0%)) je nur diese
einzige rationale Funktion B, zu jedem Index m existiert. Die Reibe
dieser Funktionen lautet. unter geeigneter Festsetzung ihrer numerischen
Faktoren, die noch spiter e.‘rf'i'ﬂ,‘-lﬁ“ll. wird: :

» -
B, =B, =1 (und cos &)

Jl’;: . ‘:;—1 - .l. sin? &
B, — B_; = — sin? & cos & % tgeec
B,=B_ ¢=— ?gin?9 (b cos* & — 1)

) 5 e o - 5 ‘

[’.'.' l;‘__| = sin* & cos (7 cos? & —3)

Usw.

1) Fiir diese Fille werden die Lsungen aus der Gl (15) leicht direkt erhalten.

. BADISCHE
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Von Frriz Noermer. 11

Um nun die Gleichung
Dy = F(z, r®)

gu integrieren, denken wir uns I” in eine Reihe von homogenen Funk-

tionen o v
;‘---n R*B (4r)
L m\

entwickelt. Fiir die im Folgenden in Betracht kommenden Fille ist
das immer mdglich. Die Losung selbst wird dann eine Reihe

=3¢ .,

deren einzelnes Glied der Differentialgleichung

D(v,,,) =k, .B*B, (%)

o
gentigen mub. Fiir ¢, sefzen wir hier

(16) v, — ¥,.(B)B,(9)

und erhalten mittels (14) und (15) die Gleichung:
v, P

an: — mim— 1) Re M

deren vollstindige Lésung im allgemeinen lautet:

{ 1: | iy '{I-‘“" ”" S I M _| ) —m 41
/ I . = - T €y I T Cs }'rl i
kb n—m—+42)(n+m-1 =

Eine Ausnahme bilden ersichtlich die Fille
n=m—2undn=—m—1,

fiir die die entsprechende Formel lautet:

o PRty
(17 o — ma R : log B | ¢ R

1 }'—ih’ +1
Tg A1 s
mn on-4+ 3 < %

unter ¢,, ¢, wie oben willkiirliche Konstanten verstanden.

Die Differentialgleichungen der Hydrodynamik, die fiir eine achsen-
symmetrische Stromung nach Elimination des Druckes in der nicht-
linearen partiellen Differentialgleichung (8 zusammengefaft sind, lassen
sich allgemein durch sukzessive Losung von linearen Niherungsglei-
chungen auf Grund der vorhergehenden Formeln integrieren. Denn
jede der sukzessiven Naherungsgleichungen erhilt ganz analog wie
die oben abgeleitete Gl. (13) fiir die erste Niherung die Form

DD(y,) = F;(z, r®),

ist also dquivalent mit dem System von linearen Gleichungen zweiter

f.h‘dmmg 2
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12 i'ber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandeformel.

Wiihrend diese formale Integration keine prinzipielle Schwierigkeit hat,
zeicen siech aber, wie schon in der Einleitung hervorgehoben wurde,
wesentliche Hindernisse, die Randbedingungen zu erfiillen, wenn das
Stromungsgebiet unendliche Ausdelinung hat, und zwar tritt diese i
Schwierigkeit schon bei der nun folgenden Integration der ersten Nihe- |
B ©

rungsgleichung (13) auf. |

Wenden wir auf diese die obigen Bezeichnungen an, so lautet sie:
9

(13a) D(E,) = — -

6 1P ra 2a Sa” i a*y
I U 1‘::| 7) [.fc:: R3 T ff'_‘_)

(13b) D(¥,) = E; .

Ein Integral von (13a) ist auf Grund der Gleichungen (16) und (17};

o R S £ by 3 a® . at*
G =— 2 S PB®) (— 3+ 15 Tom)
E, 4 p 3 [. 3 i B ' 6R°
Sodann ein partikuléires Integral von (13b), das mit %" bezeich-
net sei:
: : 916 i S iR a* R at
(18) Ly (e U*B;(9) { TR T 24R)

S8a) und (Rb) setzt sich Je'iuyg

Das allgemeiue Integral der Gleichungen (

zusammen aus diesem partikuliren Integral (18) und dem allgemeinen

Integral der Gleichung DD = 0, das sich auf Grund obiger Vorbe-

o

merkungen ergibt zu

{c v d—m+1 | 4 )—m+3 | T
u.-!}' \C i ;r C..9 ."‘1 T Coms !’l,

(19) —3=U0* D= B

| 4 u

Die unendli

geeignet zu bestimmen, damit die Randbedingungen

h vielen Konstanten ¢ des Ausdruckes (19) sind nun

and 17

durch die Kombination der Ausdriicke (18) und (19) erfiillt werden.
Da nun die Funktionen B, je Funktionen m-ter Ordnung von cos &
sind, wie aus ihrer Ableitung allgemein hervorgeht, da also keine li TN
nearen Beziehungen in dem System der Funktionen B, bestehen
konnen, da andererseits die aufgestellten Randbedingungen unabhiingig
vom Winkel 9 sind, so miissen die Randbedingungen in der Kombi: § "™ i
nation der Ausdriicke (18) und (19) identisch je durch die Faktoren
der Funktionen B, erfiillt werden.

Zur Erfiillung der fir R — oo giilticen Bedingungen ist es &
forderlich, daB simtliche Glieder der Funktion P, von uﬁ-.drjgerer Ord-

LB BADISCHE
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Von Frirz Norrer. 13

nung in R als der zweiten sind. Dieser Forderung widerspricht aber
das erste Glied des Ausdrucks #" in (18):

o 0

ra ) \ 33
0 U? B, (¥) a R

und dieses Glied kann, weil der Faktor von B,, aus (18) und (19) zu-
sammengenommen, fiir sich die I-}o.-.ling_[ung»}n la[ﬁj'rif‘nlégen mufl, auch
nicht durch irgoml welche anderen Glieder der Summe (19) E\'Ompen—
siert werden.

Dies ist der Widerspruch, auf den bereits Whitehead auf anderem
\\'ege gt‘fﬁhl't wurde: Seine \_v!'mnilmg, dafi deshalb das allgemeine
hydrodynamische Problem iiberhaupt keine stetigen Losungen zulasse,
sondern daB Diskontinuitiitsfliichen 1m Sinne der Helmholtzschen
Wirbeltheorie vorhanden seien, ist aber nicht begriindet. Die 'Svl'l\\'im-if__‘f_
keit erklirt sich daraus, daB die Stokessche Bewegung im Unendlichen
keine Anniherung an die wirkliche Bewegung mehr darstellt, sondern
Glieder vernachlissigt, die griBer als die beriicksichtigten sind. Eine
unmittelbare Folge davon ist es, daB unser Ausdruck F, = Dy, von
hoherer Ordnung in £ und daher im Unendlichen grifer als D, wird.

Da ohne die Beriicksichtigung der im Unendlichen geltenden Grenz-
bedingungen aber die eindeutige Bestimmung der Funktion # nicht
ausfithrbar ist, so bleibt auch die Stromverteilung in der Néhe der
Kugel, von der insbesondere der Widerstand abhingt, noch vollig un-
bestimmt. Doch wird es uns auf dem in der Einleitung angegebenen
Wege gelingen, eine andere Bewegung eindeutig zu bestimmen, fiir die die
oben gesuchte Bewegqung als eine in der Nihe der Kugel und in endlicher
Entfernung von ihr giiltige Anniherung angesehen werden kann. So ist
es dann moglich, die noch unbestimmten Konstanten in der Funktion
¥, ebenfalls zu bestimmen, unabhiingic davon, dab die gewonnene
Formel fiir #, im Unendlichen aufhért, Giiltigkeit zu haben.

Da diese Untersuchung (§ 5 und 6) groBeren Raum einnimmt, so
geben wir hier zunichst nur ihr Resultat an. Dieses ist, dall in dem
Ausdruck (19) die simtlichen Faktoren der Funktionen B, mit Aus-
nahme desjenigen von B, verschwinden, und daf in dem Faktor von By
die Konstanten ¢gy und ¢y, ebenfalls verschwinden. Zur Bestimmung
tlel' ftbl‘fg !)]!*H)emlcn |\—\'|11.sta_r11'cli Caq li]ll'l Cyq rni&:heu die |.\'€1I1t“nediug-

ungen an der Kugeloberfliche R = a aus.

; R T g
Aus ¢, = sp=0firR=a folgt:
a® SELE et
TR + ¢35 =0
H-_I s
D n S
S5 —2¢,0 0.
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14 iTber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

(i3 = [rs
A]SO g = 24 y Cgg = - 24
G0 i s e R ot a® at b
20 wdy=—5>0B,®) (35 —5 —u—untumn
3 =3 R—a)l(2R*+}+akRk+ad
= S U sin® & cos & g Tt
b 1

Nehmen wir das Glied 3, aus Gl (10) hinzn, so erhalten wir end-
lich als erste Anniherung:
0. (R—a)® | F
D1 - & 2 g > ey Ty \
(21) Yo+ ¥ = — p8in’ & 55 | R(2R+a)

—>Scos®(2R*+aR +a)|

Aus Gleichung (21) ist ohne weiteres ersichtlich, dab der Einfluf
des ersten Niherungsgliedes ¥, nur von dem numerischen Wert der

3 eUG  yqi
Reynoldsschen Zahl S =~ ~ abhiingen kann.

§ 3. Diskussion der ersten Anniherung.

Die Gleichung (21) liBt vorliufige Schliisse auf die Stromungs-
form ziehen, die unter dem EinfluB der Triigheit eintreten wird. Die
tangentielle Geschwindigkeitskomponente,

Vo = % SIn & - q cos &
1 2 3 1 dv x
r ér R r dx B

verschwindet den Randbedingungen entsprechend fiir die Kugelober
fliche B =a. Thr Ansties senkrecht zur Oberfliche

dagegen hat einen endlichen Wert und gibt ein Bild fiir die Strd-
mungsverteilung in der Nihe der Kugel. Man erhilt mit Riicksicht

auf das Verschwinden von ’! tir R =a:
{

[' 0¥ 5 ] =k 1 ¢ /1 dw } 1 i)
R /R=a sind gR (H 0B/ g ~ ~ Rsino ¢R* =%
T R(2R+a)— - Scos® (2R aR L a?)
- = e ] r 3
= — Bln & e R = a)
(99) s B P S \
(22) =3, 8md(1— o COS ) -

Hiernach ist der (Gesch windigkeitsanstieg, der bei der Stokesschen

Bt‘wegung auf der Vorder- und Riickseite der gleiche war (da sin & =

BadenWiirttemberg
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. : T ; S
sin (x — ), durch das Hinzutreten des ersten Niherungsgliedes _ cos &
unsymmetrisch geworden. Auf der der Stromung entgegenstehenden
Vorderseite der Kugel (5 < & <, cos & << 0) ist der zusitzliche Ge-
schwindigkeitsanstieg gleichgerichtet mit dem urspriinglichen fiir S =0,
die Geschwindigkeit ist daher auf der Vorderseite erhoht gegen die der
Stokesschen Bewegung. Auf der Riickseite der Kugel dagegen
(LF <9<, cos 8> 0) ist der zusiitzliche Geschwindigkeitsanstieg dem
urspriinglichen entgegengerichtet und der Gesamtanstieg ist daher hier
verzogert gegen den der Sto kesschen Bewegung (s Fig. 1). Dieses Ge

schwindigkeitsbild erinnert offenbar schon an die wirklich unter dem Ein

Fig. 1. Stromlinie fiir S=1.

fluB der Trigheit stattfindende Strémung: Wenig beeinflubte Stromung
bis nahe an die Vorderseite der Kugel heran; , Totwasser, bezw. ein Ge-
biet wirbelnder Bewegung hinter der Kugel. Gehen wir einen Schritt
weiter und lassen S in der Formel (22), ohne Riicksicht auf die noch

unerledigte Konvergenzfrage, geniigend grof werden. Sobald S> 2 ge-
worden ist. tiberwiegt fiir kleine Werte von & (wenn also cos & nahe
iiber die urspriingliche

an 1 liegt) die riickstromende Zusatzbewegung
Yorwiirtsbewegung, es tritt im Ganzen Riickwiirtsstromung auf der Riick-
seite der Kugel ein, eine Bewegungsform, die der unter gewdhnlichen
Verhiltnissen (d. h. bei grofien Werten der Rey noldsschen Zahl S)
beobachteten qualitativ @hulich ist.

Der vollstiindige Ausdruck der Stromfunktion (GL 21) gibt niiheren
Aufschluf fiber die Stromung in der Nihe der Kugel. Die Rotations-
flichen 1 = const, die ,Stromflichen®, enthalten bekanntlich vollstiindig
die Strumlinir_‘n, ihr Verlauf ergibt sich :pmlitutiv aus dem Verlauf der
Fliche ¢ = 0. Letztere zerfillt in drei Bestandteile :

(1) sin? & =0, d. i. die X-Achse, die wegen der Rotationssym

metrie selbst Stromlinie sein muf.
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(2) (R—a)* =0, die Kugeloberfliche selbst, die nach den Be-
dingungen der Aufgabe Stromfliche ist
(3) Die Fliche:

E(2R4 .r:.'_fl : Scos® (2R*+aR +a®) =0

3
S cos &
]

oder R(2E 4 a) = a®

1 N cos g

Die letztere Gleichung bestimmt, als quadratische (leichung fiir B
aufgefaBt, einen positiven Wert von R, solange die Bedingung

i -]
U<ecosdfr <

o

erfiillt ist, also fiir alle Werte des Winkels # zwischen 0 und * 5 einen
positiven Wert von llrt. solange

D=8

Vs T "1 . ’ - .
Fiir & = - ergibt sich stets der Wert R = 0 und fiir & — 0 der maxi-

male Wert von R bei vorgegebenem S. Dagegen ergibt sich fiir die

Lagen des Winkels & zwischen 5 und x kein positiver Wert von R

Wenn S die obige Bedingung erfiillt, so hat die Fliche (3) daher einen

geschlossenen reellen Teil, der ganz im Halbraum positiver z, d. h. n

Fig. 2. Stromlinie =0 fiir §=9, 9 dem Halbraum ver-
e liuft, der, im Sinne
, \\ der Stromung anfge-
!;" P = < faBt, die riickwirtige
d = s J“ S __'fl_ —ivaa _}_ -t’—\._."" Y~ 0 Kugelhiilfte enthilt
e L | ' (s. Pig. 1 u. 2), Ihr
\'\. pe VU _J{ Ly W=l Radinsvektor nimmt
\\\ ,//. von dem Werte R=0
S

fiir £ = - ausgehend

stetig zu bis zu dem Maximalwerte bei 9 =0, der R =g wird, wenn S=

Solange also S < 2, so verliuft die Fliche (3) durchaus

im Innern der Kugel vom Radius @ und kommt als Stromfliche nicht in
Betracht. Wenn aber §= 9 ist, 80 tritt ein Teil von ihr iiber die Kugel auf
e hinaus und bildet eine reale Stromfliche. Sie trennt von
der &uBeren Strimung ein Gebiet auf der Riickseite der Kugel ab, in dem

angenommen 1st.

deren Riickse

virhalnda Sios. o
wirbelnde ?“\lJ(-.rllm stattfinden n.nﬂ der duBeren hjnmmm‘r |rlp1( lurerit‘h‘
tete Be \\wrrn g der n f

ng lings dex [nnenseite der Fliche | -J , Riickstrémung ]ngs
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der Kugeluberﬂiivhe. wie wir oben schon fiir § > 2 aus dem [:Ee:u:}l\\'imlitﬂ"
keitsanstieg schlossen. Man erhiilt also das Bild des bei grofleren Ge-
schwindigkeiten beobachteten \\"irhelringa-.u auf der Riickseite der Kugel.

Als untere Grenze fiir den Eintritt der Wirbelbildung erqgibt sich der
Wert der Reynoldsschen Zahl S = 2. Da allerdings diese Grenze iiber
das Gebiet kleiner Reynoldsscher Zahl der Voraussetzung wunserer
Niiherung, hinausfillt, so bleibt abzuwarten, wie weit die Grenze durch
die weitere Entwicklung noch verschoben wird. Es ist noch zu bemerken,
daf mit wachsendem S der W

belring sich sehr rasch, besonders fiir
kleine Werte von &, vergrofert, doch handelt es sich hier wohl um eine

Wirkung der Vernachlissigung hoherer Glieder, wie die Fortsetzung

der Entwicklung zeigen wiirde.

§ 4. Widerstand nach der ersten Anniherung.

Der Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel hiingt
von dem Widerstand ab, den die aus der Stokesschen und der Annihe-
rungsbewegung zusammengesetzte Bewegung ergibt. Es ist indes leicht
einzusehen, dafl die bisher aufgestellte Niherungshewegung noch keinen
Beitrag zum Widerstand liefert; wir beweisen das an den expliziten
Formeln fiir den Widerstand.

Bezeichnet # die Normale eines Flichenelements an der Grenze
einer inkompressiblen reibenden Fliissigkeit, s eine beliehige Richtung
in diesem Flichenelement, so ist der Ansatz fiir die Spannungen in
diesem Flichenelement, der den Differentialgleichungen (1) zu grunde
liegt, der folgende!):

Die Normalspannung (positiv, wenn vom Flichenelement nach der
Seite der Fliissigkeit hin gerichtet) ist

o

(23) - 4924 L
(23) Dun=—P+2p 52,
die Tangentialspannung in Richtung s:

(24) b o (0% %)
N Pas u t 2s ' on ) ?

wo v, und v, die Geschwindigkeitskomponenten in den betreffenden
Richtungen bedeuten. Die GréBen v, und v, sind hier aus den gefun-
denen Formeln fiir die Stromfunktion 1 — U, + ¥, zu entnehmen, wihrend
p bis auf eine belanglose additive Konstante aus den Grundgleichungen
(1) bestimmt ist. Wir erhalten aus diesen fiir die Kugeloberfliche, mit
Riicksicht darauf, daB nach den Randbedingungen die Geschwindigkeits-

1) 8. FuBnote auf S, 8.
Zeitschrift £, Mathematik u. Physik. 62. Band. 1913. Heft 1. 2
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E -y h | an . e DM
komponenten u, ¥, W verschwinden und nach der Gl (22) der normal
gerichtete Geschwindigkeitsgradient endlich ist:

¢ . op < ap
192 _ _ gin® 22 4 cos 9%
R o4 ax o

5 fatde | r"'_.fq'- . .;'=;'ij

sma|-—== 5 | cosv 5—=

w | sin & ( 2yt 5 ] 9z or

sing & ( Odg\ , cosd @ [ 0 dp\

= I _[, j; '-..{‘ ':,)|

‘ yr or\ or) 0@\t ot

. gD . ~ T e
e 20D (s. die GL (3) u. (6))

y oR N £

oder endlich die einfache Formel:

op w dD(p)
7@ sin® oR

: ; - o .. o, :
Der zweite Bestandteil der Normalspannung p_., 2u = };’, verschwin-

det an jeder korperlichen Begrenzungsfliche der Fliissigkeit wegen der

Randbedingungen und der Inkompressibilititsbedingung (2), die hier lautet

.,
I~

- + = 4

O&X J or r
oYy L Un q 0
dn ~ Rgd R-Yor

und wegen des Verschwindens der Geschwindigkeitskomponenten v,

und ¢ lings der ganzen Oberfliche sofort ergibt:

. _ o -

Von der Tangentialspannung p,, (24) verschwindet wegen der Randbe-

dingungen an der Oberfliche das erste Glied, es bleibt also:

P, = : :, = E.‘{;f-.' (— usind 4+ gecos )
-1 5% (5 73):
Mit Riicksicht auf die Randbedingung ¢ = 2% = 0 wird endlich:
(26) po=t TN

Die Kraftkomponente, die in der Strémungsrichtung (z-Richtung) auf
. I - = = 2
die Zone der Kugeloberfliiche

d6 = 2z R?sin &d &

BadenWiirttemberg
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wirkt, ist 3
dK = (p,, cosd—p . Sin &) de,
wiihrend die entsprechenden Kraftkomponenten in der #- und z-Richtung

imtkraft wird

wegen der Rotationssymmetrie verschwinden, und die Ges:

somit:

27 K=2x :‘u"-‘ ki Dpn CO8 T — p sin ) sin §d .
b

Aus dieser Ableitung der Widerstandformel ist ersichtlich, daB die
von der urspriinglichen Stokesschen Bewegung und die von den suk-
zessiven Anniitherungen herrithrenden Anteile am Widerstand sich einfach
iiberlagern, da die schlieBlich in Betracht kommenden Ausdriicke fiir
den Druck und die Spannungen durch lineare Prozesse aus den Geschwin-
digkeitskomponenten, bzw. den zugehorigen Stromfunktionen, entstehen.
Die aus den Gleichungen (1) resultierenden quadratischen Glieder ver-
schwinden wegen der Randbedingungen an der Kugeloberfliche in der
Druckgleichung und daher auch in der Widerstandsformel.

Nun ist ersichtlich, daB der Widerstandsanteil der ersten Nihe-
rung (3,) verschwindet, und zwar wegen der Symmetrie der Kugel zu
ihrer ,‘-&qu:ltol‘ﬂﬁv}m ¢ = 0. Die Geschwindigkeitskomponenten dieser
Stromung sind ja

1 o,
By, = -3 =
in rR 94
b Qe 9 = (R—a ad
= SU (2 cos® ## — sin® )
1 dy
¥ 1
e 3
: r ¢ R
3 arr.: d (R—a)*2R*4 aR -+ a¥)
= — S U sin & cos # : L)
Tl IR R®

Hiernach ist auch die Stromung spiegelbildlich symmetrisch zur
Aquatorebene z — 0, sie ist vorwiirts gerichtet auf der Vorderseite
||7£

\ o

< # <:!)_. riickwiirts gerichtet auf der Riickseite, und die auf die

Hilften der Kugel von der Fliissigkeit ausgeiibten Kriiffe heben sich
gegenseitic auf. Anders verhdlt sich in dieser Hinsicht die zweite
Nlih('-rungJ bei ihr ist, wie bei der Stokesschen Strémung gelbst, die
Bewegung auf der Vorder- und Riickseite symmetrisch und gleich
gerichtet, und daher ist im ganzen ein Beitrag zum Widerstand zu er-
warten. Die Stokessche Formel wird somit Giiltigheit haben bis auf Zu-
satzglieder, deren Verhilinis sum wrspriinglichen quadratisch in der ey
noldsschen Zahl S = 6al |u ist.
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lber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

In der Tat gibt die GL (25) fiir den Druck an der Kungeloberfliche:

" : 8 ]
0, § oS8T .. ] » B o W e
= sin 1 cos 4 b i (5] T o —

i 16 a el iy { Rt R? R*/r=a
27 ulS T

16

sin # cos 4

TuSU 9
t cOs* i,

py = Py

e 2

2 a

wo P, den Druck in der Aquatorebene bedeutet. Ferner wird wegen

G1. (26)

' 3 e 2R*} aR -+ a?
p., =3 SUsin® cosd ! o
Dus = = 1o sin & cos & {_ 7 -}H=q
3 uSU
- = B2 5in & cos &
i a

und endlich

= SNy ey - e \ 5
K, =2xpaSU I " costd — , Sin® i cos i?f] dor =0,

0

wie oben behauptet wurde.

Mit diesem Resultat scheinen Beobachtungen von Zeleny und Me.
Keehan') im Binklang zu stehen, daf sich nimlich der Giiltigheitsbereich
der Stokesschen Formel bei genau kugelformigen IKirpern wesentlich grofer
erwies als bei anndihernd lugelférmigen Korpern (Sporen). Wihrend
sich bei letzteren schon bei sehr kleinen Werten der Reynoldsschen
Zahl (S = 10-%)

die bei Vernachlissigung der Triigheitsglieder nicht aus den Abweich-

Abweichungen von der Stokesschen Formel zeigten,

ungen von der Kugelgestalt zu erkliren waren, fanden die Verfasser
die Stokessche Formel bei Kuceln streng bestitigt bis zu Werten der
Reynoldsschen Zahl, die die Grenze S — 0.1 noch wesentlich {iberstiegen.
In der Tat war ja das Verschwinden des in der Reynoldsschen Zahl
linearen Widerstandsanteils lediglich eine Folge der Kugelsymmetrie
beziiglich ihrer -r\'jLlill.t.ﬂ‘u]:i&rli:. Auch bei geringer Unsymmetrie wiirde
aber ein linearer Bestandteil auftreten, und dieser miifte sich in hohe-

rem MaBe #uBern, als der quadratische Bestandteil bei Kugeln.

§ 5. Ersatz der Parallelstrémung durch eine inhomogene Strimung
(mit Quelle und Senke.)

] .I-,s bleibt uns noch iibrig, die in § 2, S.13 angegebene Konstanten-
hest 7 rechtfortioen I A e ioen Mitt icht

estimmung zu rechtfertigen, die mit den hisherigen Mitteln nicht be-
griindet war, da unsere Niherungs]

osung im Unendlichen versagte. Zu

1) Phys. Ztschr, 11, 1910, 8. 78§,
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dem Zwecke betrachten wir folgenden Stromungsvorgang, der im Un-
endlichen {iberall verschwindende Geschwindigkeitskomponenten in jeder
Richtung hat und sich in der Nihe der Kugel nicht wesentlich von
dem frither behandelten unterscheidet:

Die Kugel sei als ruhend angenommen (s. Fig. 3), ihr Mittelpunkt
O befinde sich im Punkte # =y =2 =0. Der Punkt 2 = — 4, y = 0,
z =0 sel der Mitﬁ-|p|l|l|\'t eines endlich ausgedehnten, ]mgvlf‘%h-migeu
Quellengebiets, der Punkt x =+ 4, y = 0, z =0 der Mittelpunkt eines
ebensolchen Senkengebietes. Im iibrigen sei die Stromung tiberall quellen-
frei und daher die Gesamtergiebigkeit der Quelle entgegengesetzt gleich der

der Senke. Ferner sei der Radius des Quellengebietes wie des Senken-
gebiets von vornherein klein gedacht gegen die Entfernung 4 und
ebenso der Kugelradius ¢ klein gegen A.
Um nun zuniichst die der Stokesschen Strémung analoge zu er-
halten, setzen wir die Bewegung zusammen aus einer Potentialstrémung [
und einer iiberlagerten, die den EinfluB der Randbedingungen an der
Kugel und der Reibung enthilt. Auch die Potentialbewegung geniigt

ja, weil fiir sie Dy — 0, der Grundgleichung (8). Bezeichnet ¢, — e die

Gesamtergiebickeit des Quellengebiets, bzw. Senkengebietes, ferner o, o,
die Abstinde von ihren Mittelpunkten, so daB
o= (x4 4)* r2
0. = (z A+ 77,
s0 wird das Geschwindigkeitspotential der zugehérigen Potentialstromung

D —ri
oD il

g’ : oy

Hierbei ist noch vorausgesetzt, dab die Ergiebigkeit der Quelle auf

konzentrischen Schichten konstant sei, ebenso der Senke. Um Stetig-

keitsbetrachtungen vermeiden zu kionnen, nehmen wir ferner an, dab

die Ergiebigkeit im Inneren des Quellgebiets stetig sei und am Rande

mit dem ersten und zweiten Differentialquotienten verschwinde.
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99 iTber den Giiltigkeitshereich der Stokesschen Widerstandsformel,

Fiir den Kugelmittelpunkt z =y = #

Um mdéglichste Anniherung und, wenn A sehr grof wird, Uber-
einstimmung mit dem fritheren Bewegungszustand in der Nihe der
Kugel zu erhalten, miissen wir also

2e

A*
wihlen, und erhalten somit auBerhalb der Quellgebiete die Potential-
darstellung:

JIQ

Die zugehorige Stromfunktion 9, bis auf eine willkiirliche additive

Konstante definiert durch die Gleichungen:

Eo 1 g D 3
= U = : = = —
Adx t r or? r)P’ .'r
lautet:
(28) = A2 T l,,] 2ty A - ..’I."].
2 e @

Wir entwickeln diese Formeln fiir das Gebiet R < 4. In der be
kannten Bezeichnung der Kugelfunktionen wird:

S P (r—&) = : T.w:l-—-l'-” "LHJU ()
; PR T T
= P (&)
o '
und daher

AL 51 X R® .

1 A :_\_ (—1)* 4 (P, @) — cos® P,_, @)
: F

Ad—z T‘T ' 3
¢ =14 >:” — (P () — cos & P ().
o Lmd A7 L m—1 4

Da diese beiden Summen, als Stromfunktionen je einer Potential-
stromung, der homogenen Gleichung Dy — 0 geniigen?), so muB jedes
einzelne Glied dieser Summen ebenfal i

folgt daher durch V

Gleichung Dy —

Is dieser (Hleichung geniigen, es
fergleich mit den Entwickelungen des § 2 iiber dié
0, daB, unter » einen Zahlenfaktor verstanden,
P,(8) — cos ®P,_,(9) = xB (%)

s e e L
1) 8. z. B. Lamb, Hydrodynamik, § 94.
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Von Frirz Nozrues. 23
sein muf. Wir haben die Funktionen B, frither (3. 10) eben so nor-
miert, daB % =1 wird fiir alle positiven n (ausgenommen den hier
belanglosen Fall » = 1). Also erhalten wir fiir ¢ (GL 28) den Aus-
druck
L\_‘.’n. : : \
o= .Jr.)‘_\”..l:{}\f |-

_!Ln:.—_ s

(28") v=U(4+ S

Dies die ungestorte Potentialstromung. Um die der Stokesschen
Stromung analoge zu erhalten, haben wir diesen Ansatz durch Glieder,
die der Gleichung D D1 =0 geniigen und deren zugehorige Geschwindig-
keiten im Unendlichen verschwinden, so zu ergiéinzen, dab an der Kugel-
oberfliche vom Radius R = a die Bedingung

: ] 0
Wis ¢ R :

erfilllt wird. Nach der Gleichung (19) wird dies erreicht durch den
Ansatz:

© 2n im — 2m43 4 - - 3m+
oy B +%,,6'" "R O T e e
{-)l'}‘} v, = if' \ AP b B £ o
< ) 0 . - -i"‘“: g W)
e y
4m 1 4m — 3
WO by = — = o = :

Betrachten wir nun den Fall, daB die Entfernung A sehr groB ist gegen
den Radius ¢ und beschrinken uns auf die Strdmung in der Nihe der
Kugel, so kinnen wir in ¢, (Gl 29) alle Glieder, die negative Potenzen
von A enthalten, vernachliissigen, und es bleibt daher nur das zum Index

m = 1 gehorige Glied:

T e e, i 2 S a®\ g B
(29%) g = U (fu' ——-aR+ ; RJ B, (#)
——U(2R* —3aR + %) sin® 9,

4=\ i R 3

also die zur Stokesschen Bewegung gehtrige Stromfunktion (10). Wir
haben somit eine neue Ableitung dieser Gleichung gewonnen und haben
nun nachzuweisen, daf in der Tat in der Grundgleichung (8) die ver-
nachlissigten quadratischen Glieder bei kleiner Reynoldsscher Zahl
iiberall klein sind gegen die beriicksichtigten. Dazu miissen wir 2,

(Gl 29) auch in beliebiger Entfernung von der Kugel mittels (28) und

D& : | . i o anrhliggl aal
(287 summieren, unter der Annahme, daf 4 7u verna hliissigen sei und

erhalten:
D0 a AU /A + = \ A Sgys o ol Eotme) : a nE S
(29a) U, = ( : T '{]:' ) ATy (‘J‘-I I Jr;) sin-a.
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Die fiir : und - giiltige Entwicklung im Gebiet R > 4.
D (IJ

1 L 7 1) ;l P.(9)

gibt in grofler Entfernung den Niiherungsausdruck:

U A% sin®# Uil e e A B
Yo = R 40 {I\._w: B - h’.) sin® 9
und ferner ist v
2 G
2) Dy, — sin?{
(12) Dy, = p SI*H.

Hieraus folgt, daB die rechte Seite der Gleichung (8) in groBer Ent-
fernung sich verhiilt wie der Ausdruck

27 ¢ U*a? 27T Ua . o
—_ =— SIn°9 cosd = — S BIn® 4 cos &
4 p R® ; ! R® > 2
wilhrend die einzelnen Bestandteile des in der Summe verschwinde nden) - dllhang 2
Ausdrucks DD(+,) auf der linken Seite sich wie
Ua
FE

verhalten, also in gleicher Weise verschwinden. Daher ist bei kleiner
Reynoldsscher Zahl die gemachte Vernachlassigung im Unendlichen
unbedenklich.

Im ganzen endlichen Raum aber ist die "-tmmlmu' die zu 9, ge-
hort, regulir und die vernachlissigten Glieder sind daher endlich und bei
kleiner Reynoldsscher Zahl klein neben den !u‘rl'irl\'siti'iitigten Gliedern
Das Gleiche ist auch noch fiir die Quellgebiete der Fall: hier gilt aller-
dings nicht der Ausdruck (28) fiir die Stromfunktion der ungestorten
Potentialbewegung, die in diesen Gebieten Ja nicht mehr existiert, es
gelten auch nicht die Grundgleichungen (1), die ebenfalls die Voraus-
setzung der Quellenfreiheit enth ielten. Es eriibrigt sich aber, fiir diese
tubwto die Grundgleichungen eigens aufzustellen, da aus den Stetig-
keitsannahmen fiir die Ergiebigkeit der Quelle lr/\r Senke folgt, dal
tesen (rebieten endlich und stetig bleiben und
1liissigten quadratischen Glieder in den Grund- _
gleichungen bei kleiner Reynoldsscher Zahl klein gegen die heriick-
sichtigten werden. Uberdies zeiot die folgende Entwick lang, daf selbst
bei Annahme punktformiger Uuelle und Senke die vernachliissigten Glie-

nfalls die daraus ¢ sultierenden Geschw indigkeiten der

die l}vm_‘b.\\'iuliig,_;l\'pitw:-n in di

daher ebenfalls die vernacl

der von (8) und ehen
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e

ersten Niherung endlich bleiben, obgleich dann die Geschwindigkeiten

der zugrunde gelegten Potentialbew egung unendlich sind. Um so mehr
sind bei kleinem S jene V e‘ll‘:!(lll.lﬁhi”l’ll}“‘t n berechtigt. Das Gleiche gilt
aber dann nicht mehr fiir die Grundg ILthIIL‘L"LIl (1), die nach der Be-
rechnung der Strémung die l_rlunLn:erlun;__f bestimmen, vielmehr werden
hier in der Nihe der Quellpunkte die quadratischen Glieder wesentlich,
durch die bekanntlich in der Potentialtheorie der Druck berechnet wird.

§ 6. Erste Niherung und Konstantenbestimmung.

Als weitere Anniherung zur Ergéinzung der zugrunde gelegten Be-
wegung fordern wir eine iiberall, auch im Quellgebiete der Grundbe-
wegung, quellenfreie Strémung mit im Unendlichen verschwindenden
Geschwindigkeiten, die die Randbedingungen an der Kugeloberfliche er-
fiillt und der aus (8) resultierenden Differentialgleichung (11) der ersten
Niherung geniigt.

Zu ihrer Aufstellung sind die Ausdriicke fir y, und Dy, aus den
Gleichungen (29a) und (12) zu verwenden. Es folgt (s. die Ausrechnung
in Anhang 2):

a? a*

(30) DD (v,) = ; ® U*|sin®& cosd (— 3 s+ 75
1 1 (A 4 x A — a\\ ]
ot p(E-H—a(tF=-229)]

Dieser Ausdruck der rechten Seile gilt zuniichst nur fiir den Raum
auberhalb der Quellgebiete, da er aber endlich bleibt bei Ausdehnung
bis an die Punkte 9 =0 bzw. o, =0 hin?), so kénnen wir hier die Vor-
stellung punktférmiger Quelle und Senke voraussetzen und seine Giltig-
keit daher iiber den ganzen unendlichen Raum auBierhalb der festen
Kugel erstrecken.

Die eindeutige Lisung unserer Randwertanfgabe erfordert die An-
gabe eines Inte;zfa]s der Gleichung (30), das im Unendlichen die ver-
langte Eigenschaft hat, daB die zugehdrigen Geschwindigkeiten ver-
schwinden und dessen Wert in der Nihe der festen Kugel sich angeben
liBt, so daB es durch Zufiigung geeigneter Losungen der GL. DD(y) =0
moglich wird, die Randbedingungen an der Kugel zu erfiillen. Ein
solches Integral in gPsLh[na sener Form anzugeben, scheint schwer mog-
lich zu sein, doch folgt aus dem in § 1 erwihnten Zusammenhang der

Gleichungen _ 3
DD(y)=F und 4d4(p) =7

e = K Ade . oo g
1) Die Ausdriicke — und 3 gind endlich.
e S
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26 {Ther den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel,

L ¢ . Dy qr o
eine geeignete Integraldarstellung. Mittels dieses Zusammenhanges ge-
winnen wir aus der Liosung ¢ der zweiten dieser beiden Gleichungen

eine Losung 3 der ersten, als

oQ
V=r 7,
ar
wenn f aus der Gleichung _.
; T o]
(31) F =7 s

bestimmt worden ist.
Wir trennen zunichst ¥, in 2 Bestandteile, der erste, 3, soll der

Gleichung geniigen:
' oy 9 g 3a* |, a
DD(y) = t "E T RS '

Als partikulires Integral dieser Gleichung wiihlen wir mittels (16)

J* sin® & cos & (—

und (17):
b

il ) Do e s g / a*)
(32) W = — - = [Pgin® 9 cos & (""E R+, )
s 32 1 \ 3R/’

das auch als Summand in GL (18) auftritt. Der zweite Bestandteil von
iy, ¥, soll der Gleichung:

b i 9 ¢ SO el I 1y A x A — x)
(33) DD(W) =2 trad? 5| (3 — ) —4( oS
s 4 u R | \e 0/ (o i /
genfigen, 80 daB die Summe 2" + " der f”r“jl'inlllg (3“;] geniigt.

a9

Bezeichnen wir die rechte Seite der GL (33) mit F, und setzen
f-‘frl.

or

:,"” =T
so erhalten wir fiir ¢ die folgende Gleichung.
d4(¢") =F,

die mit (33) dquivalent ist, wenn wir f durch Integration der Gl (51)
ermitteln. Es ergibt sich

(34) e g T
. [ =g otid A
I 1 [ o0 ]. e '._!) 1 04 1 o} '3)
A*(A+2x* \R~ 3 R* 3)  A*(4_3%a2° \R "5B "3
A - |:") g L@ ; R i} ‘i]
A=A RPN R . 0 3
t 4 L 1 p R

(Die Gl (34) wird aus der rechten Seite von (33) durch elemens
DR e 1 £y T 1
tare Ilti-l.f,;‘lthI'_JH der Gl (31) gewonnen, wenn man heachtet, daB bet
festem 2: rdr = odo zu setzen ist, oder es wird durch direkte Differen-
2 i 34N 1 $ 1 it i ek
tiation von (34) nach r das Bestehen der Gl (31) bestiitigt, mit Riick-
sicht darauf, daB

0 — R*= A(4 + 22),

¢
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Als Integrationskonstante ist in (34) eine Funktion von z so zugefiigt,
daB f im Unendlichen in gleicher Weise verschwindet wie 7. DaB auch
f im ganzen AuBenraume der Kugel endlich bleibt, ebenso wie F, wird

durch eine Umformung von (34) deutlicher. Es ist:

e 1 o® 2 [0 2 /0 3
AR :"_:s':_’;'l.“ "l) (\H s 2)
3 ] 3 3 \
9 @ __.]_ o _;_fl “‘-_ o R (e 3’(} a)
& B TR G RUER il [\R ! IJ (I + 9)
und analoge Gleichungen gelten fiir o,. Daher wird:
A .. r—(e+2R) + 2R)
(34 =22 g At | ) K i !
N 1‘(1] "r 4 u Ula 4 | H:":_I‘) -+ _{f__:" l_ e+ ffl'
 Ad+2) (o +3 A(4d — 2) (o, + 3R)
R (o -+ R)® yr R, (0, - R)® |

ein Ausdruck, der auBer im Punkte R = 0 nirgends unendlich wird:
vgl. FuBnote S. 25).

In einem beliebigen Raumstiick 7' ist nun ein Integral der Glei-
chung (33a) die Funktion:
(35) o* (z,y,2) = wl [ fx,y 3 rdz,

)

wo dr das Raumelement im Integrationspunkt, r den Abstand vom Auf-
punkt zum Integrationspunkt

=VY(@EE—v'+@y—y)?
bedeutet und die den Koordinatenbezeichnungen des Aufpunktes: z, ¥, 2;
R, &; o, o, entsprechenden im Integrationspunkt
R B S 2
seien (s. Fig. 3). ,Der Beweis der obigen Integraldarstellung folgt aus

er Gleichung

AR

Adr =

in Verbindung mit der bekannteren innerhalb 7' giiltigen Gleichung:

: d %
_df{ (t, v, 3 5_{ =—4nf@y, 2.

Aus einem spiter ersichtlichen Grunde gehen wir von dem Inte-
gral (35) noch zu dem folgenden iiber

= 1 £ o \ : 1
@8 T=— [r@ye|r—%-
b

d
(B=0 4 Y = (B=0)
v oy

2 \
4 2, 5 (R=0) ’]{ET

ff 59,3) (¢t — R+ Roos (R ) )dz,

S
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2g {Ther den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel,

(35) nur um eine Konstante und ein in den Koéordinaten
des Aufpunktes, z, ¥, %, lineares Glied unterscheidet, wihrend seine i
zweiten Differentialquotienten von denen von (35) fiberhaupt nicht ver- e

Daher geniigt auch J der Gleichung 4 4J = f (g, y, 2).

das sich von

schieden sind.

Als untere Grenze des Integrals (35a) betrachten wir zuniichst eine 5
um O als Mittelpunkt celegte Kugel vom Radius b < a; bevor wir als
obere Grenze R — oo withlen, milssen wir f(x, v, 3) fiir sehr grofie Werte
des Radius % (4. h. R groB gegen A, entwickeln, mittels der Formeln:
7 A % =
P=VYR + 4>+ 2 ANecosd =R (1 + q ©08 0+...
- A i
P=VREF A2 — 24 Reosd=R (1 - 3 Co8 8.0
So ist sofort ersichtlich, daB in f (Gl 34a, in den Koordinaten des
/ 7 i
Integrationspunktes geschrieben) die Glieder der hichsten Ordnung (- 3
sich gegenseitig aufheben und (%, 1, 3) bis auf einen Zahlenfaktor sich J
verhidlt wie & It
" g cos d
I'r.’ I -
i H

daB also das Integral (35a) auch bei Ausdehnung der oberen Grenze
ins Unendliche fiir endliche Aufpunkte endlich bleibt.

Ferner haben wir das Verhalten der Funktion o (z, y, £) fiir Werte
von R zu untersuchen, die wesentlich griBer als A sind. Das Inte
grationsgebiet teilen wir zu dem Zweck in 3 konzentrische Kugelgebiete:

HDR=R
2 B> R (
3NC>R fig

Hier bedeutet €' einen Radius, der so grob gegen A ist, daB [ (x, 9,3) l=g

mit gegebener Genauigkeit bis auf einen Zahlenfaktor K durch den oben

1111;;‘1';;(5]_|s'_3':r-;: Xiihvrung“ sausdruck Wb B
o ™
[a
!n’ \
ersetzt werden kann, wenn 9 > C. Ve e

Dem ersten Teil des Integrationsgebiets entspricht daher der Anteil:

= i o5 . K 'I_. = i e
J' e u 0PaA® R ’ (= N = Reos (RN ') (_:,E:.Ia dr =
- \ h 5 Vel
(e ZWiAT ;.; R > e L
S5l Ua A ;,‘," GTE f e l [ t— N+ R cos (R TH]) cos osinddd. i
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: . : 1 ; :
Dieses Integral hat hochstens die Ordnung 7 Dem zweiten Teil des
L *
Integrationsgebiets entspricht der Anteil:
|

J=—2Uad [ : jie Je [ (t— R+ R cos (RH)) cosdsin 3 da.

Lk 0 0

in m
3

Setzen wir hier R = kR, so ergibt sich
1 a7t b
5 o K1 ek [ e : ;
Jy=— ® U2aA? . l = l ds ’ (-5 — k + cos L‘]f?ﬂ)) cosd sinddd
i 8= B, &° J \E 4 !
C 0 [1]
R

wobei noch zu setzen ist:

/R* 4+ H*—2 RN cos (AR / 5 e :
e T e = VY1 4+ —2kcos (RR)

R R
- R
Wegen seines Verhaltens an der unteren Grenze &y =  wird das 3-
s . " R*
fache Integral in J, von der Ordnung k;* = und daher J; von der

Ordnung R.
Der dritte Bestandteil von JJ wird endlich:

T 11 [ " aR f fzé,[ (v — % + R cos (RN )£ (x, 9, 3) sin & dd
b (1] (1]

und fiir v gilt hier die Entwicklung:
ﬂ]i!
b

t— VR + R — 2R Reos (RR) — R(1 — % cos (RR) + 3z - ):

Da f im dritten Teil des Integrationsgebiets iiberall endlich, und C von

R unabhiingig ist, wird also:

[ 2n (4

J, — endliche Glieder + R [ %2aR [ de [ (1+ cos (RR))/ sind do.
% il ‘0 ;
Die drei Bestandteile znsammenfassend finden wir also, daB J=JJ, + J; + J;

sich aus endlichen Gliedern und solchen von der Ordnung R zusammen-
getzt. Seine zweiten Ableitungen nihern sich daher fiir grofies K ver-
schwindenden Werten, d. h. die Funktion J erfiillt im Unendlichen die
an die Funktion ¢ gestellten Bedingungen.

Ferner folgt aus der Endlichkeit von f im ganzen [ntegrations-
gebiet die dreifache Differenzierbarkeit von J. Diese besteht auch dann
noch, wenn wir die Quelle und Senke ptmkH‘i}rmig in den Punkten o =0
bzw. 0,= 0 annehmen und dementsprechend den Ausdruck (34a) vuu.f
bis an diese Punkte hin ausdehnen. Also ergeben sich aus J durch die
in den Formeln (3) angegebenen Differentiationen endliche und im Un-

endlichen verschwindende Geschwindigkeitskomponenten. Somit kann
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30 {lber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel,

die gesuchte Funktion @ angegeben werden als die Summe von J und

S0 gew ihlten _I.“Sllil;:‘l’fl der (Gleichung 4. Tp =0, dafl den |1':Lndhf~.-1{ngun-
;{en_ an der Kugel geniigt wird.

. T shier Bestimmung mufl das Verhalten von J an der Oberfliche
der Kugel bekannt sein, und daher J entwickelt werden fiir Aufpunkte

in der Nihe der Kugel, unter der Voraussetzung, daf @ sehr klein gegen

A sei. Wir beweisen zunéchst, dafl dann nur Integrationsgebiete in Be-
tracht kommen, fiir die anch R klein gegen A ist. Deshalb konnen wir

fiir diese Entwicklung von J den Abstand A beliebig groB werden lassen ikl

und kommen so zu der sehr einfachen, in der Umgebung der Kngel
geltenden Darstellung (38) fiir J.

A Beweis: In den Gebieten, in denen Rt mit A vercleichbar oder
grofl gegen A ist, wird die eckige Klammer in (34a) (in den Koordi-
naten des Integrationspunktes geschrieben) iiberall von der GréBenord-

i ; i i :
nung . Denn P und P, sind dann mit R vergleichbar oder yvon
g 5 i : .

kleinerer Ordnung, die Faktoren £ -"}_ ! und ¥ :‘ 4) aber bleiben iher
all endlich (von der Ordnung R°. Ferner aber wechselt f(x,,3) sein =4 dater
Vorzeichen, wenn y mit — y (und demnach auch P mit P,) vertauscht
wird, wihrend R unveriindert bleibt, so daB cosd in — cosd iihergeht.

Trennen wir daher von dem ganzen Integrationsgebiet unseres Integrals J
(3ba) ein Gebiet zwischen den Kreisen i — b und R=214 ab, wo i
einen nicht verschwindenden echten Bruch bedeuten soll, so kinnen

wir f fir den Rest (R > 14) in der Form ansetzen:

- : GOS8 r}f‘::';.

f=2al?;

i RN Lng
wo f* eine eindeutige Funktion von % und cos®d bedeutet, die in be- o
zug auf R und in bezug auf 4 von nullter Ordnung und iiberall end- i) Iy

lich ist. Dieser Bestandteil des Integrals wird dann

(R, cos®d)(r — N + R cos (RR)) d.

Wir setzen hier den Winkel (RR)
gebiete N > R:

B0 =R B anne . LB R g R*
(90) 1 R+ Reose 2 | M@ + 5 s cose sinfe 4 oy e ee e .

= « und entwickeln fiir Integrations-

Diese Entwicklung nach fallenden Potenzen von 9 hatten wir im b 3

Auge, als wir von dem Integral (35)

u 99) zum Integral (35a) tibergingen.
Wir erhalten:

o 7a 2 - . T

(8T At 00 5 0wy f 2 - Vi de . Ly
: 8z *(R,cos*0) (- sin®a+ o Cosesin’a —i) dr.

5 = “in 6o

=4
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Das erste Entwicklungsglied dieses Integrals:
s
g% i eaalie R L
T 4*R* ’ e #(N, cos?d) sinw dz
R=14
verschwindet identisch, da in je zwei Punkten, die sich in bezug auf
den O-Punkt (R = 0) diametral gegeniiberliegen, der Integrand gleiche
Absolutwerte, aber entgegengesetztes Vorzeichen hat.

Dies gilt aber nicht fiir das zweite und iiberhaupt alle geraden
Entwicklungsglieder, fiir die der Integrand in diametral gegentiberliegenden
Punkten gleiche Werte annimmt. Das zweite Glied lautet ausgeftihrt:
dalt iyps [dR [ : S8

4° H'” o ; de | cosd sind cosesinef*dd.
Ll’t.' L

Ad 0 0

s Il":rp, &
Das hierin enthaltene dreifache Integral wird von der Ordnung
1
%43
und daher der ganze Ausdruck von der Ordnung
¢ U*R%a
w4
er ist also neben endlichen Gliedern zu vernachlissigen, weil 4 grob
gegen ¢ vorausgesetzt worden ist. Das gilt dann in noch hiherem Mafe
fir die hoheren Entwicklungsglieder des Integrals (37), da die Entwick-

. R - :
lung des Integranden nach steigenden Potenzen von g zu einer Ent-

: : B
wicklung des Integrals nach steigenden Potenzen von 7 fiihrt.

Es bleibt uns daher, wie oben behauptet wurde, von dem Integral
(35a) nur noch der Bestandteil iibrig, der von dem Integrationsgebiet
zwischen den Kugeln =0 und R = 44 herriihrt, und daher laBt es
gich nun wesentlich vereinfachen. In diesem Gebiet entwickeln wir

- ; R . : v e 0
f(x,9,3) nach Potenzen von — und erhalten (s. die Ausrechnung in

Anhang 3):

¢ -l 8 cosd 9 (9cosd —bcos’d) | :]i*___ ’
If'{}::'"}!r’)_-1 ma{' |__ 2 T T & A% L A

Unser Integral wird daher
R=24 ‘

OF =3 —oa ? ‘;" 3 cosd 9 8 oo & = 3 5 h* AL
‘ = — - + - 9 cos & — 5 cos® d) -
(85b) J; - B ,/' g wr ! el b . By _ J

e -[r — R + Rcoseldr.

In der Entwicklung dieses Integrals kommt fiir das Integrationsgebiet

— decosd . i
b< R < R nur das erste Glied des Integranden, —5os—, 1n Betracht
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ao {Tber den |J\']fij{_\:?;{-fi_shu"—]'e:,"u_'}] der Stokesschen Widerstandsformel,

ty ¥
7 | I
a 1 . ; \P m.: 3
wegen der Annahme, dab — und : klein seien. Fiir das Teilgebiet > R ot W
t =1 5 ¥ . o
entwickeln wir (v R + R cose) nach (36), und };em'llten, dafl die von

den ungeraden Gliedern dieser Entwicklung herriihrenden Bestandteile

wie oben in o}, so auch hier in .J; verschwinden, da der Integrand fir

sie in diametral gegeniiberliegenden Punkten entgegengesetzt gleiche

= : ¢ T
Werte annimmb, Von den geraden Gliedern der Entwicklung (36) liefert -_ =
8 4 i o i
das erste, cose sin*e '-;i-" den grofiten Beitrag, namlich: alia R
AA Sx 7t
cal? . (A% [ s .9 M S

7 I e l ds / | ——=cosd + © —;(9cosd — 5 cos®d) + -‘

16 wp oy s t il 4 A* ) A6
R 0 0 Yul

- cos ¢ sin*e sin 8 do.

Auch in diesem Integral kommt, wenn 4 groB gegen a und folglich

auch groB gegen R ist, nur das erste Entwicklungsglied in Betracht,

= I R ‘ -
wihrend alle iibrigen von der Ordnung I‘ klein werden. Von noch

hoherer Ordnung werden die entsprechenden Glieder klein, die von den

hoheren Entwicklungsgliedern der Entwicklung (36) (nach fallenden

Potenzen von M) herrithren. Also kommt auch fiir diese alle nur das :
§ s ; A y s 3 ecosd . IS
erste (flied des Integranden von .7}, nimlich das Glied — , y in Betracht.
: = m°

| Gehen wir also endlich zur Grenze 4 = oo fiber, so folgt ans dem
Obigen zuniichst, daB wir J durch J; (35b) ersetzen kinnen, und dab
im Integranden von .J] iiberhaupt nur das erste Glied u beriicksichtigen

i
L

ist. Die obere Grenze von .J; geht ebenfalls in oo iiber, und wir er-
halten fir J an Stelle von (35a) die Gleichung
M=o

S3call® [cosd ? :
I gz (L - R+ Reosa)dr.

38) by -

Dieses Integral ist in der Tat eine Losung der Gleichung

Boall® z

_-f,_.f:r “; = —
f 2 w R*?
die fiquivalent ist mit der (Gleichung:
f)!;i::_r”l 2id 9c6al® .."I':'.
2 I RS

s

" - oe L1 - L el v . . it
Deren Integral ¢ = geniigt, in Verbindung mit dem Iutegml W

94), unserer fritheren (leichung (13). Der Unterschied unserer
Jetzigen gegen die frithere Lésung (18) und L‘Jg ) ist aber, daB jehe un-

endlich viele unbestimmbare Konstanten enthielt, wihrend das Integrﬂl(%)
keine Unbestimmtheit enthilt,
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Die im Integral .J noch willkiirlich gelassene untere Grenze B —b
knnen wir, wie aus der Form (38) ersichtlich ist, unbedenklich zu b= 0
annehmen. Zur genauen Berechnung von J,, fithren wir Jjetzt Polarkoordi-

naten ein: e :
« bedeutet den < (RN);

B (s. Fig. 3) bezeichne den Winkel der die Radien R und % enthaltenden
Ebene mit der durch R und die X-Achse (Rotationsachse) gelegten
Ebene. Aus dem sphiirischen Dreieck, das die Rotationsachse und die
beiden Radien R, R bilden, folgt dann:

c0s 0 = cos & cos ¢ — sin & sin @ cos f.

ferner folgt: dv = R*ANdP sin ede.

Nach Ausfiihrung der Integration nach f wird daher das Integral (38):
J;- T
: : 8call® : w2 i p 5 4o
(38a) J. = — cos? | dR | cose (vt — R + R cosa) sinade
s 4 8 u 9, = 2 )
v 0

WO '=R'1 R — 2 RN cose.

Fiir die Berechnung des inneren Integrals bilden wir hieraus:

COS o = — 1
2 B
und bei festgehaltenem MN:
. rde
inaede = —dcosa = - . .
s sk Y
Wir miissen nun das Integrationsgebiet wieder in zwei Gebiete trennen:
(1) B=2NR; (2) R > R.
(1) Bs wird: I .
: - Rt 2 o
(a) R / dNn / cos®« sin ade = 3 R?
?. 0
R T
(b) /ﬂhfﬂ? / cos « sin ede = 0
0 0
¥4 U
(c) /u’-ﬁ}f l cos ¢ sin etde =
0 0
R RiR
1 .{1’ )}i/ g N9 o\ .8 J..
= = | (R? + | — 1) vidy
31;*,] we) )
0 E—M
i
1 [fdan & mponn A n-‘:)
i __ 4 pagas . 4 qe
-21('—',/ e ( 3 R+ 15‘]
0 R
1 2 pagna : n;) el o5y
= 211‘:{—11L R +]5 Jl; 10
0

Zeitschrift f. Mathematik n. Physik. 62. Band. 1013. Heft 1.
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34 {Tber den Giiltigkeitshereich der Stokesschen Widerstandsformel,
Zusammen erhalten wir also fiir den ersten Teil des Integrals J., der lin
dem Integrationsgebiet B < M entspricht:
1cal? 5 ; 9 call® s p 11 calU? 4,
) 2 apng G - = COs 1 = i 84
,f'[ i P R* cos 4 a0 ” I 80 FF cos #.

(2) Von dem Integral -

ol 4

[ dNR [eosesine (t — N + B cosa) da 9

|'..' TJ'

werden die einzelnen Bestandteile unendlich und nur ihre Summe bleibt
endlich. Wir fiihren daher zuerst nur die Integration nach ¢ aus:
HEs 1st:

(a) i ’s::l:-'r-: sinaede == R,
0
Fi 4

(b) N | cos e sin wde = 0,

T K+ R 5 8
(('I ’[(}'-'( e tdo ! Lt ;

20S ¢ Bln e Y do = T e
. - 3, 2 R*R?

] =R

(gegeniiber dem entsprechenden Bestandteil von oJ; sind hier die Grenzen
verindert). Also

= R+ R
. 1 R*4- R . i
/ cose S erde = .o | AL = -
. 2R*M2 N\ 3 5 eTangs
0 . .
Daher im ganzen:
: = 9 T8
f COB e AIN @& (T ) R cos e) deo = 15 fll._
. b M°
0 2
Daher
doall® "o P : re
o s 3 6Ga cos & I 2 R e 1 6al ya
o S 1 = AN = = cos .
8- o ) 15 jr @ 20 & K" cos &

% : e 70

Zusammen endlich:

3 call®
J‘. 1 “'F..- I = $ R cos 8.

16 o
Dies _ist die gesuchte Niherungsformel fiir das Integral J, fiir Werte :
von _7.‘_,.din klein gegen die als sehr orof x'ur:nnu_;‘escllm‘. intfernung 4 i
.ta.md, Setzen wir nach 8. 30 ¢ =J, so '-_""‘“'iﬁ.“"“ wir (nach . 20) -
fiir ¢ die Niiherungsformel: : |
(39) e A
16 i
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Von Frirz Nozrmer. 35

und in Verbindung mit (32) die Gleichung:

or e 3 cU* i 9 2o f 2 3 4 at
s e ey ¢ sin® 4 cos ¥ [r:.ff — a® R — ";JR)'

Wir sind hiermit zu dem partikuliren Integral (18) der GL (13) zu-
riickgefiihrt, das wir so als einen in der Umgebung der Kugel giiltigen
Niherungsausdruck fiir ein partikulires Integral der Gl. (30) erkennen,
das im Unendlichen die zu fordernden Randbedingungen erfiillt. Die
Zufiigung des Gliedes

80 119 .+ 9 [ : a®)
il o RO e B 3
32 4 U* sin® & cos 8 L— a®+ R*,) -
das der Gleichung D D(y) = 0 geniigt, fiihrt also wie auf 8. 14 zu dem

Niherungsausdruck fiir die Stromfunktion:

s L LA g (R—a)* (2R 2 L 4%
(20) Y, = : SUsin?® cos g 2\ B

' 32 R® ’
der auch die Randbedingungen an der Kugel erfiillt. Er ist eine in der
Umgebung der Kugel giiltige Niherungsform fiir die bei groBem Werte

A . A N i T 5
von — auch in beliebiger Entfernung bestehende Losung:
0 . g £

(_ 3R @ r:”") i _'_'_i‘} J

! R
(40) o, = SUa*sin®*H cos ¥ — - 4
it 32 a R i

ar?

in der J durch (35a) (mit b = 0) und (34a) definiert ist und die alle

an die Funktion ¢, zu stellenden Bedingungen befriedigt. Die weiteren

Folgerungen aus der Gl (20) sind bereits frither gezogen worden.
Auf 8. 29 hatten wir gesehen, daB die Funktion ./ im Unendlichen

von der Ordnung R unendlich wird, folglich wird nach (40) ¥, von

gleicher Ordnung unendlich. Daraus folgt, dal Dy, von der Ordnung

-}f verschwindet. Von den gleichen Ordnungen fanden wir auf S. 24
¥, bzw. Dy, Hieraus folgt, daB die bei der Aufstellung der Gl. (30)
vernachlissigten Glieder von Gl (8) 9m Unendlichen von. gleicher Ordnung
in R wie die beriicksichtigten sind und daf daher bei Kleiner Reynolds-
scher Zahl die Vernachlissigung unbedenklich ist. Wegen der Stetigkeits-
annahmen, die wir fiir die Verteilung der Ergiebigkeit in den Quell-
gebieten machten, folgt ferner, daf nicht nur alle Geschwindighkeiten der
iiberlagerten Néherungsbewegung, sondern auch die der Grundbewegung in
den Quellgebieten endlich bleiben, dafs daher die vernachldssigten Glieder
der GIL. (8) endlich und bei kleiner Reynoldsscher Zahl klein neben den be-
riicksichtigten sind. Dagegen bedarf die Frage, wie groB die Vernach-
lissigungen sind, wenn die Quellgebiete punktférmig angenommen werden,

noch einer eigenen Untersuchung.
. o
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6 i'ber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel,

Anhang 1.

Berechnung der Gleichung (13) in § 2.
Nach (11) ist:

519w, 8D, Oy, dDW; 2o, . 7
1.113 ]}“,‘;’1 f_ 1 [+ b r'lrujhlol

0z cr or o&T r o

Da # = R cos #; v = R sin &, so folgt hieraus:

G| 1 {0 Wy ¢ D, g, & Dapy\ 24 Wy e
DDy 1 i@ | R?gin & {r R d% 28 2R ) r* dx D t“’_.:
“‘“l_'l“i
s e F 5 3l a®\ Il = 3 3a a*y
L SRS BV (S By 2% S T 3 Sl 11 i < 191 by
o = 7 8in ) [ 2R*43akR .”;:I =7 ( 2+5—% J
Do 3 e 3 I ar®
Uy = : R S0 5 U39, =
AISU
1 dy. 6D P, bl P, oD P,
R sin?d (; g% o6 gR )
U in?o {" — 4R 4 8a 4 ""} + 2.2 sinty 3
i 4 .. R I Cipae |
~ Rfsin®® | U . : / o o a® : ) |
5 Sin# cos & (— 2 R4 3aR — '},I, )] —31 ;, sin 4 cos b‘|
B, 6 6a®\
— i U2 sin® 8 Cco8 o f ;‘_(: — ;:. }
Ferner:
-2 Dy, 20 S8 Ta U G niE R
re ox R? 4 \ RB? ; R®
B ol 3a* dah
: U? sin* & cos & (— T g ). -
s 7 6 =
Daher 3
DD(w)=2% pr (2% %0 , o) o sa ot Die b
AT 4p L {H 5 R® R 5] sIn® i cos i -
Anhang 2.
Berechnung der Gleichung (30) in § 6,
Wir haben hier: e
i A*U A+« A a\ U v . it "
YIS f P = '_h 4 2 (3 a R - H.} sin® &
und wie ohen:
Dy, 8 e O 8 art
i R S i) 5 { bl
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Von Frirz Norrmr, 3T

Gegen die Formeln im Anhang (1) ist hier nur das Glied — UR?sin'd

2]
von ¥, in das obige erste Glied von %, abgeiindert, wihrend Dy,
unveriindert geblieben ist. Wir haben daher hier nur noch neu zu be-

= .y 1(0v, 2Dy, 3w, 8D
rechnen: Von dem Glied (, i Rt 2 LG :”:’“) den Anteil:

r\dx or ar
|"1 g IR ( A+ x)t (d — m) ) 3rix
_3ad'7r Lo w0 all
4 r i__ r(A —:—- x) e rid—a) ( 3rd X 2r
| o? L I _I (_ ? 25 F)
( 1 13 dx |
: &~ 2 — 5 |
£ 9 rag o s 1
= — —a A*U*r?
i L (. Al A—z 2x% —r? |
( e° o ) WA
8 toyrar’ (—x*—r'—3Ax B 2'-r"—38Ax
—= 4 r{il ( H‘"( =S = 13 9_,1: —')

e 5{“12 U* ?‘; (_ y;—-ﬂfl,::—_-l’—;—lj;li: i gf—,‘—‘.!_‘l;r—d.:—SA;_c)
4 R®

e’ et
8  grret® (1 1 A*— Az A 4 a)
T A*T R® (;‘, x 0, o? 4 0} J

= 2 ;
Ferner erhalten wir zu dem Glied — 5 f;()!:) Dy, den Anteil:

2A3T (r? r 3 s ri |
; — S ¢
27 (91 p;'.) g iRt
—A* oif24xz— A4 )
5 (’Ill
A+ 2dx | A*— 242
i = P t ?? |

Die beiden Anteile ergeben zusammen:

;{‘v |'%[ 1 1 ) it A* ~f;—l 8d4dx | 847 = 3427

8 42778
"4'&“1 L £\ .0 e’ o

g @
k*
gleichung von Anhang 1. Wir erhalten also hier im ganzen:

Dieser Teil entspricht dem Glied i U sin? 9 cos & in der SchluB-

s (AT (A+x A—ay
(30) DDy, — ? °al* i I Ltk B s “’)‘

| Al 0, \\ ¢ g? '

. L A3 | 2
T(‘ & + 1-.‘5') 8in J(,:).B'J
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{Ther den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel,

38

Anhang 3.
R

Entwicklung der Gl. (34) fiir kleine Werte von i

g R .
v ~ _ £ A P an | S e .
Zur Entwicklung von f(z, y, #) nach Potenzen von 2 st die

Form (34) geeigneter als (34a): Wir haben:
/ Y - ; 2 = B
o =VR + A*+ 2 RAcoso = A l i (A) +25 s s

-f"): — i’—{ cos .

o= VR + A*—2RAcos® =4}/ 1+ (3

: 0 R
Daher fiir kleine Werte von : :

o y. R el 1 s o)
B z\l + o8+ i —7°" 9
L ": ( lj cos 7 + . cos® ﬁ‘.) -+ o
Vil R R® /1 1 o E
& — ; (1- 008 ¥ + (5 — g cos*?)
28 1 a2
R K 1 cos 4 cos* o) 4+ 0
¢\ g 2 /
o® Arn o BB By 8 2 a) -1
== ——(1 4+ —=—cos & - (5 T cos & —
. peplt gt EETs ) -
| 23 ro 1 "
|| 1 .{1‘-3 (2 cos & — 9 cos” 3'] A Ao wird:
i A3t 3R 1l 3 i
j)f]" = qs\l — cos ¥ A ; { g TR 8) 2
E( tcos o+ goos' ) 4o
K% (£ ~ -2 —2) :
: ( R 3 R » t
140 A* A /1 1 aieY f 2 1 1
s R oSt + 3 (3 =g CORSO )T {_ gtgoos? +3 cos’ 19)_;_‘..
(0, 103 2 =
{.L’ 3 R® .'cl
142 A4 S O gL 2 1 oy It
spv T ge 081 o { : 5 cos? f}) -1 [ s T2 cosd — 6 cos “}) IS
Ferner ist moch:
I R ¢ I F 1 2
= = ; 1 ] c0s 1t i | SUiaE ms‘t‘}) S
R R R 1 ] aa
2 _E(y . 3 43 ost9) +
£y A\ : 2 2
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e __Bglg_ﬁfi__
R? IS s
A% 348 W AN 3 2 (c 9 1 :
== —— LOSa - AL g2 : e B inel
R T ORE COsv R 1 9 ; 9 COB ﬁ') _;_ (h = cosd — 3 Cos &) —I— s
s ¢ c
i S Nogn s 0N
R~ R T8 o

L b s RS LR R e fyii © 1
—r hl‘_ Rt COs ¥ + H(_ 9 i i 9 Lzush'ﬁl) +Lh_i_2 Cl)ﬂfﬂ'—i‘ 9 COSB’S‘)"l—"'

Ferner ist:

1 1
A4 F22) T, 2R '
A (1 -} = cOB 3)
1 i+ R R g 2R 4
= {.\l — j cos & + 1:1{‘1 cos® & — 5‘!? cos®® .. )

1 1 AR AT 15RO 32R* 4
AT(A—2x)7 _J‘Ll T+ Zeosd LN )

A4z Lo B A0 Bl SO T 6R 24Rt SOR? 5
STA T 20 :%_-1"(\1 2R U_:::})(Il—j--{frs?}’—j— V't cos® & — V't cos® )
L, bR A8 Ry 56 H° 4
= 3_’“(1 e & + e cos“d — 43 COsT P .. )
Ebenso:
A—z 1 bl Rl e T 3
SAA —22)° — 34" |:\1 oy cosd + 4y ¢os it + 4» ©08 &.. )
Also wird:
U] (9 - 1" o 3) 3 1 (91 1 o} Ak 2) !
A*(A 42z \R 3 R® 3 A*A—2x)*\R 8 R* 3 !

2 cos 4 1 a o b 3
= - . — Jcos & + - cos -i}) o
g RuA A."( Sg 3

7 Ll B / 8 8
:1 & .[2@ k 1 g e gt =
842441 22)°*\" R 3 R® 3

. (:)(JJ = 1 ef Ve, 8 +R)
2x)*\" R 3 R? 3 [
4 cos & Qe 20
L D = 083 < S
— g g T 3 (12 008 & — = cos ﬂ) !

Aus diesen beiden Gleichungen folgt zusammen nach (34):

1 =
7 T 'i._.{9 cos & — D cos®9) + - —‘

. 5 9 alPo 2 cos &

@ y,2)=1—, [—- 4
£ T B s P

=2 ,ru OI — ; 'ij,& e (‘_{,_.(\EJ cos & — Hcos*d) + - —-|
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