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VORWORT.

) . : ; :
.[)u: der Ausarbeitung und Herausgabe des vorliegenden Buches leitete
mich zuniichst die Absicht, meinen Zuhirern fiir einen Theil meiner
Vortriige an dem hiesigen Polytechnikum damit einen Leitfaden in

* die Hand zu geben, worin die leitenden Principien der betreffenden

Untersuchungen in priiciserer Form und die Resultate vollstindiger und
fehlerfreier niedergelegt seien, als solches in den nachgesehriehenen
Heften gewibhnlich erreicht wird. Der erlinternde miindliche Vortrag
soll dadurch nieht entbehrlich gemacht werden, und es sind deshalh
die mathematischen Entwickelungen im Allgemeinen hier nur ax gedeutet
worden. Bei der knappen Form und der grisseren Uehersichtlichkeit
des Gedankenganges und der gewonnenen Resultate, welche dadurch
im Vergleich mit cinem ausfiihrlichen Lehrbuche ermiglicht wurden,
hofte ich, dass das Buch zugleich als Rathgeber fiir den praktischen
Gebrauch geeignet befunden werden michte, indem es vor einer
nackten Sammlung von Regeln und Formeln das voraus hat, dass
die den Resultaten zu Grunde liegenden Anschanungen, Voraussetzungen,
Vernachliissigungen ete. iiberall vollstindig dargelegt sind und da-
durch die Unsicherheiten und Missverstindnisse vermieden werden,
denen die Benutzung nackter Formelsammlungen so hiiufig ausgesetzt
ist. Zum Selbststudium setzt das Buch solche Leser voraus, welche
in der Analysis insoweit bewandert sind, als auf unseren teehnischen
Hochschulen die Gelegenheit gehoten zu sein pflegt; d. h. es werden
Leser von dem angedeuteten Grade mathematischer Ausbildung vor-
ausgesetzt, sofern dieselben beanspruchen, nicht nur die Resultate mit
Verstiindniss benutzen, sondern auch deren Entwickelung iiherall voll-
stiindig ilbersehen und nach den gegebenen Andeutungen allenfalls
selbst ergiinzen zu konnen,
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Nach diesen Zweecken und Voraussetzungen ist die Fassung des
Buchs zu beurtheilen. Wenn ich es. einen ,Abriss® genannt habe,,
g0 hezieht sich dies nur auf den abgichtlichen Mangel einer ausfiihr:
lichen mathematischen Entwickelung, wiihrend der Inhalt mehr um-
fasst, als sich in einem Semestralvortrage von wichentlich 4 Stunden
mit Griindlichkeit verarbeiten lisst. Eine Auswahl ist deshalb beim
Vortrage geboten, ldsst gsich aber auch leicht treffen mit Riicksicht
darauf, dass manche Abschnitte bei dem vorauszusetzenden Stand-

punkte der Zuhorer nur einer Andeutung bediirfen, um dem eigenen
Studium iiberwiesen werden zu kinnen; darin besteht eben ein Haupt-
vortheil eines solehen Leitfadens, besonders fiiv die in ihren einzelnen
Theilen in loserem Zusammenhange stehenden Lehrficher der
gewandten Mathematik und Mechanik, dass der Vortrag sich mit
grisserer Ausfithrlichkeit nur iiber diejenigen Theile zn verbreiten
brauncht, welche von principieller Wichtigkeit sind, deren Entwickelung
neue Gesichtspunkte und Methoden zur Geltung bringt oder welche
mit grisseren Schwierigkeiten verbunden ist. Ein Hauptgewicht scheint

mir hierbei darauf gelegt werden zu miissen, dass die Vorbereitungen,

welche der erfolgreichen Behandlung einer Aufgabe oder einer Gruppe
von Aufgaben vorauszugehen haben, die Voraussetzungen, worauf die
Entwickelung beruht, und die Vernachlissigungen, welche zur Erzielung

W

praktiseh brauchbarer Resultate als nithig sich heraus stellen, in
ihrem Wesen und in ihren Folgen mit Sorgfalt diseutirt werden, in-
dem eben nur durch die hiermit verbundenen Schwierigkeiten die an-
gewandte Mechanik ihre Berechtigung als besondere Wissensehaft
erhiilt im Gegensatze zur reinen Mathematik und analytisechen Mechanik,
deren Methoden und Sitze fiir sie nur Mittel zom Zweck sind.

Die besonderen Anwendungen machen, wenn anch die wichtigsten
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und am hiufigsten im Maschinenban vorkommenden Dimensionshe-
stimmungen dadurch berithrt werden, doch auf Vollstiindigkeit keinen
Anspruch; sie sind nur als Beispiele in die systematische Behandlung
der allgemeineren Aufgaben eingefiigt, indem die hetreffenden Nummern
mit kleinerer Schrift gesetzt sind, damit die Uebersichtlichkeit der
allgemeinen Entwickelung mogliehst wenig durch diese Einschaltungen
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gestort werde, Zur Erleichterung des Nachschlagens fiir den praktisehen
Geebrauch ist dem systematischen Inhaltsverzeichnisse eine alphabetische

Aufzihlung jener besonderen Anwendungen beigefiigt worden. In
Betreff der Behandlung dieser letzteren und namentlich der vielfach
einzufithrenden Erfahrungsecoefficienten habe ich zu hemerken, dass ich
mich dabei den ,Resultaten Redtenbachers®, meines hochverdienten

Vorgiingers auf hiesigem Lehrstuhle, welche Resultate mit Recht naeh
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wie vor beim Constroiren in unserer Maschinenbauschule vorzugsweise
7z Grunde gelegt werden, so viel als miglich angeschlossen habe,
d. h. sofern nicht wesentliche Griinde eine Abweichung nithig zu
machen schienen oder eine rationellere und correctere Behandlung
ermiglicht wurde durch die im vorliegenden Buche vielfach erwei
terte theoretische Grundlage fiir die fraglichen besonderen Aunfgaben.

Wenn es sich bei Abfassung des Buehes nicht in erster Reihe
um einen an den Gang des Vortrages sich anschliessenden Leitfaden
gehandelt hiitte, so wiirde ich es vorgezogen haben, mit den erst im
6. Capitel abgehandelten allgemeinen Beziehungen zwischen den
Spannungen, Ausdelmungen und Verschiebungen im Inneren eines durch
dirssere Kriifte angegriffenen elastischen Korpers den Anfang zu machen,
darauf die allzemeine Discussion des Verhaltens eines irgendwie be
lasteten stabftrmigen Korpers (das de Saint-Vénant’sche Problem)
folzen und hieran erst die in den D ersten Capiteln hehandelten ein
tachen Fille sich anschliessen zu lassen; es hitten dadurch mehrere
Wiederholungen vermieden werden kinnen, sowie auch manche Vor-
aussetzungen und Vernachlissigungen, welche an den Stellen, wo sie
eingefiibrt wurden, noch kaum in ihrer wahren Bedeutung und in
ihren Folgen tibersehbar waren, dadurch von vornherein in ein helleres
Licht gesetzt worden wiiren. Die Bediirfnisse des Unterrichts und
der Studienplan unserer Schule liessen gleichwohl eine solehe an und
fir sich rationellere Anordnung des Stoffs weniger zweckmiissiz er-
scheinen; weil nimlich die Festigkeitslehre, wie die angewandte
Mechanik iiberhaupt, passender Weise nicht wohl eher zum Vortrage ge-
bracht werden kann, hevor nicht die rein mathematischen Lehrfiicher
und die analytische Mechanik ihren Abschluss gefunden haben, so
bringen es hier wie ohne Zweifel auch an anderen polytechnischen
Schulen die Verhiltnisse mit sich, dass zugleich mit der Festigkeits-
lehre in demselben Semester auch schon die Elemente des Maschinen-
baues zum Vortrage und zur Uebung im Constructionssaale gelangen

miissen, so dass es nothig ist, sobald als moglich zur Begriindung
flctjnnigen einfacheren Constructionsregeln zu gelangen, welche bhei
Jenem Vortrage und den sich anschliessenden Uebungen am hiinfigsten
benutzt werden. Der mehr wissenschaftliche Gang bei der ].i(rh;‘uu'ilm];;
o) der Festigkeitslehre vom Allgemeinen zum Besonderen wiirde zudem
auf den vorwiegend der praktischen Anwendung zugewandten Sinn
unserer Zuhiorer vielfach abschreckend wirken, indem dabei nicht nur
die Friichte erst an spiiterer Stelle gepfliickt werden konnten, sondern
‘l\lltli(lluf:w grosseren Schwierigkeiten gerade im Anfange sich hiufen
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Die ziemlich ausfiihrliche Einleitung ist dazu bestimmt, die .\[Eiﬂ:{uif
der gewiihlten Anordnung des Stoffs einigermassen zu heben, indem

darin die allgemeine Aufgabe und die Art ibrer Behandlung wenigstens
vorweg angedentet sind und die in den ersten Capiteln hehandelten
Aufgaben in ihrem Charakter als einfache Specialfiille eines allge:
meineren Problems deutlicher hervortreten; zugleich wird dadurch
Gelegenheit gehoten, die wichtigsten Definitionen von vorn herein in
der nothigen Allgemeinheit aufzustellen.

Was iberhaupt die Behandlungsweise und die Begrenzung des
Stoffs  betrifft, so bin ich bemiiht gewesen, die Anforderung einer
streng wissenschaftlichen Behandlung mit der Riicksicht auf das
praktische Bediirfniss, auf den durchschnittlichen Grad der mathemi-
tischen Bildung und Fassungskraft unserer Zuhorer und auf die fiir
den Vortrag in beschriinktem Masse disponible Zeit miis
mitteln. Eine ganz strenge Entwickelung, deren villiges Verstiindniss
ohne weitere Erliuterung freilich bei der knappen Darstellung cinen
vorgeschrittenen Grad mathematischer Bildung voraussefzt, habe ich

rlichst zn ver-

im 7. Capitel nur der ecinfachsten Korperform, dem geraden stab-
formigen Korper, zu Theil werden lassen, wofiir mir solehes hei
der vorwiegenden constructiven Wiehtizkeit dieser Form sowie auch
deshalb unerliisslich schien, weil dadurch allein eine klare Beurtheilung
und nachtriigliche bedingungsweise Rechtfertigcung der in den ersten
Capiteln  zugelassenen Vernachliissigungen errcicht werden konnte.
Eine #bnliche strenge und allgemeinere Behandlung auch bei den
plattenformigen Kirpern wiirde indessen mit den so eben erwihnten
Riicksichtnahmen kaum vereinbar gewesen seiny es schien niithig, hier
von vorn herein durch vereinfachende Annahmen die Schwierigkeiten
der amalytischen Entwickelungen zu vermindern.

Immerhin wird man finden, dass besonders in den letzten Capiteln
grissere Anforderungen an die mathematische Bildung und an die
geistige Anstrengung der Zuhiirer oder Leser gestellt werden, als es in
den fiir Techniker bestimmten Lehrbiichern der angewandten Mechanik
zu geschehen pflegt; ja es werden die Gesetze des 6. und die Aufeaben
des 7. Capitels meistens itherhaupt nicht wissenschaftlich hehandelt, in-
dem die letzteren vielmehr dem praktischen Gefiihl nach empirischen
Regeln iiberlassen zu werden pflegen. Auch bin ich darauf gefasst, dem
Urtheile zu begegen, dass ich darin zu weit gegangen sci. Abgesehen
davon indessen, dass fiir miissigere Anspriiche die 5 ersten Capitel allen-
falls als ein fiir sich abgeschlossenes Ganzes hetrachtet werden konnen,
in welchen, freilich mit manchen weiteren Ausfithrungen, im Wesent-
lichen diejenigen Probleme abeehandelt sind, auf welehe sich die
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technischen Lehrbiicher der angewandten Mechanik bisher zu beschriin-
ken pflegten, hingt das Urtheil iiber den in Rede stehenden Punkt

mit eciner allgemeineren Principienfrage zusammen, bhetreffend den
Grad der wissenschaftlichen Ausbildung tiberhaupt, welchen unsere

o Sl g

polytechnischen Schulen den angehenden Technikern ermiiglichen sollen.

In dieser Beziehung gehe ich von der Ueberzengung aus, dass, wenn
die wissenschaftliche Bildung und die praktische Uehung und Geschick-
lichkeit zugleich in der Dheschrinkt disponiblen Zeit sich nicht in
o CHI vollem Umfange erreichen lassen, naturgemiiss die erstere selbst his
zu gewissem Grade auf Kosten der letzteren Richtung von der Schule
zu eultiviren sei, indem in der Praxis nachher die Uebung von selbst
kommt, wilirend nur selten Zeit, Gelegenheit und Neigung vorhanden
sind, eine mangelhafte wissenschaftliche Bildung neben der Ausiibung
des praktischen Berufs noch wesentlich zu ergiinzen. Auch wiirde
die Schule ihre Aufgabe schlecht erfiillen, wenn sie sich mit einer
solehen Ausbildung der angehenden Techniker begniigte, welche die-
selben hefiihigt, die bei dem zeitigen Zustande des betreffenden Fachs
ibmen gewthnlich vorkommenden Aufeaben nach gelernten Regeln
mit Verstiindniss zu logen: wenn vielmehr der Fortschritt anf dem
Gebiete der Technik mnieht nur von der Zufilligkeit auftauchender
Talenfe abliingen, sondern von der Schule wesentliech gefirdert wer-

den soll, so miissen die von ihr gebildeten Techniker im Stande sein,

die Literatur ihres Fachs mit selbstiindigem Urtheile zn studiren und [
_ zu priifen, sie miissen befiihigt sein, anch in schwierigen und neuen
Aufgaben, die sich ihnen darbieten ohne dass ihnen dafiir eine un-
b mittelbar passende Regel zur Hand ist, mit Leichtigkeit und klarem
ekeiten Verstiindnisse der massgebenden Verhiiltnisse sich zurecht zu finden.
Mit einem Worte, die polytechnische Schule soll nicht im Schlepp-
tau des praktischen Bediirfuisses, sondern umgekehrt demselben
miglichst voraus sein; die von ihr gewiihrte wissenschaftliche Aus-
bildung soll nicht nur den Anforderungen der Technik in ihrer angen-

blicklichen Entwickelungsphase, sondern miglichst bis zu dem
Augenblicke noch gentigen, in welchem die von ihr gebildeten Tech-
niker nach einem Menschenalter von der Bithne ihrer Thitigkeit ab-
treten.

Es soll hiermit nicht gesagt sein, dass jeder Studirende des
Polytechnikums geniithigt sein solle, an allen den Vortriigen und
Uebungen Theil zu nehmen, durch welche ihm zu dem grosstmiglichen
Grade wissenschaftlicher Aushildung fiir das von ihm gewiihlte Fach
die Gelegenheit geboten wird, dass nicht vielmehr den verschiedenen
perstnlichen Verhiltnissen, Anlagen und Zwecken besonders Derjenigen,
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welche fiir einen Zweig der technischen Privatpraxis sich aushilden
wollen, gebiihrende Rechnung getragen werden solle. Doeh ist hier.
nicht der Ort, auf solche die Organisation der Schule beriihrende ¢
F'ragen niiher einzugehen.

Sehliesslich hahe ich noch die neweren Arbeiten namhaft zn
machen, welche ich bei Abfassung des vorliegenden Buches vorzugs-
weise benutzt habe, abgesehen niimlich von denjenigen ilteren, welche
namentlich seit Navier’'s Vorgange mehr oder weniger lange schon
Gemeingut der einschlagenden Literatur geworden sind. Hier habe
ich vor Allem die ,Theorie der Elasticitiit fester Kirper von Clebseh
zi erwihnen, welcher ich namentlich bei der Darstellung  des
de Saint-Vénant'schen Problems im 7. Capitel im Wesentlichen ge
folgt binj im 6. Capitel habe ich mich grossentheils der sehr iibersicht-
lichen Darstellung von Holtzmann in seinem Lehrbuche der theoreti-
schen Mechanik angeschlossen; an verschiedenen Stellen (bei der Be-
handlung krummer stabférmiger und symmetrisch gestalteter plattentor-
miger Korper) haben Abhandlungen von Winkler im »Civilingenienr”
mir schiitzbare Anhaltspunkte geliefert. Auf die mir eigenthiimlichen
Untersuchungen, welche hier grossentheils zum ersten Male publicirt
werden, brauche ich Kenner nicht besonders aufmerksam zu machen,
deren wohlwollender Beurtheilung das Werkehen hiermit empfohlen
sein moge.

Carusrung, im Oectober 1865H.
]

F. Grashof,
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EINLEITU!

I. — Materielle Punkte heissen die kleinsten gleichartigen ma-
teriellen Theilchen, woraus ein Korper bestehend gedacht werden kann.
Cohi

Kraft, vermdge welcher sie einer dorch dHussere Kuriifte verursachten Ver-

ion im weiteren Sinne*) heisse die den Korpern eigenthiimliche innere
riickung ihver materiellen Punkte einen gewissen Widerstand entgegensetzen.

Bei einem festen Korper, wovon im' Folgenden allein die Rede ist,
fussert sich eine solehe Verriickung der materiellen Punkte durch eine ent-
sitesten Sinne genommen,
bei iihnlich bleibender

sprechende Formiinderung, dieses Wort im w
in welehem aueh eine blogse Aenderung der Gris
Gestalt des Kirpers darunter verstanden werden soll. Die Inanspruchnahme

&

)
Die Formiinderung, deren ein Korper bei einer gewissen Belastung fiihig

eines Korpers durch beliebige iiussere Kriifte heisse seine Belastung

ist, tritt nicht angenblicklich, sondern nur allmiihlich ein und nimmt unter

Umstiinden selbst nach langer Zeit noch nachweisbar zu. Unter der einer

gewissen Belastung entsprechenden Forminderung ist deshalb
streng genommen die Grenze zu verstehen, welcher sich dieselbe im Verlaufe
der Zeit nithert.

Bei solehen Korpern und selchen Belastungen, wie sie in der technizchen

Praxis vorkommen, pflegt indessen schon nach sehr kurzer Zeit die Form-
iinderung bei andaunernder Belastung von jener Grenze so wenig verschieden
r Acht gel:

ssen werden darf.

zn sein, dass der Unterschied aus

*) I unter Ci nur die Widerstandskraft gegen

eine \Jl-!'!.
=2 ) Mit Er

nur die Inan

R

en Sor

gebrancl h welchem unter Belastung

eiterung des gewohnl

ime durch 8

zel

(Zeitschr, des Vereina deutscher Ingenieure,
Forminderung bedeutender bei Holz

.
lerung bei allen Kérpern, anch Metallen,
g merklich zunimmt und schliesslich so die Aufhebung
nden Zusammenhangs i 't werden kann, ist
rbairn eezeigt, dass ¢h hinfize und
emperatur befordert wird, (Seventh ](:-larn't of the British

noch ];sL_‘_{f
des den fe
eine bek

Grashof, Festigkeitslehre. 1
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Man sagt, ein Korper verhalte sich vollkommen oder unvollkommens
elastisch bei einer gewissen Formiinderung, jenachdem dieselbe vollkommen o3
oder nur unvollkommen wieder versehwindet, wenn die

Belastung aunfgzehoben
wird. Im ersteren Falle heisst die canze Coliision,

welche bei der betreffenden
Belastung zur Wirkung gekommen war, auch Elasticitiit,
nur derjenige Theil derselben, weleher dem riickgiingiz cewordenen Theile dep
Formiinderung entspricht und eben diesen theilwe

Die Cohiision kommt wie jede Widerstands-

im letzteren Fallp

sen Rilckeang verursacht,

oder se undirve

Kraft jedes- Thetk 7
mal nur mit derjenigen Intensitit zur Wirkung,

welehe der
der primiiren Kraft entspricht,

Wird die Belastung
sehliesslich eine Trennung der materiellen
Aufhebung des Zusammenhangs, welcher den festen Kiorper als solehen
charakterisirt, und erst im letzten Augenblic
dem Maximum ihrer Intensitit zur Wirkune

Die zur vollen Wirkung ge

mit welcher ein fester Kirper der

lastung oder

SO s

rt, 80 erfolgt

Punkte, d. h. eine stellenweise il (m §

ke vorher war die Cohdision wit
"'l-knsnmrr1.
kommene Cohdision, also die innere Kraft,

Lrennung seiner materiellen Punkte Wider
stand leistet, heisst seine Festigkeit.

Die inneren Krifte, welche durch eine gewisse Belastung eines Kiirpers
zur Wirkung kommen, treten zwischen je zwei
sind einzeln ebenso unbestimmt

der materiellen Punkte,

materiellen Punkten auf und
und unbestimmbar wie die Massenhaftickeit
woraus man sich den Korper bestehend denkt. Dis '
obigen Definitionen der Cohiision, Elasticitit

daher auf gewisse im Kirper

und Festig

eit beziehen sich
anzunehmende Flichen, d. h. die
zeichneten inneren Kriifte sind die
Elementarkriifte, welche auf die
Punkte von allen iibrigen auf de
Punkten ausgeiibt werden; damit eine resultirende Kraft mit versechwindend
kleinem Fehler ohne Kriiftepaar sich bilden lasse
Fliiche als unendlich klein vor

damit be-
tesultanten aller jener unendlich vielen
in einer solchen Fliiche li
‘rselben Seite der Fliche lie

enden materiellen

genden materiellen

; muss im Allgemeinen die
ausgesetzt werden.

2. — Genauere Versuche haben zu dem Sehlusse gefiilrt, dass der Be-
griff der vollkommenen Elast icit

nicht entspricht, dass vielmehr jede
einem bleibenden und ecinem nicht

it streng genommen der Wirklichkeit
Formiinderung von endlicher
|J;lf'i!1t'11'1|'ll j-lllll' b
dass das Verhiiltniss des ersten Zum zweiten sich
Formiinderung der Grenze Null

Grisse aus

steht in der Weise,

e zi

rl

ich mit der ganzen

nithert, * #) Nichtsdestoweniger pflegt man

m zu kor
*%)'In n
vollkomme

n dersell

BADISCHE
LB

Baden Wiirttem|
LANDESBIBLIOTHEK len- Wik berg



e e T e

o
3
eine gewisse Grenze der Formiinderung anzunehmen, innerhalb welcher iln:
bleibender Theil verhiiltnissmiissig so klein ist, dass er nur durch sehr feine
Beobachtungsmittel nachgewiesen und deshalb mit einem fiir die Anforderungen
der Praxis versehwindend kleinen Fehler — Null gesetzt werden kann. Diese
Grenze nennt man kwrzwee die Elasticitit

grenze.

Wenn fibrigens ein Kirper eine For inderung erfahren hatte, von der
ein Theil zuriickgebliehen ist, und dieser Kirper dann einer neuen Form-
finderung von derselben Art, aber htechstens von der fritheren Grisse unter-
worfen wird, so ist der bleibende Theil der letzteren sehr klein im Vergleieh
mit dem fritheren, so dass die bleibende Formiinderung durch Wiederholung
solehen Verfahrens nicht etwa beliebig gesteigert werden kann,

Bei allen Constructionen pflegt man im Prineip die Forderung zu Grunde

zu legen, dass in keinem Theile eine Ueberschreitung der Blasti

cititsgrenze stattfinden solle; in der That freilich ist Jjener Forderung
wegen mangelhafter Kenntniss dieser Grenze, selbst abgesehen von der Un-
bestimmtheit ihres Begriffs

s nicht immer sicher zn entsprechen und viel-
mehr hiiufig nur die leichter bestimmbare und sicherer hekannte Festigkeit
des Materials als mass

zebend zu Grunde zu legen.
3. — Die Formiinderung, welche dureh eine gewisse Belastung eines
Kirpers bewirkt wird, Lisst sich immer darauf zuriickfiihren, dass die ur-
spriinglichen Abstiinde der materiellen Punkte eeiindert werden, welche
Aenderungen theils positiv, theils negativ und sowohl in demselben Punkte
nach verschiedenen Richtungen, als in verschiedenen Punkten nach eleich-
lanfenden Richtungen verschieden gross sein kinnen.

Zieht man von einem materiellen Punkte A eines Kirpers eine Gerade A 13
und betrachtet dieselbe als den geometrischen Ort der darin liegenden mate-
riellen Punkte, * #

80 ertiihrt sie bei der Formiinderung des Kirpers eine
entsprechende Forminderung, u, A. das beliebige Stiick A/ derselben eine
gewisse Liingeniinderung 4 (AB): liss

s man A5 abnehmen bis zur Grenze

4 (AL
Null, so heisst der entgprechende Grenzwerth des Verhiiltnisses - (l;"))'
fii,  die Ausdehnung des K drpers im Punkte 4 nach dexr Richtung AB.

Eine solche Ausdehnu stets ein kleiner Bruch) ist positiv oder negativ,
eine Ausdehnung im engeren Sinne oder eine Zusammenziehung, und soll

algebraisch verstanden in der Folge mit ¢ hezeichnet werden; & bedente ins

ol

besondere eine positive, ¢ den Absolutwerth einer negativen Ausdelinung

geometrischen Oe

n in der lo

1#
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Man kann jetzt auch sagen: jede Forminderung eines Kirpers kann auf

Ausdehnungen zuviickegefiihrt werden, welche in den verschiedenen Punkfen
nach den verschiedenen Richtungen stattfinden.
4 — Als Ursache der bleibenden Forminderungen eines

i

CATOmMIMen \\-‘:-l‘:]vn_ dass '_:'1".'."[.‘1-1“ ".\'-r’.i,hl‘ von £ und ="

Korpers muss a
entsprechende neue Gleichgewichtslagen der materiellen Punkte bedingen,

welche von ilmen eingenommen werden, wenn die betreffenden Belastungen by T
aufhren; diejenigen Grenzwerthe von & und &% welche man als der Elasti-

citiitsgrenze entsprechend annimmt und welche unter sich verschieden sein
kisnnen, mbgen mit (¢)) und () bezeichnet werden.®)

Ili'\- Grenzwerthe (¢ und (¢) konnen im Allgemeinen sowohl mit der
Lagce des betreffenden Punktes A, als mit der betreffenden Richtung A B sich
sindern. Bei einem homogenen, d.h. einem in allen Punkten oleich be-

schaffenen Korper sind sie nur vom Materiale und von' der Richtung, bei
einem isotropen, d.h. einem nach allen Richtungen gleich beschaffencn
homogenen Korper sind sie nur vom Materiale abhiingig.

d. Auf Grund der in No. 2 ausgesprochenen principiellen Forderung
und der Aufstellungen in No. 4 lisst sich nunmehr dieHaunptaufgabe dex
praktischen Festigkeitslehre so aussprechen: Iis sollen die Form, die

Dimensionen oder die Belastung eines Congtructionsgliedes unter rahenen

Umstiinden so bestimmt werden, dass &' und £ in keinem Punkte und nach
keiner Richtung gewisse erfahrungsmiissig zuliissize Werthe iiberschreiten,
welche bei nur homogenem Materiale ausser von diesem anch von der Rich-

tune, bei isotropem Materiale nur von diesem abhiingen | principiell aber
i I : |

jedenfalls kleiner sein sollen, als die Girenzwerthe (/) und (&), welche der
yo'! Elastici
Die zweite Auf

itacrenze entsprechen.

abe: Bestimmung der Formiinderung eines gegebenen
sbener Belastung ist zwar an und fiir sich gewthnlich nug
rdneter praktischer Wichtigkeit, doch giebt es viele Fiille, in
welchen die erste Aufgabe nicht olme die zweite geltst werden kann, und
zwar ist dies immer dann der FFall, wenn die bei den Unterstiilzungen oder

Korpers bei

von unfer

Befestizungen des Korpers durch die primiiven belastenden Kriifte hervors

» Aunsdehs

llen
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fiusgere Kriifte in Beziechung auf den
g

gernfenen Widerstiinde, welche stets als
Kirper selbst mitgerechnet werden miissen, unbestimmt blieben, falls dex
Kirper als absolut starr vorausgesetzt wiirde.

Von den in der Praxis angewendeten Constructionsmaterialien knnen ge-
gossene Metalle unbedingt, geschmiedete und gewalzte niiherungs-
weise als isotrop, Hélzer nur als homogen gelten.

Auf die etwas verschiedene Festigkeit, welche z. B. gewalztes Eisenblech

nach der Walzrichtung und nach der darauf senkrechten Liingemrichtung be-
sitzt, mag bei der Ausfiihrung einer Construction durch entsprechend vortheil
hafte Lagerung der einzelnen Blechtafeln mbglichst Riicksicht genommen
werden, die Theorie darf aber im Alleemeinen davon abstrahiren. Gezogener
Draht hat zwar in noch hitherem Grade ein verschiedenes Verhalten nach
der Limge und Quere; doch kommt hierbei iiberhaupt nur das Verhalten
nach der Richtung der Liinge in Betracht, und wenn es nicht der Fall

wiire, so diirfte wenigstens nach der Liingenrichtung eine ausgezeichnete
Elasticitiitsaxe vorausgesetzt werden, welehe dadurch charakterisirt ist,

dass nach je zwei Richtungen, die gleiche Winkel mit ihr bilden, ein gleiches

Verhalten stattfindet. Dieselbe Voraussetzung ist auch beim Holze zuliissig
in der Weise, dass die ausgezeichnete Elasticitiitsaxe nach der Richtung der
natiirlichen Fasern angenommen wird.

6. — Damit die in No. 5 bezeichnete Hauptaufzabe gelost werden kinne,
muss man im Stande sein, bei gegebener Belastung eines gegebenen Korpers
die Ausdehnungen zu berechnen, welche in einem beliebigen Punkte A nach
allen miiglichen Richtungen stattfinden, um so die grisste unter ihnen zu
erkennen. Dies wiirde aber unméglich sein, wenn zwischen den Ausdehnungen
in einem Punkte nach allen miglichen Richtungen nicht solche Bezichungen
stattfiinden, dass die Kenntniss einer beschriinkten Zahl von Elementen geniigt,
um damit jede solche Ausdehmung zu berechnen. Wie es miglich ist, zu
solehen Elementen zn gel:

gen, lehrt folgende Betrachtung.
Denkt man im Inneren eines noch unbelasteten Korpers ein unendlich
kleines materielles rechtwinkeliges Parallelepipedum abgegrenzt und verfolgt

seine (verhiiltnissmiissig immer sehr kleine) Formiinderung bei der Belastung
und entsprechenden Formiinderung des Kirpers, so ist zwar klar, dass dieselbe
zuniichst betrachtet werden kann als das Resultat von positiven oder negativen
Ausdehnungen verschiedener Grisse, die nach allen miglichen Richtungen im
Parallelepipedum stattfinden; sie Lisst sich aber auch betrachten als Resultat

von 1) nur 3 Ausdelmungen nach den Richtungen der Kanten, 2) gegen-

seitigen Verschiebungen der gegentiberliegenden Seitenfliichen, 3) gegenseiti-
gen Neigungen dieser Seitenfliichen, welche frither parallel waren, 4) gegen-
seitigen Verdrehungen der gegeniiberliegenden Flichen, 5) Wilbungen dieser
urspriinglich ebenen Seitenfliichen (wegen der Continuitit des Korpers bei
den gegeniiberliegenden Fliichen nothwendig nach derselben Richtung convex
oder concav). Erwiigt man aber, dass die Neigungen der Seitenfliichen nur
dureh die Differenz der Ausdehnungen in parallelen Geraden, ilive Verdreliungen
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Differenz der Ausdehnungen in parallelen Geraden und der Verschiehungen
in parallelen Ebenen innerhalh des unendlich kleinen Parallelepipedums he-
dingt und deshalb von verschwindend kleinem Einflusse sind im Vergleich
mit den unter 1) und 2)

genannten Aenderungen, so bleiben nur diese,
also die Ausdehnungen nach den 3 Gruppen paralleler Kanten und die gegen-
seiti

sen Verschiebungen der 3 Paare paralleler Seiterfliichen zu beriieksicl

iigen
iibrig,

Die Verschiebungen sind bestimmt dureh Grosse und Richtung oder
si¢ lassen sich zerlegen in je zwei Verschiebungen nach den Richitungen der
zweierlei Kanten der betreffenden Seitenebenen, und da schiliesslich die
Formiinderungen der 8 miig

hen Parallelepipeda, welelie einen Eckpunkt 4
gemeinschaftlich haben, wegen der Continuitit des Korpers sich gegenseitig
bedingen, niimlich nur unendlich wenie verschieden sind, go erkennt man
\'n]‘|5il|ﬁ;;" die .‘l[ii;‘[f!']:[{ril, die {'\Il:-:dufuuju;_‘ in einem Punkte A
nach einer beliebigen Richtung A B durch 9 Elemente aus
zudriicken (ausser durch die Winkel, welche die Richtung A /3 bestimmen),
niimlich durch 3 Ausdehnuneen und 6 \'1-m-l|i1-lmn;,-'vn_,_ die
ander senkrechte Richtungen beziehen,

sich auf 3 zu ein-

7. — Die jetzt gewonnene Erkenntniss giel
Betrachtung der Verschiebu ngen.
Ist /" eine materielle Ebene in

it Veranlassung zur niiheren

einem vorliiufiz unbelasteten Kirper, A
\ ein materieller Punkt in /' und B ein anderer materieller Punkt,
J liegt, dass die Gerade A5 senkrecht zu F ist, so findet durch die Belastung
des Korpers im Allgemeinen eine solehe Verriickuy
dikel von 3 auf ' einen mehen A gelegenen Punkt A, von I trifit: die

frither ebene Fliche 17 ist dabei im Allgemeinen krumm geworden.  Liisst
man A 5 abnehmen bis zur Grenze

welcher g0

ng statt, dass das Perpen-

Null, so heisst der entsprechende Grenz-

= : AA,
werth des Verhiiltnisses 1B 7 welcher immer ein kleiner Bruch ist. die Veor-
¥ ] ¢
schiebung der Ebene /' im Punkte A; unter der Ebene & ist dabei
die Beriilrungsebene der Fliche & im Punkte A4 zu
Verschiehun

verstehen,  Solehe
1gen werden in der Fol

mit ¥ bezeielmet.®)
Ist AC cine Riehtung in der Ebene F. welche mit der

Richtung A A,
den Winkel ¢ bildet, so

ist yeosp die Yerschiebung der Ehene & im
Punkte A nach der Richtung AC;

dieselbe ist ]_J:.\:-:i]i\' oder |]1-I;_[';rfi\f mit
cosg, da y eine ahsolute Zahl ist.

kann

allele
wenn
Durel
In «
xbung,.. Of

;
den A8
erschiebung ins-
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8. Wenn man bei einem unendlich kleinen materiellen rechtwinkeligen
Parallelepipedum im Inneren eines Kirpers die vom Eckpunkte A auslaufenden
Kanten mit A X, AY, A7 bezeichnet, so seien bei der Belastung des Kirpers
und entsprechenden Deformation des Parallelepipedums, im Sinne von No, 7
verstanden, fiir den Punkt A:

Ysy und yy, die Verschiebungen der Ebene YA Z nach den Rich-
tungen A4 Y und A2,

yyz und yy die Verschicbungen der Ebene ZA X nach den Rich-
tungen A7 und A4 X,

yux und yz die Verschiehungen der Ebene XA Y nach den Rich-
tungen A X und AY,

Die Verschiebungen Yxy und 7, lassen sich beide als Folge des Um-
standes befrachten, dass der frither reehte Fliichenwinkel an der Kante A2

o + ¥, etwas kleiner oder grvsser als ein rechter Winkel, goworden ist;

sie kimnen also immer nur gleichzeitie vorhanden sein, und zudem Risst
eine einfache Ueberlegung erkennen, dass sie einander gleich, nimlich

.'1—
beide = coty (5 F g | oder absolut genommen - tgg, also auch mit Ver-
\ 2

lissigung kleiner Grissen Liherer Ordnung = g sind. Ebenso ist yy, =
Yzy und ype =y,

Die 9 Elemente, zu denen die Betrachtung in No. 6 gefiihrt hatte, redu-
eiren sich also auf 6, und man erkennt dio Miglichkeit, die Ausdehnung im
Punkte A nach der Riehtung A B, welche mit den Richtungen A X, A ¥, A7
die Winkel 2, g, » bildet, als Funktionen dieser Winkel und der 6 Elemente

nacl

B fo e Y YTy
auszudriicken, unter &, & und &, die Ausdehnungen im Punkte A nach den
b b P o

Richtungen A X, AY und A7 verstanden,

Y. — Diese 3 Ausdelmungen und 3 Verschiebungen kinnen nur durch
Vermittelung der inneren Kriifte gefunden werden, welche in den 3 um den
Punkt A herumliegenden Seitenfliichen des Parallelepipedums stattfinden und
welehe fiir einen Punkt A an der Oberfliche des Kirpers in gewissen Be-
ziehungen zu. den daselbst angreifenden Husseren Kriiften stehen mii

Diese inneren Kriifte sind zweierlei, den Ausdelinungen und den Verschie-
bungen entsprechend.

Ist /" ¢ine Ebene in einem helasteten Kirper, A ein Punkt in 7, £ der
Inhalt eines den Punkt A einsehliessenden Stiicks von /7 und p die Resultante
der an den Punkt A versetzten inneren Krifte, den die von ciner Seite angren-
zenden Korpertheile auf die Elemente von / ausiiben, so heisst die Grenze des

. P r g R ot SSEaat e T
Quotienten g wemn f, den Punkt A stets r-nmn]l[l:'ss:'mi} in die Grenze Null

tibergeht, die Spannung im Punkte A der Ehbene I7,%
3 ] E )

r Kraft durch e h als

IFliche definirte Spannung kamnn a

ge innere K welche anf die
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Wird dieselbe in zwei Componenten zerl go dass die Richtungslinié de §
einen senkrecht zu /' ist und die der anderen in der Ebene F liegt, eo heisst
erstere die Normalspannung, letztere die Tangentialspannung im
Punkte 4 der Ebene [

Wenn man die von beiden Seiten her ausgeiibten inneren Kriifte unter-
scheidet und die Richtung A B nach derjenigen Seite hin senkrecht zu £
zieht, von welcher her man sich den Zug oder Druck durch die angrenzenden

Korpertheile ansg
oder Druck, jemachdem sie die Richtung AB oder B.A hat. Um diesén
zwei Fillen duorch einen positiven oder negativen Werth zu entsprechen,
wird fiir die Normalspannung im Punkte A der Ebene /' die Bezeichnung:
Spannung im Punkte A mach der Richtung AB eingefilit
Eine solche ist dann positiv oder megativ, jenachdem sie die Richtung A5
oder die umgekehrte Richtung hat; im ersteren Falle heisst sie aueh Span-

siibt denkt, so entspricht die Normalspannung einem Zug

nung im engeren Sinne oder absolute Spannung, im letzteren Pressung oder
riickwirkende Spannung. Solehe Spannungen (Normalspannungen) werden
in der Folge, algebraisch verstanden, mit ¢ bezeichnet: ¢’ hedeute s
besondere eine positive, ¢ den Absolutwerth einer ne

rafiven Spannung
Tangentialspannungen werden mit 7 bezeichnet; sie sind absolute Grissen
Ist aber AC eine Richtung in der Ebene I, welche mit der Richtung vant

den Winkel ¢ bildet, so ist die Tangentialspannung im Punkte 4

der Ebene /' nach der Richtung AC = wcosg ecine positive ol

. negative Grisse, jenachdem ¢ ein spitzer oder stumpfer Winkel ist,
] 10. — Betrachtet man wieder das unendlich kleine materielle recli
: winkelige Parallelepipedum mit den Kanten AX, AY, AZ im Innere

eines Korpers, so werden bei der Belastung des Korpers anf die 6 Seiten

fliichen durch die umgebende Kirpermasse gewisse innere Kriifte ausgeiibi,
und es seien fiir den Punkt A
oy Oy 0, die enisprechenden Spannungen nach den Richtungen
XA, YA, Z4,
Tyy und 7y, die Tangentialspannungen der Ebene Y.AZ nach den
Riehtungen YA und Z A,
Ty und 7y die Tangentialspannungen der Ebene Z.A X nach den
Richtungen Z.A und X A4,
zx und 7;y die Tangentialspannungen der Ebene X .4Y nach den
Richtungen X' A und Y.A.

(!

Ebene

f.'ill‘lu-il der ausgeibt werden wii wenn in allen ihren Punkten
im Punl

No. 3, Ann

richtet wiire

Irite, wenn eine I"':-'Ii.lI.LJ]"‘l"
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Finleitung 9
Durch diese 9 Spannungen und die Inhalte der Seitenfliichen des
Parallelepipedums lassen sich die inmeren Kriifte ausdriicken, mit welchen
die umgebende Korpermasse auf dasselbe einwirkt; je 2 in den gegeniiber-
liegenden Fliichen sich entsprechende dieser im Ganzen 2.9 = 18 Kriifte
unterscheiden sich um unendlich kleine Griissen 3ter Ordnung, da die Kxiifte
gelbst mit den Fliichen unendlich klein 2ter Ordnung sind. TIm Gleichgewichts-
zustande des ganzen belasteten Korpers muss nun auch an dem parallele-
pipedischen Korperelemente Gleichgewicht stattfinden zwischen den gedachten
18 Kuiiften an seiner Oberfliiche und derjenigen Kraft (in der Regel nur der
Schwerkraft), welche als iiussere Kraft auf die Masse des Parallelepipedums
selbst wirkt und welche mit dieser unendlich klein 3ter Ordnung ist. Vermittels
der allgemeinen 6 Gleichgewichtsbedingungen eines Systems von Kriiften er-
hiilt man also 6 Gleichungen zwisclien den obigen 3 Normalspannungen und
6 Tangentialspannungen im Punkte 4, von welchen drei, den in No. 8 er-
withnten Beziehungen:
Yi2 = Yoyy Yox =Yxmy Vxy = ¥yx
entsprechend, einfach folgende sind:
3 Ty = Tay, Tax = Txz; Txy = Tyx-

Sie folgen sofort aus den Momentengleichungen in Beziehung auf die
durch den Mittelpunkt des Parallelepipedums parallel seinen Kanten gezo-
genen Axen, in welche nur die zn diesen senkrecht und windschief gerich-
teten Tangentialspannungen mit unendlich kleinen Gliedern von der 3ten Ord-
nung eintreten, alle fibrigen Spannungen aber nebst der auf die Masse des
Parallelepipedums wirkenden fiusseren Kraft mit unendlich kleinen Gliedern
htherer Ordnung, die vernachliissigt werden,

Hiernach sind die noch tibrigen 6 verschiedenen Spannungen fiir den-

selben Punkt A4 nur durch 3 Gleichungen verbunden, wodarch dieselben
vermittels der fiir einen Punkt A an der Oberfliche des Korpers aufzu-
stellenden Beziehungen zwischen ihnen und den Husseren Kriiften moch nicht
bestimmt sind. Liessen sich aber die 6 Spannungen ¢ und z durch die
6 Grissen £ und y, diese dagegen durch nur 3 neue Elemente ausdriicken,
so wiirde die Aufgabe bestimmt sein, weil sich dann vermittels jener
3 Gleichungen zwischen den Spannungen und mit Hiilfe der Oberfliichen-
bedingungen die fraglichen 3 Elemente fiir jeden Punkt des Korpers
finden liessen.

Solche 3 Elemente, wodurch die 6 Grissen ¢ und y sich ausdriicken
lassen, hat man nun in der That in den Verriickungen, weleche der materielle
Punkt 4 in Folge der Deformation des Kiorpers nach den Richtungen der
Coordinatenaxen erleidet: die partiellen Differentiale dieser Verriickungen
nach den Coordinaten des Punktes 4, wovon sie der Continuitiit des Korpers
wegen stefige Functionen sind, bestimmen niimlich offenbar die relativen Ver-
riickungen der verschiedenen Eckpunkte des unendlich kleinen Parallelepipe-
dums gegen cinander und somit iiberhaupt die Formverinderung desselben.
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11. — Zur Lisung der Aufzahbe, die

Ausdelmung ¢ in einem beliehigen
Punkte A nach der ]H‘liq'!pi"_l‘f-” Richitung

AL hei gegebener Belastung  eineg

gegebenen Korpers zu bestimmen, ist also schliesslich noch die Kenntuoiss
derjenigen Bezielmgen ni'ullli;} die zwischen den Ausdelmungen und Ve
schiechungen einerseits und den zwelerlei Spannungen andererseits stattfinden,
welche auf denselben Punkt A wnd dieselben drei zu einander se nkrechten
Riehtungen A X, A Y, A2 bezogen werden.
Erfabrung mit zu Rathe zu ziehen.

Was zuniichst die Beziehung zwisechen Normals pannungen und
Ausdehnungen hetrifit,

Hierbei ist es unerliisslich, die

80 ist es zwar selbstverstiindlic h, dass ein anf einen
Kirper nach einer gewissen Rie htung A B ausgeiibter dusserer Zug oder Deuck
neben der positiven oder negativen Ausdel; nung nacl: dieser Richtung auch
eine solche naeh jeder anderen Richiung zur Folge halen muss, welche um
so kleiner ist, je melr der Winkel zwisehen dieser Richtung und der Ricltuny
AL cinem rechten sich nihe t; die Erfalirung lehrt aber, dass nach jeder
zu AL senkrechten 1 Richtung llii'JtL etwa die Ausdehnung — Null ist, son-
dern negativ im Falle deg Zuges, positiv im Falle des Diucks naeh der
Richtung A4 B. TIst in einem Punkte .1 die Ausdehnung nacl der Richtung

AL des Husseren Zuges oder Drucks — £, 80 ist sie nach irgend einer zu

A B senkrechten Riehtung A C etwa = — o unter e eine Zahl > 1 verstands 1,
isotropen Materiale nur von dicsem.
Materiale aber ausserdem von den Richtungen 4 B und

Daraus folgt ::]['_"i'lus-in: dass z. B. & nicht nur vOn gy, sondern
von oy und ¢ abhiingt, und dass also eine
zwischen der A usdehnung und der Spannung ¢ in
Punkte 4 nach irgend ciner Richtung
kann, wenn nach jeder

welehe bei einem bei nur homogenen
A€ abhiingt
auel
bestimmte Bezieliung
einem
AL nur dann stattfinden
zU ADB senkrechten
4 die Normalspannung Null ist.

In diesem Falle lehyt

Richtung im Punkte

die Erfahrung, dass in der That
von dem in No. 1 erwiilinten Einflusse der Zeit)
ein bestimmtes «

abgesehen

einem bestimmten ¢ auch
in demselben Punkte nach derselhe n Richtung entspricht

und dass der Quotient-2 ; " sowohl fiir positive wie

: filr negative Werthe von
o und e beinahe constant bleibt. so lange die Absolutwerthe
nicht so gross sind, das

von ¢ und &
ass die sogenannte

Elasticitiitsgrenze erreicht wird,

i ; ()
Streng genommen nimmt- ab, wenn ¢ und : absolut genommen wachser,
und zwar nach einem Gesetze, welches fiir
ein anderes sein kann, als fiir

auch verschieden fiip

positive Werthe von ¢ und ¢

negative, bei einem nur homogenen Materiale
verschiedene

von der Art des Materials,

Richtungen ist; jedenfalls ist es

abhiingig
indessen hisher

noch micht geniigend festgestellt.
Die Grenze, welcher sich der Quotient — niihert, wenn die Absolutwerthe
von ¢ und ¢ in die Grenze Null ibergehen, wird mit % bezeichnet und heisst
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der Elasticititsmodul des Materials fiir die betreflende Richtung, wenn
dasselbe nur homogen ist, oder kurzweg der Elasticitiitsmodul des Materials,
wenn dieses als isotrop angenommen wird.#)

Innerhalb der bei den praktischen Anwendungen zuliissicen Grenzwerthe
von ¢ und & worauf sich die Rechnungen der Festigkeitslehre beziehen, wird

o o ' -
immer — = F gegetzt. ¥%)
£
12. — Die Beziehung zwisclen Tangentialspannungen und

Verschiebungen ist einfacher, als die zwischen Normalspannungen und
Ausdelnungen. Beziehen sich niimlich = und 7 auf denselben Punkt der-
selben Ebene und dieselbe Schubrichtung der letzteren, so ist y durch =
bestimmt, also niclit auch von anderen gleichzeitigen Spannungen abhingig

2 i - M .
und der Quotient niihert sich, wenn z und y bis Null abnehmen, einer
%
/

gewissen Grenze, welche der Schubelasticitiitsmodul genannt und mit
G bezeichnet werden soll.  Er ist e isotropem Materiale nur von diese m,
bei nur homogenem aber ausserdem von der betreflenden Ebene und :ll-un
Schubrichtung abhiingie. Die in No.11 und 12 besprochenen Constanten i,
£ und G- stehen in einer gewissen Abhbiingigkeit von einander: ¢f. No. 168.
Bei solchen Belastungen und entsprechenden Formiinderungen, welche
sich innerhalb der Elasticitiitsgrenze halten, kann ohne wesentlic h:-n Fehler
T
= (¢ gesetzt werden.

/

13. — Derjenige Werth = K resp. K" der Spannung ¢° oder Pressung ¢
1er gewissen Richtung A7, womit, wenn nach allen zu 47 senkrechten
Richtungen im betreffenden Punkte die Normalspannungen = Null sind, eine

ll;u'h e

2 ) ‘I‘il'

und den z

den Werthen von ¢ als Abs
Curve zeichnet, so geht di :
und zwar so, dass die Curve in
» gukehrt. Bildet die Tangente im

goist B — nIm " o= coty
E S '3 £ - —_— &.

nannte Zahl ist, so ist % eine

von (.]l raelben Art wie o

wird unter -ln-m Elat ; : auch eine

V an einen aus l]l 'm betreffenden Materiale tigten

en solchen Stab aus demselben Mat ), von
: und wenn n!mln ch in

cifische) Ansdehnung

derer

bis zu einer gewis

n Grenze constante Verhiltniss
o . a3 . &
fir die Lingenrichtung des ersteren Stabes.

ist eine Linge wie I und steht zu dem in der technischen
¢

annten Elasticititsmodnl & in der Bezichung: K= Ls unter s
Materials (Gewicht: Volumen) verstanden,
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Aunfliebung des: Zusammenliangs- der materiellen. Dunkte durch: Zérreissen

pesp. Zerdriicken: verbunden ist;. heisst die speeifisehie Zug: oder: Dinekfestig:
leeity, aucli: knrzwog: die Zmg-oder Dyuckfestigkeit;,. abselute oder: riieks
witltende: Festizkeit: des: Materials- fiir die Riehitung AL,

Specifiselieo: Schubifestigkeit: oder kurzweg Sehubfestigkeit;. Scheers
fostigheit: oines Materials. fiin eine: gewisse Ibhene F und eine gewisse Riel-:
tung: A€ in derselben lieisst: der: Grenzwerth 77 dér: Tangentialspanmumg: 7]
welblien eine Auflichung dbs Ziisammenhiangs- durch Absehiebung-der Hbene K
nach dor Riclitung: A€ zur Folge hat:

Beii isotropem: Materiall Kann kurzweg. von seiner: Zig-- oder Druckfestig=-
Keitt K’ resp. A" und! von seiner: Sehiubfestigkeit: 7/ gesprochen werden

Wi — Die- i der folizenden: Tabells enthaltenen: Weérthe  vou B, I,
K" 7, (), und! (¢7) fiie die iin: Masehinenbau am liiufigsten angewendeten
Materialion, sind! aigerundete Mitteliverthie nachi Angalien: vieler: versehiedener
Amtoritsiten:, Sie Yezielien sieli,. wie alle: Angaben in: diesem: Buclie, wobei

-amm . 218 Krafteinheit: und

eine: gegentlieilige: Bemerkung: felilt), aufi das-Kilog
dhs: Quadiatoentimeter als- Eliicheneinhieit:

Dio Angaben fiit A und namentlieh (¢/) habenim Allgemeinen geringere
Zhverlissigheit;, als: digjénigen fiire A" wnd! (¢).. Die Werthe von: 7 sind! fast
nur- aus. Veersuelien tiber die: Abidreliung. von Stiiben| abgeleitet;. wolieiidie
Schubfestizkeitt niclitt rein;, sondern durch Nebenumstindé melir: oder: weniger
gestiitt auftritty: sio: diirfén: déshiall)) (ausser dém fiir: Sehmiedéeisen. angege-

Henen: Wiortlie) nur mitt Vorsiehitt i andéren Efillen: gebrauchit: werden.

Die- fiiir Hblz gemacliteny Angalien: sind| Mittelwerthe fiir: die im: mittleren
und! noidlielien Buropa: gewilinliehen Baulilzer: (Nadellitlzer; Bichen, Buclion)
und| Yezielien: sich aufi die Richtung: der natiitlichen Fasern; der Werth von 7/ auf

dbn Hall], diss: die natiicliehen Easern des:dér: Vierdrehung unterworfenen Stalies:

parallell miti dessen Ikin
richtung istt A etwaimu

Die: Produkte 7. (¢) undl J (&)
woranf! die: folgenden: Zalilenwertlie {iberhaupt: Anspruel. mackien;. denjeni

remriclitumg: verliufen:. Reehtwinkelig gegen die Hasers

Wierthen: von: @/ resp.. 6/ gleich; geaclitott werdén,. mit: welehen,. wenm nach

dén| zu der Betreffénden: senkreeliten: Riclitungen: die: Normalspannungen =
Nalll sind),, die: Elasticitiitsgrenze: erreiclitt wird!. Man: nennt! diese: Werthe
wolil| die' Tinagmodull fiin Zng: nesp:. Druek:

Beii deni aus: versehiedénen: Bezugsquellon: stammenden odérr an dbme
selben Orto: unten: verseliiedenen: Umstinden gewonnenen: Mitorialien: einerlei
Artt weiclien: allo: Constanten offt so. Hedéntend! von: déni Hier angefiilivten
Mittelwertlien: ali,. diss: es- Beii griggeren,. wichitigen: und! Kostepieligen @on:
stinotionen ratlisam istl,, die- Higenscliaften: des: anzuwendendén) Miterials: in
Bozigliung anfiHlastieitit: und| Festipkeitt diweli Besondbre Vorsuchie: za, prillim

), Wiie- diese. Whéethi
lietreffendén Orts: ax

wird! im dén

fondén, wurdén odér- gefundén; werdén

v P
Holg

" mare Y g0 gross; als-nach derRiehtung derHaserm.

'y Koimen: mit! einer: solehien: Annitlierimg,,
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Die Constante (¢ entziehi sich einer directen und zuverlissigen experi-
mentellen Bestimmung giinzlich; fiir isotrope Materialien (u. A. Metalle) kann
aber aus theilweise theoretischen Griinden G = % F bis %k f4 gesetzt werden
{ef. No. 169).

K" (") Ol
E K K" ll kil | () (&) |1.’."- E() K
Bolz. .. ..l 1120000 800 500 s/s| 300(0,0018 [0,0015] 3 [201,6/0,: |
fusseisen . . 1000000 1250, 75006 |2000(0,00075{0,0015{ 2 |750 0,6 | 1500 0,2
Gussstabl . . {2750000! 10000 | —1750010.0022 — | — 16060 (0,605 — | —
Schmelz- und ' ‘ | |
29500000 7500 : I_f\l\ull'.]‘u!'r[:.’ | ik, — 12700 10.36 - -~
2000000| 4000, 3500| 7/ :‘..‘.u.s!.}__u._'.:ﬁ 0,0007] 1 |14n'|. 0,35 | 1400 | 0,4
1750000] 3500 :}nnui gl sir ),0008 [0,0008] 1 |1400 0,4 |1400|0,466
Bisendraht . . {2000000{ 6300 — |—| — [0,0012 — |2400 0,369] — =
Kupfer, insh. | ’ :

Blech . . . 1200000/ 2500| 6000|24| — |0,00025] — - 300 (012 | — —
Messing . . . | 650000 ;;:_‘mfnluul gl —= ln‘m‘r'ﬁfu — | —|487.5/0,89 | — —
Mo, .ot 50000| |:','\_:!_ 5204 | — 10,002 — | — \II_I;_J 0,769 —

15. Riicksichtlich der Art und Weise, wie die fusseren Kriifte einen

Kirper angreifen und demnach dessen Elasticitiit und Festigkeit sich iHussern,
unterscheidet man verschiedene Fiille, zu deren Charakteristik von einer be-
stimmten Korperform oder wenigstens einer bestimmten Entstehungsweise der

Korperform ausgegangen wird.
Denkt man sich die Korperform entstanden durch Bewegung einer im
Allg
Curve, so dass die Fliche bestindig in ihrem Schwerpunkte rechtwinkelig
von der Curve geschnitten wird, so heisse letztere die Mittellinie und
jeder zu ihr senkrechte Durehschnitt (den verschiedenen Liagen der erzeu-
iden Fliche entsprechend) ein Querschnitt des Korpers.
Ein Korper, welcher der Form nach auf solche Weise entstanden gedacht

neinen dabei stetig veriinderlichen ebenen Fliiche lings einer beliebigen

wird, soll ein stabfirmiger Krper im weiteren Sinne genannt werden.
Ein Querschnitt eines stabftrmigen Kérpers wird mit /', die Liinge seiner
Mittellinie gewthnlich mit [ bezeichnet, letztere auch kurzweg die Liinge des
Korpers genannt. Ein stabfiérmiger Krper im engeren Sinne ist
ein soleher, dessen Mittellinie iiberwiegend lang, wenigstens liinger ist, als

=R
die sste Dimengion irgend eines Querschnitts.

Besondere Fille der Stabform, welche besonders von praktischer
Wichtigkeit gind, entsprechen den Voraussetzungen, dass die Mittellinie eine
einfach gekriimmte Curve oder gar eine gerade Linie sei, in welchem letzteren
Falle sie anch die Axe des Korpers genannt wird; im Falle der einfach

gekriimmten Mittellinie ferner der Voraussetzung, dass deren Ebene den
Korper in zwei symmetrisch gleiche Hiilften theile, im Falle der geraden
Mittellinie, dass sich eine Symmetrieebene oder dass sich zwei zu einander
senkrechte Symmetrieebenen hindurch legen lassen; endlich der Voraussetzung,
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leitung.

dass der Querschnitt constant sei — abgesehen von den unendlieh vielen
Specialfillen, welche hinsichtlich der Form einer nicht geraden Mittellinie,
des Aenderungsgesetzes eines nicht constanten Quersehnitts und der Form
sowie der relativen Liage des letsteren gegen die Mittellinie oder die einwir-
kenden Kriifte miglich sind.

16. — Um die Wirkungen zu untersuchen, welche in einem Quer-
schnitte /" eines stabftrmigen Kérpers durch dessen Belastung hervorgerufen
werden, ist es einerlei, ob man das eine oder das andere der beiden dureh
den Querschnitt /' getrennten Stiicke 'des Kiorpers mit den an ihnen an-
greifenden iusseren Kriiften in Betracht zieht: heide Systeme von Kuiiften
sind mit einander im Gleichgewichte durch Vermittelune der gleichen und
entgegengesetst gerichteten inneren Kriifte in den Fliichenelementen wvon I
Das gerade in Befracht gezogene dieser beiden Systeme von Kriiften soll
das System der Husseren Kriifte fiir den Querschnitt /' genannt
werden. Unter der Riehtung s werde die Richtung der Tangente der Mittel-
linie im Schwerpunkte O des betrachteten Querschnitts #' verstanden. dieselbs
genommen vom Punkte () aus nach der Seite desjen

n Korperstiicks hin,
an welchem das betrachtete System der fusseren Kriifte angreift. (0 s
ein nach der Richtung —s gelegenes unendlich kleines Bogenelement der
Mittellinie; /' der Querschnitt dureh 0.

Die fHusseren Kuiifte lassen sich ersetzen durch eine in O angreifende
resultivende Kraft 2 und ein resultirendes Kriiftepaar M. Die Resultante £l
werde in zwei zu einander senkrechte Componenten £ und Ks zerlegt: [y
senkrecht zu /' (positiv oder negativ, jenachdem sie die Richtung s oder die
entgegengesetzte Richtung hat), also Ky in die Ebene /' fallend. Ebenso
werde das resultivende Paar M in zwei Componentenpaare A/ und Ms zerlegt,
deren Ibenen sich rechtwinkelig schneiden: die Ebene von My sei parallel
mit £ (M, selbst positiv oder negativ, jenachdem die Axe dieses Paares
die Richtung s oder die enigegengesetzte Richtung hat), also die Ebene
von My senkrecht zu F.

Die Kraft /7, verursacht, jenachdem sie positiv oder negativ ist, positive
oder negative Normalspannungen in den Fliichenelementen von /) welche der
Grisse nach so vertheilt sind, dass ihve Resultante dureh O eeht und = Ry st
Die entsprechenden posiliven oder negativen :
nahme oder Abnahme der
F und Fy zur Fols

Ausdehnungen ¢ haben eine Zu-
mseitigen Entfernung der materiellen Querschnitte

Das Kriiftepaar M verursacht Normalspannungen, welche in den Fliichen-
elementen von /' der Grissse mach
Kriiftepaar reduciren lassen,
dessen Moment - M ist. )

so vertheilt sind, dass sie sich auf ein
dessen Ebene parallel der Ebene von M, und
Die entsprechenden positiven und negativen Aus-
delmungen haben eine Aenderung der gegenseitigen Neigung von /7 und 1y
zur Folge, . |

Die Kraft R verursacht Tangentialspannm

izen in den Fliichenelementen
von £ welche der]

lichtung und Grisse naeh so vertheilt sind dass sie einé
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dureh O gehende Resultante — Hs haben. Die entsprechenden \'vr:c:-h[n-lum_-___rz-n
y haben cine gegenseitige Verschiebung der materiellen Querschnitte /" und
Fy zur Folge.

Das Kriiftepaar M, verursacht 'l‘.-m;_-'(‘mi:l[sp:lmmn;:'vn, welehe in den
Fliichenelementen von /° der Richtung und G

nach so vertheilt sind,
dass sie sich anf ein Kriiftepaar in der Ebene /' reduciren lassen, dessen

Moment = M, ist. Die entsprechenden Verschichungen haben eine g
seitige Verdrehung von / und F, zur Folee.

Sollten in den genannten Fillen die materiellen Fliichen F und Iy nach
wie vor genaue Ebenen bleiben, so wiirde dies in Jjedem Falle ein bestimmtes

entsprechendes Gesetz erfordern, nach welchem die Ausdehnungen der Grsse
nach, die Verschiebungen der Richtung und Grsse nach von Punkt zu Punkt
im Querschnitte sieh Hndern, Miuglicherweise ist aber das Aenderungsgesetz
ein anderes und findet dann neben der angefithrten Hauptwirkung (Aenderung
der Entfernung oder der N sung, Verschiebung oder Verdrehung von /'
und /%) auch noch eine Kriimmung der materiellen Querschnitte statt,
Positive oder negative Normalspannungen nach der tichtung s werden

nach No. 11 von negativen resp. positiven Ausdehnungen nach jeder Riel-

6 des

tung liines F begleitef, welche eine Aenderung der Form und Gris
Querschnilts 7 zar Fole

@ haben kiinnen; dieselbe ist aber so unbedeutend,
man im Allgemeinen davon absehen darf.
An denjenig

an iStellen der Oberfliiche des Kirpers, wo die #usseren
Kriifte unmittelbar angreifen, konnen Normalspannungen nach der Richtung
der Quere von solcher Grisse vorkommen, dass von ihrer Wirkung nieht
ohne wesentlichen Fehler abstrahirt werden darf; bei den zu charakterisi-
renden einfachen Fiillen der Inanspruchnahme eines stabformigen Korpers
wird von ilmen abgesehen,

Streng genommen gehirt zu den dusseren Kriften auch der Druck des
umgebenden Mediums, also im Allgemeinen der Druck der umgebenden Luft,
wodurch eine entsprechende innere Pressung nach jeder, also auch nach der
Richtung der Quere hervorserufen wird, Weil aber die 1511‘;!iu-1111gsu'ertfw,
mit denen man in der technischen Festigkeitslehre rechnet, auch durch Ver,
suche in atmosphirischer Tuft als Medium gewonnen und nicht etwa mit
Riicksicht auf diesen Umstand einer Correction unterworfen werden, so wird
consequenter Weise von dem Luftdrucke als Theil der Belastung eines stah-
tormigen Korpers im Folgenden stets abstrahirt.*)

17— s Aenderungen, welche die Krifto By und Ry und die
Kriftepaare M; und M, erfabren, wenn man vom Querschnitte /' zum
Querschnitte /7 iibergeht, sind zum Theil bedingt durch die an dem
Korperelemente zwischen ' und £y unmittelhar angreifenden  Husseren

i
ren Fl

druck als effec

n Korpern, die eir 3 ke eits dem Drucke
It ausgezetzt sin ofern in Betracht, als nur der Ueher-
Druck von der betreffenden’ Seite in Rechnung gestelli wird

elmner ar
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Kriifte, zum Theil aber sind sie auch davon unabhiingig. Wihlt man filr
den Punkt O als Anfangspunkt die Tangente, die Hauptnormale (d.i. die
Normale in der Schmiegungsebene) und die soge nannte Binormale (d.i. die
zur Schmiegungsebene senkrechte Normale) der Mittellinie als Axen, nimmt
man ferner die erste Axe positiv nach der Richtung s, die zweite nach der
Richtung des Krilmmungsr: adius, die dritte nach der Richtung der Axe einer
directen Drehung von der ersten zur zweiten positiven Halbaxe, und hezeichnet
man dann mit ¢ den Winkel der Kraft Hs, mit § den Winkel der Axe des
Paares Ms mit der zweiten Axe (dem Kriimmungsradius), beide Winkel ge-
vechnet von der zweiten gegen die dritte positive Halbaxe hin, so sind die
Aenderungen der in Rede stehenden Krifte und Krilftepaare vollstiindig be-
stimmt durch die Aenderungen von
Ry, Hycosa, Rasinw, My, Msycosg, My sen p.
Jezeichnet man nun mit
Ry+dRy, J"lfg"ﬂ-‘s‘f:’—;“'[lf'itl-;gf"l-\'{ﬂ.'l ete.

die analogen Kriifte und Kudiftepaare fiir den Querschnitt //y, denkt dieselben
aber in entgegengesetztem Sinne wirkend, so dass gie als das Resultat der
fusseren Kriifte erscheinen, welche den nach der Richtung —s iiber Fy hinauns
liegenden Kirpertheil angreifen, so miissen an der Korperscheibe zwischen /
und F, alle diese 6 Kriifte und 6 Kriiftepaare zusammen mit den etwa unmitte slbar
zwischen ' und ), angreifenden Husseren Kriiften sich Gleichgewicht halten
wird aber von letzteren abstrahirt, so liefern die allgemeinen 6 Gleichgewichts-
bedingungen, bezogen auf die vorgenannten . rechtwinkelizen Axen, hei
igung unendlich kleiner Glieder der 2ten Ordnung die folgenden

Vernachliis
Gleichungen, in welchen dg den Neigungswinkel der Querschmitte [ und
I, (den Contingenzwinkel der Mittellinie) und d den Schmiegungswinkel
sebene des Punktes Oh

(positiv entsprechend einer Verdrehung der Schmiegung
gegen die des Punktes () um die Tangente in demjenigen Sinne, in welchem
die Winkel ¢ und 8 wachsen) bedeutet:

d fn’.l = — _L'dr‘u,\'ﬂ .-_r't)(

d(Rscosa) = Rydeg + Rysinad

r.!’l._“-_- sing) = — .Irltht'f.J\\'f-f‘Jll {f.'

H’,”] = a--—;”-_;('r;-\'f';‘rr'lj.

d(Mzcosf) = Mydg + Mysinfdyp — Resinads
d(Mgsin ) = — Mscosfdp + Recosads.

Es sind dies
und Kr
sie unabhiin

die Aenderungen, welche die in Rede stehenden Kriifte

iiftepaare von einem zum folgenden Querschuitte erfahren, insoweit
sind von den zwischen diesen beiden Querschnitten un-

mittelbar angreifenden Husseren Kriiften.
Von jenen 6 Relationen sind namentlich die beiden letzten hemerkens-
werth; sie liefern, wenn My = 0 oder dg =0 ist:
d M,
“ds
d. h. es ist dann Rysin (8—c) das Mass der Schnelligkeit, womit sich das
Moment

- = Rysin(f—ua)

M von einem zum folgenden Querschniite iindert.

Baden-Wiirttemberg
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I8. — Die unter No. 16 vorgefiilirte Zusammensetzung und Zerlegung

der Husseren Kriifte fiir einen Querschnitt eines stabformigen Kiirpers weist
unmittelbar auf die einfachen Fiille hin, welche hinsichtlich der Elasticit:it
und Festigkeit eines solchen Kirpers unterschieden werden kimnen: es sind
diejenigen, in welchen (mit Beibehaltung der dortigen Bezeichnungen) die
idnsseren Kriifte sich fiir jeden Querschnitt durch nur eine der beiden Kriifte
Ry und Rs oder durch nur eines der heiden Kriiltepaare My und M er-
setzen lassen, oder in welchen wenigstens die fibrigen dieser Einzelwirkungen
der iinsseren Kriifte, ausser einer, ohne wesentlichen Fehler vernachli

werden konnen. Die entsprechenden 4 Specialfiille sind dann folgende:

1) Zug- oder Druck-Elasticitiit und Festigkeit (absolute oder
riickwirkende E. n. F.). Die iusseren Kriifte lassen sich fiir jeden Querschnitt
durch eine Resultante ersetzen, deren Richtungslinie den Quersehmitt in seinem
Schwerpunkte rechtwinkelig schneidet; wenn diese Resultante ziehend aus-
wiirts wirkt, wird der Kbrper verlingert und event. zerrissen, wenn sie
driickend einwiirts wirkt, verkiirzt und event. zerdriickt.

2) Bie
fusseren Kuifte lassen sich fiir jeden Querschnitt dureh ein resultirendes
Kriiftepaar erse

sungs-Elasticitit und Festigkeit (relative BE. u. F.). Die

en, dessen Ebene den Querschnitt rechiwinkelig schneidet;
der Kirper wird dadurch verbogen und event. zerbrochen.

3) Schub-Elasticitiit und Festigkeit (Scheer-E, u. F.). Die
dusseren Kriifte lassen sich fiir jeden Querschnitt dureh eine Resultante
ersetzen, deren Richtungslinie in den Quersehnitt fillt und durch dessen
Schwerpunkt geht; der Korper wird verschoben und event. in einem Quer-
schnitte abgeschioben.

4) Drehungs-Elasticitiit und Festigkeit. Die iusseren Kriifte
lassen sich fiir jeden Querschnitt durch ein resultirendes Kriiftepaar ersetzen,
dessen Ebene dem Querschnitte parallel ist; der Korper wird um seine
Mittellinie verdreht und event. abgedreht.

19. — Alle unter den vorgenannten einfachen nicht enthaltenen Fille
werden als zusammengesetzte Elasticitiit und Festigkeit be-
zeichnet. Sie lassen sich bei stabférmigen Kirpern als Verbindungen von
zweien oder mehreren jener cinfachen Fiille betrachten; doch werden unter
derselben Bezeichnung auch solche Fille hegriffen, in welchen die Kiirper-
form nicht wohl als Stabform zu Dbezeichnen, niimlich nicht ungezwungen
auf die in No. 15 angegebene Art entstanden zu denken ist, wie z B. bei
plattenfirmigen Korpern, Rohren und Gefissen.

Derjenige Fall zusammengesetzter Elasticitiit und Festig

]'trl!' hi'i :-'.!;lh

formigen Korpern, welcher als Verbindung von Zug- oder Druck- mit

Biegungs - Elasticitiit und Festigkeit erscheint, ist verhiiltnissmiissig einfach
theoretisch zu behandeln, indem es sich dabei nur um die Zugammensetzung
von Normalspannungen handelt, die in demselben Punkte nach derselben
Richtung auftreien, was einfach durch algebu:
wegen der praktischen Wichtigkeit dieses Falles wird ihm unter der Bezeich-

he Addition geschehen kann;

Grashof, Festigkeitslehro, &
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18 Einleitung.
nung als zusammengesetzte Jiecungs-Elasticitit und Festigkeit
ein besonderes Capitel unmittelbar hinter denjenigen Capiteln  gewidmet,
illen handeln.

welehe von jenen beiden ersten einfachen I

Ebenso wiirde die Combination des dritten und vierten einfachen Falles,
niimlich von Schub- mit Drehungs - Elasticitiit und Festigkeit, einfach anf die
Zusammensetzung von Tangentialspannungen hinauslaufen, die in demselben
Punkte derselben Ebene nach verschiedenen Richtungen auftreten, was nach
looramm der Krifte geschehen kinnte; zur besonderen Hervor-
hebung dieses Falles, etwa als zusam mengesetzte Drehungs -Elasti-
citit und Festigkeit, liegt indessen eine praktische Veranlassung nicht vor.

Alle tibrigen Fiille der zusammengesetzien Elasticitiit und Festigkeit er-
fordern zu ihrer theoretischien Behandlung eine erweiterte Grundlage in Betreff

dem Paralle

der allgemeinen Beziehungen zwischen den Normal- und Tan-
schiebungen, welehe

gentialspannungen, Ausdehnungen und Vers
in demselben Punkte eines belasteten Kirpers nach verschiedenen Richtungen,
stattfinden;
‘hickt, in-

resp. in verschiedenen Ebenen und nach verschiedenen Richtur
diese Beziehungen werden deshalb im sechsten Capitel voraun
soweit fir die im siebenten Capitel abgehandelte allgemeinere Theorie der
sammengesetzten Elasticitiit und Festigkeit ihre Kenntniss nithig ist.

20. — Bei der Zug- oder Druck-, der einfaghen und zu-
sammengesetzten Biegungs - Elasticitiit und Festigkeit darf nach
No. 11, sofern die Normalspannungen nach den zur Mittellinie senkrechten
Richtungen nicht in Betracht kommen, die den betreffenden Aufgaben nach
sprochen werden, dass in

No. 5 zu Grunde liegende Forderung dahin ausg
irgend einem Punkte des Korpers die Spannung ¢’ oder Pressung ¢”
n

nach

smiissig

ahru

der Richtung der Mittellinie hiichstens = einem gewi

zuliissigen Werthe sein solle, welcher in der Folge mit A" resp. /' hezeichnet
wird oder auch einfach mit &, falls &' =4 gesetzt wird oder eine Unfer-
gcheidung der vorkommenden Spannungen in Beziehung anf ihren Charakter
als Spannungen im engeren Sinne oder Pressungen der Natur der hetreffen-
den Aufgabe gemiiss nicht niithig ist oder wenigstens unterlassen wird.
Diese zul:

sigen Maximalwerthe &', k" oder k sind fiir alle Punkte die:
selben. sofern, wie im Folgenden stets vorausgesetzt wird, das
Material des Korpers entweder isotrop ist oder Iaumu;_’_'s-l; mit
einer ansgezeichneten Elastieititsaxe, welche fiiberall die
Richtung der Mittellinie hat.

Bei der Schub- und der Drehungs- Elastieitiit und Festig:
keit kommen als Spannungen nur die Tangentialspannungen in den ver-
schiedenen Punkten der Quersehnitte in Betracht, die zu den betreffenden
Verschiebungen nach No. 12 in bestimmter Beziehung stehen; die Funda-
mentalforderung wird deshalb hier dadurch erfiillt, dass man diese Tangen-
tialspannungen z hijchstens einen gewissen erfahrungsmiissig zuliissigen Werth
annehmen 1§

: st, der in der Folge mit ¢ bezeichnet wird, und welcher bei
isotropem oder bei homogenem Materiale mit ausgezeichneter Elastieitiitsaxe
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nach der Richtung der Mittellinie fiir alle Punkte und alle Schubrie :htungen
e der betreffenden Querschnitte in denselben gleich ist.

Bei der zusammengesetzten Elasticitiit und Festigkeit im
Allgemeinen ist es wesentlich, daran festzuhalten, dass prineipiell nicht
sowohl ¢’, ¢” und 7, sondern die Ausdehnuneen und Zusammenzie hungen &
und £” gewisse Werthe nicht tiberschreiten sollen: weil aber einmal die oben
mit &' und k"’ bezeichneten Werthe in der praktischen Festigkeitslehre sich
eingebiirgert haben, so mige die den Aufgaben der zusammengesetzten

Elasticitiit und Festigkeit im Allzemeinen zu Grunde zu legende Forderung
7 meht auch dahin ausgesprochen werden, dass das Produkt 7¢’ resp. F¢” in irgend
einem Punkte und nach irgend einer Richtung hichstens den erfahrungsmiissig
zuldssigen Werth X' resp. &’ annehmen darf, der bei nicht isotropem Ma-
Tax teriale fiir verschiedene Richtungen um]lwulvn ist.

21. — Die passende Wahl der Werthe ¥ und &’ fiir die verschiedenen
{.‘-l\ll-‘it!‘llt.‘-tiﬁll-il:lI‘lt{‘l‘i’l“f'll ist zugleich von den Werthen % (¢/) resp. £ (¢/) und
K' resp. K” der Tabelle in No. 14 abhiingig: je kleiner die Verhiiltnisse
i E(d) (&9

o nd _j “ sind, je weiter also ein bis zur Elasticititsgrenze belasteter

Kirper noch von dem Zustande entfernt ist, bei welehem der Zusammenhang
der materiellen Punkte (ml"clmin n wird, einem desto grisseren aliquoten
Theile von F(¢") resp. E ( dagegen ecinem desto kleineren aliquoten
Theile von K* resp. K" muss man k' resp. k" unter sonst gleichen Um-
stiinden gleich setzen,

Eine feste Regel lisst sich dariiber nicht aufstellen, weil noch mancherlei
praktische Riicksichten obwalten, z B. die Formiindernng, welche auch
abgesehen von der Fest

oleeit unter Umstiinden eine gewisse Grisse nicht
iiberschreiten soll, die von der ganzen Construction den Umstinden gemiiss
tiberhaupt beanspruchte Dauerhaftigkeit, die Widerstandsfiihigkeit des Mate-
rials gegen atmosphiirische Einfliisse, die Abnutzung, welcher ein Maschinen-
theil durch Reibung unterworfen sein kann, die verschiedene Leichtigkeit
und Billigkeit der Ersetzung eines schadhaft gewordenen Constructionstheiles
durch einen anderen, der verschiedene Grad, in welchem auf der Festigkeit
verschiedener Constructionselemente diejen der ganzen Construction be-
ruht, die grissere oder {_vllnwln- Gefalir, welehe mit einem etwa eintretenden
Bruche fiir den regelmd

7

igen Betrieh mlw gar fiir Menschenleben verbunden
1 wiirde, ferner Stosse und Einwirku

m lebendiger Kyiifte bewegter
M.mvn die Dbei verschiedenartigen \LN]nm*n in sehr verschiedenem Grade
vnl]\r_munr:n, ) sowie andere Umstiinde, welche sich der theoretischen Beriick-
sichtigung entzichen

leutend, d:
davon al
wi F
> Gefahr in si 1C ]1 aufnehmen ]\.ﬂlfl

#*) Unter
die Dimensionen der
Mittel dazu ¢
lehrt, die ein

nentheile vorwie
1 die Hand, welches fiir

Hierher gehint u. A. auch die Erfahrung, dass das Schmiedeeisen (vermuthlich
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20) Einleit

Tm Allgemeinen kinnen deshalb nur sehr weite Grenzen fiiv & und B
angegeben werden, innerhalb weleher in jedem Falle nach praktiseher T
fahrung oder nach Analogie verwandter Fiille die Wahl zu treffen ist, und
swar etwa % bis Y von f (&) resp. ("), oder 'fi bis ‘2o von K’
resp. K.

Was die passende Wahl des Werthes ¢ betrifft, so muss es zwar, da
itive Ausdehnungen znriickgefiihrt

die Verschiebungen auf positive und n ey
werden kinnen, einen gewissen der Elasticitiitsgrenze entsprechenden Wexth
(y) der Verschiebung geben, der von den Grenzwerthen (¢) und (¢7) fiir die 8
verschiedenen Richtungen abhiingt, und wiire deshalb ."s]l:l]il_‘_" dem oben An-
gefiihrten jener Werth ¢ zugleich von G'(y) und von 7" abhiingig zu machen;
indessen geniigt es bei der Schub- und der Torsions-Elasticitiit und Festig-
keit, wo dieser Werth ¢ liberhaupt nur in Betracht kommt, iln einfach einem
den Umstinden gemiiss grisseren oder kleineren aliquoten Theile von 7

gleich zu setzen, etwa innerhalb der Grenzen Yo und 'fea 7
;

) an Festighert

g Lol
Wenn es anbaltendeln
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ERSTES CAPITEL.

Zug- oder Druck-Elasticitit und Festigkeit.

22. — Die Liinge des stabformigen Kirpers sei =/, ein Querschnitt
= F, dic Resultante der fiusseren Kriifte fiir diesen Querschnitt = P;
die Richtungslinie der lefzteren schneidet den Querschnitt rechtwinkelig in
seinem Schwerpunkte © und beriihrt also in diesem Punkte die Mittellinie
des Stabes. Im Allgemeinen kann die Mittellinie eine beliebige Curve und
kinnen /' und 7 von einem zum anderen Punkte O derselben veriinder-
lich sein.

Die Normalgpanmmungen sind in den Flichenelementen von F so ver-
theilt, dass sie eine durch O gehende Resultante = PP haben, welchem Um-
stande am einfachsten durch die Annahme entsprochen wird, dass ¢ im
Querschnitte constant sei, mithin auch e; die materiellen Querschnitte des
Stabes bleiben dann auch bei der Belastung genaue Ebenen, und es erfahren
je zwei derselben, welche den Endpunkten eines Bogenelementes 00, der
Mittellinie entsprechen, mur eine solche Aenderung ihrer relativen Lage,
welehe als eine Tolge ihrer Drehung um die betreffende Kriimmungsaxe
der Mittellinie betrachtet werden kann.*)

Unter dieser Voraussetzung ist

)
madi, (::,) i
diec Bedingu ngsgleichung fiir die hochstens zuliissige Belastung bei gege-
benen Querschnitten oder fiir die erforderlichen Quersehnitte bei gegebener
Belastung; die Lingeniinderung des Stabes ist:

I =
1 Pdl
Ty oo
b £
(7]
Streng genommen kann an den Btellen, wo die fusseren Krifte unmittelbar an
eine Krimmung der urspriinglich ebenen 1 len Querschnitte eintreten, die

1 teri
dcher werdend, f die benachbarten Querschnitie sich iibertriigt;;
» und #hnliche Unvollkommenheiten « len Rechnungen zu Grunde gelegten Annah-
men lassen gich, ohne zu unpraktizch subtilen Untersuchungen zu schreiten, nur durch die
in der Wahl des Werthes % liegende Sicherheit unschidlich machen,

nn, allmiliz sc

BADISCHE =
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Mlasticitit und Festighkeit

9 Iug- oder Diruck

A. Stabformiger Korper von constantem Querschnitte.
93— Ist ausser /" auch P constant, so ist die Bedingungsgleichung

fitr 2 oder F':

P=LrF
und die Lingenindernng des Stabes:
Pi
AL =T

Dieser Fall liegt insbesondere dann vor, wenn der Stab gerade ist
und nur eine l'i]:;f..i:_:v siussere Kraft P ihn am Ende nach der Richtung
der Axe angreift, withrend die Wirkung des eigenen Gewichts G des Stabes
vernachliissigt wird.

Letzteres darf in den meisten Fiillen geschehen. Befindet- sich aber

der gerade Stab bei grosser Liinge in verticaler Lage, so kann
es nothig sein, die eigene Schwere als dussere Kraft mit zu beriicksichtigen;
wird dann der vertical hiingende Stab unten durch die ziehende oder der
vertical stehende Stab oben durch die driickende Kraft 7 angegriffen, die

also in beiden Fillen vertical abwiirts gerichtet ist, so nimmt in beiden

Fillen die Resultante der finsseren Kriifte von dem nnmittelbar angegriffenen

nach dem anderen Stabende hin von P bis P+ G zu, und es sind die

obigen Gleichungen zu ersetzen durch:

(P 415 Gl
B

Bei entgegengesetzter Richtung von P wiirde hierin (¢ oder P (je nach der

P+G=kF; 4l =

relativen Grosse beider Kriifte) entgegengesetzt zn nehmen sein.

I. Zug-KElasticitit und Festighkeit.

2% — Gerade Stibe von constantem Querschnitte sind \'i"l“ﬂll,‘,’-‘*\"'-"lﬂ{‘
geeignet und angewendet worden zur experimentellen Bestimmung der Uon-
stanten K, (

Zur Bestimmung der absoluten Festigkeit K’ brauchen die
Stiibe nicht lang zu sein, und es ist hauptsiichlich Sorce zn tragen, das
die Richtungslinien der belastenden Kraft am einen und der \\'inlt-r.-;i:t:u]s‘

) und £ eines gegebenen Materials.

kraft am anderen Ende genan mit der Axe des Stabes zusammenfallen;

auch sind diese Enden so zu verstiivken, dass der Riss an einer solchen

mittleren Stelle erfolgen muss, wo eine gleichformige Vertheilung der Span-
nung im Querschnitte mit Sicherheit vorausgesetzt werden darf. (Cf. No. 22,
Anmerkung.) Ist dann P die totale Spannung im Augenblicke des Reissens

P - ) ) y P
und F' die urspriingliche Grosse des Querschnitts, so ist K’ = 7
An der Stelle, wo der Riss erfolgt, findet zuweilen eine betriichtliche Zusam-
menziehung des Quersehnitts statt, und ist deshalb die specifische Spannung

’

! .
Fr

im Augenblicke des Reissens eigentlich entsprechend grosser als indessen

Baden-Wiirttemberg
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Zug- oder

ist es iiblich, diese auf den urspriinglichen Quersehnitt bezogene specifische
Spannung = K' zu setzen.

Bei der Bestimmung von (¢) und & miissen die Stiibe mig-

;f
e I’
lichst lang genommen werden, damit ein gewisser Fehler bei der Ablesung
von 4! einen moglichst kleinen Fehler von ¢ = el verursache. Es eignen

sich deshalb zu diesem Zwecke besonders Driihte, mit welchen auch dex-
gleichen Versuche im ausgedehntesten Masse von Gerstner, Liagerhjelm,
Brix, Wertheim u. A. angestellt wurden.

25. — Das Verhalten beim Zerreissen von Stiben aus versehie-
denem Material ist wesentlich verschieden.

Kurzfaserige Holzer (Eichen, Buchen), Gusseisen und iiberhaupt alle
Gussmefalle, anch Gussstahl, zeizen bis znm Augenblicke des Reissens
keine andere wesentliche Ve

iinderung, als die auf die ganze Liinge des Stabes
gleichmiissig vertheilte, stetig zunchmende Ausdehnung; der Riss erfolgt plitz-
lich, ohne dass durch eine auffallende Erscheinung seine Niihe gich ankiindigte.

Langfaserige Hiolzer (insbesondere Nadelhdlzer) zeigen fiir das Auge
dinderung, als die allgemeine Aus-

zwar anch keine andere wesentliche Ve
dehnung, allein der bevorstehende Riss kiindigt sich dem Ohre durch das
immer hiiufiger werdende klingende Abreissen einzelner Fasern an.
Schmiedeeizen und fiiberhaupt alle streckbaren Metalle, ins-
besondere auch Kupfer und in geringerem Grade Schmiedestahl, zeigen,
wenn die Spannung eine gewisse Grisse erreicht hat, auch bei urspriinglich

iiberall moglichst gleichem Querschnitte, neben der allgemeinen Ausdehnung
noch eine auffallende Zusammenziehung des Querschnitts an irgend einer
Stelle des Stabes, welche mehr und mehr zunimmt bis sie ebendaselbst den
Riss veranlasst.

26. — Der in der Tabelle unter No. 14 angegebene Mitlelwerth der
Zugfestigkeit des Holzes nach der Richtung der Fasern (A’ =800)
bezieht sich vorzugsweise auf Tannen- und Buchenholz; Eschenholz hat im
Durchsehnitt eine g

ere, BEichenholz eine kleinere Zugfestigkeit. Dagegen
en die Fasern bei Eichenholz
und allen harten Holzern verhiiltnissmiissig grijsser, etwa s derjenigen nach

ist dieselbe nach der Richtung senkrecht

der Faserrichtung, bei weichen Holzern aber oft kleiner als % von jener.
Im Durchsehnitt aus verschiedenen Versuchen hat sich ergeben, dass die
Zuglestigkeit des Eisenblechs senkrecht gegen die Walzrichtung etwa
nur 0,9 von derjenigen nach der Walzrichtung betriigt; bei Blechen aus
Holzkohlen-Roheisen ist der Unterschied beider Festigkeiten kleiner, bei
Blechen aus Coks-Roheisen grosser. Die Angabe A’ = 3500 in No, 14 kann
als Mittelwerth fiir die Walzrichtung ge

en.
Aus Versuchen, welche von W. Fairbairn in England und schon
frither von einer Commission des Franklin-Instituts in Philadelphia iiber den

BADISCHE
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und Festig

24 Zng- oder Druck - Elas

Binflugs der Temperatur auf die Zugfestigkeit des Sehmiede-
eisens angestellt wurden, ist zu schlicssen, dass dieselbe mit wachsender
Temperatur Anfangs nicht nur nicht abnimmt,
bei ungefihr 2000 C. liegenden Maximum gunimmt, welches bis 2095 grisser
als der urspriingliche Werth bei gewbhnlicher Luft-Temperatur;
Hitze nimmt dann aber die Festigkeit schnell ab, &0
dass sie bei der dunklen Rothglibhitze (600—7007 C.) nur noch Ya—"s
des wewvhnlichen Werthes betriigt.® )

Die Zugfestigkeit des Kupferbleehs nimmt mit wachsender Temperatur
bestindig ab und betigt bei 4000 C. nur noch etwa Y2 derjenigen bei 0%

sondern sogar bis zu einem

sein kann,
bei weiter gesteigerter

97 _ Dureh Himmern, Walzen und anderweitige, mif starkem Drucke
auf die Oberfliiche verbhundene Bearbeitung erfaliren die streckbaren Metalle
besonders in den Oberfliichenschichten eine Verdichtung und iiherhaupt eine
gewisse vortheilhafte, die Festigkeit erhthende Texturveriinderung. Diese
Wirkung ist am auffallendsten beim Ziehen der Drihte: die sonst im All
gemeinen dem Querschnitte proportional zu setzende totale Festigkeit erfdhrt
dadureh einen dem Umfange proportionalen Zuwachs, so dass, unter  den
Durchmesser des Dralts verstanden, die totale Festigkeit

= ad® + gd,
mithin die specifische Festigkeit:
: 4 / g
s — | + - \
= \“Ta)
gesetzt werden kann. Dureh das Ausgliithen nimmt die Festigkeit
ab, indem die Verdichtung grossentheils wieder versechwindet. Werden fiir
diesen Fall die Coefficienten e und § insbesondere mit e; und 8, bezeichnet,
g0 gelten nach Versuchen von Karmarseh, die freilich nur mit Driihten
von verhilltnissmiissic  weringer Dicke angestellt wurden, die folgenden
Werthe, vorausgesetzt dass « in Millimetern, die Festigkeit in Pfunden

(4 Y2 Kilogr.) ausgedriickt wird:

nicht gegliiht gogliiht

. |8 (ty B

Stahldrabt . ... ....| 100 | 90 G

Eisendraht, bester 100 25 53 6

3. zewihnlicher 72 36 45 10

Messingdraht ., .. .. 86 16 45 11

Kupferdraht . ... .o .. 5b | 15 37 | 0

Platindeaht . . .. .. & s 3 | 19 29 15

Zinkdraht ........ a0 35 - | -
Draht von hartem Blei

i » Weichem —

eines Dampfl
; Blecl

18t, von -‘;‘.\::a-‘-.ln-.r |-|‘||]..]..

W
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fug- oder Druck

Durch das Ausgliihen vermindert sich im Allgemeinen die Festigkeit verhiilt-
nissmiissig um 80 mehr, je diinner der Draht ist, sofern niimlich im Allgemeinen
fr. P = ; ;

l_c; o U ist; nach der Tabelle macht nur der Messingdraht eine Ausnahme,

28, — Die Angabe A’ = 6500 Kilogr. pro Quadrateentimeter fir Eisen-
draht (in der Tabelle unter No. 14) bezieht sich auf ungeglihten Draht
und entspricht besonders den sorgfiltigen Versuchen von Brix, angestellt
mit Driihten von 1%s bis 1% Linien oder ungefiihr 3 Millimeter Durchmesser;
sie wiirde mit den Zahlen von Karmarseh iibereinstimmen

bei Voraussetzung besten Drahts fiir d =12 Millim.,

43 » gewihnlichen W=
Durch das Au
auf ungefihr

B
ihen nimmt die Zugfestigkeit des Eisendrahts nmach Brix
a des frilheren Werthes ab. Der Elasticitiitsmodul /' erfihrt
dadurch keine wesentliche Aenderung. Am auffallendsten ist aber der
Unterschied der Ausdelmungen ¢ im Augenblicke des Reissens: bei unge-
glithtem Drahte ist diese = 0,0034, bei gegliihtem dagegen = 0,0885.

29. — Hanfseile und Drahtseile.

Die specifische Festigkeit eines Hanfseils ist je nach der Giite des Hanfs,
der Anfertigungsart des Seils und der Dauer seines Gebrauchs verschieden, etwa
= 500 bis 800 Kilogr., sofern es sich noch in gutem Zustande befindet. Sein
erforderlicher Durchmesser « bei gegebener Zugkraft P ist:

i =
/4P o1 /P
g ‘ — —1,128 ‘/ =

- ) Yo e
im Durchschnitt ¢ = 5 V2 entsprechend % = 103.

jesteht ein Drahtseil aus n Driihten, so ist
Durchmesser !
3 s ‘

jedem einzelnen Drahte der

kn
zu geben. Ein rundes Drahtseil besteht hiiufig aus 36 Driihten, nimlich
6 Litzen von je 6 Driihten, und sind dann im Querschnitte des Seils die Quer-
schnitte der einzeluen Driihte innerhalb 6 regelmiissiger und in Seiten sich be-
riihrender Sechsecke (den einzelnen Lifzen entsprechend) um ein Ttes Sechseck
herum (einer inneren sogenannten Haunfseele entsprechend) so gruppirt, dass man
den Durchmesser d des ganzen Seils nahezu setzen kann:
d =94 . cos300;
wird hiernach fiir ein rundes Seil allzemein
d= i cos 300 . ¢ 1'n
2
gesetat, d. h. anch bei verschiedener Zahl und Gruppirung der Driihte d? propor-
tional nd* angenommen, so ist allgemein

[a1p w1/ P
d = ‘..f i = 1,466 ‘/;‘:'J
wofiir im Durchsehnitt zu setzen ist:

d = 211] VP entsprechend & — 859.
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26 Zug- o

30, — Ein anf gewohuliche Art von Stangen getragener Telegraphendraht i
hat eine Spannung, welche abhingt vom Gewichte des Drahts — p pro Liingen- 5§

ginheit, von der Entfernung = 2a zweier Stangen und von der Hishe & des Bogens,
in welechem der Draht zwischen den Stangen niederhingt., Dieser flache Bogen
kann fiir einen Parabelbogen gelten mit derselben Niherung, mit welcher p anch
als das Gewicht pro Lingeneinheit der Horizontalprojection betrachtet werden darf, I

[st die Spannung des Drahts im Scheitel = P gereben, 80 MUSS
e

ssla

sein: mach den Stangen hin nimmt dann die Spannung nur sehr wenig, bis

VP25 (pa)? zu.
Bei Erniedrignng der Temperatur nimmf die

£ =t 272\
= 2a | —— ]
\ 3 at)
zu setzende Liinge des Drahts; somit auch & ab und P zu; soll nun die Spannung b
im Scheitelquersehnitte erst bei einer solchen Temperatur — P werden, welche ¥

um ¢° niedriger ist, als diejenige, bei welcher der Draht gelegt wird, so darf er

beim Legen nur so stark angezogen werden, dass die Bogenhihe
1,5 wt

hy= Vi + 1puta = rr‘ (35) 3

ist, unter « den Ausdehnungscoefficienten des Drahts verstanden. T

[ [ pa’\?

Il. Druck-FElasticitit und Festigkeit.
31. Zn Versuchen iiber die Druckfestigkeit A" verschiedener
Materialien eignen sich vorzugsweise gerade stabfirmige Korper von con-

! stantem (kreisformigem oder quadratischem) Querschnitte /' und geringer
Liinge. Um bei so kleiner Liinge mit Sicherheit
Sl
K" ==
F
setzen zu diirfen, unter 77 den die Zerstorung bewirkenden Druck verstanden,

ist es nithig, dass nicht nur die Richtungslinien des resultirenden directen

Druckes an der einen Endfliche und des entsprechenden Widerstandes der

» an der anderen genau in die Axe des Korpers fallen, sondern es ‘.u-ll-_
lem durch entsprechende Zwischenlagen dafiiv zu sorgen, dass beide :
: Pressungen miglichst gleichformig in den Endflichen vertheilt seien. | |
Bei solchen Versuchen wurden gewthnlich die Materialien in Form von %

Wiirfeln angewendet; Rondelet u. A. hielten bei dieser Form die Druek-

festigkeit fiir am grissten, besonders bei Steinen, Jedoch hat Hodgkinson

durch spitere Versuche mit Prismen von Stein, Holz, Schmiedeeisen und na-

mentlich Gusseisen :

izeigt, dass die Festigkeit mit zunehmender Hihe der

Prismen von der kleinstmiglichen Hohe an durchweg abnimmt, so lange

letztere nicht grisser ist, als die 3fache Dicke,*) und dass sie dann nahe
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constant bleibt, bis die Hohe das 6fache der Dicke betriigt. Damit hiingt es
auch zusammen, dass der Widerstand eines massiven prismatischen Korpers
ren Zerdriicken bei gleicher Liinge und gleichem Inhalte des Querschnitts
nicht ganz von dessen Form nnabhiingig, sondern um so grissser, je kleiner

der Umfang, am grissten also fiir die Kreisform des Quersehnitts ist.
Compressionsversuche zur Bestimmung von (¢7) und 5 sind
schwieriger anzustellen uud seltener ang

stellt worden, als Ausdelmungsver-
suche zur Bestimmung von ) und E. Es sind dazu lange Stiibe niithig,
deren Biegung, wenn sie frei stinden, den Versuch storen wiirde: um solche
Biegung zu hindern, ist der Versuchsstab in eine starke rohrenformige Lei-

tung zu stellen, welche so dicht anschliesst, dass es nur eben muelich ist,

durch ein passendes Schmiermittel die Reibung unschiidlich zu machen.

a0

32. Auch das Verhalten beim Zerdriicken ist bei verschiedenen
Materialien wesentlich verschieden; wihrend einige, wie namentlich weiche
Metalle, u. A. selbst sehr weiches Schmiedeeisen, sich blos zusammen-
driicken lassen ohne dabei in Stiicke zu zerfallen, werden andere, wie Guss-

eisen, Holzer, Steine, giinzlich zertriimmert, zeigen aber gewihnlich
schon lange vorler Spriinge und Risse.

Daraus, dass verschiedene Experimentatoren verschiedene Kennzeichen
als bestimmend erachteten, um die Festig

keit fiir iiberwunden ansehen zu
diirfen, sind zum Theil die sehr abweichenden Angaben iiber die Werthe
von K" zu erkliren, welche aus demselben Grunde ohne genaue Angabe der
niiheren Umstiinde kaum einen wissenschaftlichen Werth haben. 8o beziehen
sich z B. in der Tabelle unfer No. 14 die fiir Messing und Blei angegebenen
Werthe auf eine Zusammendriickung bis ', der Werth fiir Kupfer auf eine
solehe bis etwa "4 der urspriinglichen Hihe.

Spriode Kiorper, namentlich Steine, zerfallen vorwiegend in pyrami-
dale Stiicke, deren Spitzen im Innern des Korpers zusammen liegen und von
denen diejenigen besonders deutlich a usgebildet zu sein pflegen, deren Grund-
flidchen die gedriickten Endfliichen des Kirpers sind. Die ersten Spriinge zeigen
gich (nach Brix) bei Steinen gewihnlich schon bei einem nur halb so grossen
Drucke, als bei welchem sie in Triimmer zerfallen.

Bei Holzern, besonders langfaserigen Hilzern, die nach der Riehtung
der Fasern gedriickt werden, kiindigt sich die Niihe der Zerstorung durch
eine wulstformige Erhthung an, welche, dem Umfange eines Querschnitts
folgend, an irgend einer Stelle hervortritt.

33. — Die Druckfestigkeit der meisten natiirlichen Steine, selbst
im Uebrigen ganz iihnlicher Varietiten, ist zwar je nach ihrem Fundorte,
diejenige der Ziegelsteine und des erhiirteten Mirtels je nach dem ver-
wendeten Materiale und der Darstellungsweise so sehr verschieden, dass
brauchbare Mittelwerthe sich kaum angeben lassen; als ungefiiiver Anhalt
und vorbehaltlich specieller Versuche und ortlicher Erfahrungen migen in-
dessen folgende Zahlen dienen:
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Raaale o et (L Aol iR = 1900 ]
Gueiss und Granit . . . . . . , = 600 b
N R e e R R P R e — S T }
SRR ARTEIT IR L LR g s == ey A
Gewthnlicher Ziegelstein . . . . , = 60

Futer Mortel von Kalk und Sand. , = 40,

Natiirliche Steine, welche ein geschichtetes Gefiige haben, leisten
einen grigseren Widerstand, wenn der Druck senkrecht gegen die Schichten
stattfindet, als mach einer anderen Richtung, Die Festigkeit des Mirtels
nimmt, selbst wenn er schon Jahre alt ist, noch merklich mit der Zeit zu.

Bei Steinen, wie bei allen harten, mehr oder weniger spriiden Kirpem,
ist es wesentlich, den Druck recht gleichfiirmig

in der Druckfliiche zu ver-
theilen, um die Druckfestigkeit zur vollen Geltung zu bringen; es dienen daz
Zwischenlagen von weicherem Material, und ist es hei Manerwerk der Mortel,
welcher neben seiner Bestimmung als Bindemittel aueh diesen Dienst leistet.

34. — Die zuliissige Belastung eines auf Druckfestigkeit in Anspruch ge-

nommenen Korpers ist hiinfig nicht sowohl durch die Druckfestizkeit dieses

Kirpers, als vielmehr durch ganz andere Umstiinde bedingt, z. B. die Belastung

eines eingerammten Pfahls durch die Widerstandsfihigkeit des Erdreichs gegen

das weitere Eindringen, Lin Beispiel aus dem Maschinenbaufache sind dig

Zapfen stehender Wellen, welehe bhei
grisseren Durchmesser J erhalten, als mit

rogebenem Drucke 7 einen viel
sicht auf die Festigkeit des
Materials des Zapfens (gewohnlich Stahl) und der Pfanne (Rothguss oder eine
andere harte Metalleomposition) nithiz wiire. Mas eebend ist hierbei in hoherem
Grade die Riicksieht auf moglichst geringe l-lr\\'iirn.unu_g und Abnutzung, welehe
Wirkung der Reibung mit dem specifischen Drucke und der Geschwindigkeit der
gleitenden Bewegung wiichst, so dass jener specifische Druck nm so kleiner sein
muss, je grisser diese Geschwindigkeit ist. Wird diesen Verhiiltnissen ent-
sprechend mit Redtenbacher von der empirischen Formel
o 1

_fTHl"' o _lf-{-- bn IJ{-

e
ausgegangen, unter n die Umdrehungszahl pro Minute verstanden, so ergiebt sich

/ \

d=anpP(1+\V/1+_8),
\ ntl’/ |

unter ¢ und 2 Constante verstanden, welehe durch ¢ und » bestimmt gind, niimlich:

20 e
o = T 2 ==

i ! b2t

Setzt man T
& = 755 und & = 0,000007 7,
entsprechend einem specifischen Drucke — 127 Kilogr, fiir n — 0, dagegen nur .
= 20 Kilogr. fiir schwere Wellen mit d = 16 Centim. bei n = 120 (nach Redten-
bacher), so ist 3
a==0,000014: 7= 51020000,
Fiir schr langsam gehende und nicht sehr stark belastete Wellen ist nithermngs-
weise zu setzen:

d = “1[" . ‘f’ = 0.1 ].-f"
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B. Stabférmiger Korper von verinderlichem Querschnitte.

35. — Einem stabiérmigen Korper an verschiedenen Stellen einen ver-
schiedenen Querschnitt zu geben kann man hauptsiichlich veranlasst sein in
der Absicht, einen sogenannten K@rper von gleichem Widerstande
herzustellen, d. h. einen Kirper, dessen Festigkeit bei gegebener Art der
Belastung in allen Querschnitten gleich stark in Ansprueh genommen wird;
die Aufgabe besteht dann darin, das diesem Zwecke entsprechende Gesetz
der Veriinderlichkeit des Querschnitts zu ermitteln.

Bei der Zug- oder Druckfestigkeit kamn diese Aufgabe sich darbieten,
wenn ein stabfirmiger Korper mit gerader Mittellinie vertical hiingend unten
oder vertical stehend oben durch eine nach der geraden Mittellinie oder Axe
abwiirts gerichtete iiussere Kralt /7 ange

riffen wird und der Kirper so lang
ist, dass sein eigenes Gewicht eine mit P vergleichbare oder gar fiber
wiegende Grisse hat. Ist dann
£ der Querschnit! im Abstande 2 von dem durch die Kraft 7 ange-
griffenen Ende des Kirpers,
s das specifische Gewicht des letzteren und
e die Basis der natiirlichen Logarithmen,
s0 wird der Forderung, dass in allen Punkten aller Querschnitte die Span-
nung oder Pressung = £ sei, durch die fiir alle Werthe von = giiltige
Gleichung:
B Y
}"‘:-il e &
entsprochen. Es miisste darin —s statt s gesetzt werden, wenn P vertical
aufwiirts gerichtet wiire.

d6. —Die Gleichung der yorigenNo. kiinnte zurFormgebung langer Sehacht-
gestinge Anwendang finden, wenn nicht die stetige Veriinderlichkeit des Quer
sehnitts hierbei praktisch unausfiihrbar wiire. Niiherungsweise lisst sich aber der
Zweck erreichen, indem man das Gestiinge aus verschiedenen Stiicken, von unten
an gerechnet etwa mit den Liingen 4 & I;. . . zusammensetzt und deren Querschnitte
Iy Iy I,.., fir jedes einzelne Stiick constant, so wiihlt, dass in den obersten
Querschnitten aller Stiicke die specifische Spannung = k ist. Dieser Forderun
entsprechen die Querschnitte:

]

- S

k—sly

)7,

Fy = If__ -

(k—sly) (k—sl)
: PE2
Iy et ..___’F_ te.

(k=sl) (k—sb) (

Insbesondere mit &, — [, = & ..., = [ wird:

: Birng n
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ZWEITES CAPITEL.

Biegungs-Elasticitit und Festigkeit.

37. — Nach der Definition in Nr. 18 wird hierunter derjenige Fall ver-

standen, in welchem die Husseven Kriifte sich filr jeden Quersehnitt durch I
ein resultirendes Kriiftepaar ersetzen lassen, dessen Ehene den Querschnitt 1t
rechtwinkelig schneidet und dessen Moment hier mit M bezeichnet werden

goll. Freilich ist dieses Kriiftepaar im Allgemeinen unvermeidlich von einer
Kraft K begleitet, deren Richtungslinie in die Ebene des Querschnitts fillt,*) ek g
von deren Wir L
Der dadurch be;

Fehler ist um so kleiner, je grisser die Linge |
| des stabférmigen Kirpers im Vergleich mit seiner oriissten Hohe A ist, auch
kleiner fiir solche Querschnitte , welehe eine constante Breite oder gar ihre
grosste Breite in der Mitte haben, als fiir solche, welche von der Mitte nach
Ausgen hin an Breite zunehmen.
Unter der Hohe eines Quersehnitts oder der Hohe des Stahes an
der Stelle eines gewissen Querschnitts wird hier und in diesem Capitel iiber-
haupt die grosste mit der Ebene des Paares M parallel gemessene Di-
miension des betreflenden Querselmitts verstanden, d. h., die Entfernung

derjenigen beiden zur Ebene von M senkrechten Geraden, welche den Unm-
fang des Querschnitts so beriihren, dass sie

ihn ganz zwischen sich fassen.

Jede andere zur Ebene von M senkrechte Gerade, welche zwischen den beiden
vorgenannten liegt, bestimmt durch die Summe ilrer in den Querschnilt
fallenden Strecken die Breite desselben an der hetreffenden Stelle; die |
dreite in der Mitte wird auf solehe Weise bhestimmt durch diejenige zur
!-\;lu-m:- von M senkrechte Gerade , welche durch den ré.-i.“-\-]-.lmu]\t des
Querschnitts geht und welche die Axe des Kri ftepaars M genannt wer-
den =oll.

Wenn fiir jeden Querschnitt die Breite in der Mitte nicht kleiner ist,
als an einer anderen Stelle, so ist der durch die Vernachlis igung der
Kraft & begangene Fehler schon dann sehr klein, wenn die Liinge [ des

Cf. No 17, letzte Glei
das Moment M mit AM,.

wo diese Kraft mit R. bezeichnet ist, ebenso Wi

BADISCHE =
/ LANDESBIBLIOTHEK Badca Wilcttemberg



BLB

s-Elastiaitit und Festigheit. 31

Kirpers kaum = seiner griissten Hohe /4 ist (ef. Nr. 174). Ist aber die
Breite der Querschnitte gerade umgekebrt in der grissten Entfernung von

=]

der Axe des Paares M am grissten, so kann die Vernachliissigung der Kraft
R auch bei grisserer Liinge des Kirpers wesentlich fehlerhaft sein, Be-
sonders gilt dies von zusammengesetzten Triigern, welche, wie grissere
Briickentriiger, aus zwei von der Fliche der Axen der Paare M miglichst
entfernt gehaltenen Haupttheilen (sog. Streckbalken, Rahmstiicken, Guriungen)
bestehen, welche durch eine verhiiltnissmiissiz diinne Wand (oder einige
golche Wiinde) oder durch ein System von Stiben mit einander verbunden
sind; indem nimlich die Kraft /2 oder eine Componente derselben (cf. Nr.17)
als das Mass der Schnelligkeit betrachtet werden kann, womit das Moment
M von einem zmm andern Querschnitte sich indert (abgesehen von den
zwischen diesen beiden Querschnitten unmittelbar angreifenden insseren
Kriften), diese Veriinderung aber bei einem auf die angedeutete Art zusam-
mengesetzten Tri

ver [ast allein dureh die wand- oder stabftirmige Verbindung

der beiden Streckbalken vermittelt wird, so werden die Anstrengungen di
Verbindungstheile fast nur durch die Kriifte bedingt, wiihrend die Stre
balken zumeist durch die Kriiftepaave M in Anspruch genommen werden.
Solche zusammengesetzte Triiger sind deshalb in diesem Capitel, wenn auch
nicht ganz, so doch wenigstens in Bezichung auf die Functionen und die
Widerstandsfiihigkeit der fraglichen mittleren Verbindungstheile ausgeschlossen.

38, — Damit fiir alle Querschnitte die in Nr. 16 mit M; bhezeichneten
Kriiftepaare, deren Ebenen den betreffenden Querschnitten parallel sind
= Null sein kinnen, muss VOIalsg

setzt werden, dass die l{iciitung'sﬁ‘
linien der Husseren Kriifte die Mittellinie des Ko6rpers schnei-
den. Von der eigenen Schwere des Korpers, sofern sie als belastende Kraft
berticksichtigt werden soll, wird diese Voraussetzung jedenfalls erfiillt, weil
der Sehwerpunkt jedes scheibenformigen Korperelementes, welches von zwei
unendlich nahen Querschnitten begrenzt wird, in der Mittellinie liegt.

Damit auch fiir alle Querschnitte die in Nr. 16 mit [y bezeichnete, tan-
gential an die Mittellinie gerichtete Kraft = Null sein kiinne, muss ferner
vorausgesetzt werden, dass die Richtungslinien der Husseren Krifte die
Mittellinie nieht nur tiberhaupt, sondern rechtwinkelig schneiden. Diese
Bedingung wird von den Schwerkriiften jener scheibenférmigen Korper-
elemente nur dann erfillt, wenn die Mittellinie in einer horizontalen Ebene
liegt; ist dies micht der Fall, so werden in diesem Capitel die Schwerkriifte
Jemer Korperelemente, wenn tiberhaupt, nur mit ihren zur Mittellinie senk-
rechten Componenten beriicksichtigt, wihrend die lings der Mittellinie ge-

richteten Componenten vernachli

sigt werden.

Wiire nun aber die Mittellinie eine Curve, so wiirden trotz der ge-
machten Voraussetzungen die Kriifte 72, noch nicht fiir alle Querschnitte
= Null sein kénnen, und muss deshalb noch vorausgesetzt werden, dass die
Mittellinie eine gerade Linie sei. Die in diesem Capitel enthaltenen Re-
sultate bezielien sich also nur auf
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gerade stabfirmige Kirper,
deren cerade Mittellinie oder Axe von den Richtungslinien
der iusseren Kriifte rechtwinkelig gesehnitten wird, bevor
die Biegung eintritt. Durch diese Biegung oeht freilich die matericll
gedachte Axe in eine Curve iiber, welche diec elastische Linie genanut
wird. Damit also alle vorgenannte Voraussetzungen, welehe sich anf die

urspriingliche Form des Korpers beziehen, ohne wesentlichen Fehler auch
fiir den durch die Biegung eintretenden Gleichgewichtszustand des belasteten
Kirpers gelten, woraul es eben ankommt, wird endlich noch vorausgesetat,
dass die Biegung sehr gering sei, derart, dass alle Tangenten
der elastischen Linie mit der Axe des unbelasteten Korpers
gsehr kleine Winkel bilden.

Die primiiren belastenden Kriifte iindern gewdlmlich ihre Richtung nicht
mit der Biegung des Korpers, inshesondere natiirlich nicht, wenn sie z. B.
Sehwerkriifte sind. Die secundiiven Widerstandskyiifte der Stiitzpunkte da-
gegen, welche auch zu den belastenden oder dusseren Kriiften gehiren, er-
fahren streng genommen durch die Biegung eine Aenderung ihrer Richtung

und entsprechend auch eine solche ilirer Grisse, indem sie immer senkrecht
zur Korperoberfliiche geriehtet bleiben (abgesehen von der Reibung); ent- i
sprechend der Voraussetzung einer nur sehr unbedeutenden Biegung diirfen
aber auch diese Widerstandskriifte senkrecht zur Axe des unbe-
lasteten Korpers gerichtet angenommen werden.

fl 29, — Wenn zwischen zwei unendlich nahen Quersehnitten ' und £
nicht etwa eine iiussere Kraft von endlicher Grisse angreift, so ist der
Voraussetzung entsprechend, dass die Richtungslinien der iusseren Kriifte
des Kiirperelementes 7 dessen Mittellinie )0y rechtwinkelig sehneiden, ilre

Momentensumme in Beziehung auf jede durch O gehende Axe im Quer-
schnitte /' umendlich klein zweiter Ordnung; die Relation (ef. Nr. 17)
d M
«l’"ly\_'

gilt- deshalb auch mit Riicksicht auf die iiusseren Kriifte, d. h. es ist

= Msin '_J}’ o)

Rsin(f—¢) das wahre Mass der Schnelligkeit, womit sich A/ vom Quer-
sehnitte /7 zum Querschnitte /7y im Abstande O = ds lindert. Dabei ist
o der Winkel, unter dem die Kraft 7, § derjenige, unter welchem die Axe
des Paares M gegen die Richtung des Kriimmung
Linie im Punkte O geneigt ist, beide Winkel vom Kriimmung
im Sinne einer durch die Riehtung O, O als Axe rvepriisentirten, d. h. im it

sehen

der ela

radius aus

Sinne einer rechtliufigen Drehung genommen von der Seite desjenigen
Kiorpertheils aus gesehen, an welchem die durch 2 und M ersetzten usseren i
Kriifte angreifen. )"

I zn 2 T . . . :
40. —Durch den Umstand allein, dass die Normalspannungen in den
siimmtlichen Flichenelementen eines Querschnitts sich auf ein Kriiftepaar
miissen reduciren lassen, dessen Ebene parallel der Ebene von M und dessen

BADISCHE
BL8 LANDESBIBLIOTHEK



BLB

mgs - Elasticitit und Festigkeit,

aa
)

Moment = M ist, ist das Vertheilungsgesetz dieser Spannungen im Quer-
sclnitte noch nicht bestimmt, und es wird deshall eine Amnahme in dieser
Bezichung zu Hiilfe genommen, welche darin besteht, dass die mate-
riellen Quersehnitte auch bei der Biegung genaune Ebenen und
zur elastischen Linie senkrecht, dass sie mithin auch die
Querschnitte des gebogenen Korpers bleiben, dessen Mittellinie
eben die elastische Linie ist. Streng genommen ist diese Annahme zwar
nur mit derjenigen Anniherung zuliissig, mit welcher von der Verschiebung
der Querschnitte, niimlich von der Wirkung der Kuiifte 72 abstrahirt wird;
indessen werden die Normalspannungen selbst dadurch kaum bertihrt, weil
diese nicht sowohl von den Kriimmungen der Quersehnitte an und fiir sich,
als vielmehr von dem Unterschiede dieser Kriimmungen fiir zwei unendlich
nahe benachbarte Querschnitte abhiingen.

Sind nun O und O, zwei unendlich nahe Punkte der elastischen Linie,
I und #y die entsprechenden Querschnitte des gebogenen Korpers, so fallen
dieselben in die Normalebenen der Punkte () und Oy der elastischen Linie
und schneiden sich in der Kriimmungsaxe des Punktes (). Diejenige
Gerade im Querschnitte /, welche durch seinen Schwerpunkt ) geht und mit
der Kriimmungsaxe des Punktes () der elastischen Linie parallel ist, heisse
die Biegungsaxe des Querschnitts #. Der Ort der Biegungsaxen
aller Quersehnitte heisse die elastische Fliich e; der Ort aller Tangenten
der elastischen Linie heisse die Biegungsfliche. Die elastische Linie
ist hiernach die Durchschnittslinie der elastischen und der Biegungsfliiche;
die Biegungsaxen sind senkrecht zur Biegungsfiiiche in den Punkten der
elastischen Linie.

Theilt man die Korpe

rscheibe zwischen 7 und F) durch eine Schaar
von Kreiscylinderfliichen, welche alle die Krtimmungsaxe zur geometrischen
Axe haben, und durch eine Schaar von Ebenen, welche zn dieser Axe
senkrecht sind, in unendlich kleine Elemente Jter Ordnung, so haben je zwei
derselben, die zwischen denselben anfeinander folgenden Cylinderfliichen
liegen, gleiche Linge nach der Riehtung O0;, wnd da diese Liingen auch
vor der Biegung gleich waren, so folgt, dass in allen Punkten cines
Querschnitts, welche in einer mit der Jiegungsaxe parallelen

Geraden liegen, die Ausdehnung & gleich gross ist. Dasselbe
gilt von den Spannungen o, wenn von solehen Normalspannun-
gen abstrahirt wird, die nach tichtungen senkrecht zu 00,
stattfinden (cf. Nr. 16); denn dann ist ¢ = Iz, unter I den Elastici-
titsmodul nach der Lingenrichtung des Kiirpers verstanden.

Diejenige mit der Biegungsaxe parallele Gerade des Quersehnitts F, in
deren Punkten & und ¢ = Null sind, heisst die neutrale Axe dieses
Querschnitts,

") Sie isi dieselbe G ade, we nach Saint-Vénant in der Theorie der Corven
doppelter Kriimmung die Binormale des Punktes O der Carve (hier der elastischen Linie)
genannt wird, Sie | benso wie die Normalebenen F und F; und also anch deren Durch
schnitislinie, die Kri , senkrecht zur Schmiegungsebene des Punktes O derGarve.

Grashof, Festigkeitslehro. 3
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4. — Tst & die Ausdehnung, ¢ die Spannung in einem Punkte des
Quersehnitts #, dessen Entfernung von der Biegungsaxe = 7 ist (positiv auf
der convexen, .Ilt‘.g:it‘l\" auf der concaven Seite der elastischen Fliiche), s, die
Ausdehnung in allen Punkten der Biegungsaxe und ¢ der Kriimmungshalb-

messer der elastischen Linie im Schwerpunkte O von I’ (= der Entfernung
der Kriimmungsaxe von der Biegungsaxe), so ist:
Il "1'
e==& -+ L]. -+ Eg) pr
L

oder mit Vernachlissigung des kleinen Gliedes 2t Ordnung:
3 .
e= g+ —; o=.Ie.
0

Hierdurch ist ¢ fir jeden Punkt eines Querschnitts bestimmt, wenn
ausser den betreffenden Werthen von & und g auch die Lage der Bie-
gungsaxe im Querschnitte bekannt ist.

Im Allgemeinen kann die Biegungsaxe mit der Axe des Paares M einen
Winkel bilden, welcher von der Form des Querschnitts und von der Lage
der letztgenannten Axe in demselben abhiingt. Zerschnitte die durch ¢

gehende Ebene des Paares M den Querschnitt I in zwei symmetrische
Hiilften, so fiele die Biegungsaxe mit der Axe des Paares M zusammen und
die Schmiegungsebene des Punktes O der elastischen Linie mit der Ebene
von M. Damit dasselbe fir alle Querschnitte gelte, wird zuniichst die fol-
semacht, welehe in den meisten Fiillen der Praxis sich

gende Voraussetzung
genau oder anniiherungsweise erfilllf findet:

A. Die Richtungslinien aller dusseren Krifte liegen in
einer Ebene, welche Symmetrieebene des geraden stab-
formigen Korpers ist.

49. — Diese Ebene — die Kraftebene — ist die gemeinschaftliche Ebene
aller Paare M und die gemeinschaftliche Schmiegungsebene aller Punkte der
elastischen Linie. Letztere ist also eine ebene Cnrve, die Biegungsfliiche ist
Biegungsebene und fillt mif der Kraftebene zusammen. Die Biegungsaxen und
die neutralen Axen aller Querschnitte sind zur gemeinschaftlichen Biegungs-
and Kraftebene senkrecht, und die elastische Fliche ist eine Cylinderfliche.

Der in Nr. 39 mit 8 bezeichnete Winkel ist jetzt = 907, der Winkel @
= 0 oder 180°, jenachdem [ die Richtung des Kriimmungsradius oder die
entgegengesetzte Richtung haty es ist also ]

d M
3 ds e i ‘{"}
und in denjenigen Querschnitten, fiir welche /2 = 0 ist, ist M/ ein Maximum
oder Minimum, und zwar ein Maximum dann, wenn 5 vom Positiven

s
T 1 g T 5 . - " L
znm Negativen durch Null geht, d. h. wenn die Kraft &, nachdem sie 1
den vorhergehenden Querschnitten die Richtung des Kriimmungsradius hatte,
in die entgegengesetzte Richtung tiberzeht.

Baden-Wiirttemberg
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Die elastische Linie wird im Folgenden auf ein rechtwinkeliges Coordi-
natensystem bezogen, dessen Abscissenaxe, wo nicht eine andere Lage aus-
driicklich bemerkt ist, in der urspriinglich geraden Axe des Stabes liegen,
Jedenfalls derselben parallel sein soll; die Ordinatenaxe ist dann stefs pa-
rallel den Richtun Zur Erleichternng des Aus-
drucks migen die Letzteren bei der Darstelling der betreffenden Gesetze
und Formeln vertical
dann horizontal, die Ordinatenaxe vertical, und zwar sei sie abwirts ge-

slinien der iinsseren Kriifte.

richtet angenommen werden: die Abscissenaxe ist

richtet positiv. Bind dann die primiiren Husseren Kriifte Schwerkriifte, so
haben sie die Richtung der positiven Ordinatenaxe, und es ist in den Quer-
schnitien /2 = 0 das Moment M ein Maximum oder Minimum, jenachdem an
den betreffenden Stellen die elastische Linie coneav nach Oben oder nach
Unten ist.

Natiirlich gelten die unter dieser Voraussetzung gefundenen Gesetze
auch flir jede nicht horizontale Lage der urspriinglich geraden Stabaxe, sofern
wenigstens die eigene Schwere des Stabes entweder ganz vernachlissigt
oder nur mit ihrer zur Axe senkrechten Componente beriicksichtict wird.

Im Allgemeinen wird die Abscissenaxe als #-Axe, die Ordinatenaxe als

y-Axe angenommen und die Biegung als so gering vorausgesetzt (ef. Nr. 38),

dass ohne wesentlichen Fehler der Kriimmungsrading der elastischen Linie:

£ dyng o
(|+i NN 8

L b ida /i

da? da?
kann. Entsprechend wird auch statt des Sinus
oder der Tangente des Winkels, den die elastische Linie mit
der #-Axe bildet, immer dieser Winkel selbst gesetzt.

geselzt werden

43. — Ist dF der Inhalt eines der Biegungsaxe im Abstande 7 paral-
lelen unendlich sehmalen Flichenstreifens des Quersehnitts 7, o die Spannung
in allen Punkten desselben, so folgt aus den Gleichgewichtshedingungen

JodF = 0; fodF.n = M

nach Nr. 4
g

g =0und — =M

1] -Q ?
heitsmoment des Querschnitts in Beziehung auf die
Biegungsaxe bezeichnet wird, welches in der Folge kurzweg das Trig-

in Verbindung mit ¢ = &

wenn mit J das Tr

heitsmoment des Querschnitts genannt werden soll; es ist
J = n2dF
d. h. die Summe der Producte ans den Inhalten der Flichenelemente und

den Quadraten ihrer Abstinde von der Biegungsaxe,
Die Gleichung g, = O lehrt, dass die Biegungsaxe mit der neu-
tralen Axe zusammenfillt.

BADISCHE
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- d2

i LEGY : Yy
Die Gleichung —i{—— = M dient in Verbindung mit — = Zog durch
y [} 4 H

zweifache Integration zur Bestimmung der angeniiherten Gleichung der elasti
gehen Linie, sofern o/ und M bekannte Functionen von @ sind. Aus ihr folgt:
o1 _ My,
0= .-'!"j' = Flaal |

1T

— M = Momentensumme der Spannungen eines Quersehnitts

Die Grisse
in Beziehung auf die Biegungsaxe heisst hinfort kurzweg das Spannungs-

moment des Querschnitts.

44. — Ist fiir irgend einen Querschnitt
¢ der grosste Werth eines positiven 1),
¢ der griosste Absolutwerth eines negativen 7,
¢’ die grisste Spannung im engern Sinne,
¢’ die grosste Pressung, so ist
M M
% J
Beide Werthe iindern sich im Allzemeinen von einem zum andern Quer-
schnitte, und es darf dabei ¢’ hochstens = &', ¢” hichstens = k' werden,
(Of. Nr. 20.) Dieser Forderung wird entsprochen, indem man die Verhilt-
nisse so wihlt, dass der grissere der beiden Quotienten

max. o' ML
— I .

=1 wird; der Querschnitt, in welchem dies der Fall ist, heisst der Brueh-
querschnitt.

*) Das Resultat des Zusammenfallens der Biegungsaxe und nenfralen Axe ist wesent-
lich falsch fiir die Querschnitte in der Nihe derjenigen, fir welche M = 0 ist. Es berubt
niimlich wesentlich auf der Gleic

_1""-”' = 0, wofiir eigentlich I.f.‘”--‘lfr'r = i)
oosetzt werden muss, unter &, die in Nr. 16 niiher hezeic
Kraft verstanden, welche freilich sehr klein, nimlich
elastischen Linie gegen die x- Axe proportional ist. Mit

I .
0= LT’ wihrend die Gleichung ——'\J—— = M
unveriindert bleibt, Die neutrale Axe erhiilt aber jetzt den Abstand

hnitten, fiir welche M = O ist, soga

» je nach dem Vorzeichen von . Fiir o

von der Biegung, co, riickt also i de
s Unendliche auf der einen oder :
erhilt man

R, . My

o o
1 das erste Glied trotz seiner Kleinheit das
hnitte M = 0. Weil aber die
ohne praktisches Interesse
der hier bezeichneten Cory

vorhanden,

mnd kann hi
der Qu

ite iiberwiegen in der Nihe
en O rachnitten

gonanere Kennini n o in dis

W

rhaupt ein praktisches Bediirfniz
dionen an den oben unter Nr. 43 angefihrten Resultaten 1

zur Anbringung

hit
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&

Damit die Zug- und die Druckfestigkeit des Materials in gleichem Magse
verwerthet werden, sind die Verhiilinisse so zu wihlen, dass gleich-
zeitig

-

i

H
5
g
‘.

4

.
|

max, o' maz, o
- -_,J',"-_-_‘:_‘_f.‘”—”:l
wird, was im Allgemeinen in zwei verschiedenen Querschnitten der Fall sein
kann, die dann beide Bruchquersehmitte sind. Besser ist es aber, in jedem
einzelnen Querschnitte die Zug- und Druckfestigkeit in gleichem Magse
auszunutzen, also fiir jeden
¢ a”

aaiva

zu machen, was dadureh geschicht, dass die Form jedes Querschnittes und
seine Lage gegen die Kraftebene der Bedingung
o rr
& e

RO s
entsprechend gemacht wird. Dann wird auch in demselben Querschnitte,

welcher demnach alleiniger Bruchquerschnitt ist, zugleich
max. ¢ maz. 6"
i = 7 i
Immerhin aber wiirde es im Allremeinen nur dieser einzige Quersehnitt

sein, in welchem die Zug- und die Druckfestigkeit des Materials vollstiindig

ansgenutzt werden; damit es in allen der Fall sei und dadureh ein sogenannter
Kérper von gleichem Widerstande hervorgehe, miisste der Querschnitt
entsprechend der Veriinderlichkeit von M derart verinderlich gemacht wer-
den, dass in jedem Querschnitte

o' a” M Me"

F- — F — 1, also 7}{:';' = _J-}r._JT —
ist. Selbst dann wird nur in den Hussersten Punkten aller Querselnitte die
Widerstandsfiihigkeit des Materials vollstindig verwerthet, in den iibrigen
aber um 8o weniger, je niher sie der Biegungsaxe liegen. Dies ist ein un-
keit in Anspruch ge-
nommenen stetigen stabférmigen Korper, und es Lisst sich die dadurch

vermeidlicher Mangel bei einem nur auf Biegungsfesti

bedingte Materialverschwendung nur bis zu gewissem Grade vermindern, in-
dem man, soweit es die Umstinde gestatten, die Masse des Korpers in
mijglichst grosser Entfernung von der elastischen Fliiche auf beiden Seiten
anhituft, also ./ miglichst gross macht bei gegebenem F. Bei einem aus
cinzelnen stabférmigen Theilen zusammengesetzten Triger indessen
lisst es sich erreichen, und es ist dies eben der Zweck einer solchen, freilich
nur bei grossen Dimensionen (z. B. bei Briickentriigern) sich lohnenden

Counstruction, dass alle Theile fast nur gezogen oder gedriickt werden, dass
also in den Querschnitten der einzelnen Theile die Spannungen oder Pres-
sungen fast gleichftrmiz vertheilt sind und somit die Widerstandsfiihigkeit
des Materials bei angemessener Grisse der einzelnen Querschnitte fast voll-
kommen verwerthet wird.

BADISCHE =
LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg



BADISCHE
BL8 LANDESBIBLIOTHEK

sticitat und Festi

45. — Bei den Fiillen der Biegungsfestigkeit, welche im Maschinenban

vorkommen, iiberhaupt bei beweglichen Construetionen im Gegensatze zun den
ind Baufachs ist es meistens nothig, dass die

unbeweglichen des Ingenieur-
entweder nur bei der Ume

Widerstandsfihigkeit des betreffenden Kirpers
itungen oder selbst dann ungeindert bleibe, wenn die
Der erste Fall (z. B.

kehrung der Kraftricl ¢
Kraftebene sich beliebig um die Karperaxe dreht.
Zilme von Zalmriidern, Arme von Riidern und Riemenvollen ete.) bedingt
Querschnittsformen, welehe in Beziehung
liec schneidende Axen symmetriseh sind, da

auf die Biegungsaxe, folglich in

Bezichung auf zwei sich rechtwinke
der zur Biegungsaxe senkrechte Schnitt der Kraftebene mit dem Querschmitte
hier stets :|i:~' Symmetrieaxe des letzteren vorausgesetzt wird: im zweiten
Falle (z. B. tragende Wellen und Wellzapfen) miissen diesen beiden Sym-
‘riicheitsmomente des Querschnitts ent-

metrieaxen zundem gleich grosse T
sprechen, so dass also dieses Moment iiberhanpt constant ist fiir alle Geraden,
welehe dureh den Schwerpunkt des Querschnitts in seiner Ebene gezogen
werden konnen. In beiden Fiillen ist immer ¢ =¢” und muss deshalb, wenn
Verwerthung der Zug- und Druck-

¥ pieht = ¥’ ist, auf die gleichmiis
fostickeit des Materials verzichtet werden; es koramt dann nur der kleinere
bend in Betracht, welcher in der

der beiden Werthe ' und ' als massg
Folge mit k& bezeichnet wird, ebenso wie jeder der gleichen Abstiinde ¢
und &' mit e.

Ferner ist es bei einfachen, d. h. nicht auns verschiedenen Theilen zu-
sammengesetzten stabftrmigen Korpern theils wegen des natiirlichen Yor-
kommens (insbesondere bei hilzernen Balken), theils mit Riicksicht auf die
praktische Herstellung oder wezen gewisser Nebembedingungen oit nicht

moglich oder wenigstens nicht vortheilhaft, eine der theoretisch rationellsten

Form eines Korpers von gleichem Widerstande genau oder niiherungsweise
entsprechende Korperform zu wiihlen, sondern ist vielmehr die miglichst ein-
fache Form eines seraden stabfGrmigen Kirpers mit constantem Quers
gehnitte durch die Umstinde vorgezeichnet. In anderen Fiillen, namentlich
des Maschinenbaues, ist, wenn auch der Querschniit nicht gemau constant

gein sollte, doch eine theoretische Beriicksichticune seiner Veriinderlichkeit
iiberfliissig. Es wird deshalb im Foleenden dieser Specialfall des constanten
Quersel
mehr,
Tyiger von veriinderlichem Querschnitte als erste Anniherungen gute Dienste

laisten.

nittes einer besonders eingehenden Behandlung unterworfen, um 0

ls die fiiv ihn geltenden CGesetze auch bei der Berechnung grosserer

46. — In dieser und in den folgenden Nummern sind die Triigheits-

momente J der am hinfigsten vorkommenden und einfacheren Quersehnitts-
formen enthalten; in den Figuren ist mit J die Axe bezeichnet, worauf sich
das ebenso bezeichnete Triigheitsmoment bezieht.

Unter den in Beziehung aunf die Biegungsaxe symmetrisehen
Querschnittsformen st g
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das Rechteck (Fig. 1) die einfichste; dafiir ist:

= ' 7 OB ¢ A
v — 13 3 € = '_-)_ .
= | Um bei gegebenem Inhalte & des Quersehnitts die Funetion
' Tty % e
B e
Fig. 1. miglichst gross zu machen, muss & moglichst gross, also &
! ; ! . J
entsprechend klein gemacht werden; damit aber diese Vergrisserung von —
&

nicht anf Kosten der ndthigen Widerstandsfihigkeit gegen die zufillice Ein-
wirkung von Seitenkriiften g

schehe, empfellen sich noch mehr die folgenden
vom Rechtecke abgeleiteten Querschnittsformen:

_ AR e .
NN e B / 4
E el - Sl 2 LR
i\ / 4 . ufi I
Fig. 2. Fig. 8. Fig. 4.

Krenzférmiger Quersehnitt (Fig. 2):

;. bH® + (B-b)&s ; H

o
Doppelt-Tformiger und hohler rechteckiger Querschnitt
(Fig. 3): :
7 BH3—b73 H
T T3 e
Doppelt-rechteckiger Querschnitt (Fig. 4), wohei eine Verbin-
dung beider Theile durch Verstrebung vorausgesetzt ist, deren geringer Ein-
fluss auf das Triigheitsmoment des resultirenden Quersehnitts vernachliis-
sigt wird:

7 B(H5 —13) H
d= . 6= s
Bei einem rechteckigen Balken von Holz, der aus einem run-

den Stamme geschlagen werden soll, ist das erreichbare Maximum der
J
Funetion — ein durch jene Bedingung beschriinktes, und die Aufgabe kommt

darauf hinaus, in einem Kreise vom Durehmesser ¢ ein Rechteck so zn zeich-

nen, dass, unter b die kleinere und unter 4 die grissere Seite verstanden,

die Function 6A? ein Maximum wird; die Losung ist:
. - =
b= ‘f.-’ L - h= "’";’/ .
3 &
die Construction des fraglichen Rechfecks ist dadurch bestimmt, dass die Pro
jectionen der Seiten & und /& auf die Diagonale d sich wie 1:2 verhalten.
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&7. — Das Triigheitsmoment eines reguliiren Polygons ist fiir jede
in seiner Ebene durch seinen Mittelpunkt gehende Axe:

F i &2
Ji 19 (.).r'- — -_7>,

unter I° den Inhalt, s die Seite des Polygons und unter » den Radius des
"’ sind je nach der Lage der

umschrichenen Kreises verstanden; ¢ und ¢
Bicgungsaxe verschieden zwischen den Radien des um- und des einbeschrie-
benen Kreises als iiussersten Grenzen. Bei rofirenden Wellen, wo dergleichen
Querschnitte hauptsiichlich vorkommen, ist als ungiinstigster Fall € =¢' =7
zu setzen.

Mit s = O erhiilt man das Triigheitsmoment eines Kreises vom Ra-
dius # fiir einen beliebigen Durchmesser:

md
—_— e[l o=~ i

e 1 ] E )
daraus das Triigheitsmoment einer Ellipse mit den Halbaxen a und &, be-
zogen auf die Hauptaxe = 2a:
; w at (h\i‘ mwab?

= —13e=0b
4

| =
7y 4

48. — Unter den in Beziehung auf die Biegungsaxe micht symmetrischen
Querschnitten ist der doppelt-Tférmige Querschnitt der gewihnlichste
und bildet wenigstens die Grundform anderer zusammen-

wesetzterer Formen fihnlichen Charakters. Bei demselben
ist mit Riicksicht auf Fig. 5 die Lage der Biegungsaxe
hestimmt durch:

1 al2 -+ (b H:;-r.lr:? + |h[ -zrur,"l:jf; r.-'l;

- 1 ; e — % “alk 3 |_1":;rr.| d + (by-a)d; 3
: 1 /) - mit e = a".a.; ¢, f=¢ d, fy =e;—d; ist dann ferner:
l‘:f J= 3 | bet 4 byeyd — (b—a) f* — (bi—a) fi®
) Mit 6y = @ erhiilt man hieraus fiir den T fGrmizen
@i . % . P
| Querschnitt (Fig. 6):
1 ah?4 (b-a)d?
el ¢= ks ad
EAL 0 : __-_ 6 = e 5 fh;':' r.""J
E o ¢ 1 [ 2 i
a : J = 3 bed + ey (b—e) 9 }
= + L o=
% "5‘ Ist ein solcher Querschnitt durch # Elemente be-
g, O

stimmi, g0 kann man im Allgemeinen n—2 Relationen
zwischen denselben willkiirlich annehmen und eine weitere der Forderung
gemiiss ansetzen, dass

Ii i’

[ [

_"r‘." = ;If'ln
sein  soll; hiernach sind alle # Elemente dureh eins derselben bestimmt,
-l

a a
‘1_.;' — J'f_u'
0 l

welches schliesslich davon abhiingt, dass im Bruchquerschnitte oder




T T ey S T g, Y T Ty Wi e e ————— -

bei cinem Korper von gleichem Widerstande in allen Querschnitten = 1
sein soll.

49. — Bei Berechnung der Function J fiir gewisse Quersehnittsformen
und bei gewissen Lagen derselben gegen die Biegungsaxe ist es oft be
quemer, zundichst das Triigheitsmoment = J/y filr ¢ine andere Axe zu bereeh-
nen, welche der Biegungsaxe im Abstande « parallel ist; die Reducetion auf
letztere geschieht dann mittels der Gleichung:

J=J,— e’
Bei Berechnung von J/; fiir soleche Querschnitte, welche sich als alge-

braische Summen von Rechtecken und Dreiecken, die mit ihren Grundlinien
auf der betreffenden Parallelaxe stehen, betrachten lassen, ist es niitzlich zu
bemerken, dass das Triigheitsmoment eines Rechtecks 44 fiir seine Grund-
linie b:
blk?
Jp=—
o
o)
und dasjenige eines Dreiecks von der Grundlinie & und Hohe 4 fiir seine
Grundlinie: -
fJf]a b
1)‘.] = —
12
ist,
Wenn der Querschnitt dureh eine empirische oder durch
eine sehr complicirte mathematische Curve begrenzt ist, kann

17 zur Berechnung von .J irgend ecine der he-
| & ‘ kannten Niherungsformeln zur Berechnung
_ _ cines bestimmten Integrals (mechanische
s | S Quadratur) angewendet werden, Z. B. man
g 7 i theile die Hihe / (cf. Nr. 37) in eine gerade
[ o 0 m -
o - d Anzahl gleicher Theile:
//: =
b g !{ =na
v T ] X und messe die Breite
L NI sse die Breiten
Vg i Yo Y1 Yz «.v: Yn
in den Abstinden 0 a 2¢ .... na
[.": T 1 . . r 4 IR
i von der Grundlinie O Y (Fig. 7), d.h. von
einer der heiden zur Kraftebene senkrechten Geraden, welche den Querschnitt
beriihrend zwischen sich fassen, so ist:
r=2( - )
r= 3 \.‘_.-‘., +4d 42y + 4y + 2t oo 4y + n |

ferner der Abstand der Biegungsaxe von der Grundlinie: '
oL

g= oV |\ Ly + 2.2ys+4.3ys + 2. by 4+ .. . + 4 (n- 1),{"!! 1+ u.f}.f,,)

und das Trigheitsmoment in Beziehung auf die Grundlinie:
as f
Ji= 3 I'\l_r_x; + 228+ 4.2y + 2,42, + .., + L(n—1)2yy—y + n2y, \:
endlich 3
J=Jy = Fee,
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Diese Formeln kinnen w A, zur Bevechnung den Funetion of umid der
Lage der Biegungsaxe fiir dem Quevselnifti einer Disenbabnscliene umd in

iihnlichen Fiillen Anwendung finden.

I. Gerader stabformizer Kirper vom comstantenn @merschmitte.

50. — IHat in diesem Falle die elastizsehe Linie keime Infilexions-
punkte, d. h. ist sie fiberall nacl devselben Seite concav geliogen, so s
der Bruchquesschnitt (cf. Nu. 44) denjenige; fiin welchen das vesulfivends

Moment der fusseren Kuiifte am grossten ist, und der Fondemmg, dass
max. ¢ hochstens = I und maw. ¢ hivehstens = A" seil, wind deadunel: ent-
sprochen, das maw. M dem kleineven der heiden Wertlie
J J
o Jrn o
/ 7 und A" —

gleich gesetzt wird, welcher das Widerstandsmoment des: Stabes fii
den betreffenden Sinn der Biegung genannt und mil I Hezeichnet
werden mige

V' =k oder ¢ d" = ¢, so ist

unter ¢ im 1ten Falle den grisseren der Wenthe ¢ und &)
s k , 2tm Falle , kleineven , B B M
verstanden.

Wird der Forderung entsprochen, dass die Zug- und die: Dimckfestighet
des Materials in jedem Querselimitte in gleichem Grade im Anspruch genom:
men werden sollen, so ist 7

T

W= ; — 4

i @

Hat aber die elastische Linie Inflexionspunlkte, so tauschen ¢ und
¢’ fiir die entgegengesetzt gebogenen Stabstrecken ilive Wentlie nmy umdl it
deshalb das Widerstandsmoment W’ fiiv die naclh Oben concaw gelorensn
Stabtheile im Allgemeinen von demjenigen = TF" fiin: die nach [Unten concax
gebogenen Stabtheile verschieden; ist danm meaa. W dex orriinptie Wiently won
M fiir die ersteren, maz. M"” der grisste Wenth vom 3 fiir die Tetuforen

Stabstrecken, so wird der Fovderung, dass maz. ¢ = ¥ undl maa. o =k

anace. S v, 3"
W und - W
L gesetzt wird; der betrefiende Querselinitlt, wo dieser Maximalwenth =1
stattfindet, ist der Bruchquersehnitt. I

sein soll, dadurch entsproclien, dass der grissere der leiden Quotienten

Ist in diesem Falle ¥/ =" =} oder ¢ = ¢" — g, 80 ist

W =W"=k J. 5

wenn im Ltn Falle unter ¢ der eriasere der Deiden Wentlie ¢ und &
2ten Falle unter k& der kleinere der beidem Wenthe 2 und ¥ wenstanden wird,

i
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und der Bruchquerschnitt ist derjemige, fiir welchen M am grissten ist,
einerlei ob daselbst der Stab mnach Oben oder nach Unten concav ge-
||ul:_1't':|l ist.

Die Bedingung, dass die Zug- und die Druckfestizgkeit in gleichem Grade
verwerthet werden, erfordert eine entgegengesetzte Lage des Quersclinitts

gegen die Biegungsaxe in den entgegengesetzt gebogenen Stabstrecken, wo
durch die Kenntniss der Inflexionspunkte von construetiver Wichtigkeit wird;
auch in diesem Falle ist W' = W und der Bruchquerschnitt derjenige, fiir
welehen M am grissten ist.

Bei den im Folgenden betrachteten besonderen Fiillen wird vorausge
setzt, dass alle primiiren Krifte in gleichem Sinne gerichtet

seien: vertical abwiirts, wenn der Stab horizontal liegend gedacht wird.
a. Der Stab ist am einen Ende befestigt,
am anderen fref.

ol. — A sei das hefesticte, B das freie Ende des Stabes, die Liinge
AB =1,

M ist am grissten im Querschmitte bei A. Hat der Stab eine iiber

2

geiner ganzen Liinge gleichftrmig vertheilte Last @ und ausserdem eine bei
B concentrirte Last P zu fragen, so ist:

O\
=

g Ml
i \ +

Sind ausser der gleichformig vertheilten Last Q
verschiedene Lasten P, Ps P; . .. vorhanden, welche
gen in den Abstinden a; a3 as ... vom Ende 4 angreifen,

:
*
;1

80 ist: £
| = Q1 p.
maw. M= Z(FPa) + - _)' . "
82. — Wellzapfen.
Ist I die Liinge, d der Durchmesser eines cylindrischen Zapfens, der durch
die rechtwinkelig gegen die Zapfepaxe gerichtete Reaction P des Lagers auf

Biegungs

Festigkeit in Anspruch genommen wird, so darf P als gleichftrmig auf
der Linge I vertheilt vorausgesetzt werden, und erhiilt man dann mit [ — od

durch Gleichsetzen

von maz, M = -}_-.'..).“ I_I
. " w3
mit W = ,{-_‘i — s
e
16 s
7y J.-/—_ “t . 1' P — 296 “f t_t}_
nk ) / 2
n
= 1,2 + ——
5 : 60d

T-‘if?!ll @ = 3 gesetzt werden, indem namentlich, je grisser n, eine desto grisgsere
ac F Farhii iibermissicer Frhits E
Auflagerfliche zur Verhiitung iibermiissiger Erhitzung und Abnutzung des Zapfens

BADISCHE =
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erforderlich ist. Bei miissig schnellem Gange, etwa bis n = 60, kanu auch )
iibereinstimmentd

1
a—=12 = g
genommen werden und mit Redtenbacher {67 B i
g - rdi : 51
d=0,18}P fiir gusseiserne Zapfen, entsprechend k = 189 T
A nd
d=0,12YV7r , schmiedeeciserne , » k= 424 A

Fiir Zapfen von Stahl kann unter solchen Umstiinden geselzt werden:

d = 0,09 'l-f-'_. entsprechend & = 786 bei o« = 1,25. -
o3, — Radzihne.
Ist @ die Zahndicke im Theilkreise, =
[ die Liinge, nach der Richtung des Radius gemessen,
b die Breite des Zahns = der Radbreite,
50 ist unter der Voraussetzung, dass der Druck £%) in der fiusseren Kante des
Zahns angreift, gleichformig in der ganzen Breite 4 vertheilt und senkrecht zur
Liinge ! gerichtet, dass auch die Zahndicke an der Wurzel nicht wesentlich von |
a verschieden ist, die der Gleichung
i 322
LF]
entsprechende Zalmdicke: a = ‘ » % A
wenn [ = la, b = ga gesetzt wird, Nimmt man fir gusseiserne Zihne
J =15 und k= 90, so wird
o3
o ‘y 105
und mit 2 = 6 als Mittel fiir gewthnliche Transmissionen:*")
a=0,13)P,
Wenn hilzerne Zilne mit eisernen zusammen arbeiten, so kann fiir erstere
bei gleichen Werthen von [ und b die Dicke «; = 1,5 a gesetat werden, entsprechend
9N 2
i (\ .90 =10,
3
Uebrigens kann sich bei ungenauer Lagerung der Wellen, mangelhafter Aus-
fiilhrung der Riider oder beim Dazwischenkommen cines kleinen Kirpers der noch o
ungiinstigere Fall ereignen, dass der Druck 7 sich an einer Zahnecke concentrirt i
und dieselbe abzubrechen droht, am wahrscheinlichsten in einer Bruchiliiche, i
#y  Aus der Angzahl der tiberty mngszahl pro okl

) agenen Plerdestivken = NV, der Un
Minute = = und dem Theilrissradius = r Centimeter findet man

P — 71620

— Kilogr.,
‘alls nur ein Paar Zihne in

i

rch Mensel

werden

ist 3 1

grosser bis 8 zu setzen.
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welche unter 45° gegen die Stirnfliche des Zahns geneigt ist. Diesem Falle ent-
spricht die Maximalspannung
,
3

e :

I

-k =2k fiir A=1,0 und 2=6,

wodurch der nur kleine Werth & = 90 gerechtfertigt ist.
Aus der Zahndicke « findet man die Theilung der Riider

bei blos eisernen Zihnen etwas = 2a, etwa — 21a,
bei eisernen mit hillzernen w = 20a, ,, = 26ba.
54, — Wenn der am Ende A befestigte Stab eine am freien Ende B

concentrirte Liast / nebst einer auf seiner ganzen Liinge AB =1
gleichfrmig vertheilten Last € zu tragen hat, so findet man die
7 : angeniiherte Gleichung der elastisehen Linie

7 e ']I' I fiir das aus Fig. 8 ersichtliche Coordinatensystem
i durch zweimalige Integration der Differentialglei-

chung:

"u o ijhr ( & ,.
¥ !
Fig. 8. {v{'. Nr. 43) wie folgt:
a2(: 3l—a) a2 (62—4 [z + @2%)
i g LT ) (B, b e Cadl A
W= L= tae i 211 -'

daraus mit # = { die Durchhiegung am Ende B, d. h. den Maximal-
werth von y:

, P g ¢
i 54 L
: e 18
Mit @=o0 istd = W e
TR 2
)! =g () === ’.’)‘_ }: o 1 I’IJ.‘

wenn § den Winkel bedeutet, unter welchem die Tangente der elastischen
Linie bei 13 gegen die a-Axe geneigt ist.

55, — Wenn der Stab A5 nach irgend einem anderen Ge
helastet ist, wobei im Allgemeinen von A nach 3 gerechnet
an gewissen Stellen €; Cy G .
in den Abstiinden @ az as ... von A eine Ste-
tigkeitsunterbrechung der Belastung stattfindet, so erfihrt die elastische
Linie daselbst ensprechende Unterbrechungen |I|1ur Stetigkeit,
ben die einzelnen Strecken A€ 1 G G s

setze

und es ha-
. ihre besonderen
Gleichungen, welche auf folgende \‘um_- gi-i'llnnlml werden, “wenn
hei Gy 103 Gy
mit Yt Yo ¥s... die Neignngswinkel der elastischen Linie gegen AX
und mit o7 ds dy. . . die betreffenden Ordinaten oder

Durchbiegungen
bezeichnet werden.

BADISCHE :
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Bei gegebener Belastung und gegebenem Querschnitte ergiebt sich aus
der Momentengleichung by
0] dty T
i ~— BJ——= M (cf. Nr. 43)
0 u’_;-; :
a2y il

. — einer bekannten Funection f(2),

-
e
welehe aber fiir die verschiedenen Strecken AC;, CiCs. . . verschieden ist.

Ist nun fir die Strecke AC;

2 h ;
i A fi(z), so folgt daraus durch Integration:
da® ; y z
] A d Yy i Al
:j':. = ¢y (), Constante bestimmt durch: 2= 0, TR 03

Y= ;I.'_ll-.r'::_, - - & a=0, y= (14

daraus mit @ = a; : y1=@i(a); 01 = Yila)
Ist dann fiir die zweite Strecke ( .

- = fy(w), so folgt fiir dieselbes

di
= (pa (), Constante bestimmt durch @& = ay, ”,r'J_ =1,

Yy = s x), %3 2y g =01 Y =i 1P

daraus mit @ = a2 Y2 = @a(as); g = Ye(az) u. 8. W.

56. — Eine Stetigkeitsunterbrechung der Belastung an einer

| gewissen Stelle ¢ im Abstande @ von A riihrt entweder davon her, dass I
daselbst eine Kraft P von endlicher Grosse angreift, oder davon, dass die .

stetig vertheilte Belastung = p pro Liingeneinheit sich daselbst plofzlich um

einen endlichen Werth 4p iinderf. Im Ausdrucke von M kommt in Folge
dessen beim Passiven des Querschnitts €, wenn man von B nach A fort-

schreitet,
im ersten Falle das Glied P (a-2)

(a—a) 2

. Zweiten , o T s
hinzu, und es #ndert sich also bei C

. im ersten Falle {f.'u?

da ’
d*M
r||r,1" 2
2 fen

um eine endliche Grisse, entsprechend einer Stetigkeitsunterbrechung der 2

, Zweiten

| o Y =
resp. 3ten Ordnung von M = EJ 7 <, also der 4ten resp, Hlen Ordnung von ¥
L1 A
Diese Bemerkung gilt fiir jede Art der Unterstiitzung oder
Befestigung des Stabes. ]
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Biegt

b. Der Sitah ist an heiden Enden unterstiitzt
oder hefestigt.

57. — Dieser Fall schliesst die 3 Specialfiille in sich, dass der Stab
AB an beiden Enden nur gestiitzt, oder am einen Ende gosti
anderen befl

zt und am
t, oder endlich an beiden Enden hefestiet ist. Sind
A und B die durch die primiiren belastenden Kriifte hervorgerufenen Wi

derstiinde der Stiitzen oder Befestigungen an den gleich be-
zeichneten Stabenden,
[4] und [B] die in den Hussersten Querschnitten daselbst hervorgerufenen
Spannungsmomente,
@ und 8 die Winkel, unter welchen die elastische Linie bei A resp. B gegen
die gerade Verbindungslinie AB ihrer Endpunkte geneigt ist,
so ist [ 4] oder [B] =0, wenn bei A oder B der Stab nur gestiitzt ist, und
es ist deshalb derjenige der 3 genannten Specialfille, bei welehem der Stah

an beiden Enden befestigt ist, der allgemeinste, aus welchem die bei-
den anderen durch die Voraussetzung abgeleitet werden k@nnen, dass eines
der beiden Spannungsmomente [A] und [B] oder dass beide = O seien.
Umgekehrt kann anf diesen Fall des beiderseits unter beliebigen Win-
keln @ und g

geneigt befestigten Stabes auch der noch allgemeinere Fall
zuriickgefiihrt werden, dass zwischen den Stiitzen oder Befestigungen an den
Enden des Stabes sich noch eine beliehige Zahl von Zwischenstiitzen befindet:
cf. Nr. 91—100.

Hinsichtlich der Art der Belastung des Stabes sind unendlich viele
Fille mijglich, und kann deshalb die Art der Jehandlung der betreflenden
Aufgaben (iihnlich wie in Nr. 55) im Allgemeinen nur angedeutet werden:
cf. Nr. 88,

Specieller ausgefiihrt wird der Fall, dass die Belastung in einer gleich
formig auf der ganzen Liinge AJB = I vertheilten Last ¢ =pl und in sol-
chen Kriiften Py Py . .. besteht, welche in gewissen Punkten Ci1Cs... con-
centrivt angreifen, ein Fall, welcher seinerseits wieder auf den noch ein-
facheren zurtickgefiihrt wird, dass ausser der gleichformie vertheilten Last Q
nur eine einz solche in einem Punkte € concentrivte Last P vor-
handen ist,

Der Stab wird dabei horizontal liegend gedacht, wiihrend die primiiren
Krifte wie Schwerkiifte lothrecht wirkend vorausgesetzt werden; die unter
dieser Voraussetzung entwickelten Formeln gelten allgemein fiir den Fall,
dass alle primiiven Kuiifte in gleichem Sinne gerichtet sind, falls nur diese
Richtung iiberall der lothrechten und die geneigte Riehtung der Stabaxe der
horizontalen Richtung substituirt wird.

58. — Die elastische Linie AB ist jetzt im Allgemeinen nicht mehr
wie im vorigen Falle sub s, in ilrer ganzen Erstreckung nach derselben
meite, sondern theilweise nach Oben, theilweise nach Unten concay gekrlimmt,
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Dieser entgegengesetzen Kriimmung soll hinfort auch ecin entgegenges
I

= M entsprechen,
o

setztes Vorzeichen des Spannungsmomentes

und zwar wird dasselbe positiv oder negativ gesetzt, jenachdem die elastische
Linie an der bestrefienden Stelle nach Oben oder nach Unten concav ge
kriimmt ist. Das so algebraisch verstandene Spannungsmoment des Quer-
schnitts X im Abstande @ vom Ende A des Stabes wird mit [X] bezeichnet.
X bezeichne zugleich die Resulfante der fusseren Kriifte fiir den gleich
bezeichneten Quersehnitt, d. h. die algebraische Summe der fusseren Kiriifte
incl. des Widerstandes A, welche auf das Stiick AX des Stabes wirken, und
es werde auch diese Kraft X algebraiseh verstanden, niimlich positiv
oder neeafiv gesetzt, jenachdem sie aufwiirts oder abwiirts gerichtet ist.
Hiernach liisst sich die Gleichung

dM Sl
= R (ef. Nr. 42),
i s dx A /
weil absolut genommen = X = ist, anch so schreiben:
1[X ;
axi - X
({8

und sie ist nicht nur mit Riicksieht auf die absoluten Werthe, sondern auch
mit Riicksicht auf die Vorzeichen richtig, weil /¢ die Richtung gegen den
Kriimmungsmittelpunkt oder die entgegengesetzte Richtung hat, jenachdem
die Vorzeichen von [\[ und X gleich oder entgegengesetzt sind.

In derselben Weise sind nun auch die in Nr. 57 bezeichneten Wider-
standskuiifte A und B positiv oder negativ, jenachdem sie aufwiirts oder
abwiirts gerichtet sind, desgl. die Spannungsmomente |A] und | 5] positiv
oder negativ, jenachdem die elastische Linie an den betreffenden Enden nach
Oben oder nach Unten coneav gekrilmmt ist.

Was die in der vorigen Nummer noch bezeichneten Winkel ¢ und f
betrifit, so wird ihre Definition dahin ergiinzt, dass ¢ gebildet werden soll
von der Richtung AB mit der gegen /3 hin gerichteten Tangente des

Punktes A der elastischen Linie, 8 von der Richtung 5A mit der gegen A
hin gerichteten Tangente des Punktes /3 der elastischen Linie, und dass
endlich beide Winkel ¢ und 8 positiv oder negativ gesetzt werden,
jenachdem sie unterhalb oder oberhalb der Geraden AL liege

1. Der Stab hat eine gleichformig auf seiner ganzen Liinge vertheilte und
eine an einer beliebigen Stelle concentrivte Last zu tragen.

859, - Die gleichformig vertheilte Last sei im Ganzen = ¢, pro Liin-
geneinheit des Stabes =p, also Q = pl. Die Kraft I’ greife in einem Punkte
€' der clastischen Linie an, dessen Abstiinde von den Endpunkten A und B
= a und & sind (Fig. 9).

Die Strecke AC =« der elastischen Linie wird anf ein Coordinaten-
system bezogen, dessen Anfangspunkt A, dessen w-Axe A5 und dessen
z-Axe die Lothrechte durch A ist.




X mit den Coordinaten &, z ist ein beliebiger Punkt dieser Strecke, und

eg wird mit

X zugleich die resultirende K mit
[X] das Spannungsmoment fiir den betreffenden Quersehnitt bezeichnet.

(Cf. Nr. 58.

Die Strecke BC = b der elastischen Linie wird auf ein Coordinatensystem
bezogen, dessen Anfangspunkt B, dessen y-Axe BA und dessen z-Axe die
Lothrecht

Y mit den Coordinaten v,z ist ein beliebiger Punkt dieser Strecke, und

durch B ist.

&=

es wird mif
Y zugleich die resultirende Kraft, mit
| } das Spannu

moment fir den betreffenden Querschnitt bezeiel net,
bezogen auf diejenigen Husseren Krilite, welche von B bis ¥ den Stab
angreifen.
Es sei ferner y der spitze Winkel, unter welchem die elastische Linie
im Punkte (

en die Geraden 4B geneiot ist, positiv oder negativ, je-

nachdem daselbst positiv oder negativ,

also

negativ oder positiv ist;

d sei die z-Coordinate dieses Punktes C,

60. — Ausser den Punkten A, B und € sind noch gewisse andere
ausgezeichneéte Punkte der elastischen Linie von besonderem In-
teresse, nimlich die relativen Bruchpunkte, die Inflexionspunkte und die
Punkte

og

rosster Durchbiegung.

Die relativen Bruchpunkte sind diejenigen, fiir welche in den zu-
gehiirigen Querschnitten 3 ein rela
zuniichst hen:

Maximum, d. h.

arten Querschnitten ist. Liegt ein soleher Punkt an einer

stelle, wo nicht eine Kraft von endlicher Grisse angreift (Lier

‘[.' B oder (), s0 ist er charakterisirt durch R = Uy vorausgesetzt,

dieser Stelle die elastische Linie nach Oben coneav gebogen ist (ef N
Im vorliegenden Falle kann es nur einen solehen mittleren relativen Bruch-
punkt ge

en; liegt er in der Strecke AC, so dass er also dureh X = 0 be-
stimmt ist, 20 sei er mit X, und sein Abstand von A mit oy, liegt er aber
in der Strecke BC an der dureh ¥V — 0 bestimmten Stelle, so sei er mit Y,
und sein Alstand von B mit Yo bezeichnet. Er kann indessen auch im
Puankte €' liegen, wenn nimlich sowohl X fiir alle Punkte zwischen A
und €, als Y fiir alle Punkte zwischen B und ¢ positiv ist, einen positiven
Werth auch des Spannungsmomentes [C] vorausg

setzt.
Ausgerdem sind auch die Endpunkte A und B relative Bruchpunkte,
wenn. dagelbst der Stab nicht blos gestiitzt, sondern befestigt ist und wenn

zudem A und [A] resp. B und [5] ent

engesetzte Vorzeichen haben.

'Int'll:xinlnpn|.i;t.|:', in welchen der Sinn der Kriimmung der
gchen Linie sich umkehrt, und welche durch ein Maximum der Neigt
4

elasti
mg der
Grashof, F
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elastischen Linie oder durch ¢ =w, also M =0 charakterisirt sind, kamn es
hier im Allgemeinen 2 gehen, entweder cinen in A€, den andern in 53 C,
oder auch beide in einer dieser heiden Strecken, Ein Inflexionspunkt in der
Strecke A C, weleher sonach dureh [X] = O bestimmt ist, sei mit X; und
gein Abstand von A mit ay, ein soleher in der Strecke BC, bestimmt durch
[Y] =0, sei mit Y, und sein Abstand von 5 mit y bezeichnet.

Punkte grosster Durchbiegung oder grisster Abweichung von der
Geraden AB, eharakterisirt dadurch, dass die elastische Linie in ilmen eine
geben, wenn die Winkel

horizontale Tangente hat, kann es miglicherweise 3
« und § beide negativ sind. Haben ¢ und § entg
giebt es 2 soleche Punkte, einen Punkt grijsster Erhebung und einen solchen

gengesetzte Zeichen, so

grissster Senkung; sind @ und g beide positiv, so giebt es nur einen Punkt
t ein solcher Punkt in der Strecke A€, so dass er

grosster Senkung. L

r}:.' . 5 o - . H
dureh =% — 0 bestimmt ist, so sei er mit X und sein Abstand von A it

aa

S s ; i dz } - g »
a', liegt er in BC, so dass er durch — =0 bestimmt ist, so sei er mit
- . Ly

Y’ und gein Abstand von B mit y’ bezeichnet.

Der Werth einer grissten Durchbiegung, d. h. ein Maximum oder Mi-
nimum von z wird mit ¢ bezeichnet.

Uebersichtlich zusammengefasst und bezogen beispielsweise anf die Strecke
AC der elagtischen Linie ist sonach

der hichstens einfache mittlere relative Bruchpunkt,

zweifache Inflexionspunkt,
dreifache Punkt grisster Durchbiegung

n .
beziehungsweise charakterisirt dureh :
X =0: L‘\l — snaa. oder miin.
dz

[X]=057— = » »
n’."l_“'

=03 =z —~ ” n »
(& " ;

Die Aufsuchung der Inflexionspunkte wird unterstiitzt durch Beriicksichti-
A, [ B] und [C], die der Punkte grivsster Durchbie-
engesetzien

gung der Vorzeichen von
gung durch Beriicksichtigung derVorzeichen von &, fund y; ent;
Zeichen von [A] und [€] oder [B] und [C] entspricht je ein dazwischen

liegender Inflexionspunkt, entgegengesetzten Zeichen von e und y oder gleichen

Zeichen von § und y wenigstens je ein Punkt grisster Durchbiegung.

a. Der Stab ist beiderseits befestigt.

61, — Die Winkel ¢ und g sind

[ L/
p & y =7 ~ gegeben, die Kyiifte A und 5 sowie
R die Spannungsmomente [.A] und [5]
e sind vorliufie unbekannt. (Fig. 9.)
Flir irgend einen Punkt X der

Z £ Z ; Z i
i Strecke A € der elastischen Linie
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_'T"Cl'(L‘ll die I‘i_]]:.l'L'Jli[l_'ll tllh'il'llll“l:'l'li_. welche durch successive lllft'gl“iltiﬂﬂ aus-
einander erhalten werden:

X=4—pa
L a2z
[X]=—EJ - _,-,-:1.1|+ o1

j §t

i e 20 s

i} l I|f— £ ._J.'?‘ },;l

4 p2 ) s '4. 1)
E. {Kh _ 1 |]r + J P “I ad \ ead,
!

EJ (za — 2) e
und analog fiir irgend einen i'uu?;l X: du hir:-rl{v B
}' =B —py
[Y]==BJ S==[B] + By 2¥

- J_ . By pyd > L. . (B).
Iy I\..) - f"r.*.f-') = [J’)EI_{." + & i \

Yy iy ; Bly2 By* pip

ET (yg—z) =1 vt i et ‘f‘_;_’;- |

Vermittels dieser Gleichungen wiirde man fiir jeden Punkt der elastischen

Linie resp. fiir jeden Quersehnitt des Stabes die Resultante der #usseren
Kriifte, das resultivende Moment derselben = dem Spannungsmoment, die
Neigung und die Durchbiegung der elastischen Linie unmittelbar berechnen
kinnen, wenn die 4 Grossen

A B [4] [B] [
bekannt wiren. Um sie zu finden, dienen die zusamme ngehirigen Werthe: !
dz
D=0 =il =0
L
dz

und y = &; ‘_f_,*,;f

welche, in die je zwei letzten Gleichungen obiger Systeme (A) und (B)
eingesetzf, 4 Bestimmungsgleichungen liefern, wodurch in Ve 1in11u11mo mit tlm]

= — }', s r}‘,

beiden Gleichge \\HiJTrs'Jl_fllll}_l[l],{i_ll des ganzen Systems der Husseren Kriifte:
_'I + jJ’ = !}—{—‘; (d -|' |'FJ'
)12 }a;:
[4] + Aa —*— = [B] + Bb —
jene 4 Unbekannten nebst den ausserdem in den 4 ersteren Bestimmungs-
gleichungen vorkommenden Unbekannten y und ¢ bestimmt sind. Man
findet :

A=P (s _:_sm i (j + -"j! (—e+p)
B=PZ ”--—i—j.__-‘,::-j’-h’l + i:) ‘”;_,—‘—{ (e—8)
[4] = Z ‘“:_;2 = :J_)f 21; (2e—B)
[B]=-P --”;j’- L ;’f + --]—i?,—— (—a+2p)
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52
Fu i)“ -__-
EJ.tgy = F e
mJ
5 n [;
; asbd a?h? EJab 3
EJd=P- 3 +p t‘)_l + -—l,—‘f— (ba + af).

Unter Anderem ergiebt sich hiermit

aus der zweiten der Gleichungen (A) fiir @ = a
l'llh'i' | }IJI » .’."' — L:
: f’ l

—at+4ab—10%) + T

;
[(ca+20) e+ 2a-b) ;‘J\.

;I
I 12
Die Momente [«
unabhingigen 11L.-z.u_-]nm_; zu einander:

[[C] = blA] — a[B] = | l+ _\_M»

A], [B] und [C] stehen in m] folgenden von ¢ und 3

welche entweder durch Elimination von mul B zwischen den Gleichungen fiir

diese drei Momente, oder einfacher durch C nmi:m \tion der beiden Gleichungen
i T i v : .."‘_’ 4 1
[C] =[4] + 4a - "r--_-j und [C] = [B] +Bb -5 gefunden wird. .

\ 62. — Die Lage des mittleren Bruch punktes und das zug ehirige

! relativ grosste Spannungsmoment sind in der Strecke A C bestimmt durch:

A : A2
2= —1 [Xl=[4] + 5
,JJ i L » L 2!’
wenn 0 = &, = a und 'L_\'._.‘I positiv ist; dagegen in der Strecke B C durch:
B y 2
_ 2. 1Y, = [B] + 5
P - ,.' hei

wenn 0 < y, = b und [ Y] positiv ist. ist Beides nicht der Fall, so liegt
der mittlere Bruchpunkt in €, falls [C] positiv ist, widrigenfalls er ganz
fehlen, d. h. nur A und B oder |11«In nur einer dieser beiden Punkte rela-

tiver (letzteren Falls absoluter) Br unchpunkt sein wiirde,
Die Inflexionspunkte sind in der Strecke A4 C ' durch die zwischen
0 und @ liegenden Wurzeln der Gleichung:

in der Strecke BC durch die zwischen O und b liegenden Wurzeln der Gleichung: Siatnre
2y 2 g%
(B] + Byy— 22— =0 |

A4 b

" . < ’ .

bestimmt; mit 2, = — und 1, = — folgt aus denselben auch: |
] Y 3 !
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Die Punkte grisster Durehbiegung sind in der Strecke AC
durch die zwischen O und a liegenden Wurzeln der Gleichung:

: ’ : Az'e a8

EJa=[A] o + S5 _ 2%~

2 Gl

in der Strecke BC dureh die zwischen 0 und & liegenden Wurzeln der Gleichung:
B2 .I".'."’J 3

2 G

bestimmt. Die entsprechenden grissten Durehbi egungen d’ selbst wer-
den durch Einsetzung der gefundenen Wurzelwerthe 2 und y' filv « resp. Y
in den letzten der Gleichungen (A) und (B), Nr. 61, gefunden, welche aber mit
Riicksicht auf obige Bestimmungseleichuneen von 2 und y" sich reduciren auf:

¥ ) [ A] a a2
]'. 1’11 = a4 |-: -+ !‘— — ! — \
- o
= /[ B] By
und EJd =y'2 | l;,—| g —?,"'L — -
\ & o

BESONDERE FALLE.

6. — Es sei: e=§=0, d. h. der Stab beiderseits so be-
festigt, dass die elastisehe Linie gendthigt ist, sich bei 4 und
B tangential an die Gerade AB anzuschliessen. Dieser Fall findet
gewthnlich mit geniigender Niiherung statt bei einem Balken, der mift bei-
den Enden eingemauert ist, oder hei einem stabférmigen Korper, dessen
Enden mit festen und festliezenden Kérpern zusammeng

rossen, verschraubt

oder anderweitiz fest verbunden sind.

Es sei ferner vorliufig =0, d. h. der Stab AB habe nur die
bei € concentrirte Last P zu tragen, eine Voraussetzung, welche die
bei nicht sehr grosser Liinge in der That meist ohne wesentlichen Fehler
zuliissige Vernachlissigung des Eigengewichts des Stabes in sich schliesst.

Aus den Formeln sub Nr. 61 und 62 ergiebt sich dann:

4= ploalhit S ""”;L -2,

L 2a2h2

/J

i E 'Hu?iz
[A4] = - P—=
4]

5 [B]l=- P -

A, B und C sind relative Bruchpunkte, und die 3 relativ grossten
Spannungsmomente, absolut genommen, verhalten sich:
3 y Lo 1 1 1
~[4]:[C]: = [B] = T 5
sie folgen so nach abnehmender Grossse, wenn a = b vorausgesetzt wird.
Die Inflexionspunkte liegen je einer in jeder der beiden Strecken A C
und BC; jhre Lagen sind bestimmt durch:

2a

gy e e L
—[.5] ﬁ_

n= R b %
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Biegungs- Flasticitat und Festiglet.

Fiir den Angriffspunkt C der Kraft [ ist:
P azlt(b—a) P P ablbs y
‘=37 a2b ' EJ 8B -

Abgesehen von den Endpunkten A und B, welehe nach der Voraussetzung

u'.l",:. “f_-

den analytischen l"||.-n':ﬂi1|'r',I =0 resp. 7= _() yon Punkten grissster Durchbie-

s o {1

gung haben, giebt es nur ginen solehen Punkt, welcher ein Punkt grisster Sen-

kung ist. Wegen des mit ¢ = b positiven Werthes von y liegt derselbe in der

Strecke BC im Abstande

. l“.l' 2b
W = 2 = ff,‘: e,

i _!; Iy it + 5] [’!

opsste Senkung selbst ist:

51 I-’Ifr:‘ P 2a2hd

T 1{'.‘,! 1‘..’ - !,J'r ::l'rx._}._:l)“l:-:'--’ A |
d, jemehr a und b verschieden sind; z. B.

von B33 die entsprechende

d'

Diegelbe ist um so mebhr =

Ry
fiir — =1 2 3 4 D v .
i
w3 =1 1,10 1,28 1 )
i — = ) 1.98 148 1,6¢
180 % ) ,28 1,48 1,
64 — Ist bei dem TFalle sub Nr. 63 inshesondere @ = b, so wird:
[l
| 7 - b= B
i i o
f ~[d]=~[B]=[Cl=%
l
ay = I-’_,-'._ —
P /3 :
d=Fy 7.8 =" :
65, — Hsgei c=0F=0und a= b, aber nicht Q =0, d. h. der heider-
seits genan mnach der Richtung AB befestizte Stab habe zugleich eine

gleichformig auf seiner Linge [ vertheilte Last ¢ und eine in
In diegem Falle ist:

der Mitte concentrirte Last F zu tragen.

: P+ 0O
! A=B== _+ =
: { D
];I'|::||!;’]—. S e e f}‘.-;
\ o J.' o
) e 1 B St
N dod 0 [C=(P+5¢)5i
ferner mit i q: =

/ 1/ 1\ !
L — ‘?_” — ll\r!l ‘l.' 1 ‘ ,1,'_' + 'j"l_.l.\.' o

;-_\"_”“'i" EJ) By
b 4 a4 ik |
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hegungs - Elasticitit und Festigkeit 55

66. — Ist bei dem Falle suly Nr. 65 inshesondere P =0, d. h. ist der
Stab nur mit der gleichfirmig vertheilten Last Q beschwert,
s0 wird:

Q)
l=8=—
e OIS o)
l‘IIT"h] 192 ? |_( iz 94
AT {
=y =(1- ‘ L) £ 0403 =
\ /2 4
LB :
")__;"./ H,J‘-«_J
67. — Der beiderseits befesticte Stab AB wiirde die grisstmigliche

Tragfiihigkeit erhalten, deren er bei g

sgebenem constanten Werthe von
J und geg

sbener Belastung dureh die Kyiifte 7 und ) liberhaupt fihig ist,
wenn die bisher als gegeben vorausgesetzten Winkel & und

f# 80 bestimmt
wiirden, dass jedes der 3 rvelativ eriissten Spannungsmomente zu dem Wider-
standsmomente fiir den betreffenden Sinn der Siegung (cf. Nr. 50) dasselbe
Verhiiltniss hiitte.  Die betreffenden 3 Quersehnitte bei .4, B und an einer
mittleren Stelle X,, Y, oder ¢ wiren dann gleichwerthige Bruehquerschnitte,
d. h. es wiirde in ihnen gleichzeitig die Spannung ¢ oder Pressung ¢ den
hischstens zuliissigen Werth A’ resp. &7 erreichen.

Mit Riicksicht auf die Bezeichnungen in Nr. 50 sind also @ und g so
zi bestimmen, dass
- |1| = — |H] = maa, M"
maax, M’ maix. M
und - W= W
ist, wo je nach Umstiinden
ma. M’ = [.\",l un[t'l‘r }u| oder ||’|
sein kann. Die erstere Bedingung: [A] = [B] liefert mit Riicksicht auf die
allgemeinen Ausdriicke dieser beiden Spannungsmomente sub Nr. 61:
: P ab (b—a)
W RSigps ey
womit u. A. die allgemeinen Ausdriicke von A und B iibergehen in:
A=P ; 3 B=P T3

d. h. es sind dann diese Widerstandskiifte ehen 80 ETOSS, wie sie nach dem

&

bo

Hebelgesetze sein wiirden, wenn der Stab beiderseits einfach gestiitzt, mithin
|,_J l] = EHI = 0 wiire,

Was die noch nithige zweite Bestimmungsgleichung fiir @ und g be-
trifft, so mige insbesondere W' = W vorausgesetzt werden, was nach

o

Nr. 50 dann der Fall ist, wenn /' =#" oder ¢ =¢” ist, oder wenn der

Quersehnitt bei den Inflexionspunkten seine Lage gegen die Biegungsaxe
umkehrt. Die zweite Bedingung ist dann:
max., M = max. M" {:: - |J|] = [/J“] )
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56 Biegungs - Elaclicitit und Festigheit.

und es sind die beiden Fiille zu unterscheiden, ob das Maximum von M’ im
Querschnitte € oder ausserhalb desselben stattfindet.

Ist a = b, so ist |

A A P =
Ty = F‘ :"';)'lif —P,J!r)'[- ?.-- b \
YT R |
: P () [i g =
f“ T
jenachdem Yol = r:

l = :
ist, unter m = b — 5 die Entfernung des Angriffspunktes ¢ vom Mittel-

punkte des Stabes verstanden. Ist also
lll.’ T
(D
und die Bedingung: — [4] = — [B] = [(] liefert:
EJa | ab (b—a at—ab <+ b2
gy =ik P~ o7 + @ 51 :
wihrend aus der allgemeinen Relation zwischen den 3 Spannungsmomenten
bei A, B und € (Nr. 61) sich ergiebt:

1) =14 ‘I..»t nae. l.l'” = ]f_l

]

y O\ ab
|‘I‘| —_ |f,f| |11‘ | = | P + S ] = max. M.
| 5 e =
P 1 3 ; -
Ist aber 2) (\3 = =y B0 ist max. M’ = L“]

und die Bedingung:

EJa ) ( Lo A ' a?
Frpate = Smgn YRS T TS T QS
“ay : _ B:
— [A4] =— [ 5] (Y] — max, M.

ip

'}

[B] = [Y,] liefert:

y I P2z a2

GS. — Ist z B. der Stab nur durch die Kraft P belastet, so ist mit
. : m 1 s . g * L
Q =0 jedenfalls - = —; die orisstmbgliche Tragfithighkeit findet alzso

statt fiir

J’) ‘r -"lJ '.J?J — ff\l

\ i e =—8
LJ 12
& ab o
und zwar ist maw. M =P 57
If -
= —.max. M fiir ¢ = =0 (Nr. 63), 80 dass, wenn P sehr nahe am
- 1

fast auf das Doppelte derjenigen filr o = =0 cesteigert

werden kann.
Ist aber hierbei @ =& (Nr. 64), so sind e =g =0 die vortheilhaftesten

Richtungswinkel der beiderseitigen Befestigungen des Stabes.
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tit und Festig A7
i ey ; 5 el i B
e Ist, wiihrend @ = & ist, nicht (=0 (Nr. 65), so ist doch noch =7
. ; J \ _ St
)
das Maximum der Tragfiihigkeit findet also statt bei:
e 01
S =T R
: / e\ L . % L
und zwar ist maw, M = | P+ —- | —, insbesondere fiir =0 (Nr. 66):
\ aebiy
. ol 3 1 :
mar. M = =~ = — ,max. M fira =8 =0.
16 4 F
In diesem letzteren Falle kann zwar m jeder beliehige Werth, also auch

P m

7 =0 < — sein; indessen ergeben sich mit den hierfiir geltenden Formeln
a 5

Y

sub Nr. 67 dieselben Werthe von ¢, 8 und maaz. M.

69. — Arme von Transmissionsriidern (Zahnriidern, Riemenrollen ete.),
itberhaupt von Riidern, in deren Peripherie (Theilkreis) eine Kraft P wirkt, welehe
den Radkranz gegen die Nabe zu verdrehen strebt und dadurch die beide Theile
fest verbindenden Arme auf Biegungs-Festigkeit in Anspruch nimmt. — Es sei

(Fig., 10):
£ CA = q der Radius der Nabe,
Py = CD=7r 3 des Theilkreises,
‘ A2 % ¥
ARy =1 die Liinge eines Arms,
z die Anzahl der Arme,
und es werde angenommen, dass jeder Arm durch dieselbe
j{,
Kraft = — gebogen wird.
Y Ist 4B, die urspriingliche Axe eines Arms und , der
p I : 7
4 Winkel 2, CB, um welchen der Radkranz gegen die Nabe
verdreht wird, so wird dadurch der Arm so gebogen, dass
Az seine elastische Linie den Radius CB; bei 4 und den
| i Radius €8 bei B beriibrt, und er ist mithin als ein stab-
k formiger Kiorper zu betrachten, welcher
¢ bei 4 unter dem Winkel —g =— — BAB,
Fig. 10. i, = & 8= ABC
gen die Gerade 4B geneigt befestigt ist. Die 3 Winkel «, g, » sind sehr klein, und
wegen , L l+a
5 w=g+ 2 B IBN: oo == e
3 a a

Wird also vorlinfig ein constanter Querschnitt des Arms vorausgesetzt,
so liefern die allgemeinen Ausdriicke von [4] und [B] sub Nr. 61 mit
I¥ia

jn”=r);_ Q=10; a0 = —- 4
a

zwei Gleichungen, aus denen sich durch Elimination von g ergiebt:

[B] l 4+ 3a
e e
_['.FI: —{': b | o

Hieraus und ans der Momentengleichung fiir den Querschnitt bei 4:

i r ; : . P(r
[A] = — (r—a) — [B] folgt: —[A] = —

9
(T

8l + 6a’
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eian! s s S SR e e S 3 3
Diese pannungsmoms nt ist da ._‘_:’In-‘-“!l, welehes in irgend einem Querschnitte
des Arms stattfindet, und aus seiner Gleichsetzung mit

J I |’J"r

et hd |

=)
é 1] D

unter & die in der Radebene, {
I/ mh die nach der Riehtung der Axe gemessene Dimension des reeht-

eckigen Querschnitts verstanden, ergiebt sich:

o "/" P(r—a) 414 Ba
zhm i+ 2a

Weil aber das Spannungsmoment bei B absolut genommen kleiner ist, als
bei A, so darf schliesslich der Arm von A4 gegen B etwas verjiingt, nimlich
die Dimension & bis & verkleinert werden, und zwar bei constanter Dimension &
im Verhiltnisse:

[
by 7

J3a’
Freilich ist dieses Verjiingungsverhiiltniss sowohl, wie auch, falls es ausgefiilict
weil die benutzten

wird. die obige Formel fiir # nur angenihert richtig,

Formeln sub Nr. 61 auf der Vora

ssetziing eines constanten Querschnitts be-

sehen worden, welche den Armen

ruben. Auch ist von den Seitenrippen abg
eewihnlich gegeben werden,

Jis

Bei iibrigens gegebenen Verhiiltnissen fillt & um so grosser und — um 80

kleiner aug, je kleiner a ist. Wird durchschnittlich
I i {

@ == = =
3 4
. Iy "
aegetzt, 80 wird: ;I = ()52
n
und sollte also eine stirkere Verjiingung, als auf & = —h 1m Allgemeinen nicht
: 3

ansgefiihrt werden; ferner wird:

/a9 Pr
o T A Z

oder mit m = 1/; als Durchschnittswerth fir gusseiserne Rider:

1/99 Pr
= \ Tk omn

Der Coefficient & wird hier verhiiltnissmiigsig klein genommen, weil abge-
quf eine gleichmiissige Theilung des \ZE1

sehen davon, dass nicht immer
Theilrissdrucks P unter alle z Arme eerechnet werden kann, die Letzte
o um bei Stisssen ohne Gefahr eine betriichtliche

n auch

seniigende Masse besitzen miisse

lebendige Kraft zu ihrer Deformation verwenden zu kinnen; im Mittel kann etwa |
genommen werden: |
i |_‘1|1-‘p|'i-r]|1'1|l| k= 691/2.7)
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10, — Als ein anderes

Beispiel der Benutzung der hier in Rede stehenden
allgemeinen Formeln zur Lisung scheinbar fremdartiger oder zusammengesetzter
Aufgaben sei es gefordert, einen gleichformig schweren Stab S7 von
der Liinge ! in zwei so gewiihlten Punkten 4 und B zu unterstiitzen,
dass dadurch gewisse Bedingungen erfiillt werden, dass z B. die
3 relativ grossten Spannungsmomente in den Querschnitten bei A, B und an
einer gewissen mittleren Stelle ¢ zwischen A und B gleich gross werden, oder

dass die 3 relativ grijssten Senkungen der elastischen Linie an den iiberhan-
genden freien Enden S und 7' des Stabes und an einer mittleren Stelle ¢' gleich
gross ausfallen ete.

In den beiden genannten Fillen miissen offenbar die Stiitzpunkte 4 und B
symmetrisch gegen den Mittelpunkt des Stabes licgen, welcher seinerseits mit €
zusammenfillt; sind dann

AS = BT = = die Lingen der iiberhangenden iiusseren Theile des Stabes,
« die Winkel, unter welchen die elas

sche Linie bei 4 und B gegen die
Horizontale AB geneigt ist,

so lisst sich zunfichst « als Function von = — j(#) finden, indem man das
Spannungsmoment im Querschnitte A einmal nach Nr. 54 dureh x, dann nach
Nr. 61 durch « und z ausdriickt und beide Ausdriicke gleich setzt,

Setzt man nun der Forderung entsprechend, dass die Spannungsmomente
bei 4, B und C ecinander gleich sein sollen, das nach Nr, 54 durch = ausge-

driickte Spannungsmoment bei 4 = dem mnach Nr. 61 durch « und =z ausge- f
driickten Spannungsmomente bei €, go findet man mit ¢ — fia):
21 .
)

Der anderen Forderung entsprechend, dass diec Senkungen der Punkte S,
T und C unter die Horizontale 48 einander gleich sein sollen, kann man nach
Nr. 54 die Senkung des Punktes S unter die Tangente des Punktes 4 der ela-
stischen Linie durch =, also unter 45 durch « und x ausdriicken, desgl. auch
die Senkung des Punktes € nach Nr.61, und die Gleichsetzung Dbeider Ausdriicke

liefert mit « = f(z) eine cubische Gleichnug, woraus
]

z=0,223..] = nahe —!
é 9

folgt, ein Resultat, wovon z B, Behufs zweckmiissiger Unterstiitzung langer Mass-

stiibe Gebrauch gemacht werden kann.

r der Welle verstanden, welcher (V Zahl der iibertragenen Pferde-

der Formel

[P
71620

or ¢ den Durel

stéirken, n U
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B. Der Siab ist einerseits befestict, anderseits unterstitzt.

71. — Bei A sei der Stab befestigt,

2. « ) } :
/ﬂ_'r‘“—au._'_‘_ = =% hei B unterstiitzt (Fig. 11). Das Span-
- e nungsmoment [B] ist jetzt = 0, der
Winkel g nicht gegeben. Man findet

Z P % aber f, indem man den allgemeinen

Fig. 11. Ausdruck von [B] sub Nr. 61 = O setzt,

und indem man dann diesen Ausdruck von # in den librigen Formeln von Nr. 61
substituirt, ergiebt sich:
e TR Y e o
’..)JI]'. I ”._1_ 8 2 5 ;
(Sa2 + 6ab 2080 5 alJa
p har 4 1 +. .|_+ fr"} J.";it_t

23 8™ 2
az(2a + 80 3 sEJa I
B=PT 2=+ Q4 bl
Jr!I{J (e 4 ‘_’I'IJ': {‘\J:’i sEJa
[J|] =g o e \ + = i
: a2b (2a + 3b) 3a-b)b 3EJbae
W=f e Qi T
y [ s r’\_}\'
J"l(]| (al,-ll = \:’ m '2-;!0'!1
. _rf::.f,.:f.-.'. a?) a(—a2—-3ab + 6052
EJy=1F =T + 7 =T =
a2—2ab 3 202 _
4- r e — EJa I

a3l (B3a 4+ 4 0) 2 5 (¢ a by abla+2b0)
Erg=pLlEir L2 82 0T LI 5 EJa.
Vermittels der hiernach bekannten Werthe von
A, B, [4] und g
und der in Nr. 61 mit (4)und (B) bezeichneten zwei Systeme von Gleichun-
ieder mit [B] verschwinden, kann man nun fiir jeden

gen, worin nur die Gl
resp. fiir jeden Querschnitt des Stabes die Re-

Punkt der elastischen Linie
cultante der dinsseren Kiifte, das resultirende Moment derselben = dem
Spannungsmomente, die Neigung und die Durchbiegung der elastischen Linie

unmittelbar berechnen.

72. — Im Allgemeinen giebt es 2 relative Bruchpunkte: A und
einen zweiten, dessen Lage nebst dem sugehirigen relativ grossten Span-
nungsmomente in der Strecke AC bestimmt sind durch:

e A2
2o =" (X =[4] + 55
wenn 0 — & < a und [XN,] positiv ist; dagegen in der Strecke BC durch:
B B?

Yo = = 3 I }-,,.E = —2;”-,

P’
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wenn 0 < yo < &b ist.  Ist Beides nicht der Fall, so liegt dieser mittlere
Bruchpunkt in €, falls [C] positiv ist, widrigenfalls A der einzige oder ab-

solute Bruchpunkt wiire.
Der hichstens einzige Inflexionspunkt ist in der Strecke AC dureh

die zwischen O und @ liegende Wurzel der Gleichung:
1 P A . 1/
L-'IJ- + Az — 5 =10 oder &1 = a, + "

bestimmt, in der Strecke B C dagegen durch:

I
i =2 — = 2y,
; p Y

Die hisehstens 2 Punkte grisster Durchbiegung sind in AC durch
die zwischen O und « liegenden Wurzeln der Gleichung:

: : . Ad? pals
jL,!‘I{:{_!|_a' + 5 T
in BC durch die zwischen O und b liegenden Wurzeln der Gleichung:

By's  py's

f'..)"lj‘ = B) 6
bestimmt. Die entsprechenden griossten Durchbiegungen d’ sind:
= A 0 Anl - pay
.f,.]f) - l\ 3 -+ 3- — g'
Rl > [
und EJ ¢ = y's (—_ - b—) - !
BESONDERE FALLE.
73. — Essgei ¢ =0, d. h. der Stab bei 4 so befestigt, dass die
elastische Linie daselbst die Gerade AB beriihrt. Auch sei vor-
liufig /=0, d. h. der Stab habe nur die bei € concentrirte Last
P zu tragen, welche Voraussetzung die Vernachlissigung des Eigengewichts
des Stabes in sich schliesst.
Aus den Formeln sub Nr. 71 und 72 ergiebt sich dann:
a? (2a + 3b)
Sy o g R e g,
B=1 oh
[4] und [C] sind relativ grosste Spannungsmomente, und das Verhiiltniss
ihrer Absolutwerthe:
[A] I(a + 20) b / ]__
22t R - ist = 1, jenachdem — = |/ -
l'i'| ”.:2”4_3(,);'11 = 1, Jenachden = _" 9
ist. Der Inflexionspunkt liegt zwischen 4 und € in der Entfernung von 4 :
- [4] a(a+ 20)
it = B S Sy e
A 3a? 4 bab + 242
P ab
Ferner isf f = —= —
ol Sl ST Y
BADISCHE e
BadenWiirttemberg
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a9 Biegungs - Elasticitit und Festigkeit

und fiir den Punkt C:
2 P H”ﬂln!-}-l!":l

Bid=%7 — 12P

Jenachdem — == -, also y positiv oder negativ ist, findet die grisste
; .
Durchbiegung (Senkung) zwischen 5 und € oder zwischen A und € statt;

im ersten Palle ist gie bestimmt 1!111'{]:‘

- 1 .,:_’_.".’fr.rf = 5 ¥ — 54 Iﬂjf'l:"
= ‘ B \r Sat356'" T EJ 8"

im zweiten Falle durch:

1 i1| ; ] A a8
o=2—7 =220 = g7 13-

Th — Hat der Stab nur die gleichfirmig vertheilte Liast Q
zu tragen, so ist nach den Formeln sub Nr. 71 und 72:
H 3 01
= 7 < B =z @5 [Al=—-7¢-
Der mittlere relative Bruchpunkt liegt im Abstande
do=n L

! von der Stiitze B, und das entsprechende Spanmungsmoment ist:

9 Uf )
(Bls s 0 i

Der Inflexionspunkt liegt im Ah:a!:mdu*

e ay Stiitze B. wose = = ist.
von der Stiitze B, woselbst 7.7 18

Die grtsste Durchbiegung findet statt in der Entfernung

i = - 1=04221
3 1 + I| b
von B, und zwar ist:
g M0 G il T
= = K — — )
& =100 Z7 g =""%

unter § die Durchbiegung in der Mitte des Stabes verstanden, wo y = p isk.

75. — Der bei A befestigte, bei B unterstiitzte Stab erhilt die grosst- 3
mogliche Tragfihigkeit, deren er bei gegebenem constantem Werthe g
von ./ und gegebener Belastung durch die Kriifte P und ) fihig ist, wenn
der Winkel ¢ so gewiihlt wird, dass die beiden relativ grigsten Spannungs-
momente amax. M’ und — [A] zu den betreffenden Widerst: mdsmomenten W’
und W (cf. Nr. 50) dasselbe Verhiilfniss haben, dass also

max. M' — [4]
e =

BLB BADISCHE
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Biegungs- Elasticitiit und Festigknit.

ist, wo je nach Umstiinden

mar, M’ = |\| oder |}| oder [€]
sein kann; in den beiden ersten dieser 3 Fiille ist die Bestimmungsgleichung
von & 1|!l.'ll|1':lf'l.-u'|.'|. im I]l'il[t'l! }‘.:l]]I.‘ linear,
weleher von ihnen stattfindet, so kann man j
einég den Umstiinden entsprechende
geméiss ¢, damit A und B, x,

Ist es mnicht a priori gewiss,
n dieser Beziehung vorliiufig
wahrscheinliche Annahme machen, ihr
und y, berechnen und so die tichtigkeit der
Amahme nach Nr. 72 controliren,
Mit W' = W" wird die Bestimmung: sleichung von
maz. M' = — [A];
wird dann in einem zweifelhaften Falle der mittlere Bruchquerschnitt vor-
liiufig in C angenommen, so ergiebt sich vermittels der Ausdriicke von [A],
[C], 4 und B sub Nr. 71

. Jab (202 — q2) L(a2 —ab 4 202)
- 61 (@ =+ 2b) + € I.’l (a + 26)
ah a2 dab 2652
A =P — ) g + 26

a+26" % T g7 (a + 2b)
3 ) {1 a? 4 :3”],_'_2}._.
s 3 7 A - Pk
5 £ @+ 2b ® ¢ 21 (e + 'jf;_]
und es ist nun die Annahme bestiitigt, also obiger Werth von & der der
Aufgabe entsprechende, wenn

: A i an P _a?—2p2
&y = P. =~ &, d. n. f‘;} = i ?}_Z
B : & 252 . g2
und Yo = j’ = !’}_‘ d. h. {J — ‘3”_( 5

2

oder auch 7 dem grosseren dieser beiden Quotienten gleich ist, IZs liesse
<

sich aber der mittlere Bruchquerschnitt
in AC vermuthen, wenn #, = a und Yo = b, dagegen

s DG

o n @ =>=a , Yy, =0b gich herausstellen
sollte,
Ist @ der Gleichung: [C] = — [4] gemiiss berechnet, so ist
3 i ) ab
[4] durch Einsetzung des anderweitie gefunde
nen Werthes von @ in den allgemeinen Ansdruck von |

widrigenfalls maz. M =
A gefunden wird,
76. — Ist z. B. Q=0, so ist jedenfalls C der mittlere Bruchpunkf
also der Neigungswinkel der vortheilhaftesten Befosti
Gerade AB hbestimmt durch :

3
gungsrichtung gegen die

P ab(2bh2— a?)
= EJ 61 |-': -f 2 b)
ab

* T =21, I o RS ] [ —— } ————
und zwar wird dadureh maz. M = [ prgngy S

BADISCHE
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Biegungs - Elasticitit und F

X, oder Y, als der mittlere Bruch-

Ist P=0, so kann nach Belieben
giebt die Bedingung:

punkt betrachtet werden; letzteren Falls

32
— [4] =[Yo] = 3p
mit Ricksicht auf die Ausdriicke von [A] und B sub Nr. 71
Qe S YE | Jf — 00,0131 i‘”—:
s o

a=gyjl=g*tV?)3

und damit maz. M = |

b 1'9—\, Ql=0,0858 Ql
\ / h

b3

max. M fir @ =0, so dass also die Tragfihigkeit des gleichformig

= 1,457
belasteten Stabes durch die vortheilhafteste Befestigungsrichtung am Ende A
auf das 1,457 fache derjenigen bei horizontaler Befestigungsrichtung er-

hisht wird.

=Y. — Ein an beiden Enden unterstiitater, gleichfirmig auf geiner ganzen
sigengewicht ) zu helastender Bal-

Liinge AB = I = 24 mit der Last ¢ (inel. 1
¢ unterstiitzt werden; e

ken soll in seiner Mitte noch durch eine dritte Stiltze
dieser mittlere Stiitzpunkt unter der Hori-

fragt sich, um welchen Betrag = =
welche

wn milsse, damit die griisste Spannung oder Pressung,
belasteten Balkens eintritt, unter iibrigens gege-

zontalen AB lieg
in irgend einem Punkte des

benen Umstinden ein Minimum sei:
Die Hilfte A4 C des Balkens lisst sich als bei C befe
lhorizontale Tangente hat, so

stigt, bei 4 unterstiltzt

betrachiten, und da die elastische Linie bei C eine
ist letztere unter dem Winkel o = = gegen AC geneigth. Nach der vorigen Nr.
a
muss deshalb
0,0131 Qa®
P = - 5 j,ﬂ
Anstatt diesen kleinen Betrag abzumessen, kann man den vor-

gemacht werd en.
hes Gewicht P in der

liufig nur bei 4 und B aufliegenden Balken durch ein sole
Mitte belasten, dass in Folge der Biegung seine Unterfliiche
ze erreicht: die Bedingung dafiir ist (ef. Nr, 81):

cerade die erfor-

derliche Oberfliiche der Mittel
o5t
P+gY% @ap 0,0131 Qa?
TnhT aAB o P kY
und liefert: ! b E
P = n_,u.‘_}l.l_'j Q- -P_ {r.

Soll dasselbe durch eine ;__':lf.‘ii']li\i-l!"lll-l_'_',' vertheilte Last @1 erzielt werden, 80

muss o
Q= — P=10,00629 @ — G |
b |
gein,
y. Der Stab ist beiderséits unterstiitzt,
(Fig. 12.)
78. — Die Spannungsmomente [A] und [£] in den Endquerschniften

des Stabes tiber den Stitzen sind jetzt beide = 0, die Winkel a und g aber
nicht gegeben.




Biegungs. Flastic

it und Festigkeit 65

Wegen [A] = [B] ist zuniichst ebenso wie bei dem beiderseits nach der
vortheilhaftesten Richtung befestigten Stabe (Nr. 67):

P oab _:'1 —ct)

8% 61

und, wie hier auch aus dem el

: setze !'In]"_"[’:

f-.J L 5 G ./
._;: 15 I 7 +
ferner mit Riicksicht auf die allgemeinen Ansdriicke von [4] und [B] sub
Nr. 61:

e p.?
L = .'r -

BJ P al (a - :‘f:_l "_J’.f'f
i hipy (T e
i b, b @a4ib) QB
EJ P = / h} = o1

Die Substitution dieser Werthe in den betrefienden Formeln der Nr. 61

\ By )

(p. B+2ab \ab@®—a (

e e e ey
b G 2 +ab \ a2l?

ot J'F‘.Jrc’jzl\}”{— Bab 3 af

y | P Filr jeden Quersehnitt X oder Y
oy Y 5 h 4 "B . z
=il : ? der Streeke AC e

BC des Stabes

findet man die R
t\l I!.'

esultante der lusseren

, das resultivende Moment der
7 7 .«u:ll_|=-11 = dem Spannungsmomente, die
Pie. 19, Neigung und

elastischen Linie vermittels der Gleichuneen :

X=4 P Y =08 Py
X= Az E% AP PR

¢ Durchbiegung der

3

; dz\ Aux2 pgd / dz\  Bye 3
F.7 \r( - = sl wr(p 5T 1;'} .’J’.":"
(009 2 6 \! -'r'l_r,r/.’ 2 6
s S r A Bys  pi
ET (2o —2) = et EJ(yB—2) = ‘;I- — 5"

79. Die elastische Linie ist nur nach Oben econcay gekriimmt und
hat nur einen B ruchpunkt, welcher entweder in € oder zwisclien € und

dem Mittelpunkte des Stabes liegt,

¥ i P m g <
Es sei a = & und m = a=10 3 Ist dann = —. 5 ist €
. 2 {'\:‘ e’
der Bruchpunkt und
R Q \ ab
maz. M = [C] = 3._\[ 2 ) S

Grashof, Fastigkeitslehre,
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Biegungs- Elasticitit und Festigkeit,

AT
ist aber - ":, so liegt der Bruchpunkt in der Entfernung
@
¥ By .
Yo=1H¢ + 0} }
_ e A
von B und ist max. M = [Y,] = ap° :

In beiden Fillen ist maw. M doppelt so gross, alg bei beiderseitiger
Befestigung des Stabes unter den vortheilhaftesten Winkeln ¢ und g (cf.
Nr. 67).
Ein Inflexionspunkt ist nicht vorhanden
Der einzie vorhandene Punkt grosster Durchbiegung (Senkung)
liegt in der grosseren Abtheilung BC, und seine Fntfernung y von BB ist
die zwischen O und & liezende Wurzel der Gleichung:
3 By'? '8
die gisste Senkung ist bestimmt durch:
] ol
Ere=ys( G
A 8 /

BESONDERE FALLE.

80. — Wenn der Stab nur die bei C angreifende Last P
trigt, so ist:

b
A=P; B=P7
__f_’_ ﬂilfa_-{— 5”:]_ el P__ ab (2a + b)
sdah bl gl kT EJ Bl '
: ab
mae. M = [C] =P T
P ab(b—a) P a2l2
= e A s R VS < M e e
r=g7—sr —:©@-B;d=FF 3 .
o /::".l_'.ff' 8 _1/0@2a+ b) 0
J _‘ = V =g
P a ‘r_lrr"i
I=i 5
81. — Wenn der Stab eine gleichférmig auf seiner Liinge !

vertheilte Last Q nebst der in der Mitte concentrirten Last P
zu tragen hat, so sind alle Verhiiltnisse symmetrisch in Beziehung auf die
Mitte, und man hat:

2
e L e s
a=8-2%8  amp-—pr
b
-- P+ = Q
o i O Sl b -
max. M = l\f + 2-..| i) Jd= ¥ oA i8 = 4.

LB BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK



BADISCHE

Biegungs - Elasticitiit und Festigkeit, 67
82. — Nachstehend sind zur Vergleichung die Werthe von maw. M

und von d° unter den Voraussetzungen einer in der Mitte des Btabes an-
greifenden Last P (Q=0; a=5) und einer gleichibrmig auf seiner ganzen
Liinge vertheilten Last @ (FP=0) fiir die 5 Fille zusammengestellt, dass
der Stab
1) beiderseits unterstiitzt,
2) einerseits unterstiitzt, anderseits unter dem Richtungswinkel &= 0
llll'ilk':‘;ﬂj_.':i,
J) einerseits unterstiitzt, anderseits unter dem die grijsste Tragfihig-
keit bedingenden Winkel & befestigt,
4) beiderseits unter den Winkeln ¢ = 8 = 0 hefestigt,
5 beiderseits unfer den der grissten Tragfiihigkeit entsprechenden
Richtungswinkeln befestigt ist.

Q=03 a=1b P=20
max, M d max, M | d’
1 P P e @5 oo
2 4 EJ 48 8 4" EJ 96
3
2, gk 0,447 . = - 0,520 . 4
| 2 I
3. F v B | O,—ﬂj? - o ”,G"!l‘:- . | 1_],?44. £ o
= 1 8 =
2 R T R |
1 1 1 ik
5 ? .y n T n ? " n 2' » n

83. — Die Formel fiir § sub Nr.81 ist auf Grund entsprechender Biegungs-
versuche vorzugsweise geeignet und vielfach benutzt worden (von Eytelwein
Gerstner, Lagerhjelm, Morin, Fairbairn u. A.) zur
des Elastieit

Jestimmung
itsmodul soleher Materialien, welche sich nicht in Form
von Driihten oder geniigend langen und diinnen Stiiben herstellen lassen, wie
solche zu einfachen Ausdehnungsversuchen nithig sind. Der Stab erhiilt

behufs sicherer Berechnung ven ./ aus den gemessenen Querdimensionen am
besten einen rechteckigen Querschnitt und wird, auf zwei kantigen Stiitzen
mit dem Abstande [ liegend, in der Mitte durch nach und nach vergrisserte
Krifte P belastet. Vermittels der dureh gewisse vergrossernde Mittel (Fithl-
hebel, Keilmass ete.) jedesmal gemessenen Durchbiegung J findet man dann,
unter () das Eigengewicht des Stabes verstanden, den Elasticititsmodul
Pt= 0.

8 3

aJ 48’

80 lange der Stab bei der Entlastung keine merkliche bleihende Durchbie-
gung zeigt und die gefundenen Werthe von & nicht merklich almelimen,

F =

9]
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88 Blegungs- Elasticitdt und Festigkeit.

e

fiberhaupt nur solche Unterschiede zeigen, welche den Beobachtungsfehlern

der einzelnen Versuche zneeschrichen werden diirfen.
Hihe des in Bezichung auf die Biegungsaxe symmetri-
der positiven oder megativen

Ist e die halbe
schen Querschnitts, so ist der Absolutwerth
Ausdehnung, welche bei der Belastung durch die Kraft £ im tiefsten, resp.

hichsten Punkte des mittleren Querschnitts stattfindet:

é 1/ @nyilive
o —!J . max. .” . -.-f — -!.:, -I\ = -_’) ; T T
Br ist entweder = (¢) oder = (¢”) — ef. Nr. 4 —, wenn P diejenige

orufene Durchbiegung

belastende Kraft ist, bei weleher eben die hervor

theilweise merklich bleibend zu sein anfiingt; ob dieses
ist. wird durch die Vergleichung mit Ausdehnungsversuchen oder auch mit
Biegungsversuchen sold her aus demselben Materiale verfertigter Stiibe erkannt,
deren Querselnitt nicht symmetrisch in Beziehung auf die Biegungsaxe ist,
fiir welche sonach ¢ und ¢, ¢ und & verschieden sind.

Wenn man P zwischen obigen zwei Gleichungen fiir /¥ und & eliminirt

und @ vernachlissigt, ergiebt sich :

[2
d= 198 &

und das Verhiiltniss dieser Durchbiegung zu der Liingeniinderung Al = le
des bis zu gleichem Werthe von & der Linge nach gezogenen oder zusam-

mengedriickten Stabes ist:

) l {
A1~ 12e ~BR?
unter h = 2e die Hohe des Querschnitts verstanden. Es ist also d grisser,

mithin verhiiltnissmiissig sicherer zu messen, als Al, sofern nur I = 61 ge-

nommen wird; darvin liegt ein Vorzug dieses Verfahrens der Bestimmung von

E, (¢) und (&’) vor demjenigen durch einfache Ausdehnungs- oder Com-
pressionsversuche,

2. Der Stab hat ausser ciner gleichférmig aunf seiner ganzen Liinge ver-
theilten Last noch beliebig viele an verschiedenen Stellen concentrirte
Lasten zu tragen.

84 — In den allgemeinen Ausdrlicken von
.‘ J'IiJ |!;1i |.}r;-|| 1.‘ l‘]}l
als Functionen von P, @, « und g fiic den Fall des beiderseits befestigten

Stabes, ferner in den Ausdriicken von

A B [4] g (Ne Tl
als Funetionen von 22, @ und e fur den Fall des einerseits befestigten, an-
derseits unterstiitzten Stabes, endlich in den Ausdriicken von £

A B aaf (N TE)
als Functionen von P und Q fiir den Fall des beiderseits unterstiitzten Stabes
1;c'un'nn_1' P nur in je einem Gliede allein vor, welches von ¢}, @ und f, resp.
von Q und @ oder von ) unabhiin ntimlich von der Form: P. f (a, b)
ist, unter /(a,b) eine Function der Abstiinde @ und & des An;;riﬂ'aimul{rvs




schliessen, dass, wenn mehre Kriifle

Biegungs - Elasticitit und Festigkeit.

C der Kraft P von den Stabenden A und B verstanden. Daraus ist zu

)“I !J._- J'ﬂ;‘. “ w u

den 8tab in den Punkten s Cs

L P

angreifen in den Abstinden o s a

Ak .

vonAund . = by by bs

von f3; alsdann in jenen Ausdriicken iiberall nur

= f'_l,r'.rr, b) statt

P.f(a, J(.'__

gesetzt zu werden braucht, um sie diesem allgemeineren Falle entsprechend

2 zii. machen. So erhilt man

a) fir den beiderseits befestigten Stab:

(Ba + b) 427

(43 6 .7 5

3 ) ke v o
A =30/ e ] ) ] e+ g)
' a® (a + 81 0 eET
B=x|p=*X |+ = + (@ —p)
L | 2 {
abl 1 2
Al==-= ) e sl Qa — 8
l \!! ) 2 {
(Bl % ’; al \I I"\""l v 2 BT
Bl=-3(P %) -3 + =7 (o
g) fiir den einerseits befestigten, anderseits unterstiitzten
Stab:
- |— , (3a® + 6ab+ 26907 | _} e E; o
A= : P — ._}.” TR [2
.. a2(2a+ 30) 3 . 3FEJa
B=Z2|P— e | t 8 Gt
e S cab{ad28) Q! 3T
[;1|:—.} |;J-- oY) _‘H._|_ =
e - Fi . a?h\ . I"‘:h'r?f it I
J‘,JI.; — 3~ ,\f‘ | 57, & jo 48 5 1
y) fiir den beiderseits unterstiitzten Stab:
\. .-'f l.-’r Y { ‘J
A=23 l\;’ T) a7 9
!’ - ,",! @\ f\f
=% 4 ] 4+
> |.\ ] ) B
r y (@ + 287 02
S = | H.-'r i 4= ‘2 J 4
i - Y ) - B
Ble=3|.P —%7 — |\t a1
Fl g =3 |—j‘u ab _“)”_T b) Q!
e 61 L

85. — Indem sonach die Werthe von A, B, [A4] und [£] in jedem

Falle bekannt sind, kann man damif fii

die Resultante X und das vesulfirende

Bruchpunkt und die durch [X]=0 cha

BADISCHE
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r jeden Querschnitt X des Stabes

Moment [X] der #Husseren Kriifte

finden, inshesondere also auch den dureh X =0 charakterisirten mittleren

rakterisitten Inflexiongpunkie,

69

.
=

’
L
ey

‘-'f:‘.
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nrc 27" B theilte Last pro Lingeneinheit ver-

O €& ¢ Ist, unter p die gleichférmig ver-
o

| standen,
y | ! ; i m-1
BB B B IR SP+ pany <A <3 P+pan,
1 1

Fig. 15

g0 liegt der Bruchpunkt X, in der Abtheilung Cny Cn (Fig. 13) in der Ent-
e o m-1
fernung 43P
1
&g = 5
: S

von A, vorausgesetzt dass dieses v, = ay ist, widrigenfalls der Angriffspunkt
Cp der Bruchpunkt wiire. Letazteres ist immer der Fall, wenn p =0 und

m-1 m n
P - _?: B
:
ist. Wiire aber im Falle p =0
fit-1 "
3 P=A, folelich B=Z2 2
< ’ 8 Ly
_ 0 d : . ; i
80 wilre &, = 5, das Spannungsmoment aller Querschnitte von (g bis
(i gleich gross und die elastische Linie zwischen diesen Punkten ein Kreis-
bogen.
\ 86. — Der letztgenannte Specialfall findet z, B. statt bei einem Stabe
| AB (Fig. 14), welcher, beiderseits bei 4 und B auf Stiitzen liegend, bei €, und
| 5 in den Abstinden
o Bl .
£ 3 {C; — B =a
i [4 L _p mit den gleichen Kriiften F belastet ist, wihrend
sein Eigengewicht ausser Acht gelassen wird; hier
e N : e !
J F ist von 4 bis €3 das Spannungsmoment constant
Fig. 14. — Pa und der Kriimmungsradius der elastischen
Linie: ¢ = 5=
Ist z. B. AB eine Locomotivaxe mit inneren Axenhiilsen, wobei
die Duder die Stellen der Stiitzpunkte 4 und B vertreten und o die Entfernung
des Radmittels von der Mitte des Axenbalses bedeutet, so ist dieselbe bei con- !
1 . . - a5 . T L y . P
i stantem Durchmesser d ein Kirper gleichen Widerstandes, und d bestimmt durch i -
g o : ; =
Pa — = & : ptwa d = 0,52 ‘ Pa
L G I
entsprechend &k — 310 fiir eine schmicdeiserne Axe. Der Radius der kreisformi-
gen Kriimmung von (4 his (% ist dann l Ti
EJ A ’
p = = d nahe = 3200 d
I T
entsprechend b = 310 und E = 1984000,
Bei einer Locomotivaxe mit dusseren Zapfen kehren sich blos alle
4 Kriifte P um, indem jetzt A4 und B die Zapfenmittel, €; und €, die Radmittel i

gsind, Es gelten dieselben Formeln wie zuvor, nur ist die elastische Linie jetzt
nach Unten concav gekriimmt.

BADISCHE
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=

i

Der hier betrachtete Fall liegt n. A, auch vor bei einer Wasserradwelle,
welehe nur zu tragen hat, indem die gewonnene Arbeit unmittelbar am
Radkranze durch einen damit verbundenen Zahnkranz fortgeleitet wird; dabei sind
A und B die Mitten der in Lagern liegenden Wellzapfen, Ci und C: die Mitten der
Naben der beiden Armsysteme, weleche den Radkranz mit der Welle verbinden,

Rl
s e R e,

.,‘__
e

87. — Um bei der vorliegenden allgemeineren Aufgabe die Gleichun-
gen der einzelnen Strecken
A0, G G0y 5 B (Fig: 18)
der elastischen Linie zu finden, ist nun &hnlich zu verfahren, wie sub
Nr. 55 angegeben wurde. Bezogen auf A als Anfangspunkt, A B als posi-
tive w-Axe und die Lothrechte durch A als positive z-Axe seien
in den Punkten €, C; C3...

dz
| Y1 Y2 ys...die Werthe von =75
""1 d‘g t?,ﬂ, e n " po -8
Ist dann die Momentengleichung dcr Strecke AC;y:
22 f ;
;r",—‘, = j1(x), so folgt daraus durch Integration :
a2 N ! >
dz L dz
T~ 1), (Constante bestimmt durch « =0, dz =
2 =1y I'_.f'\_.‘, = = i X = O, z=0;3
daraus mit 2 = a;: y; = @1 (a1); 01 = Y1 (a1)- i
Ist dann fiir die Strecke C; Cy: [
d2z s O ] |
P = fq (@), so folgt fiir dieselbe:
dz dz

Pt (2), Constante bestimmt dureh 2 = ay, o

2 =Y (), n n R e = d;

daraus mit @ = as: ¥2 = @a(ag); ds = We(ag) n s. f

Haben in zwei aufeinander folgenden Angriffispunkten €' die Winkel y
entgegencesetzte Zeichen, so liegt dazwischen ein Punkt grisster Dureh-

dz X : : :

biegung, welcher durch o — 0 bestimmt ist, unter z die Ordinate eines
Punktes der betreffenden Abtheilung der elastischen Linie verstanden.

Statt vom Endpunkte 4 kann man natiirlich auch vom anderen Enld-
punkte B ausgehen oder auch fiir einen Theil A, des Stabes von ;l‘, fiir
den anderen BC, von B ausgehend die aufeinander folgenden Integrationen

verrichten.
3. Der Stab ist auf beliebige Weise belastef.

88 __ Ausser den in gewissen Angriffspunkten concentrirten endlichen
Kriiften P, P, ... hat der Stab noch eine stetige Belastung = p pro Lin-
geneinheit, welche aber im Allgemeinen weder constant, noch auf der ganzen

Liinge des Stabes vertheilt ist; Stetigkeitsunterbrechungen der Belastung,
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2 B

mithin auch der elastischen Linie an gewissen Stellen €; C ... ktnnten
nicht nur von den daselbst angreifenden Kriften &, P, ..., sondern auch
von plitzlichen Aenderungen von p um endliche Grossen 4 p herriibren, nur
gind die letzteren Stetigkeitsunterbreclungen von einer hoheren Ordnung:
ef. Nr. 56.

Von den 6 Grijssen:

A (4] o B [B] B,

welche den Zustand an beiden Stabenden bestimmen, sind 2 gegeben, also
4 vorliufig unbekannt; am Ende A z. B. ist e gegeben, wenn der Stab da-
selbst befestigt, dagegen | 4] = 0, wenn er dort nur unterstiitzt ist.

Nach dem Verfahren sub Nr 87 kann man nun fiir jeden Querschnitt

— T T

X des Stabes in der Entfernung & von A die 4 Grissen:

£ : el 2
AP —

[

als Functionen gegebener E |
oder A und ¢, desgl. fir jeden Querschnitt ¥ in der Entfernung y von 5

die Grijssen: y (Y] rf'_: h

{ -'r 'lir

:mente und der beiden Unhekannten 4 und [A4]

e ————

durch gegebene Elemente und die Unbekannten 53 und [B], oder B und g

ausdriicken, und durch die Gleichsetzung der auf denselben, iibrigens beliebig I
zn wiililenden bestimmten Quersehmitt bezogenen Ausdriicke von

- ﬂ'."l: v."l_:
X und - Y, [X] und [Y], und — —, z und 2z
} il d - rrr..r' rf '
erl man 4 Gleichungen, wodureh die 4 Unbekannten bestimmt gind.

Liegt der Stab bheiderseits auf Stiitzen, so kinnen iibrigens A

und 5 aunch ohne Riicksicht auf die Biegung direet durch das Hebelgesetz
gefunden werden, und ist dann nur zur Berechnung von ¢ und g die Gleich-
setzung der auf denselben Punkt der elastischen Linie bezogenen Aus-
driicke von dz lz
— und - , 2 und z
da dy
erforderlich.
80, — Als Beispiel einer unter den obigen Fiillen sub 2. (Nr. 84—8T)
nieht begriffenen Belastungsweise, bei welcher zugleich eine durch plitzliche
t Aenderung von p bedingte Stetigkeitsunterbrechung stattfindet, werde ein
i Stab A8 von der Linge [ voraunsgesetzt, welcher, mit beiden
Enden aunf Stiitzen liegend, bestiindig eine gleichfirmig auf i

der ganzen Liinge vertheilte Liast = p; pro Liingeneinheit zu
tragen hat, wihrend aunsserdem voriibergehend eine andere !
auf einer gewissen Liinge (1 = AB gleichférmig vertheilte
Last = pg pro Liingeneinheit sich von 4 oder B herkommend

iber 7 hinwegsechiebt. In irgend einem Punkte X der elastischen

Al
Linie in der Entfernung « von A dindern siech hierbei die Werthe von
o

X [X] o5 und:
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stetig, wihrend der Anfang oder das Ende der beweglichen Last sich zwi-
schen A und B befindet, somit die Belastung des Stabes selbst sich stetig
indert, indem sie anf einem verinderlichen Theile der Linge A B = p,,
auf dem andern = py + ps = p ist.

Dieser Fall kommt vor bei einem beiderseits unterstiitzten Briieken-
triger, dessen ruhende Belastung, im Eigengewichte der Briicke bestehend
constant = py pro Lingeneinheit vorausgesetzt wird, wiihrend die bewegliche
Last in einem Menschen- oder Wagenzuge ete. besteht. Indem die Con-
structionselemente eines solchen, meist zusammengesetzten, Briickentriigers
theils durch X und theils durch [X] bedingt sind, so ist besonders die

Kenntniss der Maximalwerthe von X und [A] von Interesse, sowie
auch desjenigen Werthes von [X], der den Maximalwerth von X, und des-
jenigen Werthes von X, der den Maximalwerth von [X] begleitet, weil
nidmlich gewisse Dimensionen unter Umstiinden von diesen beiden Grissen

X und [X] zug hadet der

ich abli cemacht werden miissen. Unbese

Allgemeinheit darf dabei @ <= -, d. h. der Quersclmitt X als zwischen 4

liche Last als von A

und der Trigermitte O liegend, sowie auch die beweg
herkommend vorausgesetzt werden, weil sowohl die entgegengesetzte Lage

des f_-‘!Lt:'

sehnitts in Beziehung anf die Trigermitte, als auch die entg

lichen Last nur eine umgekelirte Rei-

egen-

o

henfo

itzle Bewe

iel tung der hew es
der Aenderungen der in dem betrachteten Querschuitte staitfinden-
Ll S S
den Einwirkungen zur Folge hat.

Man findet nmun, dass das Spannungsmoment in dem beliebigen
Querschnitte X seinen grossten Werth dann erreicht, wenn die bewegliche

)

Last die ganze Linge A5 iberdeckt, und es ist also derselbe nebst dem
entsprechenden Werthe von X:
z (I—x) o £ 3
5 L — P \ & .'i'!, .
2 \ 2 i
Die Resultante X dagegen erreicht ihrven grossten Werth in dem
Augenblicke, in welechem d bewegliche Last von dem betreffenden Quer-
schnitte X bis zu dem entfernteren Stiitzpunkte 5 reicht, und zwar ist dann
e 1N
max. X = J.u('_j' > {\,I + P2 -*?;‘ |_ \] = I::‘u = :r / -

maa. [\ | =P

16

90. — Der Punkt X, fiir welchen X = 0, also [X] ein Maximum ist,
indert bei der in der vorhergehenden Nr. betrachteten Aufgabe seine Lage

ien Werthen von X und [X] entsprechend
: .

(3 It d moglicl

wenn schon  der }-1::1L1j$'.||'
iitts durch eine nach end

pen die

sprungwe

e -
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mit dem Belastungszustande. Kommt die bewegliche Last von der Stiitze 4
her, so bewegt sich in dem Augenblicke, in welchem ihr vorderer Endpunkt
C die Stiitze A iiberschreitet, der Punkt X, aus der Triigermitte ) heraus
nach der Richtung 04 dem Punkte €' entgegen und trifit damit an einer ge-
wissen Stelle M zusammen, von welchem Augenblicke an der Punkt X
seine Bewegungsrichtung umkehrt und, hinter €' sich herbewegend, die Trii-
iche Last den ganzen Tr

germitte () wieder erreicht, wenn die bewe
ADB tberdeckt; wenn aber darauf das hintere Ende /) dieser Last den
Stiitzpunkt A iiberschreitet, setzt sich vor ihm her der Punkt X, nach der
Richtung O B wieder in Bewegung, wird vom Punkte /) an einer gewissen
Stelle N im Abstande ON = OM von () eingeholt und kehrt dann zur
Trigermitte O zuriick, wiihrend 1) die noch iibrige Strecke N £ des Trii-
gers durchliutt.

Die Strecke M N, innerhalb welecher die Resulfante X ihr
Zeichen dindert, ist bei einem zusammengesetzten Triiger von construc-
tiver Wichtigkeit in Betreff der Anordnung derjenigen Constructionsglieder,
welehe die beiden Streckbalken oder Gurtungen des Triigers verbinden und
vorzugsweise der Einwirkung dieser Kraft X ansgesetzt sind. Die Lage
des Punktes M in der Triigerhiilfte 4 O ist aber bedingt durch den Mini-
malwerth, welchen die Resultante X in irgend einem Punkte dieser Triiger-
hiilfte annehmen kann; derselbe ist:

/1 \ @2

min. X = p; ( >— & ) —Pigy

e /
und findet in dem Augenblicke statt, in welchem die bewegliche Last von
diesem Punkte X bis zur nichstgelegenen Stiitze A reicht; A M =BN =m
ist derjenige Werth von @, fiir welchen

min, X =0

ist, woraus sich ergiebt:

1 [y / T
T = L P Bl g 2L
A P2 P2 '\ Pa/
)
2. Bi M &L = vy oy 1 2
P
iy i
= 0,309 0366 0414 0,449;
m Y J : : : s
] ist um so kleiner, d. h. die Strecke M, in welcher der Punkt X sich
hin und herbewegt, verhiiltnissmiissiz um so grisser, je kleiner PL oder je

2

kleiner die Spannweite der Briicke ist.

e. Der an den Enden unterstiitzte oder hefestigte Stab ruht
ausserdem noch auf eis Anzahl von Zwischenstiitzen.

1. Wiihrend die Enden des Stabes wie bisher mit 4 und B be-

zeichnet werden, seien von 4 aus gerechnet




ght
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die- n Zwischenstiilzen mit. . . . .. ... Cy Cs Gt om
die Liingen der (n + 1) Abtheilungen., .. AC; C1C; CCs .... L B
BT i ton s d sl Iy g = v = i

bezeichnet. Diese Zwischenstiitzpunkte brauchen im Allgemeinen nicht ge-
nau in der Horizontalen 4B zu liegen ; es seien vielmelr, unter 4, Cy, Cy.. .
die betreffenden Punkte der elastischen Linie verstanden,
A A «.. Ay die kleinen Winkel der
Riehtungen AC; € C; . ... C; B mit der Richtung A B,
welche Winkel positiv oder negativ gesetzt werden, jenachdem sie unterhalb
oder oberhalb einer durch

A Cy ... (4, gezogenen Horizontalen liegen. In glei-
cher Weise werden die Winkel
7 s SROERICHICE &
der elastischen Linie bei () Chinter Fraais

mit der Horizontalen A B positiv oder negativ gesetzt, ihre Neigungswinkel
¢ und 8 bei A und B aber so verstanden wie in Nr. 58.
Bezogen auf 4 B als #-Axe und eine Lothrechte durch A4 als z-Axe

seien endlich noch. ... ... d; Fa: a5 it

die z-Coordinaten der Punkte C Cariafes il
Ausser den betreffenden 4 Unbekannten der 6 Grissen:
A [4] @} B [B] B,
welche den Zustand an den beiden Stabenden bestimmen (cf. Nr. 88), sind
nun auch die Reactionen
oA R £ ST o

der gleich hezeichneten Zwischenstiitzpunkte a priori unbekannt. Durch die-
selben und durch die gegebenen Elemente lassen sich aber nach Nr, 88 jene
ersteren vier Unbekannten ausdriicken, und indem man dann damit auch
lie z-Coordinate fiir jeden Punkt der elastischen Linie ausdriicken kann,

dieselbe aber in den Zwischenstiitzpunkten = dy, dz . . dn gegeben ist, er-
hiilt man so viele Gleichungen, als zur Bestimmung der noch iibrigen Unbe-
kannten nithig sind.

Die 27 + 2 Elemente ! und A, wodurch die Lagen der Zwischenstiitz-
punkte gegen A B bhestimmt sind, kiénnen so gewiihlt werden, dass aunsser
2l=AB und 21=0
noch 27 Bedingungen dadurch erfiillt werden, dass z B, die Spannungs-
momente in 27 + 1 relativen Bruchquerschnitten einander gleich werden oder
zu den betreffenden Widerstandsmomenten W' und W' (Nr. 50) dieselben
Verhiilinisse erhalten, Ist der Stab auch an den Enden nur unterstiitzt, so
sind iiberhaupt nicht mehr als 2n 4 1 relative Bruchquerschnitte vorhanden:
je einer iiber den Zwischenstiitzen und in den dureh diese begrenzten n + 1
Abtheilungen; ist aber der Stab bei A oder B oder beiderseits befestigt,
80 kommen die Spannungsmomente daselbst als relativ grésste hinzu, und
milssen dann noch die Winkel ¢ und § zu Hiilfe genommen werden, um zu
machen, dass alle relativen Bruchquerschnitte gleiche Sicherheit gegen eine

libermissige Spannung oder Pressung gewihren.
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02, — Wenn der Stab in jeder Abtheilung eine gleichformig \‘
auf deren Liinge vertheilte Last ausser beliebig vie len an ver- |
schiedenen Stellen concentrirten Lasten zu tragen hat, so lHsst

sich die in voriger Nr. im Allgemeinen angedeutete Berechnung der zur fer-
neren U nhhurl,un\f nothigen 7 + 4 unbekannten Constanten mit Hiilfe der
allgemeinen Relationen fﬁuh Nr. 84 wesentlich vereinfachen.

Bezeiclinen nimlieh €y, Cs, Csirgend 3 aufeinander folgende Stiitzpunkte,
g0 kann man nach den Formeln i'ﬁr [A] und [B] sub Nr. 84, «) mit

[4] = [C1); [B] = [Ce]5 e =11 My B=Xi- 7

die heiden 111||u'k:l1|1m"11 .‘p.nmml;__*«muntm-m:.-. [Cy] und [Cy] dureh gegebene
Elemente und die beiden unbekannten y; und ye ausdriicken, woraus durch

Elimination von y; eine Gleichung

fila), [G, re, =0
zwischen [Cy], [Cs] und ys erhaiten wird. Eine
steht zwischen [Cy], [Cs] und yp, und durch Elimination von s zwischen

ranz analoge Relation be-

beiden erhiilt man eine Gleichung

Euh G 5] [Cs] | =0
zwischen den Spannungsmomenten der Querschnitte tiber ircend 3 aufein-
ander folgenden Stiitzpunkten. Setzt man nun diese Gleichung n Mal, d. h.
so viel Mal an, als je 3 aufeinander folgende Stiitzpunkte (die beiden End-

punkte A und B witgerechnet) vorhanden sind, sv hat man in Verbindung
mit den beiden Gleichungen:

£ 1Lr | | -

fi[4],[C); «| =0 und 7 [B]; [Cals B 1=0
smomente [f 1-|}

im Ganzen n + 2 Gleichungen, wodurch die .pmmlu;_
[f 5] . .. [C,] und die beiden nicht gegebenen der vier Grissen (4], [B],
g bestimmt sind.

Sind nun . . .. . St - Sea b padoiibnion Eniim ety

S 8 sdangt
diejenigen Theile der l.: actionen. . . . - L ek Sy Cs $
welehe von den Belastungen der \ltlnmnl en...... C1Cy GGs.n.
herrithren, sind ferner. . .. ... .. ... sl i1 Hy ew
die resultirenden Kriifte, welche die \hﬂu flungen ACy C;Cs GGy ...
belasten, omd: . .. o U M,y 7,0 S
ihre Momente in Ju;nhnnl- auf die Punkie . . . . ) Gy Cy

| so ist:
§ [G]=[4] + Al - M; [C5] =[G] + Sily = My ete,
Ci] -4
also ,I == + | l,f L |
S, = 1;! & |u]}1|f1;1 g Bl
@ _.”._,‘ llf'_|—|lf;,.Ir g - & et
2 L i 7 1 VA 1 14 g et

wodurch dann die fraglichen n + 4 Unbekannten, niimlich die n + 2 Reae-
tionen A, Oy, Cy . . . ', B und die beiden nicht gegebenen der 4 Grossen
[B], ¢, 8 bestimmt sind. Zugleich wurden als Zw ischenglieder die
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mig Spannungsmomente in den Querschnitten tiber den Zwischenstiitzen gefunden,

welche als relativ grisste im weiteren Verlaufe der Untersuchung ohnehin

zu berechnen gewesen wiiren.
3. — Der Stab sei auch an den Enden ebenso wie in den
Zwischenpunkten € nur gestiitzt und in den einzelnen Abthei-

ke, lungen nur gleichférmig belastet:

mit p  p;r pa... pro Lingeneinheit

in den Abtheilungen = [ l; fazae n®):
Die in voriger Nummer erwiihnten Gleichungen f=0 und =0 wer-
den dann: L : 012 6.5
(G +2(C]=- "/ + 27 (-1)
i 1

= P = = : . ni3 glaB 5 .
WG]+ 20+ L)[Cs] + &|Cy) = - 222 T“”" + 6.EJT (A

Das System der n Gleichungen, welche nach Analozie dieser letzten
Gleichung fiir je drei amfeinander fo
bestimmt wegen

nde Stitzpunkte angesetzt werden,

[4] = (B] =0
die % unbekannten Spannungsmomente :
Ci] [Cs] - . [CL]*).

ganzen 4
| entaprich h dia it 1 p in den einzelner

o der
stattfinden

| addirt werden nach ihrer ltiplication 1
gind, dass bei der Addition
l L IO za dem Ende gy = 1, g0

| [Cy], wenn feq

Unbekannte

_1] ans der letzten,
w n» vorletzten ete.
der urspriinglichen Gleichungen.

BADISCHE
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Danach findet man:

‘ua" ”‘.]
A=—3-+ 7
I =
'“‘-1:“3)]-}-1 ~!_ [ 1]_’(-1_:!“‘; s
“ 1
1o ls Gl —=[E5)
Sp = f:} = [S] U'I =2 Ca=p1lh — 51 + 5 ete.
Sind ferneri s v ov s o 4 s D Dy Ds ... die mittleren Bruchpunkte

in den Abtheilungen. . .... L e i
and d dy ds ... ihre Entfernungen

von den Punkten 4 €1 Ca ..., |
go ist nach Nr. 62: |

A ) Az
o =—3 L])] ==

p 2p
T (e
f1—£_‘l; l !_|—l 1|+24“1
h=l: (D] =[G % ot o
g = - = a| = e,
3 Ps 1 "l l o :.!l,f.’-,g

Desgl. sind die Abstinde . . . A N

der Inflexionspunkte . F Fy I

von den Stiitzpunkten A s

nach den betreflenden Formeln sub Nr. 62:
f=24d

] e

Jai=dy ok "Jr di® + '-3]' 1

P

’ / [Ca
Ja=da & [ ds?+ 2 .}j ete.
pe )

wobei die Doppelzeichen beide gelten, entsprechend je 2 Inflexionspunkten
in jeder Abtheilung ausser den hbeiden iussersten.
Um endlieh auch nach Nr. 62 die Punkte grosster Durchbiegung und
die grossten Durchbiegungen sclbst zu finden, gind zuvor die Winkel @, 1, i
Y3 . . . zu berechmen, was nach Analogie der obigen Gleichung zwischen
|C1], [Ce] und yy
geschehen kann.

94. — In den folgenden Nummern sind beispielsweise die Resultate der
in Nr. 93 angedeuteten Rechnung fiir einige Fiille unter der besonderen
stellt. dass alle Stiitzen gleich hoch und

Voraussetzung zusammengi
in gleichen Entfernungen liegen und dass die Belastung auf
der ganzen Linge des Btabes gleichfirmig vertheilt ist:

A=h=24  v..=Mhh=0
I = fll = fg oowle wo=— 'f::
pP=pi=pPa-- - = Pn

In gleichen Abstinden beiderseits von der Mitte des Stabes sind dann
alb alle Werthe nur fir die dem End-

alle Verhiiltnisse gleich, und sind des

Baden-Wiirttemberg
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punkte A zuniichst liegende Stabhilfte angegeben. Auch die Gleichungen
zur Berechnung der Spannungsmomente

=, . . [l
redueiren sich dadurch auf nur 5 Tesp.

[&] [C3] -
T 1
5 ) jenachdem = eine gerade

oder ungerade Zahl ist; sie sind nimlich:

(€G] + 4(Cs) + [Go) =

Dann ist:

96. —

Dann ist:

BADISCHE

) LANDESBIBLIOTHEK

[Cs] + 4[Cy] + [Cy] = — 5~

24

€

5 '_l'"n_.! = - [”L

|7(1; Bt 1] ot

1[(1] -+ |l’_£:| — B

95. — Der Stab liegt auf 3 Stiitzen:#)

J.IJJ.’:
Jf){'rl‘!
5
P2
2
0- resp. z‘-r_(fr_x-i-}—l—ll s e [ —,‘”_ﬁ_
2 B oo
A ey B
e pl2
(=L
3 - 5

A:C; = 3:10

a % l; [D]=0,0708 pl2 = — 0,562 [C}]

Der Stab

) For diesen Fall ergeben sich die Resultate auch aus Nr. 74.

j' = 0:7"_) l.

liegt auf 4 Stiitzen:
A e B

[z
5y RESR AR o

[ =55

2 : 11
A = )‘ I,'.r!'l (/1 IU?“‘:

Az Ch = 11
2 }
5 [D]=008pk=—08[Cy]
1 2 ; =
=1 [U;]:U,Uﬂupt"—'

F=081; f1=0276L.

.

} FiRgd
dew B R e,

X

: P
B AWE e

L1

.,
/

. ~
-y
B N

o

A

A
>3

.

g
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97. — Der Stab liegt anf 5 Stiitzen:
A4 Oy Cawly D \
Danu ist: '

5 |
C MO — e
|. 3| :3,.;.1" Rl ].l'lr
[Ci] o [Ce] = 5:2
8 13

11 .
A -IJ“_IIE-’I'J: fl] e Ifl.’"', Ir._. — -I,.:;'

d= [« [ =04 |T]';_"r-,,";' —— 0722 !.r 1 |

iy ==L [Dy] =0,0364 pl2
) y

N 0,266 /
i =09861: 11 =
: ! Ji 0.805 (.

93, — Der Stab liegt auf 7 Stiitzen:
A Gl Gy Gy Gy Cs B,

Dann ist:

Cl:[Cel s [Cs]l = 11:8:9
11 59 1=
— Lo pis L ] (
104 ¢ 1 = 591 26
Lyt f L:118 )2 106
11 _ : BaE T
o = L I!:’. — 0.077T nl2 = — 0,735 |Cq]
104 L : :
5D ] .
iy = [: ||If_;J = 00,0340 p 2

— (0.0434 p 2

02681 : 0

— O07881: 11 =

l]_""_lll.":-"" i)
09, — Der Stab liegt anf 9 Stiitzen:

4 G G C C G G G B.
Dann ist:

ll.jlrljn’--_
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| = 0,0339 pi2

388
191 .
dy = 5gzl; [D5] = 00438 p 2
195
dy = 5oz b5 [Ds] = 0,0412p 2
| . . oy 02681
; F=12t.789 !‘: Ji= ( 0.789 1
'I <0 V0,196 O ALEA B 5
[ 9= Yiaraal) Ja=1 e
(0,7881" - ) 0,790 1.
100. — Die Beispiele sub Nr. 95—99 gestatten einige Folgerungen,
welche dazu dienen kimnen, bei noch grisserer Zahl von Stiitzpunkten unter

den sub Nr, 94 angefilrten Voraussetzungen auch ohne weitere Rechnung
die Hauptverhiiltnisse zu beurtheilen. Es ist nimlich jenen Beispielen zu-

folge bei 3 4 5 T 9 wtiitzen :
- [G] g b o
—w— = 0,125 0,1 0,1071 0,1058 0,10567
pl 2 ) ; ?
EN  ooion T bk
!Jh - = 00703 0,08 00,0772 LOTTT O [
[] o |
S 0,562 0,8 0,722 0,735 0,735 \
[G1]
s = 0,375 04 03929 0,3942 0,3943
Ilr“f’ 2 ? ?
C r] e P ~ 2
o 1,25 1,1 1,1429  1,1346 1,1340.
p =

Die Absolutwerthe der Spannungsmomente iiber den Stiitzen nehmen in
jedem Falle von den Enden A4 und B gegen die Mitte des Stabes hin ab-

wechselnd zu und ab; [C1] ist immer am gréssten und nihert sich bei

zunehmender Zahl der Stiitzen einer gewissen Grenze — 0,1057 . . pl2. Nach
- Jiz

der Mitte hin niihert sich [Cw| patiivlich der Grenze 19 (ef. Nr. 66).

Auch die Spannungsmomente der mittleren Bruchquerschnitte nehmen
von Aussen nach der Mitte hin abwechselnd ab und zu; [D] ist am gross-
ten und nihert sich der Grenze 0,0777 .. pl2 Nach der Mitte hin ist der

| 3 SO
Grenzwerth von [ D), ] offenbar = f-’] (ef. Nr. 66).
] . : s, [D] " : :
Immer ist — [C)] = [D]; das Verhiiltniss — l(' niihert sich mit zu-
i

nehmender Zahl von Stiitzen der Grenze 0,735.
Die Pressung der dnsseren Stiitzen hat zur Grenze: s =0,3943 . . pl
kleiner, als pe und haben nach der Mitte hin pa zur Grenze; Cy ist im-
mer die grosste Pressung einer Stiitze und nihert sich der Grenze 1,134 .. pl

Grashof, Festigkeitslehre, 6

" Die Pressungen der Zwischenstiitzen '}, Cs .. sind abwechselnd grisser und
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II. Gerader stabformiger Korper von veriinderlichem Querschnitte.

a. Allgemeine Methode.

10. — Wenn in diesem Falle der Stab AB=1 am einen
Ende bhefestigt, am anderen frei, oder wenm er beiderseits nn-
terstiitzt ist, so sind die resulfirenden Schubkriifte /2 und Spannungs-
momente M der verschiedenen Querschnitte unabhiingig von der Biegung
des Stabes, lassen sich also ebenso berechnen, als ob der Querschnitt con-
stant wiire.

Um bei beliebiger Belastung die Art der Biegung, also die Gleichung
der elastischen Linie zu finden, ist bei stetiger Verinderlichkeit des
Querschnitts nach Analogie von Nr. 55 zu verfahren: fiir den bei A befes-
tigten Stab wird die horizontale Tangente der elastischen Linie im P unkte A,
fiir den beiderseits unterstiitzten Stab die horizontale Verbindungslinie A5
der Endpunkte der elastischen Linie als a-Axe, in beiden Fillen die Loth-
rechte durch A als z-Axe angenommen, und werden dann nach und nach
die Gleichungen

e =4 (2); z=s (@) ...
der einzelnen Strecken der elastischen Linie entwickelf, welche event. durch
solehe Punkte getrennt sind, in denen e ine Stetigkeitsunterbrechung (ef. Nr. 56)
stattfindet: in den betreffenden je 2 Mal zu integrirenden Gleichungen:

M
sind nur die rechten Seiten = = 77 jetzt weniger einfache Functionen von & we-

ren der gleichzeitigen \l'ldlllhlil.i]lluﬂ von M und J. Auch ist zu bemer-
l\u]. dass im Falle des beiderseits unterstiitzten Stabes die @Gleichungen der
einzelnen Strecken vorliufiz mit der unbekannten Constanten @ behaftet er-
halten werden, deren Werth erst schliesslich durch Substitution der zusam-
mengehirigen Werthe
a=ls2=0
in der Gleichung der letzten Strecke niichst dem Stiitzpunkte 2 gefunden wird.
Bei stellenweise plotzlichen Aenderungen des “l]l rachnitts
sindert sich in diesem Verfahren Nichts, als dass dadurch neue Stetigkeits-
unterbrechungen der elastischen Linie an den betreffenden Stellen bedingt
werden, welche, entsprechend einer plotzlichen Aenderung des Kriimmungs-

E . - C e . .
radius p oder der zweiten Ableitung ——, von der 3ten Ordnung in Bezie-
da?? .
hung auf die Ordinate = sind, withrend die Stetigkeitsunterbrechungen der
Belastung nur solehe der 4ten oder 5%n Ordnung von 2 verursachen. (Cf.
Nr. 56.)

102. — Wenn der Stab an einem Ende befestigt, am anderen

unterstiitzt, oder wenn er beiderseits befestigt ist oder end-
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lich noch auf Zwischenstiitzen ruht, so sind die Schubkriifte und
Spannungsmomente der Querschnitte von der Art der Biegung abhingig,
und es ist dann mach Analogie von Nr. 88 resp. 91 zu verfahren. Plotz-
liche Querschnittsiinderungen bedingen dabei wieder Stetigkeitsunterbrechun-
gen der elastischen Linie, also verschiedene Gleichungen ihrer beiderseits
angrenzenden Theile.

Bei zusammengesetzten Triigern (Briickentriigern) macht im All-
gemeinen die Riicksicht auf die praktische Ausfihrung dergleichen plitzliche
Aenderungen des Querschnitts an gewissen Stellen ntthig, und zwar in der
Weise, dass zwischen je zwei aufeinander folgenden dieser Stel-
len der Querschnitt constant gehalten wird; zur Ermittelung der pas-
senden Querschnittsdimensionen der einzelnen so gebildeten Strecken des Tri-
gers kann man dieselben zuniichst niiherungsweise denjenigen Werthen von
end machen, welche sich nach den sub I. entwickelten

R und M entsprech
Regeln unter der Voraussetzung eines durchweg constanten Querschnitts er-
geben, dann den dadurch veriinderten Werthen des Triigheitsmoments und
des urspriinglich angenommenen Eigengewichts des Triigers entsprechend
corrigirte Werthe von R und M berechnen, und diesen gemiiss endlich die
Querschnitte der einzelnen Triigerabtheilungen corrigiren.

103. — Wenn z. B. ein continuirlich fiber mehre Pfeiler €
Cy .. Oy fortlaufender Briickentriiger zu berechnen ist, der auch auf
den Endpfeilern 4 und B nur lose aufliegt, so kann man zuniichst unter
Voraussetzung eines constanten Querschnitts und eines constanten erfahrungs-
miissizen mittleren Eigengewichts des Triigers pro Liingeneinheif, eines ge-
wissen den Umstiinden entsprechenden Gewichts der Briickenbahn und unter
Berticksichtigimg verschiedener Belastungszustinde nach Massgabe von Nr. 93,
1. Anmerkung, also tiberhaupt unter der Annahme gleichformig vertheilter
verschiedener Belastungen

=0 P1 Pg - -« Pn Pro Lingeneinheit
in den Strecken 4C; C1Cy CCs ... CyB
nach der sub Nr. 93 angegebenen Methode die grissten Werthe von I und M
berechnen, welche in den Abtheilungen:
A C1 L (8 8 468 Patin (jl

C.Cr CurCeE Cpls ... CGuG

CuCit GiCE Ca2Ge... GmB
vorkommen, fiir welche schliesslich constante und sprungweise veriinderte
Querschnitte gewihlt werden sollen. Hat man dann demgemiss die Quer-
schnitte dieser Abtheilungen passend gewihlt, so sind dadurch sowohl die
Belastungen pro Liingeneinheit®), als auch namentlich die Triigheitsmomente

#) Auch kann man jetzt ausser denjenigen Belastungszustinden, wobei die beweg-
g%
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andere und zwar im Allgemeinen verschieden fiir die verschiedenen Abthei-
lungen geworden, etwa:

P i Pl Y E T e R p™ 5 Jm

P13 J ik 5idat Sdeee iy J

Pay Jn pat Jab . oo Pa®R; Sy

In Folge dessen indert sich auch die glastische Linie, und iindern sich

also auch die Werthe von B und M fir die verschiedenen Quersehnitte,
inderten Werthe der

welehe erst gefunden werden, nachdem zuvor die ge

Reactionen der Stiitzen berechnet wurdem.
Entwickelt man zu dem Ende successive die Gleichungen aller

m+1)+ (g +1 4.0+ (m,+1)
Abtheilungen des Triigers, von 4 angefangen, bezogen auf AB als Abscis-
sonaxe und die Lothrechte durch A als Ordinatenaxe, so erhiilf man die-
selben behaftet mit den (n 4 2) Unbekannten:

Aoy ez s G
zu deren Bestimmung (n -+ 2) Gleichungen dienen: (7 + 1) Gleichungen,
welche ausdriicken, dass die Ordinaten der Stiitzpunkie
CinaChmenall B

segebene Grissen sind, und eine Gl

chung, welehe durch Elimination der

Reactionskraft B zwischen den beiden Gleichgewichtshedingungen aller

susseren Kriifte an dem als starr gedachten ganzen Triiger hervorgeht.

104 — Die zeitraubenden Rechnungen, weleche mit dem in voriger Nr.
erkliivten Verfahren werbunden sind, machen es wiinschenswerth, dasselbe
durch eine kiirzere Methode ersetzen zu kinnen. Zu dem Zwecke liegt

es nahe, analog dem Verfahren sub Nr. 93 zuniichst auch hier eime all-

gemeine Relation zwischen den Spannungsmomenten der Quer-

-

sehnitte tiber 3 aufeinander fol

genden Stitzpunkten C;, €, G
anfzusuchen, weil, wenn aus den n nach Analogie dieser Relation anzusetzen-
den Gleichungen jene » unbekannten Spannungsmomente gefunden wiiren,
dadurch die Reactionen der Stiitzen ebenso einfach wie in Ny, 93 bestimmt
gein wiirden, mithin auch die Schubkyiifte & und Spannungsmomente M fiir
alle Quersclmitte des Triigers dann unmittelbar berechnet werden knnten.
Um eine solche Relafion
1 104], |

]

e ——————

(1] =0
die veriinderte Biegur
].(-..[ingl'[-_ andere _[]1'|||'L\l'!'T]u'ilIlll_',L_' auf die Stiitzen bei dem °

zn finden, kamn man bemerken, dass + und “dadureh

dessen

ch solche der Hecl

J]"'I;'J‘ii|"

erstreckt.
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Quersehnitt nicht mehr constant ist, in weit hherem Grade durch das ver

s e gt o™ B i

sinderliche Triigheitsmoment ./, als durch die veriinderte Belastung pro Liin-

geneinheit bedingt wird, so dass letztere (abgesehen von solchen Belastungs-

zustiinden, wobei die bewegliche Last bis zu den Zwischenpunkten zwischen
den Stiitzpunkten reicht: ef. Nr. 103, Anmerkung) auch hier mit kaum ge-
ringerem Rechte, als frither sub Nr. 93, in den einzelnen Strecken

ACG=1l; CiGi=h; Cils=10k
constant P3 m ;3

gesetzt werden kamn, weil das Eigengewicht des Triigers selbst, welches
neben dem constanten Gewichte der Briickenbahn und der zufiilligen, be-
weglichen Last immerhin nur einen Theil von p, pi, pz . . . ausmacht,

zudem bis zn gewissem Grade eine Ausgleichung dadurch erfiihrt, dass in

den mittleren "f]l\'l'_-ii_']|[|'[[1|'11_ fiir welche M am :_"L':'n_-;.a'ln-n, }‘.H_:'|l"|l'|l R=0 isf,
die grossten Dimensionen und CGewichte der durech M bedingten Construc-
! tionselemente des znsammengesetzten Triigers hier also mit den lleinsten

der durch R bedingten zusammentreffen; nur iiber den Zwischenstiitzen tref-
fen Maxi

walwerthe von M und K zusammen, so dass die Voraussetzung

einer nach wie vor in den einzelnen Strecken I, Iy, L. .. gleich-

formig vertheilten Belastung nur insofern etwas feblerhaft gein wird,
als die Reactionen der Zwischenstiitzen, inshesondere Cj und Cy ein wenig
zn klein, die Reactionen A und B der Endstiitzen also entsprechend zu

gross gefunden werden.

Was ferner das Tilicheitsmoment .J betrifit, so kann dasselbe, wenn es
bei der Ausfihrung sehliesslich auch absatzweise veriinderlich gemacht wird,
bei der Rechnung doch stetig veriinderlich vorausgesefzt werden, und zwar
entsprechend dem Ziele, welches hierbei eben angestrebt wird — der
Art veriinderlich, dass fiir jeden Querschnitt das Spannungsmo-
ment dem Widerstandsmomente gleich ist (ef. Nr. 50), also
EJ Jg
{‘] €
unter ¢ den grosseren der Abstinde ¢ und ¢’ verstanden, wenn K =k" ge-
setzt wird, oder unter k& den kleineren der beiden Werthe & und £" ver-

k 3
standen, wenn ¢ = &’ ist, oder endlich unter — den fiir denselben Querschnitt
. [

1./ '
- eleichen Werth — =—; verstanden, wenn, wie bei dem Briickentriiger in
i ’
] der That zu fordern ist, die Querschnitie so proportionirt werden, dass die
| Zug- und die Druckfestigkeit des Materials gleichmiigsig in

Anspruch genommen werden.
Daraus folgt, dass der Kriimmungsradius o der elastischen Linie eines

Fe
solchen Triigers oder Stabes von gleichem Widerstande = i mithin pro-

portional der Hohe 4 des betreffenden Quersehnitts ist; insbesondere fiir
’ ir € : " ¥ Eh
also h=¢ + ¢" = I |J|r| -+ fl\l wird : p= ?L'f ;t—,l’;” .

' '
[ &

S A
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Werden also schliesslich noch Querschnitte von constanter Hihe
vorausgesetzt, wie es bei continuirlichen Briickentriigern der Fall zu sein
pflegt, so wird @ constant und sei dann mit » bezeichnet; die elastische
Linie besteht dann aus Kreishigen mit demselben Radius 7,
welche in den M = O entsprechenden Inflexionspunkten mit entgegengesetz-
ten Kriilmmungen in einander iibergehen. Fiir diesen Fall moge die oben er-
wiihnte Gleichung /" = 0 ermittelt werden.

105. — Dazu sind analog dem frither bei Voraussetzung eineg constanten
Querschnitts angewendeten Verfahren zunichst fiir den Fall eines beider-
geits unter den Richtungswin-
keln ¢ und g befestigten und
oleichformig belasteten Stabes

~

AB = | die Spannungsmomente [A]
und [B] der Endquerschnitte durch die
Winkel ¢ und g auszudriicken. Sind

-__'_-{“‘*H & Mt /,jf""f!_- zu dem Ende X und Y (Fig. 15) die
/g {-,—f"'/\' Inflexionspunkte der elastischen Linie,

a, ¢, b die Mittelpunkte der Kreis-

W higen AX, XY, Y8 mit den gleichen
£ i\ Radien », so sind bei iibrigens den-

selben Bezeichnungen, wie in Nr. 61,
die Entfernungen a der Punkte X und

i : } YV vom Punkte A die beiden Wurzeln
o 3 der quadratischen Gleichung:
22 7 [A]
ll"‘] + Ax '}'],. — 0 oder a% — 2 : x—2° L =0.
& 1“ ‘.'J

Wird insbesondere A X =&, B Y =y gesetzt, so ist das Product bei-
der Wurzeln:

: A
&£ |f’ - ‘J‘.I.’" - — 2 | | : daraus [.lﬁ = - _): & 'rf, _};ﬂ
P € !
oder mit © = ;_: y= ,r'}f'-. = ?',.l}.f
PR a1
(4)=— B -,

Die Winkel & und 5 sind mit Riicksicht auf Fig. 15 bestimmi durch

die Gleichungen:

» [2sin(a+8)—sine] + v [28tn (8 + 1) sin f] = l
und D=92p | L r.“.\.lr{_‘_;:- : p(1l—cosg)= 27 |] oS !-IJ;,{_ i'-'| _¢(1—cos I.‘n
oder wegen der Kleinheit aller Winkel:
(¢+28) + (8+279) = A

0

[

(==

=
( £) % = e S
(e+8)t—5=0@+0 73"
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Die Einsetzung der hieraus sich ergebenden Werthe von & und % in den

obigen Ausdruck von [A] liefert mit den Bezeichnungen: Y
o
y=a+8; d =a—f: ":.
(Al i /“": A — .}- 244 ."" i ‘-;__z — 72 + 214 \'. -.,?
5 32 Aty " Aty 5 1
Daraus folgt [B] durch Vertauschung von J mit — . Wenn man endlich

y und § aus diesen beiden Gleichungen fiir (4] und [B] entwickelt, so er-

giebt sich auch

— fiir 4:
-

w4 i A-[BY oA
e r | e y :r“ & / 1S a.“'!"’ﬁ‘

108. — Werden nun alle Stiitzen als in gleicher Hihe lie-
so erhilt man, bei denselben Buchstabenbezeich-
nungen wie in Nr. 93, die gesuchte Bezichung zwischen den Spannungsmo-
er folgenden Stiitzen, wenn man

gend vorausgesetzt®),

menten der Quersehnitte iiber drei aufeinand
in der fiir 8 gefundenen Gleichung

aerst g p U [4] (5]

mit —y2 p1 4 [G1] [Cd |

und dann mit y: p2 & [Cs] [C3] '

endlich beide Werthe von yg €

Ir;l' — 1y '/] - _~_>_f.].|__' |f k. s

2 \ ph?

fllg I
= s (1+2=
s \

Y
\

waserer Zahl von Stiltzen ist freilich auch diese Relation micht be-
quem zu gebrauchen; hei wenigen Stiitzen, d. i. dem gewohnlich vorkom-
menden Falle, kann sie jedoch unter Umstiinden gute Dienste leisten.
107. — Sind z B. nur 3 Stlitzen vorhanden, also eine Zwischenstiitze

' ausser den Endstiitzen A und B, so hat man wegen [A]= [B]=0 zur
Berechnung von [C] die quadratische Gleichung:

/1 1 : 1 1N = [+

(g + 37 ) - (O + (54 57 ) - [+ =5~ =0,

\p= ¥ pr* ]-1/' . P P1ty/ o

von deren 2 negativen Wurzeln die eine absolut genommen kleiner, die an-

en hier in der That ohne Nutzen, withrend bei constantem
hwerthigkeit der relativen Bruchquerschnitte dadurch ange-

Ungleiche Hihen
Querschnitte méglichste
strebt werden kann: cf, Nr. 91.
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2 pe ph? ; A j '
dere grisser als ‘- mund “—— ist; nur die erstere hat praktische Bedeu- |
tung. Mit [C] findet man:
| i ‘p; 4 |\'_| ,"}' - llfa’1||r.|. N Ef’l
T o ] Iy !
und damit die Sehubkraft und das Spannungsmoment fiir jeden beliebigen /
Querschnitt.
Wiire inshesondere [ =/, und p = py, 80 wiire
2y s WD
[Cl=t— (=1% ‘ —\ = —0,1464..pk,
4\ 2/
mithin absolut genommen ungefibr im Verhiilinisse 7 : 6 grisser, als bei
’ W2
constantem Querschnitte, d. h. als ’L_ = 0,125 p 2.
108. — Bei 4 symmetrisch angeordneten Stiitzen A4 C, Co B
und hei symmetrischer Belastung, d. h. fiir
l=1I3 und p = ps
sind die gleichen Spannungsmomente [C3] und [Cg], welehe mit ['] bezeich-
net sein migen, wenn zudem
y Jr-f-'
|!r 1 - o 5]
gesetzt wird, bestimmt durch die Gleichung:
I+ 1/ pl2
i T L / ! 2
5 (1—x) h‘ 1 IIM-'H:J
oder
( & =1 (=1 )\ I+ BL-=1
pdpala AW e (e o0 ), b e =0,
\ =) \VET o, P2
d - E = L prly® . e .
Nur die positive Wwrzel #, welche < 1 7 ist, hat ]}I':!I(Tln‘t'hl‘ Be-
P z ;
dentung. ot
Insbesondere fiir { =1 wnd p = p, erhiilt man:
= 021363 (€] = — 0,1068 pl
statt — 0,1 p I* bei comstantem Quersehmitte.
: 109. — Schliesslich muss in Betreff eines der Biegumg unterworfenen
Stabes von veriimderlichem Querselnitte ausdriicklieh darauf anfmerksam ge- Ll
7

macht werden, dass alle Gesetze dieses Capitels umber der Voraussetzung
einer vor Eitritt der Biegung von den Riehtumgslinien der iiusse-
ren Krifte vechtiwinkeliz sesehmittenen geraden M ittellinie
entwickelt sind, und dass also, wo diese Yoraussetzung nicht erfiillt i-“"_,
jeme Gesefze nyr meby oder weniger angendhert zutreffen. Wenn z. B. ein
aus einer verticalen Wand hexvorstehender, durel Seliwerkriifte zu belasten-

der, comsolartiger Trizer von wechfeekigem verticalen Quersehnitte  oben

dureh eine hovizontale Ehene begrenzh ish, so ish bei einer geneigten Ebene

als unterer Begvenzung zwar die Mittellinie noelh gerade, aber nicht mehr

1 BAD
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ifte
wiirde gar die untere Begrenzung durch eine krumme cylindrische Fliche

horizontal, also auch nicht senkrecht zur Richtung der Husseren K

spbildet, so wiirde auch die Mittellinie eine krumme Linie. Wenn nun auch
in beiden Fillen die dureh die Belastung hervorgernfenen Spannungen ge-
wohnlich nach den Regeln dieses Capitels beurtheilt werden, so kann es

doch immerhin nur mit einem geringeren Grade von Zuverlissigkeit gesche-

hen, als wenn der beispielsweise betrachtete (von der Kraftebene stets sym

metrisch eschnittene) Triiger oben und unten durch dieselben Cylinder-

gen eine horizontale Ebene,

renzt wird von symmetrischer L

fliichen beg
in welcher somit die gerade Mittellinie lieg
Aber selbst wenn die Dedingung einer zur Kraftrichtung senkrechten

seraden Mittellinie erfilllt ist, kann doch die den Rechnungen dieses Capitels
durchweeg zu Grunde liegende Voraussetzung, dass mit der Biegung nur
solehe innere Zng- und Druckkrifte verbunden seien, welche senkrecht ge-
wen die Flichenelemente der Querschnitte gerichtet sind, bei veriinderlichem
Querschnitte nicht mehr genau zutreffen. In der That werden im Umfange
eines Querschnitts jene inneren Kriifte tangential an diejenigen Curven ge-
richtet sein, in welchen die Oberfliche des Stabes von einem durch seine
serade Mittellinie zelegten Ebenenbiischel geschnitten wird, und werden von
dort aus nach dem Schwerpunkte des Querschnitts hin sich jene Richtungen
nur allmiihlig derjenigen der Mittellinie niihern; mit anderen Worten, es
miissten die zur _\|i[I'_-I.|'|ni\- senkrechten ebenen Querschnitte durech krumme

Fliichen ersetzt werden, welehe sowohl die Mittellinie, als auch jene vor-

genannten Durchsehnittseurven auf der Oherfliiche des Stabes rechtwinkelig
schneiden, um nach wie vor mit demselben Rechte annehmen zu diirfen,
dass in allen Fliichenelementen nur normale Spannungen statt-

finden.
Zu einer rechnungsmiissigen Riicksichtnahme auf den hier hervorgeho-
henen Umstand, resp. zu einer Correction der bisher entwickelten Formeln

nenbau vorzugsweise vorkommen, sowie aueh in allen denjenigen Fillen ein

praktisches Bediirfniss nicht vor, wo auch schon von dem Einflusse der auf

Verschiebung der Querschuitte wirkenden Kriifte ohme in Betracht kommen-
den Fehler abstrahirt wird. Nur bei znsammengesetzten, insbesondere
Briickentriigern, bei denen die den Kraftmomenten M entsprechenden
Spannungen in grosster Entfernung von der Biegungsaxe, nimlich in den
Gurtungen concentrirt und ebenso wie diese gerichtet sind, kommt es we-
leicht in

sentlich in Betracht, kann es dann aber auch verhiltnissmiissig
Rechnung gebracht werden, dass, wenn der veriinderliche Querschnitt mit
einer verinderlichen Hohe verbunden ist, jene Gurtungen und folglich
deren Spannungen unfer veriinderlichen Winkeln gegen die Mittellinie des

Triigers gerichtet sind.
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bh. KHirper von gleichem Widerstande,

110. Im Folgenden sind fiir die beiden Iille, dass der stabformige
Korper entweder an einem Ende befestigh, am anderen frei, oder dass er
an beiden Enden unterstiitzt ist, die Regeln zusammengestellt, nach welehen

r fiir einige besondere, einfache Belastungsarten und Quersehnittsformen als
wfrulmnlm Kiirper von gleichem Widerstande hergestellt werden kann, d. h.
nach welchen gewisse Querdimensionen veriinderlich ge 'macht werden miissen,
damit in allen Querschnitten zugleich die Maximalspannung o = F oder die
O o™\
B =)
gleich ¢’ = /' und ¢”= & sei. Dieser Forderung wird entsprochen, wenn
fiir alle Querschnitte

l i W s
Maximalpressung o’ = k" | jenachdem oder noch hesser zu-
X

Me
—.-’, - = r‘.
3 e (‘”
gemacht wird, unter - dag grossere der beiden Verhiiltnisse 7 und 7
resp. jedes dieser beiden gleichen Verhiilinisse verstanden.
Ausser den Bemerkungen unter Nr. 109 ist dabei noch zu beachten,
dass, wenn hiernach gewisse Querschnitte unendlich klein gemacht werden
diirften, dieselben doch in Wirklichkeit schon deswegen eine endliche Grisse

te Schubkraft

B

iiltnissmiissic um so grosseren Einfluss ausiibt, je kleiner M

--111.:['([11 miissen, weil die in diesem Capitel stets vernachliis

R einen ver
ist, dass sie also vorzugsweise oder selbst allein massgebend wird, wo M

sehr klein oder gar = O ist#).

1. Der Korper AB ist einerseits (bei A) befestigt, anderseits frei.
o. Belastung am freien Ende B durch die Kraft P.

111. — TIst der Querschnitt ein Rechteck von constanter
Breite &, so sind dessen Hthen % bei A, sowie y in der Entfernung =

6 ?ij I-'_Ir'-f a
= ‘/--}.‘,E"'? B

Fiir Korper von Gusseisen ist diese par abolische Form zwar leicht herzu-
stellen und zweckmissig (bis auf die nithige Zugabe an Hishe bei B:
¢f. Nr. 110), fiir Korper von Schmiedeeisen oder Holz wird sie aber an-
gemessener Weise durch eine Trapezform des Liinge nprofils ersetzt, etwa

von B bes tlmmt dureh:

1 ; 1 ; Hgrt
so, dass fiir @ = ¢ [ die Hohe y=—4 h gemacht wird, wodurch in Ver-

ndere Nr. 179

#) Wegen der betr
bis 181.

len Cotrection giehe das vierte Capitel, insbes

)

70,
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bindung mit y = A fiir @ = [ das Trapez bestimmt ist. Freilich wird dann : 3
auf % der Linge, von A aus gerechnet, der Kirper etwas schwiicher, als t"
. - %
: : : : b - 1 4
er sein sollte: um dies eben zu vermeiden, miisste die Hihe bei B = 5- 4 -y
- - L
gemacht werden. {
E Bei Voraussetzung der vollkommen parabolischen Form des Liingen-
} schnitts ergiebt sich die Durchbiegung am Ende B:
y 8PB
L] T o
Fbh3
d. i. doppelt so gross, als sie unter sonst gleichen Umstiinden bei constanter

Hohe A sein wiirde.

112. — Ist der Querschnitt ein Rechteck von constanter
Hihe %, so sind dessen Breiten & hei 4, sowie y in der Entfernung 2 von
B bestimmt durch:

6Pl y &
Ao o TR, Bl B
entsprechend einem Dreieck als Horizontalsehnitt, weleches aber der vernach-
ein Trapez auf derselben Grundlinie b

14

sigten Schubkriifte wegen durch
Bei Voraussetzung der vollkommenen Dreiecks form des Horizontalsehnitts
findet man die Durehbiegung am Ende B: .
6 Pls f
s

d. h. 1,5 Mal so gross, als sie unter sonst gleichen Umstiinden bei constan-
ter Breite b sein wiirde. Die elastische Linie ist hier ein Kreishogen

(ef. Nr. 104).
Sollten abgesehen von den Verstiirkungen bei B die in dieser und der
vorigen Nr. bestimmten Korper gleiches Volumen erhalten, so miisste b dort

und % hier so angenommen werden, dass
27 Pl
bht = ——
4 8 L
ist.
113. — Wenn alle Querschnitte einer gegehenen Figur dhn-

, lich sein sollen (z. B. einem Rechtecke von gegebenem Seitenverhiiltnisse,
{' einer Ellipse von gegebenem Axenver

gind durch eine einzige Dimension eines Querschnitts alle tibrigen Di-
bestimmt. Ist y der Werth dieser bestimmenden ho-
mologen Dimension fiir den Quersehnitt in der Entfernung 2 vom Angriffs-
punkte B der Kraft P, und @ derselbe fiir den Querschnitt bei 4, d. h. fiir

z = [, so ist:

hiiltnisse, insbesondere einem Kreise ete.),

80

mengionen desselben

# __f.)'g_. b &
m'ad L'

ooy _JT\'
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Dabei ist m von der Querschnittsform abhiingig, niimlich m Jr_.’,? B.
&y |I

fiir ihnliche rechteckige Querschnitte: |
Breite
" =76 X Hohe’

fir kreisfirmige Querschnitte (Umdrehungskirper):
7
15

Sofern iibrigens eine zolehe Krperform weder leicht herzustellen, noch
von gefiillicem Ansgehen ist, auch am Ende 55 ohnehin wieder einer Zngabe
an S

=

irke bedarf, so kanu sie durch eine andere von derselben Form des
Querschnitts, aber constanter Verjiingung, d. h. durch eine abgekiirzte Ke

. : I : : ;
gelform ersetzt werden, etwa so, dass fiir & = % ! die bestimmende Di-

mension y = - a gemacht wird. Freilich wird dann der Korper auf /s

seiner Linge, von A aus gerechnet, etwas schwiicher, als er sein sollte;
! ! e pil SO0
um dies zu vermeiden, miisste das Verjiingungsverhiiltniss 7, constant
. : L da
= demjenigen gemacht werden, welches bei der theoretischen Form gleicher
Festigkeit fiir & = [ stattfindet, was dadurch geschieht, dass fiir & =0, d. h,
=)

bei B:y =+ a gemacht wird. !
; 3 |
'j GleichfBrmig auf der ganzen Linge 1 vertheilte Belastung — pl.
114. — Wird dabei ein rechteckiger Querschnitt von constan-

ter Breite b vorausgesetzt, so ergiebt sich dessen Hohe A am Ende A,
sowie die Hiohe y in der Entfernung 2 von B:
.-'!i" ] 1 o
h=1 ‘ ¢ I
4 fI.IJJ h {
Eine Verstiirkung am Ende B ist hier kaum nithig, weil die Schub-

kraft A zusammen mit dem Spannungsmomente M nur allmiihlig von B
gegen A wiichst.

2. Der Kiorper AB ist beiderseits unterstiizt.

. f""l-‘tr-—inn: durch eine in einem Punkte O concentrirte Last P.
115. — Beide Theile 4 C und B des Korpers verhalten sich wie
wenn sie bei € befestigt und bei A resp. B durch eine Kraft dem

Stiitzendrucke angegriffen wiirden: ilre der Aufgabe entsprechenden Formen
sind deshalb nach den obigen Regeln sub 1,¢ zu bestimmen.
Namentlich sind die Endstiicke von Wellen, welche nur zu fr

gen haben, wie z. B. eine Balancierwelle oder die Welle eines Wasser-
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rades, dessen Arbeit durch einen unmittelbar mit ihm verbundenen Zahn-
kranz fortgeleitet wird, nach der Regel unter Nr. 113 zu gestalten, sofern
hier die Querschnitte alle unter sich ihmlich, insbesondere kreisformig sein
sollen. Der anderweitig zu bestimmende Zapfendurchmesser ])t!gri:ll?.t-d;ll}f'i
die zulissige Verjiingung nach Aussen hin.

116. — Wenn die Last 7’ beweglich wiire, so dass ihr Angriffs-
punkt €' jede Lage zwischen 4 und /3 annelimen kann, so ist es zwar nicht
mehr miglich, dass bei jeder Lage in jedem Querschnitte

' M.
—5 = k
ist; allein es lisst sich dann der Forderung entsprechen, dass diese Glei-
chung in dem jedesmaligen Bruchquerschnitte, d. h. im jedesmalizen Quer-
schnitte € erfiillt sein soll.

Wird z. B. ein rechteckiger Quersehnitt von constanter Breite
b angenommen, so muss zu dem Ende, wenn die Lange 4 B = 2a gesetat
wird, die Hohe & in der Mitte:

/3 Pa
=V

gemacht werden, wonach die Hthe y im Abstande & von der Mitte bestimmt
ist durch die Gleichung:

a2 yg

a® B i
d. h. sie ist = der betreffenden Ordinate einer Ellipse mit den Halbaxen
a und /.

B. Gleichféormig auf der ganzen Lange AB = 24 vertheilte
Belastung.
117. — Bei Voraussetzung eines rechteckigen Querschnitts von

constanter Breite & sind dessen Hiohen % und y in der Mitte des Kir-
pers und in der Entfernung @ von der Mitte bestimmt durch:
I_.’"r:il,r-;. £ _F,fz
h=a . ,'r.'l.‘y: s + hi2 =1
Dieser Korper ist bei gleichen Werthen von a, & und £ identiseh mit
dem unter Nr. 116 bestimmten, wenn F = pa ist.

— 118. — Der Triger bestehe aus

2 bogenformigen flachen Gurten mit
constanten Querschnitten /' wnd F",
.y welche durch Streben so verbunden sind, dass
| ihre vertical gemessene gegenseitize Entfer-
| nung von den Stiitzpunkten 4 und B gegen
=3 die Trigermitte hin wichst. (Fig. 16.) Die
mg.1e.  Dicke der Gurte, lings der Biegungsebene

o  h
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gemessen, sei so klein, dass ohne in Betracht kommende Fehler die Span-
nung des unteren und die Pressung des oberen Gurts als gleichformig in den
resp. [ vertheilt, mithin auch als in den bogenfirmigen }

Querschnitten "
" geien die der Abscisse &

Mittellinien concentrirt anzusehen sind; y' und y’
entsprechenden Ordinaten dieser Mittellinien fiir den Mittelpunkt O der Ho- |
rizontalen AB als Anfangspunkt und O als a-Axe. Beide Curven, sowie '
die Querschnitte F' und F" sollen so bestimmt werden, dags die Spannung
des unteren Gurts iiberall = I/, die Pressung des oberen iiberall = I ist.

Sind ¢’ und ¢” die Winkel, unter denen die Curven in den Punkten
x,y’ und , " gegen die x-Axe geneigh gind, so entsprechen jener Forde-

rung die Gleichungen:
F'l cosq' = I cosgp” i

r
F'¥ eos yjr(ﬁr i I,J,H'J e _f;_ (a2 -.J"E_IJ
ht bestimmt ist, so dass noch eine Beziehung

wodureh die Aufgabe noch nic
welche nach der ersten Gleichung

zwischen beiden Curven anzunelmen ist,
nur in einem constanten Verhiltnisse von cos ¢’ zu cos " bestehen kann; .
auch muss fiir eine von beiden Curven noch ein Punkt ausser A sowie die '
Richtung der Tangente in demselben gegeben sein.

Es seien z. B. beide Curven congruent, also

g=g'=9:¥ =YY"=y

und fiir & = 0 gegeben: ¢ = 0;y = k.

Dann wird: |

P 2. g L

41 R pae

08 = If].——-”
yeosgp=h\1—25

Hiernach kann die Curve durch successive Niherung construirt werden,

indem man als erste Anniherung die Curve:

a2
‘rfjl = }J (1 - ”_2)

construirt, dann, wenn fiir diese der Winkel ¢ mit ¢, bezeichnet wird, als

zweite Anniiherung die Curve:
p!
o8 (P1
und, wenn fiir diese der Winkel ¢ mit s bezeichnet wird, als dritte An-

g =

niherung:

Uebrigens entspricht der ersten Anniherung eine Parabel mit dem Schei-

tel S, der Axe SO und der Gleichung:
3 z &t
T a®?
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wenn & —yy = 21 gesetzt wird. Die der zweiten Annitherung entsprechende
Curve kann niiherungsweise dargestellt werden durch die Gleichung:

zg At h2 / .?'2\_
y e 1 & bl ',Te,.J”W/* Y2

s

Obige Aufgabe enthiilt das Princip der Briickentriiger nach Pauli’s
System, abgesehen von dem Einflusse der Schubkriifte und der entsprechen-
den Wirkung der die Gurte verbindenden Streben.

B. Die Richtungslinien der #usseren Kriifte liegen
in verschiedenen Ebenen oder in einer Ebene, welche nicht
Symmetrieebene des geraden stabférmigen Kérpers ist.

119. — Die elastische Linie ist im Allgemeinen doppelt ge-
kriimmt; wenigstens fillt, wenn sie auch einfach gekriimmt ist, ihre Ebene
im Allgemeinen nicht mit der Kraftebene oder die Biegungsaxe irgend eines
Querschnitts nicht mit der Axe des resultirenden Paares M der iusseren
Kriifte fiir diesen Querschnitt zusammen. Ist die Axe sowie die Grisse
von M gegeben, so kommt es darauf an, zuniichst die Lage der Bie-
gungsaxe, demnichst den entsprechenden Kriimmungsradius o (Radius
der ersten Kriimmung) der elastischen Linie und endlich die Spannung ¢
fiir einen beliebigen Punkt des betreffenden Querschnitts zu finden.

Letzterer werde bezogen auf seine Hauptaxen OY und OZ fiir den
Schwerpunkt O (Fig. 17), welche in solchem Sinne positiv genommen sein

zsollen, dass die Axe einer im Sinne YZ stattfin-
denden Drehung nach demjenigen Korpertheile hin
gerichtet ist, dessen System wvon Husseren Kriiften

B bei ihrer Versetzung an den Punkt O das Kriifte-

G paar M liefert. OA sei die Axe, welche dieses
' Kriiftepaar in Beziehung sowohl auf die Lage seiner
T i Ebene, als den Sinn seiner Drehung darstellt; sie

s I_.ig_'”__ 2 bilde mit OY den Winkel @, wihrend S der
Winkel zwischen OY und der Biegungsaxe OB ist.

Die zu Anfange dieses Capitels bis Nr. 41 inel. ertrterten Voraus-
setzungen werden auch hier beibehalten, und ist deshalb nach Nr. 41 und
mit Riicksicht auf Fig. 17 in einem beliebigen Punkte des Querschnitts im
Abstande % von der ]'iI(-;:;lmrr-*,;m> 0 B:

i (s’ LYo gy
@

An die Stelle :11\1 zwei (rl(’wlinf’mrht-.h('dm"ulm‘n sub Nr, 43 freten
aber jetzt die folgenden drei, unter d " ein unendlich kleines Fliichenele-
ment 2ter Ordnung des Querschnitts verstanden:

JodF =0; foedF.z= Mcosa; JodF.y = —Msina.

BadenWiirttemberg
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Aus diesen Gleichungen in Verbindung mit dem obigen Ausdrucke von
¢ folgt, wenn mif
Y =/2dF; Z=/pdF
die Triigheitsmomente des Querschnitts fiir die Hauptaxen OY und OZ be-
g, = 0, entsprechend dem Zusammenfallen der

zeichnet werden, ausser
Biegungsaxe mit der neutralen Axe:
cos f§ Mcose sinf M sin o

A S S P
tgp _ Y
tgu T
e & W cos?a  sin*a

G

(zeosa ysina\

iyl 1 ol ity
'[\ Y 7z )
120, — Mit ¢ =0 oder ¢ = — : gehen diese Formeln iiber in:

E"I =a

31 e M

o BY “PEZ
Mz My

dli= .

- Tesp. —7
in Uebereinstimmung mit Nr. 43; die dem Hauptabschnitte dieses Capitels
cub A. zu Grunde liegende Voraussetzung, dass die insseren Kriifte in einer
Ebene liegen, welche den Kirper gymmetrisch theilt, kann sonach dahin
erweitert werden kann, dass die Kraftebene der Ort des einen oder
des andern der beiden Systeme von Schwerpunkishauptaxen
aller Querschnitte sei.

Ist ¥ = Z, o ist immer aueh g = e; in der That hat dann jede durch
O gezogene Gerade in der Ebene des Querschmitts den Charakter einer
Hauptaxe desselben, und zwar mit dem nimlichen Triigheitsmomente Y = Z.

Ist ¥V = 7, so ist /£ fiberhaupt das kleinste Thriig
gehnitts fiir irgend eine Axe, und eine Biegung um (2 als Biegungsaxe
ist mit dem kleinstmiglichen Widerstande verbunden. Nennt man deshalb
0% die Axe der leichtesten Biegung, so kann man sagen:

eitsmoment des Quer

Wenn die Axe des Paares M nicht mit einer Hauptaxe fiir

den Schwerpunkt des Querschnitts znsammenfillt, so liegt die
betreffende Biegungsaxe zwischen ihr und der Axe der leich-
testen Biegung, und zwar der letzteren um so niher, je mehr

#) Die Ableitung dieser Gleichungen beruht darauf, dass
[ydF = 0; f2dF =0; [yzd ' =0
en Schwerpunkt und die Hauptaxen charakterisiven.

ist, welche Gleichung
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die Haunpttriigheitsmomente Y und Z verschieden sind. Hat der —5
Querschnitt eine sehr Lingliche Form, so kinnen Y und 7 so sehr ver- By
7 ¥ ;
schieden sein, dass f# nahe = -, obgleich @ nahe = 0 ist. b |
. 5 e
| 1
121. — Die grisste Spannung b
: ; -
. fz2eos i st o - ]

| o = M. meazx. \-- s : r o
{ ) Z -
und die griigste Pressung i

L [y sin 2 08
' =M maz. k : \

z vty
finden in denjenigen Punkten des Umfangs statt, welche von der Bie-
gungsaxe : Zeost Y SN
e =1
auf der einen und der andern Seite am weitesten entfernt sind. Beide Maximal-
werthe ¢’ und ¢” #indern sich im Allgemeinen von einem zum andern Quer-
schnitte, und zwar nicht nur mit A/, sondern, wenn die Richtungslinien der
dusseren Kriifte in verschiedenen Ebenen liegen, zugleich mit e, in welchem

Falle selbst bei gleichen und gleich gelegenen Querschnitten, d. h, bei pris-
matischer Form des Korpers, die Punkte grisster Spannung und Pressung
in den verschiedenen Querschnitten wverschieden liegen und ilire Oerter auf
der Oberfliiche des Korpers zwei krumme Linien bilden kinnen.

Wenn die secundiiren iusseren Kriifte, d. h. die Widerstandskriilte dex
tiicke der
it sich eing der

Stiitzpunkte, unabhiingig von der Biegung durch die Bestimmu

ren Kriifte ausgedriickt werden kiinnen, so lLis

1
letzteren oder eine Dimension des Korpers ohne Weiteres so bestimmen, /
nitte hieh- [

primiiren i

i '

und ¢ in irgend einem Que

dass die Maximalwerthe von ¢
stens = gegebenen Werthen A/ rvesp. 4 werden. Is ist dies der Fall, wenn
der Korper an einem Ende befestigt und iibrigens frei, oder wemn er in
zwei Punkten unterstiitzt ist.

122, — Ist z. B. der Querschnitt eine Ellipse mit den Halbaxen &
und ¢ in OY und OZ, so ist

V2

lgp = -h:!-f.r.rrr,
woraus folet, dass die Biegungsaxe OB in den Durchmesser fillt, welcher
dem zur Axe (0A senkrechten Durchmesser, d. h. dem Schnitt der Ebene
malwerthe o' und

des Paares M conjugirt ist. Die einander gleichen M:
! ¢ finden in den Endpunkten dieses Schnitts statt und sind:

( 5
NS T
% J Y " b2 eosta + o

i

| 7T
Ist der Querschnitt ein Rechteck mit den Seiten & und ¢ parallel
OY resp. OZ, so ist auch

Grashof, Festigkeitalehre.
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{iillt z. B. der zu OA senkrechte Schnitt der Ebene des Paares M in eine
Diagonale des Rechtecks, so fiillt die Biegungsaxe in die andere. Die Maxi-
malwerthe ¢ und ¢ finden immer in zwei gegeniiberliegenden Eckpunkten
statt und gind:

a | oM

\ (b eosc + e sin ).
a’| b2 2 X

1
123. Der Ausdruck von in Nr. 119 dient zur Bestimmung
o

der elastischen Linie, also auch zur Bestimmung der Reactionen der
Befesticungs- oder Stiitzpunkte, wenn diese von der Biegung des Stabes ab-
hiingen, insbesondere also wenn der Letztere beiderseits in-lna-\tl;_-f.‘ oder einer
seits Defostict und andererseits gestiitzt, oder ausserdem noeh in beliebig
vielen Zwischenpunkten gestiitzt ist. Der erste dieser drei Fille kann wie-
der als Fundamentalfall betrachtet werden, ans welchem der zweite durch
Specialisirung, der dritte durch Combination abzuleiten ist; praktisehe Wich-
tigkeit haben alle diese Fiille nicht, und es mige oenticen, das Verfahren
der Behandlung des Fundamentalfalls nur allgemein anzudeuten.

124, A B sei der stabformige Kirper von der Liinge 1. weleher an

beiden Enden so befestigt ist. dass die Tangenten der elastischen Linie in

ihren Endpunkten A und B gegebene Richtungen haben, weleche mit der
Geraden A B sehr kleine Winkel bilden. Mit A und B seien zugleich die
der Grosge und Richtung mnach zun bestimmenden Widerstandskriifte an den
eleich hezeiclmeten Stabenden, mit | A] und [B] die Spanmungsmomente der
Endguersehnitte beze sichnet, welche I|||‘~uhl|1|l1 ihrer Grisssen und der Lagen
ihrer Ebenen bestimmt werden sollen. Die Art der Belastung sei nur an
die allgemeine Voraussetzung dieses Capitels gebunden (Nr. 38); die Ver-
sinderlichkeit des Querschnitts wird nur durch die Voraussetzung beschriinkt,
dass vor der Biegung die Hauptaxen der Schwerpunkte aller Querschmitte
des geraden Stabes in zwei Ebenen liegen, welche in der Axe AB sich
rechtwinkelig schneiden.

Diese heiden Ebenen und die im Punkte A zn ihrer Durchselmittslinie
A B senkrechte Ebene seien die Coordinatenebenen, AR die a-Axe, AY,
und A 7, die beiden anderen Axen, worauf die Lage eines beliebigen Punk-
tes () der elastischen Linie durch seine betreffenden Coordinaten 2, ¥o,
bezogen wird. Der sehr kleine Winkel, unter welchem die Tangente des
Punktes @ der elastisehen Linie (genommen im Sinne der Bewegung eines
die elastische Linie von A nach B3 durchlaufenden Punktes) gegen die
a-Axe geneigt igt, habe in der Ebene X /7, die Projection ¢y, in der Ebene
XY, die 1'1‘l'|-|l(llnll ¢z} ¢ty und @ seien die gegebenen Werthe |l1|~n Win-
kel fiir # =0, d. h. im Punkte A, gy und [, dieselben fiir @ ={, d. h. im
Punkte B; alle diese Winkel werden positiv oder negativ gesetzt, jemach-
dem sie von dem mit der x-Axe gleich gerichteten Schenkel aus gerechnet
nach der Seite der positiven oder negativen Axe AZ, resp. AY, liegen.
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Ist nun d¢ der Countingenzwinkel der elastischen Linie im Punkte O
go ist mit sehr kleinem Fehler

)

h".'.' a’{.‘a'
r;(,( = {‘J = {) 3
und wenn man diese unendlich kleine Verdrehung dg um die Biegungsaxe
des betreflenden Querschnitts in zwei dergleichen um die Hauptaxen OY
und O dieses Quersehnitts zerlegt denkt, niimlich (Fig. 17):

da

dgpy=dg.cosf = cosfum OY
" 0

: da = .
und degp, = —dg . sinf = - sinfi um OZ,
o
0
g0 ergiebt sich sofort:
f{f\r' :
Py—ay = | — cosf
Py — Qy 0 !

vda A
Pg— Uy = — stn g,
¥ J o I

Wiire der Punkt A nicht fest, so wiirde er
vermige degy um die Strecke @ . d gy nach der Richtung 2, A,
i Ldipiis s - wadgy e n Yo 4
von der Tangente des Punktes O sich entfernen; in der That entfernt sich
umgekehrt der Punkt () von der Tangente des Punktes A

J'.fJ'I_." = 5
um &.dgy = cos 3 nach der Riehtung 4 7,
o o
¢
adax b -
und , z.dg,=— 1 S G = AYy.
(4]

Daraus ergiebt sich:

wdw A
Zo— &y = — cos 3
‘ @

n

wda i
Yo — &y = — ST 3.
2 o

4]

In diesen Gleichungen ist mach No. 119:

cos 3 Meosee  sinf 12 M sin e
i R

und weil fiir @ = ! gegeben ist:
Py = Py; Pza=Pz; 2o=0; 1o =0,
so erhilt man die 4 Gleichungen:
I
- + Meosa
By =ty += e (
By = ay I, Y

&
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1 fMsine
Pe =G Sl

o
1 IrT-f
= f:(_\ 4 ’] i f\j:'”" vl

]
1 o Msine
0=l — — = s
1 !r"- ‘/, I 1
worans die in den Ausdriicken von Meos e und Msine vorkommenden 4 un-
bekannten Grossen, niimlich A, [4] wnd die 2 Winkel, wodareh die Rich
tichtime der Ebene von [A] Destimmi simd, sich fin-

tung von A und die |
{ Unbekannten fiir das anmdere Stabende

den lassen. Die entsprechenden
fndet man dann aus den Bedingungen des Gleichgewichts aller insseren

Kuifte am ganzen Korper,




DRITTES CAPITEL.

Zusammengesetzte Biegungs-Elasticitit und
Festigkeit.

125, s wird hierunter der Fall verstanden, in welchem die fusse

ren Krifte sieh fiir jeden Querschnift des stabférmigen Kor

pers dureh cine resultirende Kraft F” und dureh ein resulti
rendes Kriiftepaar M ersetzen lassen so, dass der Querschnitt
sowohl in seinem Schwerpunkte von der Richtungslinie der

> Kraft 2, als auch von der Ebene des Paares M rechtwinkelig
ceschnitten wird, Die Wirkung der in die Ebene des Querschnitts fal-
lenden Kraft &, von welcher freilich das Kyiiftepaar M im Allgemeinen un-
vermeidlich hegleitet ist, wird hier wie im vorigen Capitel ausser Acht ge-
lassen (ef. Nr. 57).

Die Voraussetzune des vorigen Capitels (Nr. 38), dass die Rieh
tungslinien der ifusseren Kriifte die Mittellinie des Korpers
sehneiden, muss auch hier heibehalten werden, dagegen darf das Schnei-
den unter beliebigem Winkel, selbst unter dem Winkel Null statt-
finden. Bs wird also nur vorausgesetzt, dass die Richtungslinie jeder
iusseren Kraft mit jeder Tangente der Mittellinie in einer
Lhene liege; letztere muss deshalb nicht mehr nothwendig eine gerade
Linie. sondern sie darf auch eine ebene Curve sein, sofern nur in diesem
Falle alle iiusseren Kyiifte in derselben Ebene, niimlich in der Ebenc der

cinfach gekriimmien Mittellinie liegen.

k Die Bezeichnungen: elastische Linie und Biegungsfliche, Bie-
sungsaxe und elastische Fliche haben hier dieselben Bedeuntungen wie
im vorigen Capitel; aueh wird hier wie dort im Allgemeinen vorausgeselzt,
dass die Deformation sehr gering sei der Arf, dass alle Tangenten
der elastischen Linie mit den entsprechenden Tangenten der urspriinglichen
Mittellinie sehy kleine Winkel bilden, sowie auch, dass die materiellen
Quersehnitte bestindig eben und zur elastischen Linie senk-
recht bleiben, (Cf. Nr. 38 und 40.)

’
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102 Zusammengesetzte Biegungs Flasticitit und Festighkeit. ?
A. Gerader stabformiger Korper. ‘

126. — Wenn man jede iussere Kraft, deren Richfungslinie nach der |
Voraussetzung mit der Axe des Stabes in je einer Ebene liegt, an ihrem in 1

oder ausserhalb der Axe liegenden Angrifispunkte in je zwei Componenten zer-
legt, wovon die eine die Axe rechtwinkelig schneidet, die andere mit ihr zu

gammenfillt oder parallel ist, so kann man die Spannung, welche vermige ®
des ersten Systems von Kyiiften in irgend einem Punkte nach der zum Quer-
schnitte senkrechten Richtung hervorgerufen wird, nach dem vorigen Capitel
berechnen, zu welcher dann die vermdge des zweiten Systems von Kriiften
in demselben Punkte nach derselben Richtung verursachte Spannung nur al-

gebraisch addirt zu werden braucht, um die resultirende Spannung daselbst [
zu erhalten, |

Es wird deshalb hier die Untersuchung auf die Voraussetzung [

eschriinkt,
dass iiberhaupt nur das zweite System von Kriiften vorhanden sei, und weil
zudem deren Wirkungen, sofern es sich nur um die resultirenden Spannun-
gen handelt, bei Voraussetzung einer sehr geringfiigigen Biegung sich wie-
derum nur einfach addiren, so wird die Aufgabe weiter darauf beschrinkt,
dass der Stab nur durch eine einzige Kraft 77 angegriffen wird,
deren Richtungslinie mit seiner vor der Biegung coraden Axe
parallel ist, wobei die heiden Fille zu unterscheiden sind, ob der An-
griffspunkt der Kraft ausserhalb der elastischen Linie oder in der derselben i
liegt. Ersterer Fall miige als excentrische Zug- oder Druckhbe-
lastung bezeichnét werden; letzterer, welcher als Grenzfall des ersteren be-
trachtet werden kann, gehort iberhaupt nur unter der Voraussetzung hierher,
dass die Kraft P als Druck wirkt und bei grosserer Liinge des Stabes eine
Biecung desselben verursacht, und es hat dann dieser Fall mit Riicksicht
auf die Art des schliesslich herbeigefiihrten Bruchs den Namen der Zer-
kniekungsfestigkeit erhalten.

Von dem Eigengewicht des Stabes darf hier immer abgesehen werden,

I. Excentrische Zug- oder Druckbelastung eines geraden Stabes
von constantem Querschnitte.

127. — A DB sei die Mittellinie des Stabeg, A X die feste gerade Linie,
mit welcher sie vor der Belastung zusammenfillt, 7) der Angrifispunkt der 4
belastenden Kraft 2. Wenn die Mittellinie .1 /3 als elastische Linie sich
kriimmt, so soll doeh die Richtungslinie von /2 bhestiindig parallel AN bleiben
und. der Punkt 1) stets dieselbe Lage in der dureh ihn urspriinglich hin-
durchgehenden Querschnittzgebene, insbezondere also anch einen unveriinder-
lichen Abstand p von dem Schwerpunkte dieses Querschnitts, d. L. von der
Mittellinie 1.5 behalten.,
Wenn der Angriffspunkt /) nicht in einer der beiden Ebenen H wnd H,
¢, welehe, in der Axe A4 X des noch ge

raden Stabes sich rechtwinkelig
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sehneidend, die Sehwerpunktshauptaxen aller Querschnitte desselben enthal-

ten, so wiirde die Biegung

axe irgend eines Querschnitts nicht mit der Axe

des von der Belastung herriihrenden Kriiftepaares Mzusammenfallen (ef. Nr.119),

und wenn zudem die Ausweichungen der Punkte der elastischen Linie aus

der Geraden A X nicht etwa sehr klein im Vergleich mit p wiren, so

wiirde mit der Axe des Paares M zugleich auch die Biegungsaxe in den
versehiedenen Querschnitten eine merklich versehiedene Lage erhalten, so-

B mit die elastische Linie eine Curve von doppelter Kriimmung werden kiinnen.
Hier wird vorausgesetzt, die Ebene [ A X falle, sofern nicht etwa die

Haupttr

sind, mit einer der beiden Ebenen / und H; zusammen, sei also in der

eitsmomente Y und # der Querschnitte (Nr. 119) gleich gross

Regel eine Symmetrieebene des Stabes; dann ist die elastische
Linie eine ebene Curve, und es fiillt ihre Ebene, die Biegungs-
ebene, mit der Kraftebene /24 X zusammen,

128, Wenn man die an den Schwerptkt O eines Querschnitts ver-
setzte Kraft 2 in zwei Componenten zerlegt, tangential und senkrecht zur
clastischen Linie, so ist, da letztere nach der Voraussetzung einen sehr klei-
nen Winkel mit 4 X bildet, die erste Componente mit Vernachlissigung
einer kleinen Grisse der 2ter Ordnung = P, die zweite als kleine Grisse der
tten Ordnung = Null zn getzen; der durch die Vernachlissigung der Schub-
kriifte begangene Fehler ist deshalb hier nur damm von gleicher Ordnung
mit demjenigen, welcher bei den Problemen des vorigen Capitels dadureh
te von Stiitzpunkten vorkommen,

=

begangen wurde, wenn Widerstands
welche senkrecht gegen die Axe A X gerichtet sind.

. Die Kraft P verursacht Spannungen oder Pressungen, welche als gleich-
o ¥ ? o
1}

formig im Querschnitte vertheilt vorausgesetzt werden, also 7 gesetzt wer-

den diirfen, unter /' den Flicheninhalt des Querschnitts verstanden.

Das Moment M erzeugt Spannungen und Pressungen, welche propor-
tional dem Abstande von der Biegungsaxe wachsen, in welcher Hinsicht
die Resultate sub Nr. 43 ohne Weiteres auf vorliegenden Fall zu fibertra-
oren sind #),

Die resultirenden Spannungen und Pressungen ergeben sich durch alge-
braische Addition derjenigen, welche durch P, und derjenigen, welche durch
M bedingt werden; sie sind am grissten = o’ resp. " in den Punkten,

— Null ist, dndert die Gleichung

EJ -

v
- . i .

zn Nr. 43 bemerki wurde; wenigstens nicht mit

1 vernachlissigt, also

1 Ul

e=ty + (1 + &) — =18 +—

¢ ¢
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l” I Zusammengesetate Biegrungs

welehe auf der convexen resp. concaven Seite der elastischen Fliche den
grossten Abstand ¢’ resp. ¢” von der Biegungsaxe haben:

e & 1 M B
] o + ok ¢ 1l — = F 7 |
unter J das auf die Biegungsaxe bezogene Triigheitsmoment des Querschnitts b

verstanden, und wobei die oberen oder unteren Zeichen gelten, jenachdem
alg Zug oder als Druck wirkt.

e p———

Ist M klein, so kann es jedoch der Fall sein, dass alle Spannungen im .
weiteren Sinne von einerlei, niimlich von derjenigen Art (Spannungen im en- [l
geren Sinne oder Pressungen) sind, wie solche durch /? hervorgerufen wer- |
den: dieger Umstand, welcher dadureh charakterisirt werden kann, dass die
der Biegungsaxe parallele nenfrale Axe ganz aus dem Quersehnitte lerans-
et.
Aufgabe ist es in jedem Falle, die griissten Werthe von ¢ und ¢”

riickt, wird durch einen negativen Werth von o oder o angez

e ——

zu finden, um alsdann der Forderung entsprechen zu kionnen, dass das

!
|

prissere der beiden Verhiiltnisse
. o mad. o
i und Vi

1 sei. Die Maximalwerthe von ¢f und ¢ kitnnen im Allzemeinen in zwel

verschiedenen Quersehnitten stattfinden, fir welche M ein relatives Maximum

ist: am vortheilhaftesten ist es aber, wo mdglich eine solehe Form des Quer- |

sehnitts zu wiihlen, dass in jedem einzelnen !
o a” el
i

ist, dass mithin auch diese beiden Verhiiltnisse gleichzeitig 1 und so die
Zug- und die Druckfestigkeit des Materials in cleichem Grade

verwerthet werden, Die Bedingung dafiir ist:

T FERU g 1 D B
wor=rtFrM\F Tt ¥)
inshesondere fiir & = £
Rt
it .

wobei wieder die oberen oder unteren Zeichen gelten, jenachdem £ als Zug
oder als Druck wirkt.

a. BDie ¥
im Vergleich

der elastischen Linie ist sehr kiein
it der Excentricitiit p der belastenden
Hraflt I*

129, Unter der Durchbiegung der elastischen Linie in irgend einem
Punkte ist die Ausweichung dieses Punktes aus der Geraden AN verstan
den, welehe alle materiellen Punkte der elastischen Linie vor der Belastung
enthielt. Ist diese Ausweichung iiberall sehr klein im Vergleich mit p, und
wird dann zuniichst vorauns

etzt, der Stab sei am einen Ende A
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/ Zusammengesetate Bi Elasticitdt nnd Pestighkeit LODH
1 befestigt, am anderen frei und hier belastet
: (Fig. 18), so kann fiir jeden Querschnitt
2 " M= Pp
i gesetzt werden, so dass auch ¢ und ¢” in allen Quer-
schnitten gleich gross sind, niimlich :
: S
: A g = {J’; -+ ;) i
R 4| 7 / PN pe’ 2 1 \ P
y I N F)
X { Dergleichen excentrische Belastungen miissen miog-
lichst vermieden werden, weil selbst im Falle, dass P
nur klein im Vergleich mit ¢ und ¢ ist, doch o fiir die Zughelastung, ¢
fiir die Druckbelastung wesentlich grosser sein kanm, als wenn die Rich-
i tungslinie von /” mif der Axe des Stabes zusammenfillt.
| 130. Hat z. B. eine excentriseh belastete Hingesiiule, d. h, ein in
verticaler Lage oben hefestigier und unten dureh ein excentriseh angehingtes Ge
| wicht # belasteter stabformiger Kiorper, einen rechteckigen Quersehnitt
mit den Seiten & und & (4 parallel den Biegungsaxen), so ist
a /Gp VLR e
al ) __k =y }.-"' bh’
z, B. mit p = j’ o= 4 J]: = Ag".
1 Dadurch, dass die Richtungslinie von P in die Oberfiche der Siule fillt,
wird also ihre Anstrengung 4mal so gross, als bei centrischer Belastung;
sie wiirde verdoppelt schon bei p = I.f: 2
Hat der excentrisch gezogene Stab einen kreisformigen Querschnitt
mit dem Radius », wie z. B. der cylindrische Schaft cines Kettenhakens,
80 180:
o r Y P
o : = ‘]:.f : l,-'l e
ZB. mit p = r:a¢' =5 !_II — : o,
nr= (3]
Es ist also wichtig, durch passende Kriimmung des Hakens moglichst p
auf Null zu redociren,
131. — Wenn die Kraft /2 als Druck wirkt, indem sie z. B. eine
Kein o Schwerkraft und die Sdule A5 in verticaler Stellung von Unten her (hei A)
el cestiitzt ist, so kann der Angriffspunkt [/ der Kraft /2 am Ende eines Sei
tenarms ' [ p sich befinden, welcher an einer mittleren Stelle €' in den
Abstinden AC =a und 5C =0 von den Enden mit der Siule AB =1{
verbunden ist, und es kann ausserdem die letztere an ihren Endpunkten
noch von der Seite her gestiitzt oder aunch befestigt sein. (Fig. 19.) In einem
solehen Falle giebt es melive Quersehnitte, fiir welche M ein Maximum ist:
jedenfalls die beiden Quersehnitte unmittelbar ober- und unterhalb der Ver-
bindungsstelle €' zwischen Siule und Seitenarm, event, ausserdem die Quer-
s
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106 Zusammengzesetzte B

sehnitte an den Enden A und B, sofern daselbst nieht einfache Stiitzung,
sondern Befestigung stattfindet.

Nimmt man A Y in der Biegungsebene senkrecht zu der in Nr. 127
bezeichneten Axe A X und zwar positiv nach der Richtung C 1), so seien
A und B die Widerstandskrifte bei 4 und B3, positiv oder negativ, jenach-

dem sie die Riehtung Y A oder A Y" haben,
[A] und [5] die Spannungsmomente der Querschnitte A und B,
[€1] und | 41 die Spannungsmomente der Querschnitte unmittelbar ober-

und unterhalb €, welehe Momente positiv oder negativ gesetzt wer

den, jenachdem die elastische Linie an den betreffenden Stellen nach der

Riehtung YA oder AY concav gekriimit ist.

Kennt man die Spannungsmomente [C1], (4] und, sofern sie nicht
Null sind, [4] und [B], so findet man die ents) =|-i|n nden 2 resp. 3 oder
# pach den Formeln sub Nr.128. Welche

{ relativen Maxima von ¢’ und o I
von diesen Werthen die absolut grossten, mithin masseebenden sind, hiingt
iren Grosse der

In den

ab von dem Verhiiltnisse a:b und von der wverhiiltnissmiis

Excentricitit p, verglichen mit den Querdimensionen des § tabes.
folgenden Paragraphen sind nur jene re lativ grossten Spannungsmomente an
weoeben, woraus die weiteren 1 ‘olgerungen in jedem gege shenen besonderen
Falle leieht gezogen werden.

Jedenfalls ist A negativ, B positiv und

A =10 ')
(€] = [€1] = PP

Bei C findet eine pli\lzllzhz- \-t1|1| rung der Kriimmung der elastischen

Linie statt, entsprechend einer Stetigkeitsunterbrechung 3% Ordnung ihver :

Ordinate .
X 132, Die excentrisch helastete Siule AB
B/ ist oben und unten gestiitzt: Fig. 19, Hier ist:
Tl /] - IIJ‘“

e : b
|Iir ‘] — Bb =

_._.-I = 4 : ) {
- [Ci] = [C1] - Pp=— ; Pp. |

Fig. 19.

I183. — Die excentrisch belastete Siule ARB ist unten (bei A)
nach der Richtung A B befestigt, oben gestiltzt. Hier ist nur
||f |I - (.
Ist y der Winkel, unter welehem die elastische Linie bei (' gegen die

@-Axe geneigt ist, J die Ausweichung des Punktes € aus der #-Axe nach
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'3
der Richtung YA (ef. Fig. 19 die punktirten Linien), so kann man nach ~‘.‘
e - : ¥ . L
den Formeln fiir A und [B] sub Nr. 61, indem man darin .
9 o f‘j -4
E=10=0 ¢=—;B8=-y ‘L;z":u -1

P

setzt, A4 und [Cy] durch y und J ausdriicken; desgl. auch B und [C1] nach
den Formeln fiir £ und [A] sub Nr. 71, wenn man darin
i f’--".J:“:(r--;’--:;f b
setzt. Die Relationen
A+ B=0ud [C;]=[C] — Pp
liefern dann 2 Gleichungen zur Berechnung von y und &, und die Substitu-
tion ihrer Werthe giebt:

et

Ja (a4 25h)

A=B = = "“.lr"
20

5 3ab (a + 20)
|r.1] 9B Pp

. 2a3 Sab + 243 :
[Ca] =— 28 P

Endlich ist:

: a? + 20 (a—0b)
;]|:.-’)f -fj'-—_ ‘_’J"'-’. _a“f!.

A Ebenso wie im vorigen Falle sub Nr. 132 ist auch hier immer [C1]
positiv, [C}] negativ, d. h. es findet bei €' ein Wechsel im Sinne der Kriim-
mung statt. Das Spannungsmoment [A] ist positiv oder negativ, jenachdem

il . Lo
—=—-14+YV3 = 0,732
[/
ist; letzteren Falls ist der Absolutwerth von [A] stets kleiner, als derjenige
von [Cy], und es sind deshalb dann die Maximalwerthe von ¢’ und ¢* nur
in den Querschnitten unmittelbar ober- und unterhalb € zu suchen.
134. — Die excentrisch belastete Siiule ist an beiden Enden
A und B nach den Richtungen AFB resp. B A befestigt. Haben
y und d die in der vorigen Nr. erkliirten Bedeutungen, so lassen sich A
und [€;] wie dort durch y und J aunsdriicken vermittels der Formeln fiir A
und [£] sub Nr, 61; dieselben Formeln liefern aber hier auch die Ausdriicke
= von B und [C1] durch y und 4, und zwar mit den Substitutionen:
: e dant d
P= (\321].\ f!:I-a p‘ - ‘}'—(,)—’ 1{:(’:.
Die Einfiihrung der aus den Gleichungen
A+ B=0; [C]=[C1] - Pp
entwickelten Werthe von y und J giebt dann:
6ab __
A  HETS g
—Ad=8B= B Pp

2

¥
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= i - il %

" a(at—ab+ 45%) >
[C1] = B =P
b (a2 —ab + b2) \

| 5

l AR ; Pp.

4 Endlich ist: '
p a (a—20)

F . (Bl=[C)-Bb=—7F—IP

Fo (o A

K- (4] = [C1) — Aa - s % pp. 1
g [C'1] ist immer positiv, €3] immer negativ; ein positiver Werth von [£7]
i ist stets = [C1], ein negativer Werth von || abgolut genommen — |Cy]
_[ Die Maximalwerthe von ¢ und % sind also, wemn « = 94 ist, anf keinen
i Fall im Querschnitte bei /7, und wenn b 9o ist, auf keinen Fall im Quer
F schnitte bei < zu suchen.

b3

by h. Die Durehbiegung der elastischen Linie ist nicht sehr
e Licin im Vergleich mit der Excentricititt p der

I" helastenden Kraft PP

L-_ 135. Der Stab 4B sei bei A befestigt, fibrigens frei und
\& am freien Ende B belastet. st dann die Ausweichung j dieses Fnd
| punktes /5 der olastischen Linie aus der Geraden A X nicht gegen die Ex I
b centricitiit B = p des Angrifispunktes 1) zu vernach
F A ¥ |4 liissigen, so verhalten sich die beiden dureh Fig. 18
E.‘ f ) dareestellten Lille wesentlich verschieden ; siche Fig. 20.
] : 4 n Wirkt 7 als Zug, so findet eine solehe Biegung
i statt, dass M von B nach < abnimmt; der grosste

! - v und deshalb massgebende Werth von M im Quer
\ i 7 aclmitte bei I3 ist aber ebenso gross, als ob f ver-
o3 sehwindend Kklein wiire, nimlich Pp, sofern der Un

] a s schied zwischen p und seiner Projection auf AY als
lf 1 eine im Vergleich mit p kleine Grisse 2tr Ordnung
! \ Y vernachlissigt wird, Mif coleher Anniherung sind also
i_ i . Fig. 20. auch die Maximalwerthe von o und ¢’ den in Nr. 129

. wgefiihrien gleich.

136, Wirkt aber I’ als Dyruck, so nimmt W von BB nach A zu,

und es ist hier

e, .1! !‘I Ill’ _{' _J-|‘
dessen Werthhestimmung die Kenntniss
Ans der Momentengleichung :
1.

o

ein Ausdruck, der Gleichung der

clastischen Linie erfordert.

-P(p+f-Y
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oder mit der iiblichen und in den Fiillen der Praxis meistens zuliissigen
Niiherung:
| rlle.l_,r P :
T AP+ =)
0 o a2 EJ =t J

findet man aber durch Integration mit Riicksieht darauf, dass

dy
r=40: y=0U: o — )
¥ ‘ hfl.J'
< den Bedingungen der Aufgabe gemiiss zusammengehtrige Werthe sind:

oo (V)
p+f e e 008
darvaus mit w =4 y=7"

J R ==g o8 |‘l.',|I ‘ f \ oder P -1‘-"’ £
P+ \ I5J) P

> "J V ’!‘ \I
y 1 — cos .r' 7.7/
P { [ f' ‘
cos (] ‘ i

als l'n[-'[t‘hult; der elastischen Linie. Die ?‘\l1|rr~|!|ll1'_|lill von

Pp

1
i 2
J'rJ.\"'l : \
\’\ i)

folglich anch

| Plp+f) = 7
cos | [
i k ‘ E f)
tiv M in den Ausdriicken von ¢’ und ¢” sub Nr. 128 liefert endlich:
!
1
ma.a. :’;'r A "Ir - ‘r' f-'\‘l !”
\ ,f,r'a;.~' |'r f ‘.-’"’ = \l -'I
= \ )
i s }Jr"’ i \
mar. ¢ = | = - - - A ;‘“,
t C ( f p : /P \ + iz \
\, oJ ,COB |\ ‘_-’ .!',“)‘I:'
Il. Zerknickungsfestigheit.
a. Gerader Stah von constantem Quersehnitte.
137. Wenn ein gerader Stab A58 am Ende A befestigt ist
und am anderen, freien Ende durch eine genan im Endpunkte
B der geraden Mittellinie AB angreifende und nach B.A ze-
richtete Kraft /> gedriickt wird (z. B. vertical stehend und oben durch
ein Gewicht belastet), so ist zwar an und fiir sich kein Grund vorhanden,
weshalb der Stab eine andere Deformation, als eine blosse Zusammendriickung
bei gerade bleibender Mittellinie erfahren sollte: allein es kann bei verhiilt-
nissmissig grosser Liinge des Stabes und starker Belastung jener Gleichge-
BADISCHE
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wichtszugtand ein der Art labiler sein, dass durch den geringsten zufilligen
Umstand, z. B. durch einen zafiilligen Seitendruck oder wegen mangelhafter
Homogenitit des Materials eine bleibende Biegung eintritt, wodurch neue

Spannungen und Pressungen verursacht werden, die mit den im Querschnitte
»

oleichformig vertheilten Pressungen 7 sich eombiniren.

Kin golcher Gleichgewichtszustand bei gekriimmter Mittellinie und unter
der Voraussetzung ciner auch bei der Biegung constant bleibenden Richtung
der Kraft kann als Grenzfall des in Nr. 136 besprochenen Falles lu-tr;::-hll‘.i
werden, entsprechend dem Uebergange von p in die Grenze Null, withrend

f eine endliche Grisse behiilt. Indem aber damit
, ] ) . . s
lim. e . also cos | ‘ { =0
/ [ Py P 0" \ InJ
Ll I'\ ‘ n‘i';l::l

wird, erhielte man

e 0 Y /e 0
WL, = | 51 P: max. gl= |
\E . 0

0
also umbestimmte Werthe, woraus man schliesst, dass, wenn die Verhiiltnisse

L\ p
it o ;_u',l )
der Art sind, um das Gleichgewicht bei gekriimmter Mittellinie iiberhaupt
moelich zu machen, dasselbe bei jedem Werthe von / stattfinden kiinne,
o dass man keinerlei Sicherheit dafiir haben wiirde, dass die Biegung und
die entsprechenden Spannungen nicht so gross werden, um den Bruch des
Gtabes durch Zerknickung herbeizufiihren. Man folgert also weiter, dass,
um jene Gefahr zu vermeiden, £ jedenfalls kleiner genommen werden miisse,
als der kleinste Werth, bei welchem eine noch so kleine Biegung iiberhaupt

e (=
cos | | ‘.f' — | =)
¢V 77

werden kamn: dieser Werth ist

bestehen, d. h. wodurch

a2 LJ
SN
und wird sonach als diejenige Kraft betrachtet, durch welche der Stab zwar
nicht nothwendig zerknickt werden muss, aber doch bei der geringsten Zu-
fiilligkeit zerknickt werden kann #).

Natiirlich ist im Allgemeinen anzunehmen, dass die Biegung in dem
Sinne eintritt, fiir welchen der Widerstand dagegen am kleinsten ist; o/ be-
deutet also hier das kleinste Triigheitsmoment des Querschnitts fiir irgend
eine Biegungsaxe.

TG
138. — Der Bedingung: cos :/.u“_.f" ) — 0 kann auch geniigt wer-
S \ KJ)
a? IiJ

den durch: p_g rl EJ o kJ @ner TS

BRL R

* Fine strengere Priifung dieser Sohlussfolgerungen enthilt Nr
) E B E g
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entsprechend dem Umstande, dass die elastische Linie (F

£ deren Gleichung nach Nr. 136
4 ; aVEay
2 ist, bis zu irgend einem der unendlich vielen Punkte By g ir.
' B, reicht, fiir welche y =/ ist ebenso wie fiir den Punkt 5.
Ist freilich der Stab am belasteten Ende frei, so ist der Ein-
X L tritt einer solchen weniger einfachen und eine grissere Kraft
i erfordernden Biegung nicht anzunehmen; dagegen fiihrt diese
; jetrachtung zu dem Ausdrucke fiir die Bruchbelastung P bei
e 3 einer :uujli:m-n Art der Stiitzung oder Befestigung der Stab-
i enden: Nr. 140,
139. — Befinden sich die Stabenden unter solehen Verhiiltnissen, dass

die elastisehe Linie mit beiden Endpunkten in der Richtungs-
linie von # bleiben muss, jedoeh uneehindert ihre Neigung ge-
gen dieselbe findern kann (z B. eine Schubstange, an beiden Enden

um Zapfen drehbar), so verhiilt sich jede Iiilfte des Stabes gerade so wie

der ganze Stab im Falle sub Nr. 137, und es kann also, wenn mit { immer

die ganze Linge des Stabes bezeichnet wird, die Zerknickung erfolgen dureh

die Kraft:

nt EJ 1
;’_ N 2 4
4 71 2 2
'-.\a_g .
140, — Ist die elastische Linie gentthigt, nieht nur mit ihren

Endpunkten in der Richtungslinie von 2 zu bleiben, sondern
auch von dieser daselbst beriihrt zu werden (z B. ecine Siule,
welche beiderseits befesti

ot oder auch nur flach abgeschnitten und gegen

entsprechende ebene Fl gestiitzt ist), so stimmt bei der einfachst mog-

der
Curve A 133 (Fig. 21), und es ist also die Kvaft, wodurch der Stab zerknickt
werden kann:

lichen Biegungsweise die elastische Linie iiberein mit den unteren

L i
141. — Endlich kann es noch der Fall sein, dass der Stab am einen
Ende sich wie sub Nr. 139, am anderen wie sub Nr. 140 verhiilt, dass
also die elastisehe Linie gentthigt ist, mit beiden Endpunkten in der
Richtungslinie von 7 zu bleiben und zugleich im einen End-
punkte 4 von ihr beriihrt zu werden, wiihrend am anderen
Ende B eine ungehinderte Neigungsinderung stattfinden kann.
Die einfachste, also wahrscheinlichste und gefiihrlichste Biegung fiir diesen
BADISCHE
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112 Zusammengeselzte Biegungs - Elasticitit und Festighkeit
T Fall zeigt Fig. 22; sie ist, weil ansserhalb A X ein durch

M = 0 charakterisirter Inflexionspunkt € liegen muss, nur
s\—p dadurch mbglich, dass das Stabende & durch eine Fiihrung

in AX zu bleiben gezwungen wird. Dadureh wird ein ge-
21 wisser Seitendruck p der Fiihrung als mithestimmend auf die
Werthe von M fiir die versehiedenen Querschnitte des Stabes
eingefiihrt, welcher sonach an die Stelle der Unbekannten f
in dem Fundamentalfalle sub Nr. 137 und den daraus abge- T
leiteten Fiillen tritt und, ebenso wie dort /, nur mit Hiilfe der
elastischen Linie, wenn iiberhaupt, bestimmt werden kann.

L7

}
- Der Differentialgleichung der elastischen Linie:
Fig, 22, dty

EJ o5 =—Py+p(-a)

entspricht das Integral:

p P e g 5
et e g i ) + B.cos | ‘*’ = § _ )
7iJ i ,].-ka.f ‘ i, + B. .\a / 7T ) 'n 707 (1 )
und zur Bestimmung der Constanten A, B sowie der Unbekannten p sind
den Bedingungen der Aufgabe gemiiss die zusammengehorigen Werthe:
dy

a=0,y= 0: 2=0, P Oy =1, =10

wegeben; es zeiet sich aber, dass die 3 dadurch gelieferten Gleichungen nu !
die Verhiiltnisse, nicht die Absolutwerthe von A, & und p bestimmen, wiih
rend die Moglichkeit des Zusammenbestehens dieser Gleichungen, somit die l
Miglichkeit der Biegung iiberhaupt an die Bedingung:
1/ =5 \/ P
f‘x 7] .f'u l / ;!)
gekniipft ist. Analog der Schlussfolgerung in Nr. 137 ist darvaus zu schliessen,
\',I dass der kleinste Werth von f’, welcher dieser Bedingungsgleichung ent
| gpricht, niimlich
’ e 7 B v
P=20:19 7 2,046 12 —; !
.* die Zerknickung des Stabes herbeifiiliven kann.
l . 1
142. Die auffallenden Resultate der letzten Nummern, welche davauf

d2y

bernhen, dass der Krilmmungsrading der elastischen Linie L : 7 ~. anstatt
LA

/ “fﬂ,\-_'v 3
\.1 i J
d2y
da?
gegetzt wurde, erfordern eine nihere Priifung. Es werde dabei der Fun-
damentalfall des einerseits befestigten, anderseits freien und am

BADISCHE
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i

-
s = —

freien Ende B helasteten Stabes vorausgesetzt: Fig. 23. Ent-
gprechend dem vollstiindigen Ausdrucke:
i 1

e=s0+ (1 + &)

ry
e

der Ausdehnung = im Abstande % von der Biegungsaxe eines
Querschnitts (el Nr. 128, Anmerkung) werde dabei die Momen-
tengleichung in der vervollstindigten Form:
BT (14
£ S
zu Gruude gelegt, dabei aber &, was streng genommen von
B nach A etwas wiichst, als eine Constante behandelt:

L1
2

- =M = P{_f.—l'f,n"j

Mit der kiirzeren Bezeichnung:
P
IEJ (1 4 g)?
ferner bei Einftibrung der Veriinderlichen z, welche zu y in der Bezie-
hung steht:

as =

; I dy dz d2y d2z
JoY = =380 g T e da? - dad’
lisst obige Momentengleichung sich schreiben:
d2z

da?

— . — (&

[+ @

und sie liefert durch eine erste Integration, deren Constante durch

o 9 {F: C
z=—1; e =

bestimmt ist:

oder

Die zweite Integration kann mit Hiilfe einer Reihenentwickelung ausge-

felz\2 I.f':ff}

2
filhrt werden, indem «2 (f2—22) eine mit (| -— | = | 5= | vergleichbare, jeden-
g : de/  \daz .
falls kleine Gridsse ist; setzt man

u=a? (2 — 22),

Grashof, Festigkeitslelre, 8

BADISCHE s
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114 Imsammengeectzte Biegungs-Flasticitit und Festigheit

a0 wird:

1 1
du R
fr’." — T = ety "' R
2a Vatf2u—n2 / 0]
- ‘( g
4
e I.-'I " \‘I ,-'1 i 1 ‘% 4 1.3 2 Y
e =i - | I | = TE e T |
2a Ir'.-’z_f"': w—uZ N\ 20N 2 4 2.4 16 /

— tlu o .
= - - (140wt pu®t..);
2a 1 a2 2 —us

)

128"

Durch Ausfiibrung der Integration, wobei alle einzelnen Integrale auf

[f I".lrn’(
' 1 aZ f2 o —u2

zuriickgefiihrt werden kinnen, und wobei die Constante durch

das bekannte

— T T P T

sV

i ll; 2= —I.f‘ 1 (}]
bestimmt ist, ergiebt sich als Gleichung der elastischen Linie, wenn
schliesslich fiir «# sein Werth wieder eingefiihrt wird:

i 1 : : i A y
Sar— [ff -+ 1 I‘;f.rf :-'-'I_.Ifs —L’.;::} + .. i az E'_.l’;:—.:"f +

fa i G , 228 f '
'\I S+ gatys -+ = patfi+...) are cos I___'
- < / 5 had

Ist inshesondere @y die Abseisse des Punktes £, d. h. die Projeetion
1 ) 'l

+

o ——

der elastischen Linie auf die #-Axe, so ist (mit z = 0):
{ 1 . 3 ;
% Qax; = Ki +3 aalf?+ - pat fr+ \: .
/
¢ 143. — Die Gleichung der elastischen Linie ist an und fiir sich ohne

Interesse fiir den vorliegenden Zweck; worauf es ankommt, ist die Be-

ziehung zwischen «, f und der Liinge des Stabes, zuniichst also die Bezie
hung zwischen @, f und der Bogenliinge A3 = & der elastischen Linie.
Wegen

e —— -

—— A ——

= / 3 d ”\:: (d z\2 da
| ds=da V/ LN — dm e R i
b 1s =da ‘ L+ (H da ‘/1 +(72) -
L=
ist aber nach Nr. 142: |
f —I}J”'. {1 } 3 l’+
e = — -+ 3 w* e s)
2a) a2 u—u? +i 1
dem friiheren Ausdrucke von da, nur mit dem Unterschiede, dass hier |
Lo b et s LB
¢=5 1 B=a178"""
= - - T

i BADI
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ist. Mit dieser Modification hat also auch s, denselben Ausdruck wie oben &y,

d, h. es ist:

711 \2 q2f2 £1.3\2 gt 4
&ay !.—l + | 3\ -'|r &2 '\;.-S' '1i;" Y B
und indem endlieh s; zu der urspriinglichen Liinge { des Stabes in der Be-
zichung steht: 81 111 -+ ;_“\_,
so erhiilt man bei Einsetzung des Werthes von a:
T3 ol y o ] y oy € ] SO
‘ ! e -r1+ ( |j- . ! Ve .-1..,\.}-*.',3__'____! J_\.d+---l
727 \ 2" "\2) ET(1++) \2.4) '\ BT (1 +e) 4/ IE
Die selmelle Converganz der Reihe ist daraus zu beurtheilen, dass
Pyfe I
EJ(1+&)~ g
ist, unter g, den Kriimmungsradius der elastischen Linie im Punkte A ver-
standen.
1%4. — Bei Vernachliissigung des sehr kleinen Bruchs ¢ gegen 1 (er ist

im Allzemeinen —= 0,001) erhiilt man:
[P T e\ D
‘ EJ=st| M\ F) BTt \g A

Liisst man f bis Null abnehmen, so ist in der Grenze:
P _ w2 I
S S 3y
und es war also richtig, diese Kraftgrisse in Nr. 137 als die kleinste
zu bezeichnen, bei welcher eine Biegung des Stabes iiberhaupt
miglich zu werden anfiingt; dagegen ist die Unbestimmtheit der Durch-
biegung f durch die genauere Analyse beseitigt worden, indem vielmehr

f stetig zunimmt, wenn 7 liber jene Grenze P, hinaus wichst.

[n den praktischen Anwendungen sind freilich die Verhiiltnisse meistens
von solcher Art, dass /” nur wenig = P, zu sein braucht, um eine unzu-

liissig

niimlich solche Grisse der Durchbiegung f zu bewirken, welche eine
iibermiissige Anstrengung oder gar die Zerknickung des Stabes zur Folge
haben wiirde. In der That ist mit

)‘J )"}
= = — 222

EF L

ist also /2 = 1642, z. B. bei rechteckigem Querschnitte mit der Seite /% in

J=Hit:g,

b —

der Biegungsebene: /2 = 3 h2, oder bei kreisformigem Querschnitte mit dem

Durchmesser d: f? = d2, ist also iiberhaupt f nicht wesentlich grosser, als
die Dicke des Stabes, was in den praktischen Anwendungen der gewihn-
liche FFall ist, so darf schon das zweite Glied der Reihe mit demselben
Rechte vernachlissigt werden, mit welchem &,, d. h. hiehstens etwa 0,001
gegen 1 vernachlissigt wird, so dass man mit dieser Anniherung dann doch
wieder auf die Kraftgrisse

_mt BJ

4 B

'(J
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icen Werth von f zuriickkommen, mithin ein praktischeg
141 nicht vorliegen wiirde.

fir jeden zuli
Bediirfniss zur Correction der Resultate sub Nr. 137-
Nur wenn f wesentlieh griisser werden kann, alsdie Dicke
des Stabes, ist eine Correction nothig; wenn man dabei nur das zweite
(slied der Reihe beriicksichtigt und in diesem zudem fiir £ den ersten Nii-
herungswerth 72, setzt, so erhiilt man als zwei Niiherung ;
p. a2 .0 g n? 2
R )

fiilr den Fall sub Nr. 137, also
; o [\
P=n? 1455
fiir den Fall sub Nr, 139, unter 7 im letzteren Falle die Pfeilhthe des gan-

zen von der elastischen Linie gebildeten Bogens verstanden,

145. — Dem Vorhergehenden zufolge vermag auch die genaueste Ana-
lyse micht zu hindern, dass die sogen. Zerknickungsfestigkeit eine sehwache
Seite der praktischen Festigkeitslehre ist; man muss darauf verzichten, der
in Nr. 5 bezeichneten allgemeinen Hauptaufgabe entsprechend hier die Ver-
hiiltnisse so zu wiihlen, dass die Maximalwerthe von ¢ und ¢ durch die
Biegung des Stabes gegebenen Werthen I und A gleiech werden, weil dann

seringe
eich @

and 6" bis zur Gefahr der Zerknickung zu steigern. Es bleibt nur fibrig,

eine Husgerst geringe Vergrisserung von /' oder [ oder eine sehr

Verkleinerung der Stabdicke schon hinreichen w firde, um mit / zug

die Verhiiltnisse so zu wiihlen, dass erst durch das nfache der gegebenen
Kraft P die theovetische Miglichkeit irgend einer Biegung cintreten und da
mit die Gefahr der Zerknickung mnahe riicken wiirde; die Wahl des Sicher-
heitscoefficienten % ist dabei ganz der Willkiir anheimgegeben, indem er le-
on oder einer rationellen Beriicksichtigung sich entziehenden

diglhich zufill
Umstiinden Rechnung zu tragen hat, inshesondere einer etwaigen Abweichung
des Angriffspunktes und der Richtung der Kraft /2 von der vorausgesetzten
einer etwa mangelhaften Homogenitiit des Materials,

Lage und Richtung
zufiilligen Seitenkyiiften oder Erschiitterungen ete.

146. — Wenn die Kraft /7, welehe naeh der Theorie die Biegung des
Stabes ermbglichen wiirde, grisser ist, als die einfache Druckfestigkeit
K"F,

in Folge derselben nicht eintreten kinne, weil zuvor schon der Stab durch

so schliesst man, dass thatsiichlich die Biegung und die Zerknickung

gleichformige Compression zerdriickt wiire. Der Grenze zwischen beiden
Fiillen, d. h. dem Uebergange von der einfachen Druck- zur Zer-
knickungsfestigkeit entspricht ecin gewisses Verhiiltniss der Liinge zur
Dicke des Stabes, welches vom Material, von der Form des Quersehnitts und
von der Art der Stiitzung resp. Befestigung des Stabes abhiingt, indem es
bestimmt ist durch die Gleichung:
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worin fiir die in Nr. 137—141 besprochenen Fiille
il .
"= | H a2+ 2046 2 H {2
zu setzen ist. Mit J = F'i? folgt daraus:

l i 0

= 1 K7

inshesondere fiir den Fundamentalfall sub N 137:

{ 7T [

=3 V
in den fibrigen Fiillen aber im Verhiltnisse

L heBne 38634
orgsser. Mit den in der Tabelle sub Nr. 14 angegebenen Mittelwerthen
von /4 und K" ergiebt sich danach im Fundamentalfalle jenes Grenz-

verhiltniss
fiir Holz, Gussecisen, Schmiedeeisen

- 23.51; 18,14; 37,00,

Ist z. B. der Quersehnitt ein Rechteck, /i dessen zur Biegungsaxe senk-
: : 5 : : y 2
rechte Seite (Dicke des Stabes), so 1st 22 = {9 also:
l oo s

- = 6,79; 0,24 3 10,84 ;

J'ri ’ ] ! 7

oo R 5 i o2

ist er ein Kreis mit dem Durchmesser d, so ist 2 = e also:
1]

[

- = H,BR: 1052 9.39.
(Jf 2 ) 2 1 )
147. — Wenn man nun einen Stab auf einfache Druckfestigkeit oder

{
auf Zerknickungsfestigkeit berechnet, jenachdem - kleiner oder grisser, als
: B ;

jenes in voriger Nr. ermittelte Grenzverhiiliniss ist, so ist dies immerhin doch

nur als ein Nothhehelf zu betrachten, weil es erfalrungsmiissig nicht eine
cines Stahes

hestimmte Liinee [ siebt, von weleher an die Bruchbelastung

$ § 3 g
plotzlich abhiingiz von [ zu werden anfinge, wiihrend sie bis dahin unah-
hiingig von [ gewesen wiire. In der That findet man die Bruchbelastung /7

)
stefig abnehmend, wenn das Verhiiltniss = =& von Null an wiichst, frei
)

i f 4
lich so, dass fiir 2 = O auch i = () ist. Diesem Verhalten wiirde es beszer
oa

entsprechen, wenn die Bruchbelastung P fiir alle Werthe von & durch die-
selbe (empirische) Function ausgedriickt wiirde, welehe so beschaffen sein
miisste, dass sie immer kleiner, als K" I und als m 2 ist, dass sie sich
n . g Bl = l "

ferner diesen Werthen als Grenzen nihert, wenn ; ohne Ende ab- resp.
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2 S =2 Lo l
zunimmt, und dass zugleich —— = 0 ist fir @ = —
. O

0. Eine solehe

Funection ist:
T
{2 Jf\” ;‘r. e v 62 i 19 F

K"'F' . m
P =

ST Fl = KE+mEe 2 Y i
f\ f -| i 2 f:_‘— m K
oder
m 11
= =
a2 4 a2
wenn — — @ und das in Nr. 146 bestimmte Grenzverhiiltniss ay Ee-
L

setzt wird.
Nach dieser empirischen Formel wiire fiir @ =y die Bruchbelastung /2
1 L A s
schon auf — K” /' herabgesunken ; auch wiirde
1:4:4.2046:16
nicht das Verhiiltniss der Bruchbelastungen desselben Stabes fiiv die mehr
cenannten 4 Fiille, sondern vielmehr das Verhiiltniss derjenigen Werthe von

sein, welchen bei einerlei Material und Querschnitt = F derselbe Werth

von / in jenen 4 Fiillen entspricht.

148. — Versuche iiber die Zerknickungsfestigkeit, welche bei
den Miingeln der Theorie hier von besonderer Wichtigkeit sind, hat vor-
zugsweise Hodgkinson in ausgedehntem Masse ausgefiillirt mit Stiiben von
Gusseisen, Schmiedeeisen und Holz. Die Hauptresultate dieser Versuche,
auf das Centimeter aly Lingen- und das Kilogramm als Gewichtseinheit re-
ducirt, hat Hodgkinson fiir die beiden Fille, dass die Stabenden entweder
zugeschiirft und beweglich (21t Fall) oder dass sie eben abgeschnitten

und unbeweglich sind (4fer Fall), in den folgenden empirischen Formeln

zusammengefasst, wobei sich
Nr. 1 auf eine massive cylindrische Siiule aus Gusseisen,

N 25 200 g0 hohle

. - W L
MEAS g 5 INABKIVE % ; s Sechmicedecisen,
Nr. 4 , , quadratische Siiule aus Eichenholz,
INTEB = = . Fichtenholz

bezieht, und wobei ferner
P das zerknickende Gewicht,
{ die Liinge der Stule,
d den Durchmesser, beziehungsweise den insseren Durchmesser der
massiven resp. hohlen eylindrischen Siinle,
dy den inneren Durchmesser der hohlen Siiule,
@ die Seite des quadratischen Querschnitts




» :) 1 ] " 3
! s
St " e Y o
| 7 o
| bezeic und zwar sind r‘li-. Werthe sub 2) und 3) auf (uunrl der in No, 14 angegebe
nen | \ Constanten B und A fir Holz, G  und Schmiedeeisen berechnet.
A. Quadratischer Stab von Holz; die Werthe sub 1) mit dem mittleren Coefficienten
248338 7126
Coidm B o g
3
23
berechnet. Werthe von —;
i
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bedeutet, Endlich gelten die Formeln fiir den 2t Fall nur unter der Vor-

aussetzung, dass

l

it

15

b

fiir den 4ten Fall nue unter der Voraussetzung, dass

{ {
7 resp. p = 30
ist.
Nr. gter ["all. fter Fall.
p e 8,76 : e clsab
17 - LolhZo JL7 P = 546548 i
oy 6 ,,fl::_'.'l: # s ({355 ,.fi"w..u.i
2 P = 13229 i P = b48T75 i
(3,76 [3.55
5 P = 1214035 —; P = 4614184 - 5
L. P — 918338 &
{2
P= 171125 &
; T

Fiir den Fall des einerseits zugeschiirften, anderseits eben abgeschnittenen
Stabendes (3ter Fall, vorausgesetzt, dass durch geeignete Mittel beide End-
punkte der elastischen Linie in der Richtungslinie des belastenden Drucks

erhalten werden) wurde die Bruechbelastung ungefihr = dem arithmetischen
Mittel derer fiir den 2ten und 4t Fall unter sonst gleichen Umstiinden ge-
{

funden. Fiir solche Fille endlich, in denen —; resp. kleiner, als 15 im
(42

2ten pesp. 30 im 4ten Falle, immerhin aber noch ziemlich gross ist, giebt

Hodgkinson die empirische Formel:

K'E P,
P s S
; K'F + P,

in weleher 7% den betreffenden Werth nach obiger Tabelle bedentet®)

I[[)L];_{ki11:-m||'.=‘l_:]|vll mit den
Iis ist dabei mit

in den wvorhe

das Res 1111 it nac h 1101 '];111<m|

der Formel P =

BadenWiirttemberg
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149, — Eine schmiedeeiserne Schubstange von der Linge | mit
kreisfirmigem Quersehnitte habe den Druck Pvon dem einen zum anderen
der an den Enden von ibr nmfassten Zapfen zu iibertragen. Soll ihre Dicke d
80 bestimmt werden, dass sie voraussichtlich erst durch den nfachen Druck P zer-
knickt werden wiirde, so kann nach Nr. 147 gesetzt werden:

A

K'F.n
7]
nl’ = 57

K1 -

\ 7

fter i [Fall
fily — == 0 10 0
2 114
3 147

B. Cylindrischer Stab von Gusseisen bei d — G 1. Werth f”
2hr Fall, fter Fall,
Ep. l{ l' £, ) 0r i
it ) = a 2( 26 a0 10 ()
1691 1037 710 1288
1578 1005 685 15
3) 9163 1511 775 2
e y . £y ; e B
C. Cylindrischer Stab von Schmiedeeisem bei  — G Durchm, Werthe von —
s
Jter Fall, fier Fall
fiar :.f = 15 20 25 30 n 0
1y 3510 1974 824
) 1877 1287 o9
) 2422 1550,
.‘l
(Bei dem schmiedesisernen Stabe ist fiir - =15 jm Dten resp. = 30 im 4t Falle
2 A : £y )
noch # — a2y und deshalb die Formel P = m = ohne Bedentun:

Die Werthe sub 3)
ziemlich gut mit denen sub 1
fir den 4*» Fall im Al
darin seinen Grund, da
suchen von Hoc

Bei dem s
lich kleiner, als

den 8

neéinen noch

letzteren kanm
grosser Druckfs

fiir ein verschwindend Kkleines
7 F
= 12 nach Angaben von Navier

=5 also fitr reine Druckfestizkeit nur —- = 2749 und fir

nur 9,

Kenntniss der Constanten F und K fiir diejenige
experimentirt hat, ist eine sichere Vergleichung il
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woraus, wenn in runder Zahl 10 fiir a? gesetzt wird,

u_820P (4 BE ),
: 6 Enx k K" & )
sich ergiebt. Zum Zweck einer einfuchen Constructionsregel ist es aber vorzu-
ziehen, dieses d in Verhiiltniss zu setzen zum Durchmesser § der von den Schub-
stangenkopfen umftassten, cleichfalls schmiedeeisernen Zapfen, welche als einfach
und einerseits angeheftet, anderseits frei hervorstehend hierbei vorausgesetst
werden: ist dann . die Zapfenlinge und K der sogenannte Coefficient der Bruch-
festigkeit, d. h. diejenige Maximalspannung, bei welcher der Zapfen abbrechen
wiirde, falls die Elasticitiitsgesetze bis zum Bruche giiltig blieben, so ist fiir

n, fache Sicherheit (ef. Nr. 52):
A . md3 16my P 4
mP.= — darans gt ==—p—- - ¢,
2 a2 Kn ¢
Lt s : o |
Durch Division der Gleichungen fiir d* und 4 folgt mit = m und wenn
ny
3 : : ; e S 3
72— 2000000; K = 40003 K" = 3125 — =
5 rs 4

cesetzt wird:

r,l' ar .;-.l'-' f.-'. y F
T 0,1 Vf Bm (1 400 ."-f) & ‘ P . (1)

und mit dem vorlinfigen Durchschnittswerthe I = 20:
L

LIS ‘f 12m - !—]

Eine Formel von solcher Form hat Redte nbacher mit den Abmessungen
chen und daraus die Regel:

gut ausgefiihrter Schubstangen verg
7
4 0929 V
d : J
abgeleitet: ihr wiirde m = 2,29 d. h. eine 299 Mal so grosse Sicherheit der Schub-
stange gegen Zerknickung, als des Zapfens gegen Bruch entsprechen, abgesehen

von der iiblichen Verjingung der Stange nach den Enden hin, wodurch ihre
fiberwiegende Sicherheit etwas vermin
Durchmesser in der Mitte bedeutet.

Die Redtenbaeher’sche Formel liisst sich schliesslich verbessern, indem
man den ihr entsprechenden Werth von d als ersten Niherungswerth auf der
rechten Seite von Gl (1) zusammen mit m = substituirt; dadurch wird:

L -_n__u_av_’ (1L 99
d 3 l\’lfl' )J'

Fiir T 20 stimmt diese Formel natiirlich mit der Redtenbacher schen
[}

rt wird, indem dann d ihren grossten

iiberein, bei abweichenden Verhiltnissen aber triigt sie diesen Abweichungen in

angemessener Weise Rechnung; sie liefert z. B

#) Ohne die fiir alle verhiltnissmassigen Liingen als giltig anfgestellte empirische

; 1 12

Formel sub Nr. 147, welche hier benutet wurde, misste fir — == 12, also — = =27

b L 0,85

= 14 d nach einer ande Regel, als fiir grossere Lingen, nimlich auf einfache
o ;

Druckfest berechnet, folglich — constant gesetzt werden, bis mit zunehmender Liinge
L
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&
fiir = 12 20 40
1
'] = 0,85 1,02 1,34
: d 5 :
withrend nach Redteubacher s 0,79 1,02 145,

150. — Gussciserne Schubstangen haben gewthnlich
ecinem Stiicke = der Kurbelliinge von mehr oder

'ilil;_f o

then von
weniger abgeflachter Form zur

Gestattung  des dichten Vorbeistreifens der Kurbel) einen kreuzformigen

Querschnitt mit bogenformiger Ausfiillung des Winkelraums zwischen den
Kreuzrippen: I
V. i 7 7 Angenommen, die Dicke 4 der Rippen sei so o

wiihlt, dass das Triigheitsmoment J des mittleren
il \ i | ten) Querschnitts demjeni

RS-

! gen des Quadrats A, B3, ¢, D,
,;;,T 2 Nph Hh:'it']l ist, dessen I';Il‘.lil.'ll mit den Mittelpunkten der
o N *1 Seiten des umbeschriebenen

- Quadrats A B C D zusam-
4 (/ i | menfallen, Ist dann o die Seite des inneren, 4 dicjenige
! R | i des dusseren Quadrats und haben |
4 = R SRR B R [
Fig. 24.

dieselben Bedeutungen wie in Nr. 149, s0 durf hier mit
grosserem Reehite, als dort, die Bruchbelastung

\ ST |
\ ) :
i £
| e id ! a L 4
gesefzt werden, weil ;- Jedenfalls grisser als 12, also grisser als 17 ist, wiil- |
0 [0 2
rend nach Nr. 146 schon mif 10,5 die Grenze zwischen einfucher Druck- ]
1 a
und Zerknickungs-Festickeit errcicht sein wiirde, und weil auch die Bestimmung
des Verhiiltnisses
n I
n =
| ny |
nach praktischer Erfabrung vorbelalten bleibt. Aus
!. L3
M i g ST
nil* = g2 o = 2
12 2
F)
und ny P, — =
2
ol 1] - . - |'IJ'I
! folgt dann durch Elimination von 2 mit = m und a? = —
Ty &
R\ dm K 4 J\? ‘
e = |
\ ¢/ n E ) |"._.
die Grenze zwischen Druck- und Zerknickunes 18 "hier bei ungefiht
!
- = 19 der Fall ist (cf Nr. 146). Eine sol re aber, wie schon

IJ('nlf':']s'f,
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5 ]

1
/ n

P
j# __\ l "f 350°

Diese Formel liefert Werthe, welehe  bewiibrten Ausfiilrungen sich an-

: : B
und mit £ = 1000000, K = 4000, — =

schliossen, wenn entsprechend m = 2

h i o
T = \ S

Die obige Voraussetzung, dass das

gosetzt wird:

heitsmoment des kreuzformigen
()uerschnitts demjenigen des Quadrats A B0 gleich sei, wiirde genau zu

(reffen, wenn die Biigen aus den Eekpunkten des Quadrats ABCD als Mittel-

h—D i : s
punkten beschrieben wiren und dabei - 5 die zwischen 0 und 1 liegende
vurzel der Gleichung
Fet iy ; 1
e Rt e — = 0,
QT 4 b 4
i b _
somit » = 0411, also g { —92 = 0,178
i

[} L . 2
witre. In der That pllegt > etwas kleiner und zwar 1m Durchsebnitt =

= (),148 zu sein.*

h. Kérper vom gleichem Widerstande.

; 151. — Wenn auch die Spannungen, welche unter der Voraussetzung
einer sehr geringen Biegung in den versehiedenen Punkten des Stabes her-
orufen werden, zugleich mit der Grisse dieser Biegung wenigstens vom

YOrg
praktischen Gresiclitspunkte aus unbestimmt bleiben, indem sie sehr sehnell
wachsen, woenn die helastende Kraft /? von einem gewissen Grenzwerthe aus
nur sehr wenig zunimmt, und wenn auch deswegen die Verhilinisse so ge
wiihlt werden, dass der Eintritt ireend einer Biegung bei der vorausgesetz-
ten Belastung theoretisch unmaglich wird, so kinnie man gich doch die
Aufeabe stellen, den Quersehnitt des Stabes nach einem solchen Geselze
veriinderlich zu machen, dass, wenn infolge iibermiissiger Belastung den-
noch der Stab gebogen werden gollte, dabei die Maximalspannung,
mithin die Gefahr des Bruchs durch Zerknickung in allen
Querschnitten gleich gross sel Bei einer Schubstange z. B. hat man
diesen Zweck im Auge, indem man sie von der Mitte nach den Enden hin
verjiingt, und das rationelle Gesetz dieser Verjiingung ist eben in der Lii-

)
sung jener Aufgabe enthalten.
#) Diese noch gri arheit der Schubstange, als im vorigen Falle
(Nr. 149), ist nur scheinbar, weil hier at 7 grosser in Rechnung
keit der Bchubstange etwas
die scheinbar grosse relative
BADISCHE
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Wird dabei der Fall eines einerseits hei A befestigten, ander '
seits freien und am freien Ende 5 belasteten Stabes und die
Richtungslinie der Kraft 7 parallel der Tangente A X an die elastisehe Linie
bei A vorausgesetzt (Fie

23), in welchem Falle sich auch jede Hiilfte der
Schubstange befindet, wenn ihr Querschnitt von der Mitte

gegen beide En
den hin in

gleicher Weise veriinderlich  gemacht wird, so entspricht der
Forderung, dass die grosste Pressung in allen Querschnitten =/
sein soll, die fiir jeden Querschnitt zu erfiillende (leichung:
Plf<pe P
7 = I
unter ¢ die Entfernung des am stirksten gepressten Punktes von der Bie-
gungsaxe verstanden.

=k

Vorausg

tzt wird, dass die Axen des kleinsten Triigheitsmomentes ./

aller Querschnitte unter sich parallel sind, somit Biegungsaxen werden; fer
ner sei ¢ eine homologe Dimension aller Qlu-l'.-al'hltitll-. ziu welcher deren
iibrige Dimensionen, sofern sie nieht constant sind, constante Verhiiltnisse
haben. Dann sind ¢, /" und ./ gegebene Functionen von r, und es ist also
dureh obige Bedingungsgleichung » als Funetion von / B
I r=o(f-—y) 1
bestimmt. Die Aufgabe, » als Function von @ zu finden, erfordert sonach |
die Bestimmung der elastischen Linie. Zu dem Ende hat man: 1
’ a2y
\_ 1 o a2 f’l'_.l.fl i) 1
0 ki .,..",.l,\z 3 ; B L

[1+(@) )
einer bekannten Function von / -_u. weil ./ als Funetion von » auch als
Funetion von 7 — y bekannt ist. Durch Integration dieser Differentialglei-
chung, wobei die Constanten durch die zusammengehricen Werthe :

!l'rl-’.lr
& =03 y=0; o = U o
bestimmt sind, findet man die Gleichung der elastischen Linie, und wenn
sich darans y=u(fz

entwickeln lisst, so ist:
r=g[f - (fir)],

worin sehliesslich /° bestimmt ist durch die Gleichung:

J= 1] '_.l".‘."j ly
unter 2y die Absecisse des Endpunktes /3 der elastischen Linie

verstanden. P,
Letztere Gleichung liefert mit /= 0 ohne Zweifel auch

hier, wie in
Nr. 144 bei constantem Querschnitte, einen gewissen Grenzwerth von i
iiber welehen hinaus die Biegung erst moglich wird, und
sem Grenzwerthe auch ein soleher von
)
k= ". i
Iy
wenn /| den Hussersten Querschnitt oder die Endfiiiche des Stabes bei /3
bezeichnet.

es entspricht die-
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Zusammengesetzte Biegungs- Elasticitat und Festigl 1925
Wenn man aber gar mit einer dhnlichen Anndiherung, als mit welcher
2y
o a2

so wird damit die Aufgabe iiberhaupt unbestimmt und zwar nicht

) L AR ;
oy = | gesetzt werden kann, wieder == setzt und damit f unbestimmt

findet
nur in Betreff der absoluten, sondern selbst in Betreff der verhiiltnissmiissi-
gen Werthe von », welche zugleich von dem bestimmten Drucke 7 und von
dem unbestimmten Momente P (7~ y) abhiingen wiirden. Um dies zu ver-
meiden und wenigstens bestimmte Verhiiltnisse der Werthe von » fiir die
verschiedenen Querschnitte zu erhalten, kinnte man sich damil begniigen
wollen, denjenigen Theil der Maximalpressung fiir alle Querschnitte gleich

zn machen, welcher blos von dem Momente /(f—y), also von der Bie-
gung des Stabes herriihrt; allein dies wiirde darauf hinauslaufen, in dem

Ausdrucke i
(f—y)e 1
J P
den zweiten Theil gegen den ersten, z. B. bei kreisformigem Querschnitte
L f—y)

gegen

oder » gegen 4 (f—y
e s S J =¥

zu vernachliissigen, was ganz unzuliissig wiire, da '.r‘ — y zwischen den Gren-
zen 0 und f liegt und selbst der Maximalwerth Lf bei den in der Praxis

r, als » ist.

vorkommenden Verhiiltnissen keineswegs viel Mal gr

7
152. — Um fiir die Verjiingung einer Schubstange mit kreisformi-
gem Querschnitte von der Mitte nach den Enden hin eine wenigstens einiger-

or-
derung zu geniigen, dass dieselbe Kraft I, welehe den Stab im mittleren Querschnitte
zerknicken kann, ihn an den schwiicheren Enden zerdriicken wiirde. In Betreff
des Gesetzes, nach welchem der grosste Radius », des mittleren Querschnitts bei
A (Fig. 23) in den kleinsten Radins ry am Ende B stetig abnehmend iibergeht,
mige dabei irgend eine willkiirliche Annahme gemacht werden, welche die
Schwierigkeit der Integration der Gleichung

d’y 2=y

et
miglichst zu vermindern geeignet ist und welche nur dem Umstande entspricht,
dass der Axendurchschnitt des Stabes auch in der Mitte eine stetige Kriimmung

massen rationelle Regel zu gewinnen, kann man sich darauf beschriinken, der

hat, dass also dr -
1 5 =0 fiir x =0 oder y =0
i x -
) Die néhere Untersuchung wird dadurch sehr schwierig, dass die Gleichung

(f—%) 1 k
i -

rentialgleichung der ela

aua welcher + behnfs der I wen Linie:

i

» eine nicht reine cubische Glaichung ist,

den Girenzen O und f entweder eine oder
1g, erhiilt dadurch eine solche Form,

iden werden muss

entwickelt werden miisste, in Beze
welche je nach dem Werthe von y
drei realls Wurzeln

dass von dem Versuche einer

e
JET Kann
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f
ist, Setzt man zu dem Ende
o= 7 1 (1 "'"'.”-"."‘.; also J = . (1 my)", bang
a0 liefert die Gleichung:
r."'l.a,r f—u)
of 2 (1 )"
durch eine erste Integration, wenn
i
= a?; 1—m3
= R .
. /N
1 - mj = | 2 " = g
e
cesetzt wird, mit Riicksicht daranf, dass fiir den Anfangspunkt der Coordinaten
d z 0
it o Sy
ist:

r daN\ 2 r . 1 ¢ L' Th

[i4 -\'. P B W ¥ : : e it =1,

\H'r' J | (n—1)z* (n—a)z"—2 n—1 1 '.._J
vorausgesetzt, dass n nicht — 1 oder 2 genommen wird, Wird deshalb die
niichsteinfache Annahme: n = 3 gemacht, so folgt:

1 —zdz e
tar = - X
@ V—g+ 22— (2 —u)z?
Die Integration dieser Gleic r zwischen den sich entsprechenden Grenzen:
\ x= 0z = 1 und # =1 2 — «,
\ ; ) i
| unter ! vorlinfiz die halbe Liinge der Schubstange verstanden, liefert, wenn
1 iy -Z - are sin (1 —e) ..I >
—— (1 —q,'ll o —r - — = J\g)
(2—u)? Il
eegetzt wird: Pe i)
\ o
einer kleinen Biegung iiberhaupt im Gleichgewichte erhalten kinne; in der That
ist fiir den Specialfall cines constanten Querschnitts, d. h. fiiv @ = 1: f(«) :
iy - s y s 5 By . o 1]
i in Uebereinstimmung mit Nr. 137, Weil aber die Grisse der Biegung,
nimlich f; unbestimmt bleibt, so ist wie frither zn schliessen, dass jene Grisse
von P auch schon geniige, um den Bruch des Stabes durch Zerknickung herbei-
zufiihren,

Jei kleineren Werthen von ! geniizgt aber dazu jedenfalls ein noch kleinerer
Werth von 7 als jener, bei dessen Ableitung auf die von der Biegung unab-
hiingige Pressung keine Riicksicht genommen werden konnte, und wenn deshalb Bie
analog der bewiihrt gefundenen empirischen Formel sub Nr. 147 der corrigirte
Werth der Kraft, welche bei irgend einer Linge der Schubstange ihre Zerknickung
im mittleren Querschnitte #, hewirkt,

e T
f\“f'..._ir[_t(‘. -
AT i,
K'F, 4+ fla) ."" ‘
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gesetzt wird, so muss dieser Ausdruck = K" ¥, gesetzt werden als Bedingung EX
dafiir, dass dieselbe Kraft gerade im Stande sein soll, an den Enden die Schub- t’;
2
stange einfach zu zerdriicken. 8o ergiebt sich: i

w el - -

B, K" F, 12 4K -
o s o == 1 s e 4
i Jle) o £y Sla) . Fre? a3

oder, wenn jetzt mit { die ganze Liinge der Schubstange, mit d ihr Durchmesser
in der Mitte, mit o, derselbe an den Enden bezeichnet wird:

L d\? 4 K" 1N

I __\ = 1 \ H e I

\:J"l/' Sla). \ d )

Y
3

unil darans endlich mit r':; = a1
T T W Al T Al
I;Vl\.c_.-'ll —IJ oJim) = F(a) = i '\“,./.
insbesondere fiir eine schmiedeeizserne Stange:
r I\ A
kr_a’-:l = 150, F e,
F 4

entaprechend F = 2000000, K" = 3333

5
Wenn man hiernach fiir werschicdene Werthe von e die i"nfﬂlr]’i'{'-]ti.‘]'ll]l"ll

- I i 3 :
Werthe von 7 und von —;— - ]Jl"l‘{'vhllt"f, go erhiilt man daraus nmgelkehrt
[ [

fiir

=hE

s d -
ecchene Werthe von i die entsprechenden von - ; durch Interpolation.
i il

Man findet fiir;

a = 1 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4
;"f- — 0 17,78 11,56 15,02 18,60 22,78 2802
1 . ; A v, Bhes re-
i? — 1 0924 0846 0,765 0,682 0,595 0,503.
(44

B. Einfach gekriimmter stabformiger Korper.

153. — Die Mittellinic des Stabes sei urspriinglich (vor der Belastung)
eine Curve von einfacher Kriimmung; ihre Ebene enthalte die Rich-
tungslinien aller iusseren Krifte (ef Nr. 125). BEs wird ferner vor-
ausgesetzt, dass diese Ebene und die in der Mittellinie selbst sie rechtwin-
kelig schneidende Cylinderfliiche die Oerter der Schwerpunktshauptaxen aller
Querschnitte seien, was insbesondere dann der Fall ist, wenn die Ebene
der Mittellinie den Stab in zwei symmetrische Hiilften theilt:
bei der Belastung bleibt dann die Mittellinie eine ebeme Curve, und die
Biegungsebene, d. i, die Ebene der elastischen Linie oder deformir-
ten Mittellinie filit mit der urspriinglichen Mittellinie zusammen.

Vor der Belastung sei:

00y =ds cin Bogenelement,

» der entsprechende Kriimmungshalbmesser,

d g der entsprechende Contingenzwinkel
der Mittellinie, also ds = rde,

BADISCHE
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" und F; seien die dem Punkten () und (J); entsprechenden
Querschnitte,

5 der Abstand eines Punktes A in /° von der Biegungsaxe, positiv
auf der convexen, negativ auf der concaven Seite . der Mit-
tellinie;

dann ist der segenseitige Abstand A4, zwischen /' und Fy, von A aus
liings einer um die Kriimmungsaxe mit dem Radius » 4 4 beschriehenen
Cylinderfliiche gemessen:
r.'r.'w',l- = (94 ;j'-rl'r.;(a — s+ i‘,.h"n"!
nnd wenn er infolge der Belastung um die verhiiltnissmiissig kleine Grisse
ddsy = Ads + .-'..}rl"q-
sich iindert, so ist dic Ausdehnung ¢ und entsprechende Spannung o im

Punkte A:
Ad sy Ads + 4. Adyg

&= dsy 3 ds + 7. dg j 0= Ke
|H|l_'l' ﬂlit.
Ads Ad g
ds o dy =i
¥
Eg + (i) :
) ag I s
Vi
1 +
f.
154 — In diesem Ausdrucke von = milssen g und « mit Riicksicht

anf das Gleichgewicht zwischen den Spannungen der verschiedenen Flichen-
elemente von F und dem System der Husseren Kriifte fiir diesen Querschnitt
ansgedriickt werden, Ist zu dem Ende

P die algebraische Summe der zu /' genkrechten Componenten der
iusseren Kriifte, positiv oder negativ, jenachdem sie einem re-
sultirenden Zung oder Druck entspricht,

M die Momentensumme i
Biegungsaxe des Querschnitts £, positiv oder negativ, jenachdem
auf Verstirkung oder Verminderung der Kriimmung (Verkleine
rung oder Vergriisserung von #) hinwirkend, und ist

d I ein unendlich schmaler Fliichenstreifen des Querschnitts, im Ab-

- Husseren Kriifte in Beziehung auf die

stande # parallel der Biegungsaxe,

#*) Bei einem urspriinglich geraden Stabe ist "?'f = (). aber
ds (1 o)
T ,
Ln’
unter ¢ den Kriimmungsradius der elastischen Linie ve standen; also
P (1 4 )
. o 1|

= g, 4 (1 &) — Gf- Nr. 41.
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so sind die Gleichgewiehtsbedingungen (abgesehen von der in die Ebene von
I fallenden resultirenden Schubkraft &: ef. Nr. 125):
P=fcdF; M=/[cdF.

Bringt man den Ausdruck von & zuvor auf die Form:

_.il_
z v T 3 e/ i 1 ;.!-_‘
£ = Fy + () =Ey) —_— = o+ ( (0 g W B + - AP
R/ S r § i e /
s

so liefert die Substitution von ¢ = I+ in obigen Gleichungen mit Riicksicht
darauf, dass
JdF =F; [4ydF =0
ist, und wenn
SipdF=Ff [42dF = Fg3; [ dF=Fit. ...
2 g8 it

md *5 —-— + St g
i o 7™

Lot N

o=\t T,

cesetzt wird:

Fa o Y L
= o0 \f = 7 = .|-
155. — Die Substitution dieser Aunsdriicke von s, und ® in
P T ]
c=1:z:=F | g 4+ (w— &) 1 ’iJ

giebt fiir die Spannung in einem beliebigen Punkte eines belie-
gen Querschnitts:
Fo— PO M g M in P
9 re r4+9m
Die grissten Absolutwerthe von ¢ finden in denjenigen Punkten eines
Querschnitts statt, welehe von der Biegungsaxe am weitesten entfernt sind;

" diese grissten Abstinde seien ¢, fiir die convexe, ey fiir die concave Seite

der elastischen Fliche, sofern nicht e; = ey ist und damn mit e bezeich-
net wird.
Ist ¢ der Kriimmungaradius der elastischen Linie im Punkie O,
d. h. der durch die Deformation der Mittellinie gelinderte Werth von #, so
ergiebt sich aus
ds = 'i'-’fr()(
Ads 1”"‘[ Ar

da = rfg, 1 7

oder
o r
o =
T 7
und daraus:
M
D =17 v Y
s O

Grashof, Festigkeitslehre,
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156. Wenn die Biegungsaxe den Querschnitt in zwei symmetrische
Hiilften theilt, so ist:

und

Insbesondere fiir einen rechteckigen Querschnift findet man:
1 72 1 et 1 &b
4

S 3 5 opb U T g% J
und fiir einen Kreis oder eine Ellipse:
] 2 1 o 5h P
C=4 A TE A gl "

. eLs o kL ¥ L o 5 o
Der Bruch ist gewthnlich klein genug, um die Glieder mit den hi-
» : Ly

heren Potenzen, als der vierten, vernachliissigen zn diirfen.

157. — Die Grisssen P und M, welche bekannt sein miissen, um nach
der Formel in Nr. 155 die Spannung ¢ in jedem Punkte berechnen zn kin-

nen, enthalten neben den gegebenen primiiren auch die secundiiven Husseren
Kriifte, d. h. die Reactionen wvon Stiitzpunkten und Befestigungen, welche
hiinfig nur mit Riicksicht auf die Deformation der Mittellinie gefun-
den werden kinnen.

|7 i Sind zu dem Ende (Fig. 25) 0X und
OY rechtwinkelige Coordinatenaxen in der
.\“HI'IF-]M'I!I"_,

A, und A zwei Punkte der Mittellinie

[ 5 mit den Coordinaten w@,, 3, und 2, ¥,
l A& ¢, und ¢ die Winkel der @-Axe mit den
/ Normalen A, Ny und AN der Mittellinie
5 ]__'; - z,-__‘v % : ‘ in .flm Punkten ., und '.i" 4
: el so ist die Aenderung, welche die gegensei

Neigung dieser Normalen durch die Defor-
mation der Mittellinie erfilrt:
4
Agp— o) =/ o dep

und wenn diese Aenderung fiir ein Paar von Punkten A, und A den Be-
dingungen der Aufgabe gemiiss gegeben ist, so erhiilf man dadurch bei Sub-
stitution des Ausdruckes von o mach Nr. 154 eine Bestimmungsgleichung
fiir die in 22 und M vorkommenden unbekannten Constanten.
Nothigen Falls knnen ferner die Aenderungen
A (& — &p) und A4 (Y — Yo)
der Coordinatenunterschiede in Betracht gezogen werden, welche vielleicht
fiir dasselbe oder fiir ein anderes Paar von Punkten A, und .4 gegeben
sind. Dieselben sind bedingt dureh die kleinen Aenderunzen o und & fiir
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Zusammenaesetzte Biepunga- Elasticitit und Fesfi 131
alle Elemente des zwischenliegenden Bogens ., zusammen genommen.
Was zuniichst die Differentiale
dA (e —ay) und d4(y —y)

betrifit, welche von der Aenderung Ad ¢ des Contingenzwinkels und der
Ansdelinung &, des Bogeneclementes hei A herriihren, so wird vermige der
einer Drehung um die Biegungsaxe .1 gleich kommenden Aenderung Adg

S der Senk

der Punkt A, relativ gegen den Punkt A nach der Richtung A,
rechten zur Sehne .4, verschoben und zwar um die Strecke A4, Adg;
vermge der Ausdelnung & dagegen erfolgt eine relative Verschiebung pa-
rallel der Tangente 7' im Punkte ds. Daraus er
giebt sich, wenn der Winkel oS X mit 1 bezeichnet wird:

um die Strecke g,

dA(ze —a)=—Ad,. Adg.cosp + s s, sing
= ‘_Iu.’()( [y — 5 das
,!’J (y Yo) = ‘i_-*_l A "'f"f . 8in f.fj + =, ds. cos g
= Jr."f] Zo — &) + &0 n'rl.'l.r:
folglich:
A e — &) = I."’-_fur; r."’(j 1/ ,".m .-."q i—f da

|
T

Ay — o) =

i

-_f'..r' ] r."’(‘f + .r'nlfbm r'."lfj +/

Y
2o i,
o o .
154 einzusetzen sind. Diese Glei

7]

worin fiir & und @ die Werthe aus Nr.

chungen sind nur niiherungsweise richtig, wenn unfer den auf den rechten

Seiten vorkommenden Coordinaten diejenigen der urspriinglichen Mittellinie

verstanden werden; meistens ist aber die Deformation so gering, dass die so

eewonnene erste Anniiherung vollig ausreicht.

I. Krumme stabformige Korper von constantem Querschnitte.

158, Jerechnung von Ringen, inshesondere Kettenringen,

welche diametral gezogen werden.

Vé Die

Mittellinie des
Beziehung auf zwei
Axen X und C'Y symmetrische geschlossene
Curve mit den
Bei £ und B, wird der Ring, welcher im Sinne

Ringes (Fig. 26) ist
eine in rechtwinkelige
Halbaxen CA = a, CB = b,
bt e der s-Axe im Allgemeinen mit einem einge-

setzten Stege versehen sei, dureh die gleichen
1 ¢ Kriifte 2@Q nach den Richtungen €3 resp. €5,
| i : gezogen., In den vier Quadranten sind unter
diesen Umstiinden alle Verhiiltnisse gleich, und
es brauchen dieselben nur fiir einén solchen
Quadranten A8 untersucht zu werden; insbe-
\ sondere ist es die Aufgabe, die Spannungen o
L und o zu ermitteln, welehe im dussersten und
innersten Punkte des beliebigen (Querschnitts
bei O (in den Abstinden e, resp. e; von der

g

Vi
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139 - Elnsticitit und Festipkeit.

Nmenges

Biegungsaxe) stattfinden, zu welechem Zwecke zuvor die Grigsen P und M fiiy
diesen Quersehnitt gefunden werden miissen.

x, y sind die Coordinaten des Punktes 0,

¢ ist der Winkel zwischen der Normalen O N und der z-Axe. i

Am Zustande des Quadranten A2 wird nichts geiindert, wenn man den Ring

im Quersehnitte B befestigt und im Querschnitte A zerschneidet, in der Schuitt-
fliche aber die fusserc Kraft @ nach der Richtung ¥'¢ wirkend anbringt, ferner
die Kraft S nach der Richtung 'X wirkend = dem halben Gegendrucke, den

der Steg dem auf ihn ausgeiibten Drocke entgegensetzt (die andere Iiilfte wirkt
an dem weg

reschnittenen Quadranten A72%) und endlich ein Kriiftepaar [4],
welches, positiv oder negativ jenachdem einer Verstirkung oder Verminderung
der Kriimmung entsprechend, dem Spannungsmomente des Quersehnittes A gleich
ist, Hiernach hat man:

1’ = !"J{'-r:-lr Sain i

M=[A4] + Q(a—a)—Sy = M,— Qz— Sy,
wenn

M, = [A] + Qa
cesetzt wird, !
Werden 4 und B als die in Fig. 25 mit 4, und A bezeichneten Punkte

angenommen, so ist fiir sie A{p—q,) 0, also

rLs

0=/ wdy.
o

Ist der Ring ohne Steg, also S = 0, so ist durch diese Gleichune die einzige
Unbekannte 24, bestimmt; anderenfalls ist noch eine zweite Jestimmungsglei-
chung der Unbekannten 34, und S nithig, welche dadurch erhalten wird, dass
die Verkiirzung der Halbaxe (' A:

la = Alze—x) A{x—=x,),

unter x; = a und = = 0 die x-Coordinaten derselben Endpunkte A4 und £ ver-
standen, auf doppelte Weise ausgedriickt werden kann,

Einmal ist nach Nr. 157:

T
lae = Ala xo) = Jymdy .'f.' .
0 I
Anderseits ist — Aaq die Verkiirzung des halben Steges unter der Einwirkung

des Druckes 28, zu deren Berechnung mittlere Verhiiltnisse voransgesetzt wer-
den migen, wie sie bei derartig ausgesteiften Kettengliedern vorzukommen pflegen.
Ist der Querschnitt des Steges ein Rechteck,

? dessen constante Breite (senkrecht zur Ebene X'V gemessen),

y die veriinderliche Dicke oder Hithe im Abstande & von der Mitte Cy
e die kleinste Hohe in der Mitte, also fiir : =0,

. die grisste Hihe am Ende fiir & iy, unter :
@ (etwas — a) die halbe Liinge des Steges verstanden, t

80 ist, wenn noch %, den Elasticititsmodul des Materials des Steges (sewshnlich
Gusseisen) bezeiclinet:

BADISCHE e
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Zusammengesetzte Biegungs - Elaslicitat und Fe

Darans ergiebt sich, wenn

To
y = -
J 1 nkd
als Gleichung der das Profil des Steges beiderseits begrenzenden Curve ange.
e e : ! 3 "
nommen und die Constante n so bestimmt wird, dass 4, = — 7o ist:
16 Sy

AL =S Tiht
wo wit &} der kleinste Querschnitt = 34, bezeichnet ist. Wird endlich dieser
chnitte 7 des Ringes in das Verhiiltniss

F, 16

I HE

gesetzt (entsprechend dem gewithnlichen Falle, dass /| ein Quadrat und dessen

letztere zum Quer:

Seite 7 = y, = — vom Durchmesser des cylindrischen Ketteneisens ist), so folgt:
9

—da=nx -

wofiir schliesslich mit sehr kleinem Fehle

-dea = -

ok
Die zweite Bestimmungsgleichung der unbekannten Constanten A, und S

ist dann:

T
3 Qy 8 »
P et * !
= [ ywi e dx,
Y e
154, Kreisfirmiger Ring ohne Steg.

In diesem einfachsten Specialfalle ist @ = b= dem Radius » der kreisformi-

wen Mittellinie;
P= Qeosqg; M= M,— Qrcosg.

LCOS
_.T
Aus der Gleichung 0 =/ wd ¢ ergiebt sich:
i 20
6o (1 ) 7T
und damit:
- 9 P 5] : 0
g = | = L 7] -] ( - n.-.‘-.l.\ —-t =
(1+ w)a a \ (L+a)r Y N

. j
Die eminenten Werthe von « finden statt in den jinssersten und innersten

Punkten (5 = e; und 5 = —e) der Querschnitte bei 4 und 2 (p =0 und ¢ =

\
T . s %
- | ; sie sind:

Alnmen-

@ slreng genommen nicht von der Z
) i in die

indem der Dmck 2 h mehr oder wenig
lem auch schon durch die unmitielbe
35 Ringruerschnitts bei A bedingt wird,
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g e \ @ T e

Ist 2z, B, der Quersechnitt des I:i!]_:_'jl-r& ein Kreis mit dem Radius

{) . .
2] == €3 e, 80 findet man die Coefficienten von !',. welehe angeben, wie viel

Mal die betreffende Spannung grisserist, als die gleichftrmig vertheilte Spanning

cines durch die Kraft @ centrisch gezogenen Stabes von demselben (uerschnitte
F sein wiirde, fiir:

e
re=3e¢ | —2
1

e | —4,010

— 12,334,

Ist » = 4¢, g0 behalten die 4 emin

'n immer dieselbe Reihen-

folge hinsich v ihrer absoluten Grivsse wie fiir 4 4e, und es ist also iiber
haupt in allen vorkommenden Fillen (r= 3¢ die negative Spannung des inner

sten Punktes bei 22 abszolut genommen di

grosste von allen, Ihr Absolutwerth
k liisst sich anf die Form bringen:

A 8 b e \
Bl e SR 1 7

und es ergiebt sich danaeh bei Vernachliissi
iil']‘ l:t'i"ll‘r r

g der nichi geschrichenen Glieder

4 T
z. B. flir — = 3 4 b 6
P 2
I7
k— = 985 12,30 14,50
f‘..f
160, Ovale Kettenglieder von Rundeisen.
Bei gegebenen Halbaxen A = ¢ und CB=1¢ der ovalen Mittellinie (Fig.

26) und unter gonst gleichen Umstinden hat eine kleine Aenderung des

trischen Charakters der Mittellinie ohne Zweifel nur einen untergeordneten Ein-

3 fluss anf die 1

iihigkeit des Ke

des, und es wird insbesondere wenig daranf
ankommen, ob die Curve AR als der Qua-
drant einer Ellipse oder als aus zwei Kreis-
3 biigen zusammengesetzt betrachtet wird, de-
2\ g \ ren Mittelpunkte &V und N, in €4 und OB
\ ) liegen, und welche in einem gewissen Punkte

v \ ) Oy mit einer gemeinschaftlichen Tangente in
einander iibergehen: Fig. 27. Die letztere
Form, welche hier vorausgesetzt werden soll.

| gestattet nieht nur eine leichtere Rechnung,

Baden-Wiirttemberg
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condern ist sogar bei zweckmiissiger Wahl der Verhiltnisse der Ellipse vor-
zuziehen.

Qind Nd =7 und N B =r; die Radien der beiden Kreisbtigen A0y und
Wl ist BD = e der Radins des Querschuitts des Rundeisens, woraus die

By U

Isette ildet ist, =0 miissen, um ein Klemmen der in einander hiingenden

ren, deren es bei gegebenen Werthen von

Kettenglieder zu verhiiten, jene Kreishii
@ und b unendlich viele giebt, jedenfalls so gewiihlt werden, dass NV, D) = ¢, also

ist: man erhiillt aber eine Form, welche sich der Ellipse mit den Halbaxen a und

# bei miglichst gross Werthe von r; nahe anschliesst, wenn man die Radien

» und r; der Bedingung gemiiss bestimmt, dass

== Jnaxr.

ist. Diese Forderung fithrt zu den Werthen:

ent
{FP — l—at BG = FFG: NN, senkrecht zu 4 B im Punkte &,

Diese Construction vorausgesetzt, wird der Bedingung
T —ag
entsprochen, wenn die Yerhiiltnisse
o == 2 und i= -L-
L5 €
a0 wewiilhlt werden, dass:
-(4—a) (24 #)=0

ichen en

ist. Dem Ungleichheitsz spricht eine Beriihrung der beiden aufeinander
folzenden Kettenglieder in dem einzigen Punkte D), dem Gleichheitszeichen aber
als Grenzfall eine gegenseitige Berilhrung in 2 Kreisbogen, die sich im Punkte
D) rechtwinkelig schneiden; DE (Fig. 27) ist die Halfte eines dieser Kreisbigen.
Diesem Grenzfalle die
sivkune der Kriimmung des Bogens 2 0;, welche mit vorzugsweise gefilir-
im Querschnitte bei B verbunden ist, fast ganz verhindert

, miglichst nahe zu kommen, ist vortheilhaft, weil dadurel

Spannunge

161. — Bei einem Kettengliede ohne Steg muss jedenfalls « > 2 und

— 3 gein; mit dem {iblichen Werthe « = 2,0 liefert die Gleichung

3=

HI-I-- (4 —ce) (ee? = 0
A 16 -1 V31 \ 3,595
= BT VA3
Die einzig hier brauchbare griissere “’l‘ll"f.l_‘] entspricht, auch den iiblichen
Verhiiltnissen, Mit « = 2,6 und g=3,6 findet man
- !
- =4,8; ric 2

und, wenn (Fig. 27) CN=¢, CN, = ¢; und Winkel C NN, = ¢, gesetat wird,
C 93 T 1,85 g = arcty — = 3450,
[ 2 [ c
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26 Zusammengeselzte Biegungs - Elasticitit und Fes

Wenn nun auch unter diesen Verhiiltnissen von einer Verinderung der
Kriimmung des Bogens B0, keine Rede sein kann, so schliesst das doch nicht
ang, dass der materiell gedachte Querschnitt bei 0, wegen der Ausdehnung der
dusseren und der Zusammendriickung der inneren Theile des dem Bogen B0,
entsprechenden Ringstiicks eine (jedenfalls negative) Aenderung Agp, seiner Nei-
gung gegen die w-Axe erfahren kann, Indem also hier fiir irgend cinen Quer-
schnitt des Ringstiicks 40, nach Nr. 158

P= Qcosqp; M= M,—Qx = M, ) (rcosqp —c)
ist, so hat man zur Bestimmung von M, die Gleichung: |
1 ‘
Ap; = =/ r.rJf-Ju_‘
woraus mit dem Ausdrucke von » nach Nr. 154 und wenn ‘

Bl e 4%

J= -
Q) I+ iy
gesetzt wird, sich ergiebt:
r (14 )iy pef

und dann durch Einsetzung der Werthe von /2 und M nach Nr. 155:
eiilan AP X O omn ¥ cosp ) 1] &
(L + &)y e (1 -+ e) S rdig| F

Dieser Ausdruck, worin

den oben bestimmten Verhiltnissen des Ringes ent
sprechend

| a = 0,01109; A = 90,171: - '\.”r’f_! = 0,92924
Sty i (d @) Py
ist, gilt natiirlich nur fiir 0 <

¢ =13 innerhalb dieser Grenzen finden ihmzufolge
die eminenten Werthe von

o in den fussersten und innersten Punkten der Quer-
sehnitte bei A und O, statt, und es werden dieselben, wenn vorliufiz Ay, also

auch J = Null gesetzt wird, wie fo gt refunden:

- rc}
=g 7= — 0,171 i
Querschnitt bei 1

o

? = —e; 0 = 2608 ;
)

§=e; o6y = 2615
Querschnitt hei O,
()
f H=e; 0 = —1,643 -
Eine rationelle “!'l‘i't'hlfllll;.‘; von Ay ist wohl Lkaum miglich; nimmt man
aber an, dass die Spannungsverhiiltnisse, wie sie

im  Querschnitte bei (), statt-
finden, inshe

sondere also auch die eminenten Spannungen

e (‘J gl Q)

1 ==t P und 7y = my i
bei © sich fortsetzen, so ist, vor-
iiberhaupt eben bleiben und wenn

in unveriinderter Weise bis zum Querschnitte
aunsgesetzt, dass die materiellen Querschnitte
der Winkel

S T
LNy Oy = 9 — Py =1
gesetzt wird, offenbar:
1 [ o i
Agy == . (ry + SR e e y 3 y s
Ze| E TR i—gn |=—Ba—0) . ~ Ay
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Zusammengesetzte Biegungs - Elasticitit und Festighkeit. 187

1 @ Pa ; R
alS0 = — (Bmi 1) = - iSE 000878 B — 1mn):
2 14+a 1
Wenn man nun vorlinfig my = 2,615 und ms =— 1,643 setzt und mit dem

y bestimmten § die obigen 4 eminenten Spannungen auf's Neue bereehnet, so
findet man wesentlich audere Werthe, denen dann aueh wieder ein anderer
Werth von § entspricht u. s. f3 setzt man diese Kechnung fort bis zwei auf-

5

einander folgende Werthe von § in 4 Decimalstellen iibereinstimmen, so ergiebt
sich schliesslich:®)

@
X L : T = — 1014 =
Querschnitt bei A - Al I
{ o= 8,766
Querschnitt bei 0, q 95 = 108 ;¥
| 02 = — 0,486 ,,
162. — Bei einem Kettengliede mit Steg muss jedenfalls g=3 4 Hihe

)
des Steges sein, und mit dem durchschnittlich iiblichen Verhiiltnisse g =14 liefert

die Gleichung: B8p—(4— «) (a®

a =250,
YVon der ziemlich umstindlichen theoretischen Bestimmung der Maximalspan-
nuug ist hier kaum ein praktischer Gewinn zu erwarten, indem bei den iiblichen

g Verhiiltnissen von dergl. Kettengliedern ihre Tragkraft nur wenig kleiner ist, als
diejenige eines geraden Stabes vom Querschnitte 2, Nach Ve rsuchen iiber
die Tra ‘aft von Ankerketten mit ausgesteiften Gliedern, welche
die englisehe Admiralitit anstellen liess, ergab sich die Zugkraft, durch welche

i dic Kette zerrissen wird, im Durchschnitte

: 2Q=1,6 KF,

1 wiirde,

ation zur

en die Ang
¥ 24,

netern des Kettencisens fir die Maximal-
und s en dabel vie he Sicher-
) wiirde
rtionirten Kettenglieder = 1 - zZweiten
Wenn jene Angabe iril, eher
sprechen wiirde. Die Bruchbe
Umstiinden, schon deswegen
weil die Dimension @ sich vor
ie Mao lspannung  wesentlich

in C
['l"]l ’

rlichen Durchmmes
. der Kette ve
en. Nach der erster

nnung der s

n, Wi

abgesehen von and
deurtheilung der Theorie,
inert und dadurch auch d

den
| 1

er wird.
Im Al
der Kette

ipfehlen sein, den fiir die

meinen wird es zu
wenden Durchme

bene Maximallast = 2Q

zu berochnen, entsprechend einer Max annung = 1040 resp. 1498 Kil. pro Qua-

zweiten Rechnungsw

dratcentimeter nach der ersten res
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158 Zmzammengesetzie Biecungs - El

unfer K die absolute Festigkeit des betreflenden Eisens verstanden, welche im
Mittel etwa 4300 Kil, pro Quadratcentim, betrug. Bliehe das Vertheilungszesetz

der Spannungen bis zum Bruche unveriindert, so wiirde hieraus bei irgend ciner

auf das Kettenglied ausgeiibten Zugkraft 2@ die Maximalspannung
ye! W
= 1.20

zi folgern sein.

v . ‘ .
163. — Berechnung eines Sech wungri

metrische Axe, mit welcher er durch symnm
gerade Arme verbunden ist,
rinden Ringes, Die belastende Kraft ist

mit ciner gew renden Kreis- ~ "

die

raft, indem von

der unmittelbaren Wirknng der Sehwere abg

Der Querschnitt = 17 1" des

jedes Arms wird ebenso wie derj

1 ferner:

Ringes als constant vorausg
w die Winke

» der Radius, v =rw die Peripheriegeschwindigkeit der Mittellinie

des Ringes

setzt, und es ¢

reschwindigkeit,

'

IZ der Elasticititsmodul, m die specifische (Masse der Volum-

r besteht

einheit) des Materials, woraus der Ring
E; nund my die entsprechenden Grissen fiir das Mate

1 der Arme,
] 2y der Winkel, unter welchem die Mittellinien €5 und €5, (F

28)
zweier aufeinander folgender Arme gegeneinander geneigt sind.

| A Ist €A die als x-Axe angenommene Mit-

il % tellinie dieses Winkels, so brauchen nur die
Spannting

; erhiiltnisse des Ringstiicks AB un-
e tersueht zun werden, indem sich dieselben

: \ ‘Ir. s - L Mal wiederholen, 0 sei ein beliebiger
B | [ "{‘.r ¥
\ [ Punkt des Bogens AB der Mittellinie, Winkel

g B 4 OCX = ¢, 0, cin Punkt des Bogens A0,
Winkel 0CO) = y

Im Querschnitie bei 4 findet keine Schuhb-

kraft
nung = P, und ein resultirendes Spannungs-

sondern nur eine resultirende Normalspan

Fig. 28. moment = A7, statt, welche, serlich an der
Schnittfliche angebracht, das Ringstiick AB in unverimderter Art im Gleichge-

wichte erhalten, wenn durch dem Querschnitt bei 4 ein Schnitt gefithrt wird,

mentes zwischen zwel unter dem

[st Cdy die Centrifugalkraft eines R
Winkel oy gegen einander geneigten (Querschnitten, so findet man mit den in
Nr. 154 erkliirten Bezeichnungen:

Cel '—':\.r'r- w,om.dF (v n)? dip = Fy? I 1

ferner, wenn

gesetzt wird:

P—= P, cosp + [ Cdwy. sing = € — Acos g

o
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@
M=M, + Pyr (4 e t"'-\"lr\" _'f-(.“, . - stn W= (B C + Aecos '{.J
und damit nach Nr. 155:
1 % il
Fo =B (B— € + Acosg) —
@ r

-
1& erkennt man, dass die eminenten und deshalb einzig zu berech-

rsten und innersten Punkten der Querschnitte

Hier
nenden Spannungen in den fusse
{ und 2 stattfinden; um sie aber berechnen zu kinnen, miissen zuvor die

lll'i

Werthe der Constanten 4 und 5 ermittelt werden, welche statt der urspriing-

lichen Unbekannten 7% und A/, eingefiihrt wurden. Zu dem Ende hat man nach

Nr, 154:

= = (B (1 + &p—C
El"’ El'a

und weil die Querschnitte bei A und B ihre gegenseitige Neigung nicht indern,

Acos i ]

80 ist
i
0=/udp,
woraus die crste Bestimmungsgleichung:

0= [B(l 4+ «) — O - s s (1)
| 7 i
die Verlingerung Ar des

ebt sich daraus, dass
ausgedriickt werden kann, Erstlich ist nach Nr.
ymit 4, und A bezeichneten I'unkte

hervorgeht. Eine zweite ¢
Arms OB auf doppelte Weis
157, wenn hier A und B als die dort (Fig
genommen werden,

i

4@y —
AT EF

woraus durch Entwickelung des Integrals wit = = rcos¢ und wenn

i’
: . * e -
) = Ar.sin y = _."r Twd [': — TEMNy,;

cos y 1 2 stny

IS i
2 2 sing v 1@
gesetzt wird, unter Beriicksichtigung von Gl. (1) die Gleichung hervorgeht:
s Ay ()
EP— = Bl
g “®
] 1 M
besteht aus 2 Theilen:
ir Ay r dar
< 7 . & _-1.‘ r i

per erste Theil rithrt her von der nach CB gerichteten Wirkung I des
Ringstiicks, von welchem B die Mitte ist, nimlich (wenn hier der Winkel 4 von

OB aus gerechnet wird):

7
R= 2.;- f_'r.l'ul_'- cosy — aF ~-‘-"r;' = 2 Asin ¥

und es ist also, wenn der Arm als von der Axe bis zur Mittellinie des Ringes
reichend in Rechnung gestellt wird:

Ahr R 2 Asiny

Wi B EiR
der zweite Theil ist bedingt durch die Centrifugalkraft des Arms selbst und wird
unter derselben Voraussetzung gefunden:

dar (85 G iy I u?
ARG e e s
r Fy Iy &
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140 Zusammengesetzte Biegungs - Flasticitii und Festigkeit

Die zweite Bestimmungsgleichung der Unbekannten A und B ist danach:#)

Er

_© y 1)
E

(& .f.-'.f-u‘;‘ Cy)=0—24

164, Gewdhnlich gind die Querdimensionen des
r klein genug, um mit einem nur sehr kleinen Fehler
el U
e ="— (cf. Nr. 154)

32

Ringes im Vergleich mit

setzen zu kinnen,

besonders wenn der Querschnitt 7 -‘"j'!l‘.lf!l'lli‘*l'l] in ]5(-,‘_]|'|||“|5_-|'
auf die Biegungsaxe ist (cf. Nr. 156), Wird dann noch

EP. ek
PR = g ==
also
EF q
T e s 1 4 «

— A C=a0

\ 1 @ 27
| Boame v Py ey
1 1 (13
und endlich mit €= m 2 (1 4 «):
1 7
g = ({J =14 a cos ) : J me (1 )
(1) " |"
Kilogr, pro Quadratmeter, wenn m und » durel das Kilogramm und Meter als
Einheiten ausgedriickt werden.
Es seiz. B, y = 300 = 0,52560, also /() = 0,00169, 6 Armen entsprechend,
ferner
; : 1
Iy = E und my = m, also g -
o
entsprechend einerlei Material von Ring und Armen,
: ey
Iy = — I} also p = 3,
(]
. v . - . * r
der Querschnitt /7 ein Rechteck, dessen radiale Dimension — — also
i
i 1 1 il 1 . < s
- == } &= — — = — (¢f, Nr. 156),
r 14 3 038
80 findet man
a = 0,1345; b = 0,8700
.= | 0,8700 + 588 (—0,1800 + 0,1345, cos ¢) —I me? (1 + «)
r N |
*) Zur leichung des besangen wurde
same Linge des Arms — # kann
wendung seinen Querschnitt F len, als or
== E—— — = 3 -
BADISCHE
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also mit g = 0 und 309 5 = + e: 3
Fy = 465 42 y .
bei A J’ | = l_.ﬂliif mwv? (1 @) ﬁ:
l 7y = 0,6665 . . )
-
» ,[ 7, = 0,3408 -\
bei B ke e o " ay

| oy =1,48056. "

Die Maximalspannung des Armes ist:
+

R+ w? 'Jr.l|.|F'-_ 1
O - 2 — 09026 mu (1l + ). 4
5 _ (1+ o o

o
'.

Ist das Material Gusseisen, so ergiebt sich schliesslich die Maximalspannung
des Ringes, welehe im innersten Punkte des Querschnitts bei £ stattfindet,
1,4805 7200 / 1 AT .
. . o _\' p? = 0,1088 »? Kil. pro Quadrateentimeter,
10000 9,81 .'mh)

wenn v in Metern pro Secunde ausgedriickt ist.*)

II. Krumme Kérper von verinderlichem Querschnitte.

165. — Als Beispiel diene ein Seil- oder Kettenhaken: Fig. 29,
: Der Veriinderlichkeit des Querschnitts liegt die Idee
| zu Grunde, miglichst einen Korper von gleichem Wider-
| stande herzustellen, Die Bestimmung des dieser Forde-
rung entsprechenden Aenderungsgesetzes fithrt indessen, in
der erforderlichen Weise angegriffen, zn Schwierigkeiten,
welehe mit der beschriinkten Wichtigkeit der Sache nicht in
| | Verhiiltniss stehen; jedenfalls diirften die Wirkungen der
£ttt || Schubkriifte dabei nicht ansser Acht gelassen werden und
\ | wiirde dann die Aufgabe in das siebente Capitel gehiren,
p / Yir das praktische Bediirfniss geniigt es indessen, nur
die beiden Querschmitte bei 4 und B zu bestimmen, in
deren erstem die Schubkriifte fehlen, wiihrend sie im an-
|. deren allein massgebend sind, und dann beide mit willkiir-
P lich stetigem Uebergange zu verbinden. Hier handelt es

00, sich nur um den Querschnitt bei A.**)

\ Rei ggigung des Einflusses der Arme erhielte man mit
F\=10 1
p= a=0; b= —
| |- &
5
G = ——— myp?
r+ 9
fiir jed initt, und die Maximalspannung in allen Punkten des inneren ifnd‘;mg:
r
Oy = —— me?,
- * —
z. B. fiir den oben durchgerechneten Fall:
1 14 7200 S
0y == - — 2 = 00,0790 42
~ 10000 13 9,81
g | 1 = - # o0 r o \ avim - *
{ilogr, pro Quadrateentimeter = 0,726 der wahren Maximalspannung,

*) Wegen des Guerschnitts bei B siehe Nr. 182,

BLB BADISCHE :.
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142 Zusammengesetzte Biegungs- Elasticitit und Festig

Ist a der Rading des Kreises, nach welchem der Mittelsehnitt (Fig. 29) des
Hakens von Innen beerenzt ist, so lisst sich fiir den Punkt 4 der Mittellinie

setzen: r = a 4 €3
und es ist also nach Nr. 155, wenn £ die den Haken belastende Kraft ist, wegen
P — P; M=—Pr
1 o P
= — : =
o €9 |/ 7
insbesondere im iiussersten und innersten Punkte des Querschmitts bei A:
1 ey o I s Vi
O o s Oy = -,
3 w ey (4] k e i !

106. — Bei kreisformigem Querschnitte des Hakens mit dem Radiug
e bei A ist ¢y = eo=e und g2 der griisste Absolutwerth von 4. Wird derselbe
= I gesetzt, so erhiilt man mit Riicksicht auf den Ausdruek von « nach Nr. 156,

wovon hier wenigstens 3 Glieder berficksichtigt werden miissen, also

o7 5 X8 10 g 5. .1 e A8
% = { b
4 l\r! 4 (‘) o \-.f 5_"} (it} l'.\ff & l

zur Berechnung von e = xa die Gleichung: A, Bezie

I |IK Z -\ I_'. 1 : |'r’ G o oy 2o ! - : — 4r
\1 "/:I .( ) ' \

2 \l1 +x 16 \1 i aka?

Ist d der Durchmesser des Ketteneisens einer mit dem Haken zu verbin-

denden Kette von gleicher Tragkraft mit dem Haken, also nach Nr. 161:
1
G 25 b2,
\ 80 nimmt man passend a = d bis ; d

_ VP bis — }P;
) ol 4

und wenn d der Durchmesser eines in den Haken einzuhiingenden Hanfseils von

p |

} derselben Tragkraft, also nach Nr, 29:
by 1
s 4 == 5 'j e
! g ‘
]I ist, so pflegt @ = —- d bis d
i ey = |
i —_—_-H'.,f‘].m 91;4
‘: genommen zu werden. Mit £ = 1400 als der nach Nr. 14 keinenfalls zu iiber-
| schreitenden Spannung des Schmiedeeisens findet man dann fiir den Ketten
4 haken ; o
: mit a = d = )
£ == ]J::(.P'J i g = III'_‘-|J i
Qe= 0,111} F 2e= 0,113} P
und fiir den Seilhaken
mit @ = -:{ d =
¢=0,103a e = 0549 a I

2e =0117 VP Qe = 0,122V P. !
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VIERTES CAPITEL.

Schub - Elasticitiit und Festigkeit.

A. Beziehungen zwischen den Constanten der Schubelasticitit
und der Zug- oder Druckelasticitat.

167. — Jede Aenderung der relativen Lage der materiellen Punkte
eines Kirpers kann auf poesitive oder negative Ausdehnungen ¢ zuriickgefiihrt
werden, welche in den verschiedenen Punkten des Kirpers nach verschiedenen
Riehtungen hin stattfinden ; eine Verschiebung y (ef. Nx.7) ist nur der Inbégriff eines

mten Systems von Ausdelmungen e in demselben Punkte nach allen

miglichen Richtungen, und es sind deshalb die Constanten der Schubelasti-
citiit nothwendiger Weise von denjenigen der Zug- oder Druckelasticitiit
abhiingie

S1g.

Ist y die Verschiebung im Punkte A einer Ebene F), so wird das entspre-

chende, durch y individualisirte System von Ausdehnungen im Punkte A hestimmt,
indem man die Ausdehnung & nach der beliebigen Richtung A B ausdriickt,

welche eine gegebene Lage gegen die Ebene

I und gegen die Verschiebungsrichtung der-

I B 2 selben hat. Es seien zu dem Ende A X, AY,

| 5 A Z rechtwinkelige Axen, 4 X und 4 Y in der

p > Ebene ', A X von gleicher Richtung mit der
< ——— — Verschiebung y. Die Richtung A B bilde mit

X AZ den Winkel ¢ und die Projection A5’

4 B’ auf die Ebene X Y mit A X den Winkel 1.

Fig. 3n,
des Punktes 53, A B =ds, so ist die Verschiebung von B gegen [
b “] S }Jrf:“
und die Ausdehnung = nach der Richtung A 5:
> B.B;. eos (BAX) ] }-'f_f:: : an g cos t}a
il s ds

Sind dann noch da, dy, dz die Coordinaten

= ysine cosg cos .
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Schub - Elasticitiit und Festigkeit

: -
Sie ist am grissten oder kleinsten fiir @ =0, ¢ =+ i und zwan:
DRI L
I‘l = I 5 WAl £ i 9
A : 1" '
q = -.-1 s N E=— ¢ = — 9 .

Diese Bezichungen gelten allgemein, von welcher Art das Material des
Kirpers sein miige; ist es aber inshesondere isotrop, fiir welehen Fall allein
die gegenseitize Abhiin

eit der betreffenden Constanten hier nachgewiesen
werden soll,*) so folgt, dass der hiiehstens zulissize Werth von y fiir irgend
eine Ebene X')" und irgend eine Verschicbungsrichtune A X derselben doppelt
80 gross ist, als der kleinere der fiir irgend eine Richtung A B hiichstens

zugelassenen Werthe von £ oder 7. Oder auch, wenn bei einem igotropen

Material
K der hiichstens zugelassene Werth von Ee,
Kis o 5 ! 3 Tt 15

] » - | ?
k der event. kleinere heider Werthe /' und xs
( der Schubelasticititsmodul (ef. Nr. 12) ist, so ist der hiechstens
zuliissige Werth ¢ einer Tangentialspannung, :

f;

t=2 7k

e} T . - " . . . - .
168. — Das Verhiiltniss g ist hiernach bedingt durch das Verhiiliniss

e der beiden Modul G und 7. Um letzteres zu finden,**)
i sei das Quadrat A B A, B, (Fig. 31) der zn dem einen
-"3'-\- e _--i"" Kantensysteme senkrechte Schnitt eines Wiirfels, von wel
Nl chiem jede Kante = 1 ist. Werden an den gegeniiberliegen-
N den Seitenchenen 173 und Ay By dieses Wiirfels die
/ \'\_ normalen Zugkriifte o angebracht, so geht das Quadrat
\/ \"-.I AB A By in ein Rechteck iiber mit den Seiten :
e e i
e 3 AB =14s; AB=1— -?r;'-_; (cf. Nr. 11);
Fig. 81

gleichzeitiz findet in allen Punkten der Diagonalschnitte

AA; wnd BBy eine Versehichung y nach der Richtune A A, resn. b 13,
1 g7 g 1

statt, welche nach Nr. 8 = der kleinen Aenderung ist, die der urspriing-

herang:
macht, d
suchen abyz

en kanm, hat z
len Tall in die I

ren Ve
imenhang de

lern

hm begonde

1 . ‘.'\'|-|-'-I|r |‘]-|-|| L
kleinsten Theile na
men zweierlet Wide
keit der Holaf:
sammenhiingen.

ren st beim H
iiedener Art
ern an und fir sich und des Bindemittels,

=
A1

-]-II: Elasticitid
wodurch sie uni

8- £

*%) Cf. Clebsch, Theorie der lasticitit foster Korper, 2
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Schub - Elasticitit und Festiglkeit. 145

lich rechte Winkel der Diagonalen A A; und BB, erfahren hat. Es ist

also: /
T ar L ?, 1 - m
f{flj'f)llf)]]_l.l_'rf‘f. e LY ‘f: Tl e
g x | 2/ 1 £
\ T +

oder mit Vernachliissigung kleiner Grisssen hisherer Ordnung:
1 \‘| m+ 1

o= |1 =

Wird aber der Wiirfel in der Diagonalebene BB, zerschnitten, so er-

m ) (1

fordert das Gleichgewicht die Anbringung einer Normalkraft und einer
Tangentialkraft in der Schnittebene, letztere 7 pro Flicheneinheit von

soleher Grilsse, dass

BEL 2 AB. o ‘f’ E

oy BIBD B = 4
: : L ; . 15 ; G ‘
ist, und aus dieser und der obigen Gleichung folgt mit — = G und S
v e
v 1 T =
G .
2 m+1

169. — Die Constante m, welche durch theoretische Entwickelungen

von Navier, Poisson, Caunchy, Dienger u. A. iibereinstimmend = 4
gefunden wurde, scheint den Versuchen von Wertheim und Regnault
zufolge in der That etwas kleiner, auch fiir verschiedene Kbrper nicht ganz
gleich zu sein. Bei diesen Versuchen wurde zugleich die Liingen- und
die Volumiinderung hohler Stiibe infolge eines der Liinge nach ausgeiibten
Zuges gemessen, die Volumiinderung dadurch, dass die Hihlung mit einer
Fliissigkeit angefiillt und mit einer Capillarrbhre von bekannter Weite ver-
bunden wurde, in welche die Fliissigkeit hineinreichte. Sind

[, d, v die Linge, die Weite und das Volumen der Hohlung im ur-

spriinglichen Zustande,

Al, Ad, Av deren Aenderungen infolge des ausgeiibten Zuges,

so folgt aus der Gleichung
,-+-__;f- (L4 Al . (d+ Ad)2

o o Lel2
Ad 1 Al i . : -
mit j! = 7 und bei Vernachliissigung kleiner Grissen hiherer Ord-
( e
nung: 5 Al
= Y4
7w = ‘_if I 5 -
{ {

Auf solche Weise fanden Wertheim und Regnanlt nahe iiberein-
stimmend fiir Kupfer, Messing und Glas: m = 3. Nach spiiteren Versuchen
von Wertheim ergab sich

fiir Messing: m = 2,84 bis 3,05, im Mittel m = 2,04

fiir Eisenblech: m = 3,25 bis 4,05, im Mittel m = 3,64

Grashof, Festigkeitslehre, 10
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Bis auf Weiteres kann nur gesagt werden, dass fir isotrope Korper .

im Allgemeinen
m =3 his 4

sei. und ist damit nach Nr. 167 und 168:

sei,
i n O bi 4
= — 15
R el S
(5} 1 T 3 2 2
i — — bis
I 2 m-+1 8 :
I....
170. — Die inneren Zustiinde, welche nach Ueberschreitung der Elasti- 2

citiitsgrenze eintreten, entziehen sich der theoretischen Untersuchung; insbe-
sondere kann zwischen der Schubfestigkeit 7' und der Zug- oder Druck-
festigkeit &' und K" eines Materials ein einfacher Zusammenhang nicht er-
wartet werden. |
Divecte Versuche iiber die Schubfestigkeit sind gleichwohl nur selten
mit anderen Materialien angestellt worden, als mit Schmiedeeisen (wichtig
wegen seiner Verwendung zu Keilen, Bolzen, Nieten ete.), wobei sich im -
Durchsehnitte 7" nur wenig kleiner, als die unter sich selbst nahe gleichen g
Werthe K’ und K" ergeben hat, zuweilen indessen anch nur 7' = -: K’. Einige
" Versuche iiber die Schubfestigkeif des Holzes beziehen sich auf den Fall der
Abschiebung nach der Richtung der natiirlichen Fasern und haben insbesondere
fiir Tannenholz nach Barlow ergeben:
T = 42 Kil. pro Quadratcentim. ¥)

B. Stabférmiger Koérper unter dem Einflusse einer im
Querschnitte wirkenden Schubkraft R.

I. Gesetz, nach welchem die Tangentialspannungen im Quer-
schnitte vertheilt sind.

171. — Die Kraft , von welcher vorausgesetzt wird, dass ihre Rich- |
tungslinie, in der Ebene des Querschnitts /' liegend, durch den Schwerpunkt
O desselben geht, bedingt Tangentialspannungen in den Fliichenelementen
von I, deren Resultante = I ist. Dieselben ktnnen im Allgemeinen unter
sewissen Winkeln gegen die Richtung von R geneigt sein, also in je zZwei
Componenten nach der Richtung von /¢ und senkrecht dagegen zerfallen, so
dass die Summe der ersteren Componenten = R ist, withrend die letateren folgt:
fiir alle Elemente des ganzen Querschnitts zusammengenommen sich gegen-

:r}:n-h.v!lu:l" ens sowie k ]
las Briigtungsholz

den horizontalen Sparrenschub wede
schoben werde.

hinansge
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LANDESBIBLIOTHEK i
BadenWiirttemberg



Schub - Elasticitit wnd Fest o

141

4
Szt =

Rl

seitig aufheben (cf. Nr.249—252): hier soll von den letzteren Componenten
abstrahirt werden,

Um das Gesetz zu erkennen, nach welchem diese wie R gerichteten Tan-
gentialspannungen von einem zum anderen Fliichenelemente siels indern, wird
\ml infig ein stabfirmiger Kérper von endlicher Linge vorausge-
setzt, aul welchen iussere Kriifte wirken von solcher Art, dass sie sich fiir
cinen Querschnitt # ersetzen lassen durch die oben genannte Resultante 1
in Verbindung mit einem Kriifte paare M, dessen Ebene den Querselinitt in
der Richtungslinie von 2 rechtwinke 2lig schneidet. Letztere sei zudem eine
Hauptaxe fiir den Schwerpunkt O von F so dass die Biegungsaxe mit der
anderen Hauptaxe und der Axe des Paares M zusammenfillt (cf. Nr, 120).

Von O aus werden die rechtwinkeligen Coordinatenaxen () X0y /,'
. ' dass die Ebene YZ in den Querschnitt und die .-‘\x:e U‘.'
die Biegungsaxe fillt. dF sei ein Flichenelement des Querschnitts im Ab-.
stande z parallel OY, seine Liinge =, also dF = ydaz.

[ 3
b g

e
\
S

o

80

Es wird ange nommen, dass die ’]‘.‘lll;'l']lr[il|.‘-'Ih'l]ll]]”|_'_" © ebenso wie die
\.um:l spannung ¢ in allen Punkten des Flichenstreifens dF gleich gross
sei;¥) sie ist zndem in jedem Punkte von einer ebenso grossen Tangential-
spannung  begleitet, welche in dem durch den betreffenden Punkt parallel
der ay-Ebene gelegten Schnitte nach der Richtung der x-Axe stattfindet
(Txz = Tex: ef. Nr. 10).

a. Gerader stabfdérmiger Horper,

172. — Betrachtet man das Korperelement, welches vom Quersehnitte

F, von einem im Abstande da davon entfernte n zweiten Quersehnitte und
= von einem im Abstande z mit der xy-Ebene parallel gefiihrten Schnitte
begrenzt wird, so milssen, indem nach der x-Axe gerichtete Hussere Kriifte

nicht auf das Klhl]'pl']'i'[l'lllt‘lll wirken, die entgegengesetzt gerichteten Normal-

huer- spannungen der beiden erstgenannten Begrenzung

benen

£

= ‘/‘r;df" und __;".n‘r! P+ p

% (S F).da

(unter e den Maximalwerth von z verstanden) mit der gleichfalls nach der
&-Axe gerichteten Tangentialspannung der dritten Begrenzungsebene

=tyda
g : : : ! TR
im Gleichgewichte sein, woraus mit ¢ = 7 (Nr. 43) absolut genommen
folgt:
(T i A dir M £ \
= [ yd 1) = | -\lf(l"‘ .
= '\\;’{m ] ela \ .;‘:;/ A
':'_J 8 18t im Al
wie die Inter uchur
10#
BADISCHE
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. d M : !
Dabei ist (Nr. 42 und 58) absolut genommen = R, also auch,

wenn der Querschnitt constant ist:

vy =[P, .

Diese Gleichung, welehe bei verlinderlichem Querschnitte nur als Niihe
rungsformel zu  betrachten ist (der Wahrheit um so niiher kommend, je
kleiner die Aenderungen der Querdimensionen im Vergleich mit der Aende |
rung von @ sind), lehrt, dass zy von der Biegung

axe aus nach beiden
Seiten abmimmt, also auech 7, wenn y nieht abnimmt. Wenn aber die Breite
y selbst von der Biegungsaxe aus abnimmt, so kann es sein, dass 7 zuerst |
sunimmt und seinen Maximalwerth in einer gewissen Entfernung auf beiden
Seiten von der Biegungsaxe erreicht Fiir ¢ = ¢ ist jedenfalls z = 0%), folglich |
eine Querselmittsform, fiir welehe 7 constant wiive, nicht miglich.

173 — Nach der Formel:

fll‘ t-
I‘ :fllr}.l

(:

,;’Iu-'_
findet man z B. fiir einen rechteekigen Querschnitt, dessen Seiten
parallel OY und OZ sind:

3 B/ 22N\

R — =y 5

T L 2 )

| B
Mmaw. v = i fiir 2z =0.

Iiir einen Kreis mit dem Radius ¢ ist im Abstande = von der Biegungs

axe:

‘ \

T L
FALT. o = g e £ |
TL T 3 j'r fiir ; 3

Ist aber z. B. der Querschnitt ein iibereck liegendes Quadrat
{Diagonalen mit den Axen ¢ Y und O 2 znsammenfallend), so ist nicht

mehr 7 in der Bicoungsaxe am grissten, denn man findet:

R /
T s 01— 2
l! \ ¢
9 R i
R, T y 1) e . R
8 F 4
W W 3 r 0
) Wire ¢ = 0 fiir 2 e, 8o wiirde aus der Gleichung r = folgen; allein fiix
(0
= ¢ dz wiire -
I R 4 Re
' = - i 7 ! yd F = 7 dz
| || ver

windend klein,

an der Oberfliche de Wi

wirkte

- A X

elements eine dussere Kraft
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Wenn die Breite y des Querschnitts in der Biegungsaxe am kleinsten
ist, so kann der ebendaselbst stattfindende Maximalwerth von z viel Mal
: ke S
grisser seinm, als I Bei einem doppelt-Tfirmigen Querschnitte
z. B. (Fig. 5, Nr. 48) ist fiir b =0y und o = d;:
3 R bet—(b—a)f?
| a bed— (b 1) Jr"‘

TULE. T =

3 R ||’rr' (b—a) _.f‘| : |er'3 (b —a) I(".’|
2 ¢ .f.ri..",,-.'- (b ri_:'_.lr-'-'|
. 3 K . < : A
Der Coefficient von — A hat 1 zur Grenze, wenn « in die Grenze b
oder / in die Grenze e iibergeht; er wiichst dagegen ins Unendliche, wenn
a

7 bis Null abnimmt, und zwar um so schneller, je kleiner gleichzeitig *

ist.

174. Wenn man von den verschiedenen Punkten der z-Axe aus die
entsprechenden Werthe von ¢ und ¢ als gerade Linien parallel der «-Axe
it abtriigt, so werden die Endpunkte der ersteren Linien durch eine Gerade
() C, die Endpunkte der letzteren durch eine Curve A5 (Fig. 32) verbunden;
| Z fiir den Fall eines rechteckigen oder kreisttrmigen
B k 7 Querschnitts z. B. ist 485 eine Parabel mit der
e iz -~ Hauptaxe OX. Durch das Zusammenwirken von
T s ¢ und 7z in demselben Punkte wird nach den Re-
el ; geln der zusammengesetzten Elasticitiit ein Maxi-
4 malwerth der Ausdehnung z nach einer gewissen
vyl ’ X Richtung in jenem Punkte bedingt (ef. Nr. 253), und
0 4 es ist nicht nithig, dass der grisste dieser Maximal-

werthe von & mit dem grossten Werthe = £ von o
(fiir z ¢) oder mit dem grissten Werthe =¢ von # (in der Regel fiir 2 = 0)
zusammentreffe.  Wenn aber ebenso, wie fiir ¢ =& immer z =0 ist, auch
umgekehrt fiir v =¢ (wie u. A. beim rechteckigen und kreisférmigen Quer-

schnitte) o ist, und wenn ferner die Curve A5 nicht etwa bis zu

verhiiltnissmiissig grossen Werthen von z nahe parallel der z-Axe verliuft
wie es bei einem in der Mitte eingeschniirten, z. B. dem doppelt-T fGrmigen
Querschnitte der Fall ist), so lisst gich a priori erwarten und es wird dureh
die nihere Untersuchung (Nr. 259) hestiitigt, dass behufs Ermittelung des
absolut gridssten Werthes von ¢ resp. Fe ein nur kleiner Fehler begangen
wird, wenn entweder die Tangentialspannungen oder die Normalspannungen
ganz vernachliissigt werden, je nachdem nur wenig

k=20 (of. Nr.169)
1. Y
1at.
Wenn inshesondere der Kiorper von der Liinge £ an einem Ende be-
BADISCHE E
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festigt und am anderen, freien Ende dureh ecine Kraft /7 senkrecht zur
Liingenrichtung (zur « - Axe) angegriffen ist, so findet man, dass

m -+ 1 ! - 3
k= t =— £ (mit m 3)
i o =
3 . ; 1 }
ist, wenn fiir den rechteckigen Querschnitt [ = /A
: a |
]
s » kreisformigen " [ = 3 h
ist, unter & die mach der 2-Axe gemessenc Hihe des Rechtecks resp. den Spar

Durchmesser des Kreises veratanden.

Man sieht daraus, wie verhiiltnissmiissig klein bei solchen Querschnitts-
formen die freie Liinge eines stabférmigen Kirpers schon werden darf, be-
vor die Vernachlissigung der Schubkraft /2 bei den Aufeahen des zweiten
und dritten Capitels mit einem wesentlichen Fehler verbunden ist, und dass
bei den dort bestimmten Korpern von gleichem Widerstande die Correction
der Querschnitte sich auf die niichste Nihe desjenigen Querschnitts be-
schviinken darf, fiir welchen M = 0 ist.

bh. Elnfach gekhriimmter stabfiormiger Hirper.

Z| - 175, — Iis sei (Fig. 33) OO0, =ds ein Bogen-
element der Mittellinie, deren Ebene, welche zugleich

die Ebene des Momentes M ist, den krummen Kérper
s symmetrisch theilt; € sei der entsprechende Kriim-
M A mungsmittelpunkt, €O = der Kriimmungshalbmesser,
[ OCO, = dg der Contingenzwinkel. A4.A, BB, sei
| ( ein unendlich kleines Korperelement, enthalten zwischen

,_.,_.

1 LY/ _'I,/ den den Punkten O und O, entsprechenden Quersehnit-
; ten und zweien um die Kriimmungsaxe mit den Radien
7+ 2z und »+ z 4+ dz beschrichenen Cylinderfliichen.
7 \dy| Die positiven Axen O X, OY, O Z (Nr. 171) seien
: 2| so genommen, dass O X die Richtung 0 0O,, O Z die
Fig. 33. Richtung C'0, O Y die iibliche Richtung der Axe einer
im Sinne £ X gtattfindenden Dreliung hat. Die Kraft £ und das Kriiftepaar M
seien algebraisech verstanden in der Weise, dass, wenn X und M betrachtet
werden als Resultat desjenigen Systems der Husseren K riifte, welehe an dem
vom Querschuitte YZ aus nach der Riehtung O X gelegenen Kirpertheile
angreifen, J¢ positiv ist, wenn nach OZ gerichtet, M dagegen positiv, wenn
seine Axe nach OY gerichtet ist; ein positives M verstiirkt dann die Kriim-
mung der Mittellinie bei O, und es ist:
dM

= e

Die Schnittfliichen

AB A4, A, B, BB,
wodurch das Kérperelement begrenzt ist. sind
= dz =+ 2) r."'er o z (r + =z 4 d2) -a"g

BADISCHE =
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multiplicirt mit den betreffenden Breiten:

: r.-"_.-,r n"‘-‘,r

y Y BT “,rq ""f"l Y s “(‘ "F::
und wenn die mit den Breiten multiplicirten Spannungen, welche auf die
Seitenfliichen A B und A 4, des isolirt gedachten Korperelements nach den
Richtungen der Pfeile ¢,7 und 7z (Fig. 33) wirken, mit
oy Ty ry

bezeichnet werden, so sind die entsprechenden, entgegengesetzt gerichteten
Spannungen der segeniiberliegenden Seitenflichen 4, 5, und B3 mit
deg; Ty + Jtl{’*j{ dz

d(ay)
Gy + - :
8 aJrl)(

/8]

7
aos

zu bezeichnen.

Wegen des Gleichgewichts der Kriifte an dem betrachteten Korperele-
mente muss nun w. A. ihre Componentensumme nach OX = 0 sein, und
gung unendlich kleiner Grossen htherer

diese Bedingung fiibrt bei Vernachlis:
Ordnung zu der Gleichung:

d(oy) di ry) :

s (r+2) ——— + 21y=0
d . dz .

oder mit ds =rdeg:
d(zy) 2 T dioy)*)

Iy = —— s

iz r+z r+z ds

176. — Fiir eine gerade Mittellinie geht diese Gleichung mit

r=ao de=da

iiber in:

d (ry)
dz Tou

d(oydz) dod )
R L L e T R

iibri-
unction

der Richtang 0X,
elnen Querschnitt

t der

Kraftebene ZX senkrechle Axe
-t haben,

M Txs = Tax
} worden

Kannt vorausgesetin

n, dass die Gleichung

d (vy)
T = Oy
der Normal
bei Vernach-
anf Grund der Voraussetzung eines stets eben und zur ela-
nden Querschnitts ergeben hatte. Wenn nun auch streng
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worans, weil zy =0 ist fiir z2=¢
? </ ?

"-rir.’ﬁ‘rl"f"} d £
Y =—J - - gl I
TY = f A% Az )" odf
folgt, d. i. dieselbe Gleichung, welche fiir diesen Fall in Nr. 172 schon an-

gefiibrf wurde, und welche auch niherungsweise gelten kann, wenn # im
Vergleich mit ¢ sehr gross ist.

177. — Ist aber niecht gsehr gross, 2 hat man nach Nr. 155 Il
P B ?

mit /= 0:

M / [N
a i |\l+ 7 .j;

\ @ r+z/

. dM ; e |

also mit ] = R, wenn sowohl der Querschnitt, als auch der Kriimmungs- |

s > / '

radiug » constant sind oder wenn niiherungsweise von der event. geringen
Veriinderlichkeit dieser Elemente abgesehen wird:

r.l’."r,-] 1&g 1 z
(a1 Y (I + N

s Fr ¢ .-r'-l-;. )I‘
Daduwich wird die in Nr. 175 gewonnene Differentialgleichung zur Bestim
\ mung von i
| d(zy) 2 Ry 7 S

s I

W= T Fir+2) \ ar4z/

dz % P’z
Ihre allgemeine Form ist:
d(ry) X
72 + TY.J(2) = @i=2)
1 mit dem bekannten Integral (unter ¢ hier die Basis der natiirlichen Loga
i rithmen verstanden):

_J"_.."'-'_..": . iz [ f _a’_llr':z' .z \I
——2"3 2 (2 {2 C
TY = ¢ 2l L .@().dz)+ C|,

und die Einsetzung der Werthe von y(z) und ¢(z2) liefert: ¥
1+ea , &

r4 zj2 1ty = __|-( Jzd )+ C.
¢ / a ° /

Die Constante (' ist bestimmt

l'll, 4 -
~(rfdF +

fiir positive Werthe von z durch: 2z =¢y; vy =0

,, negative 9 SR T T et Ty =0:
damit wird, wenn im einen oder anderen Falle ¢ resp. ez durch ¢ bezeich
net wird :

[ \
J zd F)
~ /'

R ; e .
Ty Fotai 'I'-.“"-.! dl +

1+ e

EenomInen diese urliche Annahme eben durch jene Gleichung ersetzt werden miisste,
um s0 em System von

Differentialgleichungen zur ¢

pannungen ¢ und ¢ zu erha doch ein praktisches
 anleh ) 8 & 1 . Y N

ner solehen Complication der Aufgaben einstweilen nicht vorhanden.

Bestimmung der sich

gegenseitig  bedingenden

Bediirfniss zn ej
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oder, wenn 2 absgolut genommen wird:

R / ¢ 14+
; (++ fdF -
F(r+z)? l\' '5"‘ ali a

Beim Durchgange durch die Biegungsaxe (Breite daselbst = y,) finde
hiernach ein plitzlicher Zuwachs von z statt um den Betrag:

,’ /€ €s !1
= ',uu-q.;au-'): 3
Frys \ 0 o

Inwiefern efwa dieses auffallende Resultat der Unvollkommenheit der

Theorie zur Last filll, moge dahingestellt bleiben; im Folgenden soll ein

Ty

fedi).

)

A1

facher gesetzt werden:¥)
i | ES 3
-!"I..{‘_‘L': 4 t!':.f‘ =d !I}

wodurch die Bedingung, dass vy =0 sein muss fiir @ = ¢; resp. ¢z, gewahr

TY =

bleibt unter Beseitigung der Discontinuitiit der Spannungen in der Biegungs-
axe, und wodurch jedenfalls ein um so geringerer Fehler begangen wird, je
grosser » ist. Denn wegen

2 g3 =

= . ,l'+...1lllll e =J

22 e g
geht sowohl die oben entwickelte, als die hier dafiir substituirte Formel in
die Gleichung:

HEs
ry =—J zd ' (Nr. 172)

iiber, wenn man » ohne Ende wachsen lisst.

178. — Fiir einen rechteckigen Querschnitt findet man hiernach
R 1 228
T = 5
' 2a |';'+_:_‘,|1-’
= . y e . al . ¢2
am griossten aul der coneaven Seite der Mittellinie im Abstande = von
P

der Biegungsaxe, also

o2
Jlrlj 1 }.‘"
max. v = Y o
L+ 2
*) Wollte man setzen:
I Eaie s
e f:dF,
J F (r z)% w 3
go wiirde, wie die P'robe lehri,
_,f'. ty dz J‘" sy des = (1 ) K

sein anstatt — R, wie in muss und wie es sowohl bei der oben entwickelten, als
bei der hier dafiir substituirten Formel der Fall ist.
BLB BADISCHE i

LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg



LANDESBIBLIOTHEK

Schub- Elasticitit und Festigket

oder mit =" dr e (Nr. 156):
o e g 7 -

B 2 et X

MaL. T = == |l | - I s )

o RN h D TrE /

Fiir einen kreisformigen Querschnitt ist:
i 222

T = 1 -
F 3a (r+2)2
e .
am erossten auch anf der coneaven Seite im Abstande = von der Bie
} =
rungsaxe: o2
R g2
maid. T = ; 920 ot
| G e
e
, Ied 1 &t b e bt oo
oder mit ¢ = =+ = e = oee (N1, 156)1
4 g2 8 64 b
4+ R ,a'l 1 e T et
= - : = )
PATE = 5 BN TG @ LAt T

II. Finfache Schub-Elasticitit und Festigheit eines stabformigen
Korpers.

179. — Darunter wird der Fall verstanden, dass das auf Biegung hin-
wirkende Kraftmoment M verschwindend klein ist gegen die
Schubkraft /7, und dass mithin durch letztere allein die Anstremgung des
Materials bedingt ist. Da das im Vorhergehenden sub L. ermittelte Verthei-
lungsgesetz der Tangentialspannung im Querschnitte von der Griosse des
Momentes M nicht abhiingiz gefurden wurde, so muss man schliessen, dass
es auch im vorliegenden Grenzfalle M = 0 noch zutreffe.

Die betreffenden Werthe der griissten Tangentialspannung 7 migen zu-

niichst dazu benutzt werden, die frithere Untersuchung einiger vorzgusweise
auf Biegungs - Elasticitiit in Anspruch genommener Korper gleichen
Widerstandes insofern zu eorrigiven, als ilve frilher nur angedeutete er
forderliche Verstiirkung in den Quersehnitten M = 0 niiher bestimmt werden
soll.  Ist aber

a der Werth der verfinderlichen Dimension in demjenigen Querschnitte,

fiir welchen M am grissten,

ay derselbe in demjenizen Querschnitte, fiir welchen M = 0 ist,

k der Maximalwerth von ¢ im ersteren,

t 5 N » 7 im letzteren Querschnitte,
s0 ist, wenn in beiden das Material in gleichem Grade in Anspruch genom-

(g

men werden soll, das \’:-l']|EiJ11|i.~:.-¢--I- bestimmt durch die Gleichune:
[i} i

il
k = ks t (ef. Nr. 169),
e

18l
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solern von der im ersteren Querschnitte gleichzeitic etwa vorhandenen Schub-
kraft ohne in Betracht kommenden Feliler abgesehen werden kann,

180. — Wenn insbesondere der Kérper A5 bei A befestigt
und am freien Ende B dureh eine Kraft senkrecht zur Liingen-
richtung A5 { angegriffen ist, so findet man fiiv den Fall eines
rechteckigen Quersehnitts von constanter Breite (Nr. 111), wenn

i die Hohe bei A,
I N " I3 ist:
Iy m+1 h L A . :
7 = T = i mit m = 3
fiir den Fall eines rechteckigen Querschnitts von constanter Hihe
/i (Nr. 112), wenn
O die Breite bei A,
by 23 1 53 B ist:
by m+1 L 1 4 "
b T 4m & s 1y = 94
fiir den Fall eines kreisformigen Querschnitts (Nr. 113), wenn
r» der Radius bei .|,

1 5 2 o Bists
r1 fm+1lr 2 ‘;: T
= |/ = / mit m = 3.
» \ Sy [ o ek 4 :
ISI. — Der Kirper AFB sei beiderseits unterstiitzt.

Bei Belastung in einem gewissen Punkte € zwischen 4 und B (Nr. 115)
verhalten sich dann beide Theile A C und 5 C wie wenn sie bei ( hefes-
tigt und bei A resp, B durch eine Kraft = dem Stiitzendrucke angegriffen
wiirden: ef. Nr. 180.

Ist aber die Last beweglich, so dass ihr Angriffspunkt C' jede iage
zwischen A und B annehmen kann (Nr. 116), so muss fiir den Fall eines
rechteckigen Querschnitts von constanter Breite, wenn

le dessen Hihe in der Mitte von A5,
L sy s an den Enden A und B,
« die halbe Linge A B ist:
Iy m+1 & 2 & i 8
S+ T e AT mit m = 3
sein. Dasselbe Verhiiltniss entspricht der Forderung fiir den Fall einer
gleichformig auf der ganzen Linge AB =2a vertheilten Be-
lastung bei gleichfalls rechteckigem Querschnitte von constanter
Breite (Nr. 117).

Besteht aber in diesem Falle gleichférmig vertheilter Belastung der
Triiger A B =2a aus zwei bogenformigen flachen Gurten mit con-
stanten Querschnitten (Nr. 118), die hier einander gleich = /' vorans-
gesetzt werden sollen, und ist 4 die Bogenhhe (halbe Hihe des Triigers)
in der Mitte, so muss der rechteckige Gesammtquerschnitt = 2 /7 der ver-
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einicten Gurte an den Enden A und £ mindestens so gross gemaecht wer-

den, dass

o m+1 7 1/ : ;
- 3 - mit m = 3 5
e el €L |

ier nithig, wenn a — 4/ ist.

ist; cine Verstiirkung der Gurte wird also

es Seil- oder Kettenhakens

182, Als Ergiinzung der Berechnung
mit kreisférmigem Querschnitte (Nr. 166) ist noch der erforderliche Radius

e des Querschuittes bei 7 (Fig., 29), in welehem die Belastung I’ lediglich als 1 v
Schubkraft wirkt, zu bestimmen., Setzt man zu dem Ende
e =ga; r=at+te=(1+yna |
50 ist nach Nr. 178 die grosste Tangentialspannung im (uerschnitte 5
4 2 v 2 i N
i o o g e S8
o Yy e & I\l Y/ 16 \ 1 /
- 4 \
|
. - m . ¥ ot Y |
und indem dieselbe anch = I.-'.' gein soll, unter k die grisste Normal ¢
m
spannung o im Querschni'te 4 (Radius = e) verstanden, so hat man fiir y die ‘
Gleichung: |
3 e 1 4r j { 1 E \'12 T ¢ Y \I { | |
e = : \ 3 | |
4 i Snkat 2 I\ 1 y | 1611 y / |
h g M Y,

Daraus ergiebt sich mit m =

3 und & = 1400
- - : 1 a3
| fiir den Kettenhaken mit «a _ VP bis - | P
20 a0
|
fiir den Seilhaken mit « ;
; , 182 :
| i o s 18,
0,347e , 0,331e. :
Zur Sicherung gegen eine zufillig etwas schiefe Richtung der Kraft 22, wo E '
durch auch im Querschnitte £ ein Moment A/ hinzukommt, kann man etwas
,
grisser rechnen.
Vernietung von Blechen. |
Bei dem gewilnlichen Verfahren der warmen Nietung, wobei das Niet roth-
: glithend durch die sich entsprechenden Nietlocher getrieben und aus dem vorste-
: henden Theile des Schaftes der Sehliesskopf durch Himmern gebildet wird, ist es

nicht die anf das Niet wirkende Schubkraft allein, welche seine Spannung bei i

der fertigen und belasteten Construction bedingt; zum Theil ist diese Spannung
eine durch die Zusammenziehung des erkaltenden Nietes verursachte Lingen-
spannung, und es kann infolge der dadureh bedingten chenso grossen
I'ressung zwischen den vernieteten Blechen und den Nietkipfen sogar der Fall
r-l‘ihr e

w88 die dieser Pressung entsprechende Reibung die Schubkraft ganz auf

kommen liisst,

|
hebt und die Tangentialspannung im Nietquerschunitte gar nicht zur Entwickelung I =
Die Grisse jener Liingenspannung ist indessen von so verschiedenen und |

zum  Theil nur so unsicher in Rechnung zu stellenden Umstiinden (von dem

lemperaturgrade, dem Ausdehnungscoefficienten und der Liinge des Nietschaftes,

BLB BADISCHE =
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von dem bei der Stauchung des Sehliesskopfes auf den Setzkop{ des Nietes aus-
endrucke, von der Miterwiirmung der nmgebenden Blechtheile dureh

Zeiibten |
das heisse Niet, von der Zusammendriickbarkeit des Blechs ete.) abhiingig. dass
os nur durch Versuche und zwar indireet durch Messung der entsprechenden

Reibung miglich ist, ein sicheres Urtheil dariiber zu gewinnen. Solche Versuche

haben ergeben, dass die Reibung in jeder der beiden einem Niete angehirigen
stens 500, also die Liingenspannung des Niets bei einem auf

Reibungsfliichen wer
hijehstens = —- zu schiitzenden Reibungscoefficienten wenigstens 1500 Kilogr. pro
3 ]

Quadrateentimeter des Niet querschnitts betriigt, eine Spanungg, bei welcher schon an

sieh ohne Hinzutritt einer Tangentialspannung die Elasticititsgrenze erreicht is

Unter diesen Umstinden ist man gendthigt, die Widerstandsfiihigkeit der
Niete auf Grund specieller Versuche zu benrtheilen, bei welehen die Belastung
bis zum Bruehe gesteigert wurde. Solche Versuche, welche u. A, besonders von
W. Fairbairn angestellt worden sind, haben ergeben, dass, damit der Bruch
einer einfachen Nietung mit gleicher Wahrscheinlichkeit dureh die Absebeerung
der Niete wie durch das Reissen des Blechs herbeigefiihrt werde, die Niete zu-
sammen ungefihr denselben Querschnitt haben miissen wie das zwischen den
Nietlichern iibrig gebliehene Blech, Bei der Berechnung einer Vernietung pflegt
: schiebung der

man hiernach so zu verfahren, als ob die ganze auf relative Ve
vernieteten Bleche hinwirkende Kraft eine in den Nietquerschnitten gleichformig
vertheilte Tangentialspannung ¢ hervorriefe, welche infulge entsprechender Wahl

der Verhiiltnisse — der im Bleche selbst hervorgerufenen grissten Normalspannung
s sein soll. Dazu kommt als zweites Erforderniss einer rationellen Vernietung,
dass dureh dieselbe das Blech so wenig geschwiicht werde, als mit Riicksicht
auf die jeweiligen Umstiinde, insbesondere z. B. die Forderung eines sehr dichten

Abschlusses der Fuge miiglieh ist.

184. — Ist bei der einfaclien Vernietung (Ueberblattung der Bleche
mit einer Nietreihe zwischen den Blechriindern)

b die Blechstirke,

d der Durchmesser der Nietholzen,

¢ die Entfernung zweier aufeinander folgender Nietlocher von Mitte zu Mitte,
so entspricht der Forderung « = o (Nr. 183) die Gleichung

mil?

(e — d)b,

Janes der Britannia-Briicke,
len, hatte man zwei Blech-
kender saplatten durch

%) Bei V.

bei ander

von beiden Seiten iibe

y die 1 m in den gestossenen Blechplatten Spiel
3 afl das (Gleiten der letzteren zwischen den
1000 bis 1400 Kil. pro Quadratcentimeter
i Versuchen im Auftrage der franzosisc Regi
s (Guasstahlble i angestellt wurden, ¢
im Mittel aus zwel Versuchen
+ it ovalem Nietloche, direct mit il
len wurden, im Mittel aus zwel wel
lrateentimet velcher bedentend grissere Werth
schiefen Zu htung und der dadurch bedingten
die Bleche zuzuschreiben ist. In allen Fillen
m zn fiberwinden.
BLB BADISCHE 1
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x d

Ausser durch Abscheerung der Nietbolzen oder durch Reissen des Blechs
zwischen den Nietlichern kinnte die Vernietung auch dadurch zerstirt werden,
dass die zwischen dem Nietbolzen und dem Blechrande befindliche Masse hinaus.
geschoben wird, wenn die Entfernung — o dieses Randes vom Mittelpunkte des
Nietloches zu klein ist, In der That ist freilich der Vor

ing hierbei nicht so
einfuch, sondern ¢s ist walirscheinlicher, dass event. nur eine

einzige Rissfliche =
d N ks A wiliile . !
(@— 5] b an der schwiichsten Stelle sich bilden und durch Biegung des Blechs
'\ “ .'I

eine Ocffnung fiir den Durchgang des Nietholzens darbieten wiirde. Man geht
aber sicher, wenn etwa

mil? :
alh = 4 2130 a = g —¢l
gesetzt wird.
B M ety | VAT _ b _ :
Das Verhiiltniss —- st im Allgemeinen — 1,5 bis je kleiner es ge-
) ; :

. . . [ . . 3 . P
nommen wird, desto kleiner wird et desto dichter also die Fuge; je grisser es
; !

’ 1 3 i e—il : s i
genommen wird, desto grisser wird — —, desto geringer also die Verschwiichung

des Blechs. Man findet i
fiir : — 15 2 25
# — 3,27 5,14 7,41
;’ - 3,14 4,91
3 0,54 0,61 0,66,

Blechs in Betrefl

eine gen
Griss | zfliiche
imm Nietloche, Wird heneinh Stiite-
fliche angenommen, durch bd: also

p micht gr

gemacht werden, w s
I
(]
- a ”‘l =
als ¢ oder ¢ wi 2,5 keinesfalls zu

iiberschreitende Gre
I!I"l'l ;\:r'

sonst das ner Rinder an

stung noch

Wal Wi

. n auch die
liszigren
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Dieselben Regeln gelten auch fiir jede der beiden Nietreihen einer:ein-
fachen Bandvernietung (stumpf an den Rindern zusammengestossene Bleche
mit einem die Stossfuge iiberdeckenden Blechbande), vorausgesetzt, dass die Bleche

der Einwirkung einer fusseren Kraft unterworfen sind, welche sie auseinander zu
ziehen strebt: wenn aber umgekehrt die Bleche in der Stossfuge gegeneinander
gepresst werden, ein Fall, fir welchen die Bandvernietung besonders zweckmiissig
ist, so entzieht sich die geringe und fast nur durch Zufilligkeiten der Ausfithrung
bedingte Anstrengung der Niete ganz der Berechnung, und kann in diesem Falle

L i : e ot
der kleinste obiger Werthe von 5 it dem grossten Werthe von 3 combinirt,
4 /] /]

d - . & . "
also etwa i 1,0 bei === 0,0 gesetzt werden.
o /]

185. — Bei der doppelten Vernietung (Ueberblattung der Bleche mit 2
migen dy, e

gegen einander versetzten Nietreihen zwischen den Blechriinde

und a, dieselben Bedeutungen haben wie d, ¢ und « bei der einfachen Vernietung.

Dann ist zu setzen:

2 ; ey x (di\2 . dy
2 T = (g — dy) b, also — = b -
ey e i \?) b

mdy? ef — rf.-;

ay b = —4' , also a; = - 5

flf' - -
Man findet fiir e,'- = 15 2 2,0
4
& = 503 8,28 12,32
2L = 1,77 3,14 4,91
B i oy 5
€ —!11 - s o,
— = 0,70 0,76 0,80.
€

Noch etwas grosser stellt sich in Beziehung auf die geringere Schwiichung
des Blechs der Vortheil der doppelten Vernietung heraus, wenn man dabei ebenso
viel, aber verhiiltnissmiissig dickere Niete anwendet, als bei der einfachen Ver-

nietung; denn fiir ¢, = 2e
d h -
und = L5 2 2.5
P:J
. d AR 30 o
findet man i 1,75 2,26 2,77
)
e1—d - -
- = 0,73 0,78 0,81.

&

Dieselben Regeln gelten auch fiir eine doppelte Bandvernietung (stumpf
an den Riindern zusammengestossene Bleche mit zweien die Stossfuge von beiden
Seiten iiberdeckenden Blechbiindern), vorausgesetzt, dass die Bleche einer fiusseren
Kraft unterworfen sind, welche sie auseinander zu ziehen strebt; im entgegen-

1 g s .
gesetzten Falle kann i.i_l = 1,5 bei "Ea! = 12 gesetzt werden. Die Schubkraft
i)

vertheilt sich hier unter 2 Querschnitte desselben Nietbolzens.
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FUNFTES CAPITEL.

Drehungs-Elasticitiit und Festigkeit.

186. — Nach der Definition in Nr. 18 wird hierunter derjenige Fall
verstanden, in welchem die iHusseren Krifte sich fiir jeden Querschnitt des
stabformigen Korpers durch ein vesultivendes Kriiftepaar ersetzen lassen,
dessen Ebene dem Querschnitte parallel ist und dessen Moment hier mit M
bezeichnet werden soll. Die Mittellinie des Korpers wird im Allgemeinen
als eine gerade Linie (geometrische Axe) vorausgesetzt, gegen welche
die Richtungslinien der Husseren Kiiifte rechiwinkelig und windschief ge-
richtet sind, so dass sie in Ebenen liegen, welche die Axe rechtwinkelig
sehneiden. Denkt man die Kriifte in diesen Ebenen an deren Schuittpnnkte
mit der Axe versetzt, so erhiilt man ausser einem Systeme von Kriiftepaaren im
Allzemeinen noch ein System von Kriiften, welche den Korper auf Biegungs
Elastieitiit und Festigkeit in Anspruch nehmen, von welehen aber ebenso
wie von dem eigenen Gewichte des Kirpers in diesem Capitel
abgtrahirt wird.

Fiir jeden Querschnitt eines zwischen den Ebenen zweier auf einander
folgender Kriiftepaare liegenden Stlicks A 5 des Kirpers ist das resultirende
Moment M gleich gross = der algebraischen Summe der Momente der von
dort bis zum Ende des Korpers angreifenden Kriiftepaare. Ein eonstanter
Querschnitt eines solchen Stiicks A5, wie er im Folgenden vorausgesetat
wird, entspricht also hier zugleich der Forderung eines Korpers von gleichem
Widerstande.

Sind A4 wnd A; zwei correspondirende materielle Punkte der unendlich
nahe benachbarten Querschnitte / und Fy (A A, parallel der Axe vor der
Einwirkung von M), so lisst sich die durch M bewirkle relative Verdrehung
von /" und /) betrachten als das Resultat eines gewissen Systems von Ver-
schiebungen y, welche der Richtung und Griisse nach mit der Lage der
Punkte A und A, sich findern und fiir gewisse Punkte O und (J; = Null sind.
Der Drehungsmittelpunkt ¢ hat in allen Querschnitten des Stabstiicks
A B dieselbe Lage, wnd der Ort dieser Punkte () ist also eine mit der
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tigkeit. 161

geometrischen Axe parvallele oder zusammenfallende Gerade: Drehungs
axe.

Den Verschiebungen Y in den verschiedenen Punkten A4 eines Quer-
schnitfs entsprechen Tangentialspannungen 7 von derselben Richtung und

welehe der Grissse nach zu y ein constantes Verhiiltniss hahen. sofern. wie

vorausgesetzt wird, der Kirper entweder isotrop ist oder homogen mit einer

ansgezeichneten Elasticitiitsaxe im Sinne der geometrisehen und der Drehungs
axe. Den Maximalwerth von 7 zn finden, welcher in ireend einem

Punkte des l.‘!lli'l‘*l'flll‘IH% hei & gehener Form desselben und hei j,;'i'_'_-':']nr-]h-]n

Drehungsmomente M stattfindet, ist die Hauptaufgabe dieses Capitels; indem
ehenen Werthe £ sein soll, ist die erforderliche Grijsse

derselbe = einem g
des Querschnitts oder die zuliissige Grosse des Moments M bestimmt.
Aunsserdem ist der specifische Drehungswinkel 9 zu berechnen. d. i
der Winkel, um welchen zwei materiell gedachte Querschnitte /' und Fy in

der Entfernung O () =1 gegeneinander verdreht werden.

A. Gewohnliche Theorie.

187. Man geht gewdhnlich von der Annahme aus, dass bei der
Verdrelung die materiellen Quersehnitte vollkommen unverin
dert, insbesondere anch vollkommen eben bleiben. Die Ver
schichung y und Tangentialspannung # im Punkte A eines Querschnitts
sind dann senkrecht gegen (). cerichtet nnd dem Abstande () A r vom
Drelinngsmittelpunkte O proportional, so dass, wenn y und z die Coordinaten
des Punktes A sind bezogen anf die im |;'Hl‘]"-'-|"|'|ii“{’ angenommenen rechi-
en Axen (Y und (02, und wenn ferner #; der Werth von # (i
fiir die Componenten von z nach den Riehtungen OY und () %)

]

die Gleichungen gelten:

Fy = —T1.25 Ty = T1.4
vorausgesetzt, dass = gerichtet ist im Sinne einer Dreliung von ()Y gegen
O Z. Hiermit folgt aus dem beiden ersten der 3 Gleichgewichtshedin-
gnngen

S dF =0; [ry.dF =0y frdf.r = M

worin ¢ I' =dy dz ein unendlich kleines Fliichenelement 2t Ordnung des

Querschnitts bedentet:
SzdF =0 und SydF =0;
d. h. der Drehnngsmittelpunkt O fiillt mit dem Schwerpunlkte
von /', die Drehungsaxe OX mit der geometrisechen Axe zu

sammen.

irden diese &

%) Nach

annungscormponenten

Txy und 7 zu bezeichnen sein, wofiir aber ebenso wie in der Folge die kiirzeren 1
nungen ¢, und o gew sind: of Nr, 211.
Grashof, Festigheitslehre, 11
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162 Drehungs - Elasticitit und Festighkeit
Aus der dritten Gleichung folgt, wenn mit
A .—._;‘ﬂﬂn" /i
das Mriigheitsmoment von /' in Bezichung auf X bezeichnet wird , nnd |
wenn ¢ der Maximalwerth von » ist:

My Me

T — ;] ‘ maix, T — I
- e 1 - S T] " 1 = |
Sind B=/22dF md C=/32dF die Trigheitsmomente von /* in I
Beziehung auf OY und 07, so ist:
A=B+ C.

Ist der Querschmitt ein reguliires Polygon, s die Seite, ¢ der Radius

des umbeschriebenen Kreises, so ist (ef. Nr. 47): )
y .\-:\‘ :
B=C; A=—5 (3¢ — o s
o\ a7 "
inshesondere fiir ¢inen Kreis vom Radins ¢ oder Durchmesser «:
Jl et 7T el 7 (4
S T R T
188, — Der specifische Drehungswinkel & ist = der Verschie
bung y; im Abstande = 1 von (), also
1 M Rl
== ¥y — ) | Nl
(r AG?
in Graden ausgedriickt: |
180
A — o
7T
Fiir Metalle, iiberhaupt isotrope Korper, ist hierbei nach Nr. 169
¥ 1 1 : o SR :
i (7 = S ) — I bhis — E
1) 2 m+ 1 tad D |
zu setzen: fiir Holzer kann die Constante G nur aus Versuchen iiber die B!
\
Verdrehung selbst entnommen werden, und ist danach im Durehschnitte zu
setzen : |
e 0
(+ = 7000 fiir Kiefernholz, il
G = 8000 ,, Eichenholz,
(7 = 12000 ,, Buchenholz. J
0
\
- ’ = g = - . 4 i
189, — Eine Transmissionswelle mit kreisformigem Querschnitte
habe ein Kraftmoment — M Kilogramm - Centimeter oder N Pferdestiivcken bei n
Umgiingen pro Minute zu iibertragen; soll dabei wmaz. ¢ = ¢ Kilogr. pro (] Centi-
meter sein, so ist nach Nr. 187 der erforderliche Durchmesser:
= 2 )

1 .-1“ i '_a"'l|'.Tlli;.f\| N
7 — ‘/ M "f ey ‘f Centim,
mi mt n

Wird also nach Redtenbacher im Durchschnitt g

setzt
fiir schmiedeciserne resp. gnsseiserne Wellen: |

d =12 ‘/ ’: d'=="16 ‘/ \,

BADISCHE ;
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Drehnngs - Elasticitit und Festigkeit. 168
so ist entsprechend . t = 211 resp. ¢ == 89,
alsoaneh . . . . d=028VM , d = 0385VI."

Dabei ist nach Nr. 188 der Verdrehungswinkel in Graden pro 1 Centimeter
Wellenliinge:
48600 2] o1

T G d i

inshesondere fiir Sehmiedeeisen und Gusseisen
mit = 2kl s 89

nnd G = 800000 ” 400000
1 1
F AL —n= i —_—
a3d = 39d
190, — Bei sehr langen Wellenleitungen kann es unter Umstiinden

der Fall sein, dass zugleich die Riicksicht auf einen nicht zu grossen Verdre-
hungswinkel bei der Wahl des Durchmessers 4 in Betracht kommt; ist aber
o 180 180 M
2y z L m adt
32

eegeben, 50 fn]_'_f;f:

' /180.32 Vi /180.32.71620 /N
- L v, ' | e, :
¥ ‘v atl oo ’ ; a9 1

Setzt man nach Redtenbacher fiir dergleichen lange Transmissionswellen aus

/ N
d = 1'_).“( — 3
n

s0 ist entsprechend: d — 0,734} M
und mit ¢ = 800000: 9" = 2

7 = 800 P9 = o
d. h. nahe 19 Verdrehung auf 4 Meter Wellenlinge. Diese Constructionsregel
giebt natiirlich nur daan grissere Sicherheit, als die friihere sub Nr. 189, wenn
N —=mn ist.

Schmiedeeisen:

191. — Die den obigen Formeln zn Grunde liegende Annahme, dass
die materiellen Querschnitte des Stabes bei seiner Verdrehung vollkommen
eben bleiben und dass mithin die Tangentialspannung z in jedem Punkte
A des Querschnitts senkrecht zu dessen Verbindungslinie mit dem Drehungs-
mittelpunkte oder Schwerpunkte () gerichtet sei, ist iibrigens nur in dem
cinzigen Falle gerechtfertigt, dass der Querschnitt ein Kreis ist. Denn
wenn inshesondere A ein Punkt im Umfange des Querschmitts, A 7" Tan-
gente, AN Normale desselben und AS senkrecht zur Querschnittsebene
T"AN die betreffende Seite der eylindrischen Staboberfliche ist, so kann

¥) In Betreff der fiir einen gegebenen Fall passenden Werthe von ¢ ist der Beur-

theilung der jeweiligen Umstinde ein ziemlich weiter Spielraum zn lassen; bei Winden
z. B. und anderen durch Kurbel und Menschenkraft beweglen Maschinen, sowie in man-
chen anderen Fiillen, in denen heftize Stisse nicht zu befiirchten sind, darf ¢ wesentlich
grosser genommen werden, als 211 resp. 88,
11 %
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und Festighkeit.

164 Drahungs - Klasticitiit

bei dem Fehlen entsprechender fiusserer Kriifte in der Beriihrungsebene 7°AS
keine Tangentialspannung, inshesondere auch keine solche nach der Richtung
A S stattfinden; es muss also (ef. Nr. 10) 7, = 0, mithin auch =z, =0, d. k.
es muss die Tangentialspannung im Quersehnitte fiir jeden
Punkt seines Umfangs nach der Tangente desselben gerich tet
sein.

Dieser Bedingung entspriecht die obige Annahme in der That nur dann, |
wenn der Qunerschnitt ein Kreis ist; in allen andeven Fiillen muss die Rieh- |
tung von 7 sich von der zn der Verbindungslinie () senkrechten Riehtung
nm so mehr entfernen und der Riehtung der Tangente am Querschnittsumfange
um 8o mehr niihern, je mehr der Punkt A in einem von () aus gezogenen
Stralle sich von O entfernt und dem Sehnittpunkte dieses Strahls mit dem
Umfange niihert, ein Verhalten, womit dann offenbar auch eine unveriindert

ebene Beschaffenheit des materiellen Quersehnitts nicht mehr vertriiglich ist
il B. Corrigirte Theorie.
\ 192. — Eg wird hierhei voransgesetzt, dasgs der Quersehnitt zwei
i zi einander senkrechte Symmetrieaxen habe, welche zur Bestim- "
I-I mung der Lage eines Punktes /1 im Quersehnitte /' als Coordinatenaxen QY A
und ()7 angenommen werden: (7 ist der Schwerpunkt von F, OX die
geometrische Axe des Stabes
1 B=/2dF md € -—.,,-“'.u?-' d
| seien die Triigheitsmomente von /7 in Beziehung auf O Y und O %
Als selbgtverstiindlich darf a priori angenommen werden, dass die
Drehungsaxe mit der geometrischen Axe OX zusammenfiillt
und dass die materiell gedachten Symmetrieaxen OY und 0%
| irgend eines Querschnitts auch bei der Verdrehung stets zu |
einander und zu OX senkrechte gerade Linien bleiben. i
Die Verdrehung eines Querschnitts gegen einen anderen wird dann ge
messen dureh den Winkel, welchen die Symmetrieaxen beider Quersehnitte
miteinander bilden.
i
. Die Maximalspannung. |
! e A 193. — Im Punkte A mit den Coordinaten v, :
iz sei it
=7 S oy ialspannung nach der Rich-
y tung OY,
: S tyy = 7y die Tangentialspannung nach der Rieh il
i tung O 4,
| r, und 7y sind Funetionen von y und z, und zwar |

ist der vorausgesetzten Symmetrie weg

n (Fig. 34)
¥ der Ausdruck von z, nothwendig so heschaffen, dass

er ungeiindert bleibt, wenn y entgegengesetzt ge

BADISCHE ;
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Drehungs - Elasticitit und Festigkeit, 165

nommen wird, dass er aber selbst entgegengesetzt wird, wenn =z entgegen-
wesetzt genommen wird.

Nimmt man also an, es lasse sich 7z, in eine nach ganzen Potenzen
von y und 2 fortschreitende Reihe entwickeln, so kann dieselbe nur solehe
Glieder haben, welche gerade Potenzen von y und ungerade Potenzen von
= enthalten, und wenn man demgemiiss

Ty = M2 + Myl2z + megzd
setzt, so sind dabei nur die Glieder von der 5tr Ordnung incl. an wegge-
lassen. In gleicher Weise ist
Ty=n}Y 4 myz* + ngys
zu sefzen. Zur Bestimmung der Coefficienten dienen:
1) die Bedingungen des Gleichgewichts zwischen den Spannungen im

ganzen Querschnitte und dem fusseren Kraftmomente M

2) die Bedingungen des Gleichgewichts der auf die Oberfliche eines un-
endlich kleinen Kdrperelements wirkenden inneren Kriifte;
3) die Bedingung, dass die Spannung 7 im Umfange des Querschnitts

tangential an denselben gerichtet sein muss (Nr. 191). %)
194. Das Gleichgewicht zwisclhien den Spannungen im

WQuerschnitte und dem finsseren Kraftmomente M wird ausgedriickt
durch die Gleichungen:
St dF =0; fz,.d F=0;/(yry—21,) dF = M.
Werden darin fiir #, und 7z, die Ausdriicke aus Nr. 193 substituirt, so
finden sich die heiden ersten Gleichungen mit Riicksicht auf die Symmetrie
des Querschnitts unabhiingiz von den 6 Coefficienten » und n erfiillt; die

dritte Gleichung aber liefert als erste Bedingung:

nC—mB + (ng — fif].__'rl,"Jl_-’l.':' 22 ' + Hzlf:-",':fl" I mz.flcl dF =3, .. (1).

195. — Wenn man vom Punkte A als Eckpunkt -aus ein unendlich
kleines Parallelepipedum construirt denkt, dessen Kanten = da, dy, dz resp.
3 den Axen O X, OY, OZ parallel sind, so wirken anf die zur z-Axe senk-

rechten Seitenfliichen die Kuiifte:

d, ) s

— 7, und 7, + 7 * da nach der Richtung O Y
o
Aty

} ,

— 7y und 7y + o i v - 07,

auf die zur y-Axe senkrechten Seitenfliichen die Krifte:

.f.lfJ'., L o
r, und z; 4 ] - oy nach der Richtung OX
dy
und auf die zur z-Axe senkrechten Seitenflichen die Kriifte:
-'f;_.’. a »
— 7y und 7y + —— dz nach der Richtung OX,
dz

bestimmen BN, 80

und n sich diesen 3 Bedingungen entsprechend nicht
¢ Glieder mit hoheren Potenzen von y und z

die 6 Coefficienter

hinzugenommen werden.
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166 Drehungs - Elasticitit und Festigheit

alle Kriifte auf die Fliicheneinheit bezogen, also beziehungsweise noch mit
dydz, dzda, dedy zu multipliciven. Dem Gleichgewichte dieser

inneren Kriifte entsprechen die Gleichungen:¥)
dr, 1Ty s dry
i .’ = =) =0: J = 0
ff_:/ dz ' da ' da 1
die beiden letzten sind dadurch erfiillt, dass die Coefficienten der fiir z, und 1

7, angenommenen Ausdriicke (Nr. 193) als constant (unabhiingig von & im

Bereiche eines Stabstiicks, fiir welehes M constant ist) vorausgesetzt werden,

die erste Gleichung aber fiihrt zu der zweiten Bedingung:
my+m=0...(2). |

a. Allgemeine Nitherungsformel.

196. — Die noch iibrige Bedingung, dass die Tangentialspannung
zim Umfange des Querschnitts tangential an denselben gerichtet
gein muss, fithrt bei verschiedenmen (Querschnittsformen zu verschiedenen

Bestimmungs

das Rechteck und fiir die Raute als zwei extreme Fiille die betreffende

Rechnung durchfiibrt, so wird man das Resultat derselben, insoweit es fiir
A beide Fiille iibereinstimmt, als niherungsweise giiltiz fiir jede convexe Quer-
| schnitisform betrachten diirfen, welche zwei zu einander senkrechte Sym-
| metrieaxen hat.

?

vichungen der Coefficienten m und »; wenn man aber fiir

Wenn insbhesondere fiir das Rechteck
die der y-Axe parallelen Seiten = 20,

~- Axe Y
» 3 = Axe b5 i — &t

: gesetzt werden, so muss

v, =0 sein fiilr y =+ 6 und jeden Werth von =,

i ty=0 5, 5 2=x¢ , ” ) n Y-
| Daraus folgt:
m n
my = 72 simg=02% 11 = e d Mg =)
T i [
und es ist also jetzt:
/ Y2\ / :2\
T mz — 3 ! Ty = :
% 1 kl ‘,"_,) ; Ty =ny (l i) i

wihrend die Gleichungen (1) und (2) zur Bestimmung von m und n iiber-

gehen in:
; [ 1 ¥ -
nC—-—mB—| ;_J = -“) | veztd F =M
(a --
m + n o
b2 (i ?
*) Durch diese 3 Gleichungen werden die algebraischen SBummen der Krifte nach

den i{.!"]'l"“f-:"“ 0X, 0Y, 0Z = Null gesetat; die 3 Momentengleichungen werden iden | %
tisch, weil durch die Bezeichnungen s

z fiir oy und 7p, 7y fir o, und 2,
e aug el liesen M . i E , :
die aus ehen diesen 1 omentengleichungen sonst hervorgehenden Relationen

Try == Ty Ul 7 = 1y

nach Nr. 10 als bekannt vorausgesetzt wurden.

BADISCHE
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Drehungs - Elasticitit und Festigleit 167

die letate Gleichung kann wegen
4 sl 4
B = } {'r':‘; C= 3 e
auch geschrieben werden:
nC+mbB=0.

197. — Fiir die Raute sei
die in der y-Axe liegende Diagonale = 20,
z-Axe ”» = = 2¢.
1z Die Bedingung, dass in allen Punkten der
- Hl‘ill.'_ B( -:]‘."lg__','. 35) die Hlf'ht!mg der resultiren-
Ton, X den Tangentialspannung mit ihr zusammentallen
muss (worin mit Riicksicht anf die der Symmetrie
' angepasste Form der Ausdriicke von 7, und 7, zu-
5 gleich liegt, dass dieses auch in allen Punkten der
PR b anderen drei Seiten der Fall ist), wird hier durch
die Gleichung ausgedriickt:
Tz Ty =0:¢ oder ¢z, 4+ b7y =0,
welehe durch alle Werthe von y und 2 erfiillt wer-
den muss, die der geraden Linie BC entsprechen,

also durch jeden Werth von y, falls

e

A

2=— f}—i—r'-:{‘(l --{))I
gesetzt wird. Dureh diese Substitution wird die linke Seite der obigen
Gleichung eine ganze Function 3tn Grades von y, und indem die Coefficienten
von y% y, #% und y3 einzeln =0 gesetzt werden, erhiilt man 4 Gleichungen,

woraus folgt:

e 1 e
my = — iz — b1 —':z- y Mg = — _r =

7] . n
= =g 2 Zzi e = 7%

Damit wird jetzt:
] 2 22
i . S b — 9mz
Ty = M2 (I 02 r-ié) 2nz

AY

Y2 2
Te = Y (’ L 211 -
¥ il \] b2 ny he ?

wiihrend die Gleichungen (1) und (2) zur Bestimmung von m und # iiber-
gehen in:

4 /[ n b . : " n p 2 m  p .
nC —mB+ k‘- - ;’\f PR — 55 fpdl + — [AdF=M

(] n

mta=9%
die letzte Gleichung kann wegen
s : bie
B8 e e
auch geschrieben werden : nC 4+ mB = 0.
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Drehungs - Elasticitiit und Festigleit.

1985, Die in den beiden vorigen Nummern filr das Rechteck und die

Raute gefundenen Resultate lassen

ich zur Uebereinstimmung bringen,
wenn die voriibergehend beriicksichtigten Glieder der 3ten Oprdnung in den

Ausdriicken von z, und #, nachtiiiglich wieder weggelassen werden, wenn
also gesctat wird:

Ly =25 Ty =115
Gl (1) geht dadurelr iiber in:

nl) m A3 M,

: i |
wodurch in Verbindung mit der fiir Rechteck und Raute iibereinstimmend
gelundenen Gleichung

nwl +mb =0
die Coefficienten m und », mithin
M M J
Tz = '_),f; Z 5 J"\--— zf-l'.l’ [
bestimmt sind. Die resultirende Tangentialspannung « im Punkte (y,z) ist
sonach :
| ; DN e A
i T = . Ty s Vmt T
.” : T
mo. T=%t=
2 Ct
| 3 ) y . My
| Mit B = € wird 7 i
in Uebereinstimmung mit Nr. 187, und es hat also der hier eefundene all-
gemeine Ausdruek von # dieselbe Bedeutung als Niherungsformel fii
r ungleiche Haupttrigheitsmomente 5 und C des Querschnitts, wie jener
frithere Ausdruck fiir 55 = C.
i b. Besondere Querschnitisformen.
:
199, Ein Ausdruck von =, welcher fiir andere Fiille dieselbe Berech- ol
. . . ) - (i o » - . o -
tigung haben soll, wie die Formel z = (- fir den Kreis, muss fiir jede
Querschnittsform besonders abgeleitet werden.
FFiir das Reehteck ist nur die in Nr. 196 begonnene Rechnung dureh
. zufilhren. Wegen
e b r | Bz Ot |
“2¢l = f2dy [ 2dz = T8 o8 — " el §
b 9 3 3
erhiilt man # und # aus den Gleichungen:
5’
nC —mB 5 M
nl 4+ mbB 0

St Oprdnung i
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und damit:

_'I;' LA

Ty = Kl -r.‘i: .-'I —

9 .i_\lz Y2 [
=t L, V \ < S

Ist b =e¢, so ist z am grissten fiir y

Mittelpunkten der lingeren Seiten,
9
mal. T =1

200. — Bei der Ellipse wird, we

Umfangs sind, die Umfangs- oder Oberflichenbedingung

gedriickt durch die Gleichung:

L
_r,l.: 3 rf'_n”
weleche mit Riicksicht auf die Ausdriicke
chung: Y2 22
he & 7 R

der Ellipse (b und ¢ Halbaxen) iibergeht i1
n 4+ 122 4 ngy?
He + g iy -i— Mg z?
Sie wird erfiillt, wenn
my =Ms =M
und 702 4 me2 =0 oder wegen

11; bie

1 Festighkeat.

9 M g 28
16 3¢ / = c?

und zwar

M

£
i 19

nn y und 2

von 7, und

1:

nC +mbB =(
gesetzt wird, Weil nun hierdurch zugleich die Bedingung

withrend Gl (1) in
I {_I - I u!?’ =

iibergeht, so erkennt man, dass die in Nr.

symmetrischen Querschnitt gefundene Niherungsformel:

wenn — == 1
-

9 M

BADISCHE
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M

2. ¢ nach

== lJI)

bis 0.

=+ b und 2=0,

die Coordinaten des
3) sub Nr.

r, und

den Formeln

. bis 1,5

d.

(2)

169

auf die Glei-

198 fiir irgend einen doppelt-

T augleich am richtigsten, am sichersten und am einfachsten

Vi =

.f

h., in den

193 aus-

erfilllt ist,

e . il RO

sub Nr. 187,

o

!
2
|
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Drehungs - Flasticitif nnd Festigleit.
bei dem t:llipiis-'lu-n Querschnitte allen gestellten Anforderungen entspricht,

A - Mr .. s
ng hat wie die Formel 7 = i fiir den Kreis.

mithin hier dieselbe Bereehfigt
Der Maximalwerth von 7 findet in den Endpunkten der kleinen

Axe statt und ist fiir b = ¢:
2M

mag. T=1=-= = Y
thie

II, Der Drehungswinkel.

20)1. Zur Ableitung einer corrigirten Formel fiir den specifischen !
Drehungswinkel & ist die Bemerkung vorauszuschicken, dass die in Nr. 8 l
erklirten Verschiebungen, welche in irgend einem Punkte . eines Korpers
bei dessen Belastung und entsprechender Deformation stattfinden, sich fol
cendermassen ausdriicken lasgen durch die mit der Deformation verbundenen
kleinen Aenderungen £, #, £ der rechtwinkeligen Coordinaten @, y, = jenes

Punktes:
-.f.lr U i ;
}r._z_:}’r.:_: “.,: + ”,.Jlr
dt . ds
Yix = Yxe = da T dz
dE  da
)'-":'. — )r'}-x = r.'lJ,r et r|"..l" '

Wenn in der That A8 =dy und AC =dz zwei im urspriinglichien

Zustande parallel der y-Axe und der z-Axe von A aus gezogene unendlich
kleine materielle gerade Linien sind, so ist
rJ‘r.rI ; 3 - : ;
7 dz die relative Verriickung des Punktes € gegen den Punkt A im
Sinne der y-Axe und
di b
”,; dy  die relative Verriickung des Punktes 53 gegen den Punkt A im |
' Sinne der z-Axe, also |
”"i i : y 4 i
s die Drehung von A C um A im Sinne ZY,
L L=
dr : e ;
!';; ” ” ” AB »”» A 2 3 YZ und somit
L
""r‘; “f= . - a 2 . -
P = = die Verkleinerung des urspriinglich rechten Winkels A 5, 1
th~ ) 1

welehe nach Nr. 8 auch Yvi = Yay 18L

#) Wird dieser

DETIEO \'.'j" .""illl Rech
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o2, — Ist nun inshesondere A ein Punkt des Querschnitts Y7 des der
Verdrehung unterworfenen stabfoymigen Kirpers und A; der entsprechende
Punkt (mit denselben urspriinglichen Coordinaten y,z) des im Sinne der
#-Axe um da von jenem entfernten Quersehnitts Yy Z;, sind ferner A2

unendlich kleinen materiellen Geraden 4B und 4, By durch die Verdrehung

dy und Ay By = dy wspriinglich parallel der y-Axe, so erfahren diese

des Korpers im Allgemeinen eine sehr kleine Neigung gegen die yz- Ebene
und eine unendlich kleine Verdrehung gegeneinander.

:’ da ist die Verriickung des Punktes A; gegen den Punkt <1 im
Sinne der z-Axe, also
s — da dy der Ueberschuss der Verrickung von /f3; gegen I3 iiber die
Ll
' Verriickung von A; gegen A im Sinne der z-Axe, und
r.fr_:,l.-..‘,' da der Winkel, um welchen in der yz-Ebene die Projection

3

von Ay By gegen dicjenige von A5 im Sinne YZ verdreht
wurde,
Setzt man in diesem letzten Ausdrucke, welcher eine Fumetion von y
und z ist, = = Null, so ist

die Verdrehung der Hanptaxe (4Y; gegen O Y im Sinne Y Z. Ebenso ist
e /odEn N
- |: - = 0 da
‘\rf.r'ri': ;
¥ }
die Verdrehung von )y % gegen O Z im gleichen Sinne Y Z, und da diese
beiden Drehungswinkel = #da sind, so hat man:

a2 \'. 1 { (2 1 \

g =

“\dzdz):

I'\ {.I’-.'r' fl'rl-’_.f ,_ y=0
208. Aus den Gleichungen:
Ty = Tyy = f,'};_\_,l
Ty = Txy = G Yas
folgt jetzt durch Einsetzung der allgemeinen Ausdriicke von z, und z, nach
Nr. 193 sowie von ¥., und y., nach Nr. 201: :
£ ,l.l";' d i‘\._

mz -+ ”’1.’_."3 &k f.r-’;-;:‘ — : ; )
\dy da)

_ ,, : . fdE dt
nY +my2+ngy = G — 4 =
! J \dz ¥ 4z,
, die zweite nach y abgeleitet, dann

in der ersten y =0, in der zweiten =0 gesetzt wird, mit Riicksicht auf
Nr. 202: -

und wenn die erste Gleichung nach z

m+ 3mez? =G ||

n -+ ‘I;”i.’."’e =G ’j{:\-r}'d—r;;-)’ + 9 J
¥ %
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172 Drehungs -

Setzt man endlich in der ersten dieser Gleichungen noeh =z =0, in de;
zweiten noch y = 0, so folgt durch Subtraction beider:

F L T
v — 56
204 — TFiir die Ellipse und niiherungsweise fiir irgend einen doppelt-
symmetrischen Querschnitt ist nach Nr. 198 und 200:
M M
n=gmim= Yk,
also ; M 1 1 } M
i u;(;‘; B0 NS AR
Bl
_ v s : M W
Mit 5 = € wird dieses { = 3BG = A6 in Uebereinstimmung it

Nr. 188%),
Fiir die Ellipse insbesondere wird, wenn & und ¢ die Halbaxen sind:
3 1 M b2 + ¢

RS ,’T (r Obses

Fiir das Rechteck ist nach Nr. 199 nur , M statt M zu setzen,

also: 3
M
9 2 9 M b2+ o2
; 4+ BC v " 82 (¢ 18es ?
L+ C 1

unter & und ¢ die halben Seiten verstanden.

205. — Die Gleichung der krummen Fliche, in welche der

materielle Querschnitt durch die Verdrehung iibergeht, wird
crhalten, indem man die Verriickung £ eines beliebigen Punktes des ur
spriinglich ebenen Querschnitts Y 2Z im Sinne der #-Axe als Function seiner
Coordinaten ¥, z aunsdriickt. Wird angenommen, diese Function lasse sich
in eine nach ganzen Pofenzen von y und 2 fortschreitende Reihe entwickeln.
s0 kinnen, damit & =0 werde fiir y =0 oder 2= 0 d. h. fiir alle Punkte
der Symmetrieaxen (ef. Nr. 192), nur solche Glieder vorkommen, welche
zugleich y und z enthalten, und wenn sonach bis zu den ('.[h_-:h-m. von der

Lten Ordnung
t=ayz+ b2z + cy22 4+ dysSz + ey2z2 + fyzs

¥y Ist B = ( so 1st, wenn
M M \

—— e == &y und - - = Gy
AG (B+ )G : 1 B0 "2

)
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cesetzt wird, so folgt aus den Gleichungen (Nr. 203):

‘deE Y i+ Sine 22
| "= : 9
(rf’lf,-' dz ) {r x ’ 7 m
£ d2s i : 0 J > (7
[ d2& it S gy & Ur
(5N wxsmp |
\.r’la; rf_’_'_'_ (r ]
n 4 m 2 ng . m'—'.
o— GY A - h=e=0:d i s i

¢ bleibt unbestimmt, muss aber = 0 gesetzt werden, weil die Symmetrie
erfordert, dass der Ansdmek von £ entweder nur gerade oder nur ungerade
Potenzen von » und z enthilt. Demnach ist

Yz ."'I” + i

+ ney? 4 mez? ).

P '\ ] /
Fiir einen rechteckigen und einen elliptischen Querschnitt ist
ms = ne = 0 nnd
1 1
o w4 m Ghigh g B )
2 (7 : i 1 v = T ; | = 3+ C oy
CilB
folglich : Ll T
S “_i_',..f.jf':‘

der gekriimmte Querschnitt ist also eine windschiefe Fliiche, welehe aus 4 sym-

metrischen Theilen besteht, die durch die Axen OY und (. von einander
getrennt werden und von denen zwei gegeniiberliegende vor der Ebene Y 7,
die beiden anderen dahinter liegen. Diese Fliiche ist um so stirker ge-
kriimmt, je grosser & ist und je mehr 2 und € verschieden sind; mit /2 = €
geht sie, wenigstens fiir Rechteck und Ellipse, sonst aber niiherungsweise in
der Nihe des Mittelpunktes (), in ¢ine Ebene fiiber.

206, — Die Priifung der hier dargestellten Theorie der Drehungselasti-
citiit durch Vergleichung mit den Ergebnissen von Versuechen kann nur
mit Hiilfe des Ausdrucks fiir den Drehungswinkel geschehen, weil die Span-
nung im Inneren eines Korpers sich nicht beobachten lisst; auch Versuche
iiber das zum Abwiirgen cines Stabes erforderliche Kraftmoment in Verbin-
dung mit der anderweitig bekannten Schubfestigkeit des betreffenden Ma-
terials kinnen keinen Aufschluss geben, weil dabei Zustiinde eintreten, auf
welche die ein vollkommen elastisches Verhalten voraussetzende Theorie
selbst nicht niiherungsweise mehr passt.

Durch Messung des Drehungswinkels prismatischer Stibe aus
isotropem Materiale, insbesondere aus verschiedenen Metallen, hat Wertheim

gefunden, dass, wenn & = 5 I7 (ef. Nr. 169) gesetzt wird, die Formel
v M
F=THO
==
I + (
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eawiithrt filr kreisformige, kreisringférmige und y

eine gute Uebereinstimmnng
elliptische Querschnitte; da
fiir den rechteckigen Quersclmitt entwickelte Formel:

egen liefert jenen Versuchen zufolge die oben

U o -'1— fll’r.l =%

BECs
im Allgemeinen etwas zu grosse Werthe, um so mehr, je mehr das Rechteck
einem Quadrate sich nihert, fiir welchen Grenzfall der Coefficient von M nur

etwa = 1,2 zu setzen ist. Wird allgemein '
; oM
USLBC |

B,

Y o T
gesetzt, so ist also mit & = - L

. isotroper Kirper)#) durchschnittlich:

a =1 fir kreisformige und elliptische,

= 1,2 fiir quadratisehe und
¢ =1,2 bis 1,5 fir mehr und mehr lingliche rechteckige Querschnitte.

Uebrigens wurde dieser Correctionscoefficient ¢ nicht nur von der Quer-
\ sehnittsform, sondern zugleich einigermassen von M und von der Liinge /
des Stabes abhiingig gefunden: @ nimmft etwas zu, wenn M zunimmt oder
¢ abnimmt; auch wurde schon bei miissi

ger Grisse von M ein Theil von =

nach der Entlastung bleibend gefunden, welcher mit M rasch zunahm und

y unter sonst gleichen Umstiinden bei lingeren Stiiben verhiiltnissmiissig grisser

war, als bei kurzen.

Diese letzteren Thatsachen hiingen zusammen mit der bei der obigen
i Theorie ausser Acht gelasgenen Compression in transversaler Rich-
i tung, wovon die Verdrehung eines Stabes stets in gewissem, und zwar,
| wie es scheint, von der Linge abhiingigem Grade begleitet wird; die ent-
gprechende Volumenverminderung bestimmte Wertheim durch die
Flilssigkeitsmenge, welche aus dem mit der betrefienden Fliissigkeit erfiillten il
Inneren eines hohlen Stabes bei dessen Verdrehung hinausgetrieben wurde

(ef. Nr. 169), und fand sie bei isotropen Korpern proportional 32, |
|
' 2A¥I. — Eine Spiralfeder von constantem Querschnitte, deren Mittellinie A o
auf einer beliebigen Umdrehungsfliche liegen mijge, sei am einen Ende be- K
festigt, am anderen durch eineKraft?” angegriffen, derenRichtungs- N
linie mit der Axe der Spirale, d. h, der Axe jener Umdrehungsfliche zu o
sammenfillt, Es soll die Ausdehnung oder Zusammendriickung 4 be-
rechnet werden, welche die Spiralfeder in der Riechtung ihrer Axe
erfihrt. bl
Diese Aufgabe, welche der Anwendung von dergl. Spiralfedermn zu Feder !
wagen und anderen Dynamometern, zu Eisenbahnwagenpuffern ete. zu Grunde i
AR
) In Betreff der fiir einige Holzarten einzusetzenden Werthe von @ siehe Nr. 188, s Rt
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liegt, ist streng genommen ziemlich complicirt, lisst siech aber niiherungsweise
unter gewissen Voraussetzungen, die bei den genannten Anwendungen meistens

zutreffen, anf die blosse Verdrehung der zelnen Lingenelemente der Feder

um ihre als geradlinig zn betrachtenden Mittellinien (niimlich die Bogenelemente
ds der ganzen spiralfirmigen Mittellinie) zuriickfiihren.

Die Axe der Spiralfeder werde wvertical stehend gedacht, und von einem
beliebigen Punkte O ihrer Mittellinie ans sei

X nach der Tangente,
0 ¥ nach dem Kriimmungshalbmesser gerichtet,
0 Z senkrecht zu 0X und O Y.

Die Normalebene Y Z enthiilt den Querschnitt der Feder, welcher in Be-
ziechung auf O ¥V und 0Z gewihunlich symmetrisch ist. In einer durch O gelegten
Horizontalebene sei

0 A nach dem Durchschnittspunkte A dieser Horizontalebene mit der
Axe AB der Spiralfeder gezogen (B Angriffspunkt von 2P),
O H sei die Horizontalprojection von OX, Winkel //OX = J,
O N senkrecht zu 04, Winkel HON = pu, Winkel XON = »;
dann ist CO8 Yy = €08}

- COS #t.

der Horizontalprojection der Spirale fiir

o = f(p) sei die Polargleichur
den Durel

zang der Axe 4B durch die Projectionsebene als Pol, der Winkel 4
1) Fahrstrahle p = » aus, welcher
nach dem festen Endpunkte der Spirale hin gezogen ist.

gerechnet von demjenigen (gewdhnlich griisste

Nun ist 4 bedingt durch die Deformationen der einzelnen Liingenelemente
00y = ds; um Jetztere auf ihre elementaren Bestandtheile zuriickzufiihren, werde
die Kraft P von ihrem Angriffspunkte B an den Punkt O versetzt und hier zer

legt in die Seitenkriifte:

P; = Pginj nach der Richtung OX und
Fye = Peosi in der Querschnittsebene 12,
Das durch die Versetzung von P eingefiihrte Kriiftepaar
M= Pp
mit der Axe 0N werde zerlegt in die Seitenpaare:
My == Ppceosy mit der Axe OX und
Wy, = Ppsiny, dessen Axe in der Ebene YZ liegt.

I: bewirkt eine Aenderung der Linge von 00,,

4. eine Verschiebung der Endquerschnitte dieses Liingenelements,

M, eine Verdrehung desselben um seine Axe O X,

My, eine Veriinderung seiner Kriimmung.
Streng genommen wirken alle diese Ums

nung oder

iinde zusammen, um die Ausdeh-
usammendriickung ¢ der Spiralfeder hervorzubringen, wozu noch
kommt, dass die Gleichung ¢ = f(y) mit dem Belastungszustande der Feder
sich etwas #ndert, besonders wenn der Angriffspunkt 2 der Kraft P frei zur
Seite ausweichen kann, wiihrend, wenn er geradlinig in der Axe der Spirale ge
fithrt wird, dadurch Seitenkriifte in den Fiihrungen hervorgerufen werden, welehe
die Grissen

Dy 1,3-3 ."I'{.l iuya
modifieiren.

208. — In Betreff der seitlichen Ausweichung des Angriffspunktes 22 resp.
des Seitendruckes der Fiihrung heben sich die Wirkungen je zweier Federelemente,
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welehe den Winkeln ¢ und ¢ + = entsprechen, griisstentheils gegenseitig auf, so

dass die Gesammtwirkung mit num so gervingerem Iehler wvernachliissigt werden
kann, je weniger der Maximalwerth von i d. h, der gesammte Windungswinkel
der Spirale sich von einem ganzen Vielfachen won 2z unterscheidet oder auch
je weniger der etwaige Unterschied wegen einer sehr grossen Zahl von iiberhaup
vorhandenen Windungen verhiltnissmiissig ins Gewicht fillt, Eine solche
Spirale voransgesetzt, werde ferner angenommen, dass 2 und g sehr kleine
Winkel sind, so dass niihernngsweise
Py = 05 Py mm PyMy = Poy My =0

gesetzt werden kann,

Die Wirkung des Momentes M, besteht in einer Verdrehung des Feder-
elementes um seine Axe O X, und zwar nach Nr. 206 um den Winkel:

w2
Gds = iy ds,
Al
S ¥ 4 BC i
wenn die Funetion Tire e A gesetnt wird,
Die entsprechende Drehung um O N betrigt:
Gdds . cosy |r}'{lf|filf
und bewirkt eine Verschiehnng des Punktes 2 nach der Richtung der Axe I3
o G
= Soldp = —— iy
¢ i &
Die Kraft Py, = I' bewirkt Versehichungen der Quersehnitte gegencinander,

die zv
Axe zur IFolge haben, indessen ist diese, verglichen mit der durch A bedingten
Ve

wie hier noch angenomwmen werden soll, die Querscehnittsdimensionen klein

ar auch eine gewisse Verriickung des Punktes £ nach der Richtung der

dickung des Punktes 22, nur eine kleine Griisse der zweiten Ordnung, wenn,

im Vergleich mit 4 sind*) Sonach ist nihernngsweise zu setzen, wenn n die
Zall der Windungen bedentet:

Spiralfeder

unter y, die specifische Verschiebung
ein Ansdruck von der Art:

in welchem ey cin der F
giger Zahlencoefficient ist, Wird
Punktes B

7 ol 8 oAt s
s odgp = a OF =%
1 G a:
verglichen, wobei A = Fal wurde, also @ eine den Querschnitt

oléichbare Lange bedentot, so folut:
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Fiir die eylindrische Spirale ist mit g = Const, = r:

alP

By = Dpn = g?
. ERAG
fiir eine conische Spirale mit
g=17r— ’!:n (r—r)
= P ri—p 4 1 > r 2
R SO WA VAR
2 Al r—nr 4 \ J/K £
i 1
durchschnittlich etwa d§. = 0,3 4, entsprechend », = =0
»

Ist insbesondere der Querschmitt der Feder ein Kreis vom Durchmessser d
oder ein Rechteck mit den Seilen & und ¢, so ist

el
=

. - F }
mit a = 1: J = 64n @&
JRCY,
w o=150" = 9n . L e I .
“ Bt

Die durch die Belastung hervorgerufene grtsste Tangentialspannu ng
¢ ist sowohl bei der eylindrischen wie bei der conischen Spiralfeder:
16 Pr 9 Pr
b : resp, = — ——(
m il 2 e
Sind z B. F, 4, t und der Querschnitt gegeben, so findet man » aus der
Gleichung fiir ¢, dann » aus der Gleichung fiir 4.

(b = ¢},

t =

mp———

Grashof, Festigkeitslehre, 12
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SECHSTES CAPITEL.

Allgemeine Beziehungen zwischen den Spannungen,
Ausdehnungen und Verschiebungen im Inneren
eines durch #dussere Kriifte angegeriffenen elastischen
Korpers.

A. Die Spannungen.

2009. — A sei ein beliehiger Punkt des Korpers mit den Coordinaten
@&, ¥y, z, bezogen aunf ein rechtwinkeliges Axensystem OX, OY, O0X von
fester Lage gegen den Kirper, wozu mit Riicksicht auf die Veriinderlichkeit
der Form des Kbrpers unter der Einwirkung der diusseren Kriifte erforderlich
und geniigend ist, dass ein Punkt des Korpers, die durch diesen und durch
einen zweiten Punkt gehende Gerade, endlich die durch diese Gerade und
durch einen dritten Punkt gehende Ebene feste Lagen gegen die Coordi-
natenaxen haben; die genannten 3 Punkte kinnen dabei unendlich nahe
beisammen liegen.

[’ sei eine beliebige durch /A gelegte Ebene, deren Normale .1 B die
Winkel e, 8, y mit den Coordinatenaxen bildet,

p die Spannung im Punkte < der Ebene #) d. h. der auf die Fliichen-
einheit bezogene Zug oder Druck, welchen bei der Belastung des Korpers
die an die Ebene F" beiderseits angrenzenden Kirpertheile bei 1 gegenseitiz
auf einander ausiiben (cf. Nr. 9). Die Zweideutigkeit der Richtung von p
wird dadureh beseitigt, dass p betrachtet wird als derjenige Zug oder Druck,
welchen der nach der Richtung A B gelegene Korpertheil auf den jenseits
F' liegenden ansiibt.

Die so bestimmte Richtung von p bildet mit der Richtung A B einen
Winkel ¢, der jeden Werth von O bis & haben kann; A, u, v seien die
Winkel zwischen der Richtung von p und den Coordinatenaxen.

¢=pcosep ist die Normalspannung im Punkte A der Ebene I
oder im Punkte A nach der Richtung AB; sie ist positiv oder negativ,
eine Hp:lmnmg im engeren Sinne oder eine Pressung, einem gegenseitigen
Zuge oder Drucke entsprechend, jenachdem ¢ spitz oder stumpf ist.
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v =pasmg ist die Tangentialspannung im Punkte A der Ebene
I7; sie ist absolut wie p, kann aber in der Ebene /7 in Componenten nach
gewissen Richtungen zerlegt werden, die dann positiv oder negativ sind,
jenachdem diese Richtungen mit der Richfung von 7 spitze oder stumpfe
Winkel bilden.

Werden dureh den Punkt A insbesondere 3 Ebenen

YAZ ZAX XAY
parallel den Coordinatenebenen gelegt, so seien
Px Py P

die Spannungen im Punkfe . jener Ebenen, der Richtung nach befrachtet
als Kriifte, welehe von den nach den Richiungen A4 X, A Y, AZ gelegenen
Korpertheilen auf die jenseitzs der bezeichneten Ebenen lie

genden Kirper-
theile :I!Iﬁ'?;'l'i-lhi werden.

p« liisst sich zeilegen in eine Normalspannung ¢, und in eine Tangen-
tialspannung, welche wiederum nach den Richtungen A Y und A2 in die
I L=l o

(‘omponenten 7., und 7., zerlegt werden moge. Wird ebenso mit Py und p,
verfahren, so ergeben sich 9 Spannungscomponenten :

Ebene Y.AZ; p, mit den Componenten g, Tiy . Tix
1 ZAX; f?': 13 1 1 t)'l\. Tyy .:':'.x
X AY: = o
1" s W y Pz 9 ) HH] O Tyx Taye
210. Diese 9 Spannungscomponenten sind durch 6 Gleichungen verbun-

den, zu deren Herleitung der folgende Hiilfssatz vorausgeschickt werde:

Ist # ein nach jeder Richtung unendlich kleines Element der Spannungs-
ebene /7, so ist die Momentensumme der Spannungen in f fiir jede dureh
den Schwerpunkt von j gehende Axe eine unendlich kleine Grisse von der
4t Ordnung.

Selbstverstiindlich ist diese Momentensumme unendlich klein von der
sten Ordnung fiir jede durch einen beliebigen Punkt von f gezogene Axe;
dass sie aber insbesondere unendlich klein der 4ten Ordnung wird, wenn
man jenen Punkt mwit dem Schwerpunkte von f zusammenfallen lisst, ergiebt
gich leicht aus der Definition des Schwerpunktes und mit Riicksicht auf die
stetige Veriinderlichkeit der Spannung von Punkt zu Punkt der betreffen-
den Spannungsebene,

211. — Denkt man nun vom Punkte A als Eckpunkt aus ein unend-

lich kleines Parallelepipedum construirt, dessen Kanten = dau, r.flal.f', dz den
Coordinatenaxen parallel sind, so sind die Kriifte, mit welchen die umge-

bende Korpermasse auf die drei um den Punkt A herumliegenden Seiten-
fliichen nach den Richtungen AX, AY, A Z einwirkt, bei Vernachls

unendlich kleiner Griossen htherer Ordnung:

.nr o
Sigung

Richtung AX AY AZ
- g, dy d:z — Ty diy dz — Ty dy dz
— Ty dz dw -0, dzda — Ty deda
— Ty da dy — Ty da dy g, da dy !
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und diejenigen Kriifte, welehe aunf die 3 librigen Seitenfliichen ausgeiibt
werden, die um den Eckpunkt herumliegen, dessen Coordinaten « + da,
y+dy, 2+ dz sind:

“If r.\ £ A

do Aoy N \
(u‘, + ”,I;\' t{\f') dy dz; i_\;-\}_ AL o ”r-"‘f.' dy dz; (!M B 3 rI'l.J'.I_, dydz

o Tyx N { do. ( ) Tya X e

ATy

/ \ / ATy \ do
Tex + 7 7 :)’,‘.'/: da dy; | 3

\f.,_). -+ r.'r:;j da 'f.’-"':. .:..tj-'r. =+ 5 - rf';? fl;_f'rl'rl.rl,f‘
Endliech kann auf die Masse des Parallelepipedums selbst noch eine
iinssere Kraft wirken (insbesondere z. B. die Schwerkraft), deren Compo-
nenten nach den Coordinatenaxen sind:
Xda ”J.’."’ dz Y da rfl-',r iz Zda rr'.a_.r oz,
unter X, Y, Z die Componenten dieser auf die Volumeinheit bezogenen
Kraft verstanden.

Das Gleichgewicht aller dieser 21 Kyiifte an dem Parallelepipedum wird
durch die bekannten 6 Gleichungen ausgedriickt. Die drei ersten derselben
geben nach Division mit dem gemeinschaftlichen Faktor de dy dz:

d Gy d Tyy

dz

,rf‘;'_,‘
+ —4+X=0

da dy dz
r{,'“ d?‘}' (!l'-_:__\- _‘;_ Y=0
da dy dz
d Txz d Tyz da; -

% =)
dax ,fl,ll,. dz + /

Die drei iibrigen Gleichgewichtsbedingungen, nimlich die Momenten-
gleichungen fiir 3 Axen, die man durch den Mittelpunkt des Parallelepipe-
dums parallel seinen Kanten gezogen denken moge, fiihren mit Riicksicht
auf den Hiilfssatz sub Nr. 210 zu den einfachen Bezighungen (ef. Nr. 10):

Tye = Ty 3 Tax = Txz 3 Txy = Tyx.
In der Folge mige kiirzer
Tys = Tey it Tx
T = g DX Ty
Txy = Tyx Mit 7,
bezeichnet werden; dann sind also die 6 Spannungen
Oz 0Oy [ Tx Ty T,
an die folgenden 3 Gleichungen gebunden:

doe o ity Bt ; )
da + dz + dy + X=0 /
r.'fﬁ',f. ff Ty h"f'l

dy X dw + dz + Y=0) ...()

:f’__r;‘-,_ d 7y dry ] ' \
dz * dy + da Ty |

212. — Durch die 6 Spannungen

O Oy a, T Ty e
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ist die Spannung p der Richtung (Winkel mit den Axen 4, u, v) und
(irosse nach bestimmt, welehe im Punkte A einer Ebene F statt-
findet, deren Normale AFB die Winkel «, 8, y mit den Axen bil-
det. Schneidet man niimlich von der durch die Ebenen YAZ, ZAX,
XY begrenzten kirperlichen Ecke ein unendlich kleines Tetraeder ab
durch eine zu A5 senkrechte Ebene, welche die Kanten A X, A Y, 44
in den Punkten a, &, ¢ schneiden mége, so sind, wenn die Seitenebene
abe= j gesetzt wird, die drei iibrigen:
bAe :_,I"-":m'ff_: cAda :‘_f'r'rl-\';}’: adb :_I.f.f‘u\\‘}’.

und das Gleichgewicht der Kriifte an diesem Tretaeder fiihrt zu den Glei-
chungen:

Peosh = 0xcos@ + Tyeosy + 1z¢088 )

PCosit = 0yco8f 4 1508€ + Txcosy » .. . (II).

peosy = G3008y 4 ."',r'u,\'r‘]] + TyCOS @ )
Die auf dic Masse des Tretaeders selbst wirkende #ussere Kraft kommt in
diesen Gleichungen nicht vor, weil gie mit dem Volumen unendlich klein
von der 3ten Ordnung ist, wihrend die auf die Begrenzungsflichen wirkenden
Spannungskriifte mit diesen Flichen unendlich klein von der 2ten Ordnung
sind.

Sofern die rechten Beiten der Gleichungen (II) bezichungsweise gleich
sind den Componenten von p., py, p. (cf. Nr. 209) nach der Richtung
A B, so liegt darin das folgende Gesetz:

Sind AB und AC zwei beliebige Richtungen, so ist fiir den
Punkt A die nach 4B genommene Spannung in der zu AC
senkrechten Ebene = der nach AC genommenen Spannung in
der zu AB senkrechten Ebene. Es ist dies die Verallgemeinerung des
Gesetzes, welches fiir zwei sich rechtwinkelig schneidende Richtungen durch
die Gleichungen:

Tyz = Tay § Tax = Txz; Tay = Tyx (Nr. 211)
ausgedriickt wurde.

213. — Wenn man die Gleichungen (IT) quadrirt und dann addirt, so
erhiilt man mit
Pr = (0y 4+ 03) Tx + Ty Ta
Py = (0, + 0%) 7y + 72 Tx
P, = (0x + oy) 7z + 2x 7y
p? = px2eos? @ 4 pycos?f 4 py2eosty + 2 Pecosf cosy + 2. Pyeosy cosa
+ 2 P cosa cosf.
Werden nach Analogie dieser Gleichung die Quadrate der Spannungen
pi, Pe ps ausgedriickt, weleche im Schnittpunkte A von 3 beliebigen sich
rechtwinkelig schneidenden Ebenen stattfinden, so liefert die Addition dieser
3 Ausdriicke die Gleichung:
5 G R o
d. h. die Summe der Quadrate der Spannungen in 3 Ebenen,
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welehe in einem Punkte A sich rechtwinkelig sehneiden, ist
fiir diesen Punkt constant.

214. — Man erhiilt eine geometrische Darstellung des Aende-
L
Spannungsebene fir cinen gegebenen Punkt 2, indem man auf jeder

1 :
von 4 aus gezogenen Richtung A B eine Liinge » - dem reciproken

: ! P !

Werthe der Spanmung in der zu A B senkrechten Ebene abgetragen und
die Endpunkte dieser Strecken # durch eine stetige Fliiche verbunden denkt.
Sind

I ¢ esetzes der Grosse von p mit de der zugehiirigen

E=wreost; N =mcosf; L=rcosy

die auf die Axen A X, AY, AZ bezogenen Coordinaten cines solehen End-
punktes, also eines beliebigen Punktes der Fliche, so ergiebt sich ver
mittels der Gleichung fiir P sub Nr. 213 die folgende Gleichung  dieser

Fliche:

L = py

2R+ 2P L+ 2P 5,
d. i. die Mittelpunktsgleichung eines Ellipsoids. Wiire dasselbe gegeben, s0 |
finde man die Grisse der Spannung p im Mittelpunkte A irgend einer |
Diametralebene sofort = dem reciproken Werthe des zu ihr senkrechten

\ Radius.

Auch ergiebt sich, dass diejenigen beiden Ebenen, in welchen im ‘

Punkte A die Spannung p am grossten und am kleinsten ist, sich recht- .

winkelig schneiden, indem sie mit zweien der 3 Symmetrie- oder Hanpt-

diametralebenen des Ellipsoids zusammenfallen,

215, — Die Normalspannung ¢ im Punkte A nach der Rich-
il tung AFE bildet mit der resultivenden Spannung p in der zu A B senk-
i rechten Ebene im Allgemeinen einen gewissen Winkel ¢ (Nr. 209), und
es ist:

G = peosq = p(cosd cosa + os r'rl.\'..';. + cosv cosy)
also mit Biicksicht auf die Gleichungen (1I):

¢ + gy -'rf.~'~'l.:-' + 6, 0052y + 27, e« ._\-If cosy + 2 Ty CO8Y COS U

+ 21,008 cos .
- 1 - . - ) :
Diese Gleichung, welche in Beziehung auf e, 8, ¥ von ders

15t wie die Gleichung fiir £? in Nr. 213, gestattet dihnliche F

Jhen Form
nmneen wie

L)
dort: inshesondere o reiebt sich, dass fiir jeden Punkt die (aleebraische) |
summe der Normalspannungen nach je $ sieh rechitwinkelig
sehneidenden Richtungen constant ist.

216, — Zur geometrischen
gesetzes von
1
i | dem reciproken Werthe der Quadratwurzel aus dem Absolut-
\.\l'l'”:\' vin g a

Darstellung des Aenderune
o mit der Richtung 4B mige auf dieser die Linge

bgetragen und ebenso mit jeder anderen von A aus zn zie-
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henden Richtung A verfahren werden. Sind dann wieder &, %, { die auf
die Axen AX, 4Y, AZ bezogenen Coordinaten der Endpunkte dieser
Strecken 7 oder der sie verbindenden stetigen Fliiche, so ergieht sich die
Gleichung der letzteren aus dem Ausdrucke von o (Nr. 215):
+1l=0x8 L ap1?+ 022+ 209 4 205 L5 ¥ 20, 87,

d. i. die Mittelpunkisgleichung einer Fliiche 2ten Grades, welche, wenn sie
ben ist, die Normalspannung ¢ im Mittelpunkte A nach der Richtung

1
eines Radius + sofort + —; bestimmt.
r et

Eine Fliche 2ten Grades hat 3 zu einander senkrechte Hauptaxen, fiir
welche als Coordinatenaxen die Glieder mit den Produneten der Coordinaten
ans der Gleichung der Fliche verschwinden, fiir welche also hier

Tx = Ty = T3 0
ist. Daraus folgt, dass es in jedem Punkte A des Kérpers 3 zn
einander senkrechte Ebenen giebt, in welchen die Tangential-
spannungen fiir diesen Punkt= Null und zu denen also die be-

treffenden Spannungen p senkrecht sind. Diese Spannungen, deren
Richtungen mit den Hauptaxen der vorgenannten Fliche 2ten Grades zu-
sammenfallen, heissen die Hauptspannungen fiir den betreffenden Punkt
und seien mit

(51 O3 03
bezeichnet,
217. — Die Normalspannung nach der Richtung A B, welche mit den
Richtungen der Hauptspannungen die Winkel e, 8, y bildet, ist jetat:
0 = 0; cos2@ + 09 r'().ezrf + o3 :_'f}.-.-'-?y

und die Gleichung der Fliche 2ter Grades, deren in A fallender Halb-

MEsser = ist, wird filr die Richtungen der Hauptspannungen als Coor-

V+o
dinatenaxen:
+ 1 =018+ 0292 + 05 2.

Sind alle Hauptspannungen positiv, so gilt hierbei das Zeichen +, sind
sie negativ; so gilt das Zeichen —; in heiden Fiillen ist die Fliche ein
Ellipsoid und ¢ ist nach jeder Richtung im ersten Falle positiv, im zweiten
Falle negativ.

Sind aber die Hauptspannungen theils positiv, theils negativ, so gelten
beide Vorzeichen, und die den beiden Gleichungen entsprechenden Flichen
sind 2 Hyperboloide, welche sich gegenseitig ergiinzen und .durch einen ge-
meinschaftlichen Asymptotenkegel mit der Gleichung:

O0=0,524 oo + 052
von einander getrennt sind; die Normalspannung ¢ ist positiv, negativ oder
Null, je nachdem die Richtung .4 B das eine oder das andere Hyperholoid
trifft oder aber in der Kegelfliche liegt.

In allen Fiillen ist unter den 3 Hauptspannungen die grissste positive
und die kleinste negative (dem Absolutwerthe nach folglich auch grisste)
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Normalspannung enthalten, welche im Punkte A nach irgend einer Richtung
stattfindet.

218, — Mit 7x = 7y =7, = 0 wird auch (Nr. 213):
B =l =0

und es fallen sonach die Hauptaxen des in Nr. 214 besprochenen Ellipsoids
mit den Richtungen der Hauptspannungen zusammen. Auf letztere als
Coordinatenaxen bezogen wird die Gleichung jenes Ellipsoids:

1l =028+ 09292 + a3
und fiir die Spannung p in der Ebene, deren Normale die Winkel e, 3,
mit den Richtungen der Hauptspannungen bildet, erhiilt man die Gleichung:

P?=01% costa 4 032 cos?f 4 032 cos? ¥.

219. — Durch das Ellipsoid

1 =012 52 4 092 92 4 032 (B
wird nur die Grisse der Spannung p geometrisch dargestellt, welche im
Punkte A irgend einer Ebene /" stattfindet, deren Normale A B die Winkel
@, §, y mit den zu Coordinatenaxen genommenen Richtungen der Haupt-
spannungen bildet, und selbst wenn die Fliche

+1l=018+ 0392+ 03 2
zur Darstellung der Normalspannung o nach der Richtung A B zu Hiilfe
genommen wird, so ist dadurch die Riechtung A C der Spannung p noch

nicht bestimmt, sondern nur ihr Winkel ¢ = arecos E:— mit der Rich-
tung A B. f

Zur geometrischen Darstellung von p nach Grisse und
Richtung zugleich dient die gleichfalls auf die Richtungen der Haupt-
spannungen als Coordinatenaxen bezogene Fliche:

B2
+1 ﬁle. + Ta * FJ.-:I.‘

welche einem Ellipsoide oder zwei sich ergiinzenden Hyperboloiden ent-
spricht, je nachdem die Hauptspannungen gleiche oder ungleiche Zeichen
haben. Ist niimlich €' (Coordinaten: &, %, ¢) der Durchschnittspunkt dieser
Fliche mit der Richtung A4 C (Winkel mit den Axen = i, p, v), I die
Beriihrungsebene im Punkte €, B der Sehnittpunkt von /) mit AB,
ferner

B0 ist:
E=recosd; y=recosu; [ =rcosv
und nach dem Satze sub Nr. 2192:
P eos A= T1Co8et; Peosp = (j’,'.f_'ria"“f:_. Peosy = 6308y,
Sind also «, b, ¢ die Winkel, welche die Normale der Fliche im Punkte
C mit den Axen bildet, so verhiilt sich:
£ Ui -

cosa : cosh » cose =

0y = Os O3

= cos:cosf: cosy,
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woraus folgt, dass /7y parallel /° und dass mithin die Spannung p
nach dem der Spannungsebene F conjugirten Durchmesser der
obigen Fliche gerichtet ist.
Durch Substitution in der Gleichung der Fliche erhiilt man ferner:
e [ cos2), cos cos sy P2
+ 1 =172 _El - s —0,5> — }T Cos @
und mit + reosgp = A B =s:

P =18
Fiir die Normalspannung o und die Tangentialspannung z hat man:

C=pcosep ==p :- = 432
- ¢
T=psing = p = =&l

220, — Zur Bestimmung der Hauptspannungen nach Grisse
und Richtung vermittels der auf beliebigz gewiihlte Axen bezogenen
Spannungen:

O Oy Oy Tx Ty Tz
dient die Erwiigung, dass in den Gleichungen (II)
A=, B=f v=7
wird, wenn p = ¢ eine Hauptspannung ist. So erhilt man die Gleichungen:
(0x—0) cose + T5c088 + Tycosy =0
T2c08¢ + (Oy—0)cosf + 1cosy =0
Ty €08 + Txcosf + (0:— ) cosy =0,
woraus folgt:
cosq: cosf: cosy =
= (0y—0) (0,—0) — 7?2 : TxTy— T3 (0:—06) : 7,7z — Ty (05— 0)
= TxTy — T3 (0,—0) i (0,—0) (0x—0) — 732 : 737, —7x (0x—0)
= T3Tx — Ty (Oy—0) i TyTz— Tx(0x—0) : (6:x—0) (0y—0) — 72

Die Substitution der ersten, zweiten oder dritten dieser Verhiiltniss-
werthe fiir cosa, cosf cosy in der ersten resp. zweiten oder dritten der obi-
gen 3 Gleichungen liefert die cubische Gleichung:

(6x—0) (0y— @) (0:—0) — (0x—0) 72 — (0y—0)2y? — (0;—0)7:2 +
+ 25757, =0 .. .. (IO

deren nothwendig reelle Wurzeln

O=0,y, O0=03; O=403
den Hauptspannungen gleich sind. Zur Bestimmung der Winkel «, 8, ¥
irgend einer dieser Hauptspannungen mit den Coordinatenaxen kann jedes
der obigen 3 Doppelverhiiltnisse:

cosa : cosf i cosy

in Verbindung mit der Gleichung:

cos?a 4 cos?B + cos?y =1
dienen, indem man fiir o den Werth der betreffenden Hauptspannung sub-
stituirt. Uebersichtlicher gestaltet sich die Bestimmung dieser Winkel, wenn
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ableitet:
cosq ; r'ra.\'::l'-I : r'u.\"v'}’
= (Oy—0) (0y

\ Doppelverhiiltniss der

| 221. — Es seien
|

nach den Richtungen
der Ebenen . ... Y}
nach den Richtungen

soll deshalb kiirzer

bezeichnet werden
Sind ferner E, s
I'lt’]‘lll];:_;t']] der Coordins
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AX AY AZ:
Ysy und yyz; ¥y, und Yyx3 Yux und y,, die Verschiebungen
AZ ZAX AAY

AY und AZ: AZ und AX; AX und A Y.

Die letsteren sind zu 2 und 2 ecinander gleich (¢f Nr. 8), und zwar

= beziehungsweise den k

man aus jenen Doppelverhiltnissen durch Combination noch die foleenden

"0) = Tx* i (0, —0) (0x—0) — 732 © (05—0) (0y—0) — 7,2

"08Y L PORY COSLL " COR 108 7 =
][1"1 rra\r'fru'-; _ rJ\'{rH.‘\(, : COsO CO P

= TyTe — Tx(0x—0) @ TaTsx — Ty(0y—0) : TxTy — Tz (0 —0),
Aus ersterem folgt mit
n = (0y—0)(0;—0) + (0 —0) (0'x—0) —i—- (Ox—0) (Oy—0) — Tx= — Ty° rz
N/ (Oy—0)(0;—0 Tx*
Cos = +4 =
It

: : f-’r:fi_,_ —0) (Ox—0) — 732
COSD = o+
I
Fi

O)(0y—0) — 1,2

CO8Y = -+ =
/ i " n

¥

Bei einem dieser 3 Wurzelwerthe kann das Vorzeichen heliebiz ge
nommen werden, wonach dann die Zeichen der beiden

anderen dureh das
Cosinus-Produete oder durch die urspriinglichen Dop-

pelverhiiltnisse der einfachen Cosinus bestimmt sind.

B. Die Ausdehnungen und Verschiebungen.

im Punkte A (Coordinaten: 2, #

y Wy =)

die Ausdelnungen

£, Ey &;

A —

=2y 5 ¥Yax = ¥xz 3 Yy = Vyx

men Aenderungen der urspriinglich rechten Win-

kel der vorgenannten Ebenen an den Kanten A X, AY, AZ; in der Folge

Yyz = Yzy mit ¥
Yax = yxz mit ¥y
Vxy = Yyx mit y,

¢ die mit der Deformation verbundenen kleinen Aen-

iten @, ¥, @ des Punktes A, so ist:

as ({';l, at

T Yy = =
da 4 iz dy
r.l'lrF : u;'_‘ ”..:_

Ty = gy thigrite s (T
& dg r-"’rI
] 1z = :."’\f,' + rfr..r‘ ]
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in Betreff der Verschiebungen cf. Nr. 201. Was die Ausdehnungen
betrifit, so ist, wenn auf AX die unendlich kleine Liinge AA; =da abge-

(s 3
tragen wird, > die relative Verrlickung von A; gegen A mnach der

GE o
Richtung AN, d. h, die totale Ausdebnung, mithin x die specifische Aus-

dehnung von A.A4,.

222, — Durch die 6 Grissen
e ptpiiten s Yy 16
liisst sich die Ausdehnung & im Punkte 4 nach der Richtung 4 B,
welehe mit den Axen die Winkel @, g, y bildet, ausdriicken. Ist
niimlich /5 ein Punkt dieser Richtung mit den Coordinaten
& 4 f.'r.:‘_, /) + ”FI'.": = —I— r!'r;‘1
so sind deren Aenderungen:

it edd ak . g .
SL= 6T r.l".r'.[ s .;}IJ,’" YT ol z 5
“IF: T

I
1

L7 r."lfi
m=nr -rf.r' “'r-f‘+ ‘{1'}*,-' <+ - ‘ iz

dy VT

SERTRN w0 di dg
=+ goda+ gy + g2 ds,
wiihrend die urspriingliche Liinge AB =ds in ds (1 + &) iibergeht. Aus
den Gleichungen:
e ds?(1+€2 = (da 4+ 552 + (dy+m
und ds? = da24dy2 +dz?
folgt damm DLei Vernachlis

+ (dz+ G -0)?

sigung der kleinen Gri

sen von der 2ten Ordnung:

eds? = (5,—8) da+ (51— }'.'_‘, dy+ (G- dz

und daraus durch Einsetzung der Werthe von &1, %3, &, ferner mit
rr‘].r' 5 r.'"_-’_,n’ r.;:
Cost = —”r: 5 Cosp = “I,‘;- cosy = -;IF-I‘_I—-

und mit Riicksicht auf die Gleichungen (IV):
& = & cosia + Ey a-_rm21'1’ + &; cos2y + ¥x {‘u.s‘r'} cosy + Yy tosycosa +
+ yscosecosf.

223. — Dieser Ausdruck von & hat in Beziehung auf e, g, y dieselbe
Form wie der Ausdruck von ¢ sub Nr. 215, gestattet also auch dhnliche
Folgerungen, wie jener. Insbesondere ergiebt sich zuniichst, dass fiir
jeden Punkt die Summe der Ausdehnungen nach je 3 sieh recht-

winkelig sechneidenden Richtungen constant ist.

Zugleich hat hier diese eonstante Summe eine bemerkenswerthe Bedeu-
tung. Da niimlich der Inhalt des Parallelepipedums da dydz nur durch
die Aenderungen der Abstinde, nicht durch die gegenseitigen Verschie-
bungen seiner parvallelen Seitenflichen sich iinderf, so ist der
Inhalt bei Vernachlissi

refinderte

gung kleiner Grossen htherer Ordnung:
de(l+&).dy(l+ &y) . dz (1+4&) = da .f,"_J__.r dz (1 4 &x &y + '5'1._-}, ;
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m den Spannungen, Ausdehnungen u. Verschiebungen

und es hat also die constante Summe g
&+ & + &

die Bedeutung des Volumenausdehnu ngs-Coefficienten in dem be-

trefflenden Punkte.
224, — Auch lisst sich ¢ wie ¢ durch den positiv oder neg

nommenen reciproken Werth des Quadrats des Halbmessers

2ten Grades geometrisch darstellen (N, 216). Wird diese I

Hauptaxen als Coordinatenaxen bezogen,

ativ ge

einer Fliche

he anf ibhre f
80 verschwinden aus ihrver Gleichung
die Glieder mit den Producten der Coordinaten, wird also _
Yx=Yy=Ys=0; |
es giebt sonach in jedem Punkte 3 zu einander senkrechte Ebenen, deren
Verschiebungen fiir diesen Punkt — 0 sind und welche natiirlich dieselben
sind wie diejenigen Ebenen, in welchen
Tx=Ty=17, =0
ist, Die Ausdehnungen nach den zu diesen
nach den Richtungen der Hauptspannungen he
und seien mit

Ebenen senkrechten, d. h,
issen Hauptausdehnungen

& &g €3
bezeichnet; unter ihnen befindet sich die grosste

und die kleinste
Ausdehnung (algebraisch verstanden), welche

in dem betreffenden
Punkte nach irgend einer tichtung stattfindet. 4

X Nach einer Richtung, welehe mit diesen 3 ausgezeichneten Richtungen \
, die Winkel a, 8, y bildet, ist: '

& = & cos?q + €a f'u.\":l_'.‘ + &3 Co

225.— Zur Bestimmung der Ha upt
und Richtung vermittels der auf beliebig
| dehnungen und Verschiehungen

ausdehnungen nach Grisse
gewiihlte Axen bezogenen Aus-

€& & & Y« Ty ¥a
dass eine Hauptausdehnung als ein Maximal- oder
Minimalwerth von & charakterisirt werden kann, welcher sonach unveriindert
bleibt, wenn die Richtung unendlich wenig geiindert wird.
in der Gleichung fiir & sub Nr. 229
e(cos?a +r‘ra.~"~’1')'-i—r'~.:c"-’)’\_l fiir & i
und differenzirt die Gleichung nach einander in Beziehung auf , g und p,
80 wird, wenn man dabei & als Constante behandelt, dieselbe ebendadurch f
als eine Hauptausdehnung  charakterisirt, fiir
Gleichungen erhalten werden:
2 (ex—¢€) cos &t 4 y; cosB + Yycosy = 0
Y2 COS@ + 2 (6y—¢) cosf + yrcosy = 0
Yycosa+ yx cosf + 2 (&,— &) cos =),
Sie unterscheiden sich von den Gle
spannungen (Nr. 220) nur dadurch,

dient die Erwigung,

Setzt man also

welche 8o die folgenden 3

ichungen zur Bestimmung der Haupt-
dass 2¢ an die Stelle von ¢ und 7 an

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg




- e
im Tnneren eines durch dussere Krifte angegriffenen elastischen Korpers. 189

die Stelle von 7 getreten ist; durch dieselben Substitutionen erhilt man
deshalb auneh fiir ¢ die eubische Gleichung:
4 (ex—&) (8y— &) (62—8) — (Ex—&) ¥x2 — (6y— &) yy2 — (82— &) ¥2? +

+ yx7yy: =0 .. .. (HIa)

sowie die dortigen entsprechenden Ausdriicke von cose, cos B, cosy¥),

C. Beziehungen zwischen den Spannungen, Ausdehnungen
und Verschiebungen.

296. — Die in diesem Capitel unter A. und B. dargestellten Gesetze
sind unabhingig von der physikalischen Beschaffenheit des Korpers; die
Beziehungen aber, welehe zwischen den Normal- und Tangentialspannungen
einerseits und den Aunsdehnungen und Verschiebungen anderseits stattfinden,
sind wesentlich durch die Molekularbeschaffenheit des Korpers bedingt.

Hier werden nur isotrope Korper vorausgesetzt, weil das Holz als das-
jenige unter den techmisch verwendeten Materialien, welches auch nicht
niherungsweise als isotrop gelten kann, seiner discontinuirlichen Molekular-
beschaffenheit wegen iiberhaupt kaum Gegenstand von allgemeinen Unter-
suchungen der nachfolgenden Art sein kann, sondern vielmehr bei seiner
verschiedenartizen Verwendung als Constructionsmaterial den betreffenden
Rechnungen nur solche Erfahrungswerthe mit Sicherheit zu Grunde zu
legen sind, welche aus Versuchen unter Verhiiltnissen abgeleitet wurden, die
denen des betreffenden Falles der Anwendung ganz analog sind.

Wenn auf einen solchen isotropen Kirper nur nach einer Richtung
ein Husserer Zug (algebraisch verstanden, so dass ein megativer Zug einen
Druck bedeutet) ausgelibt wird, so ist die dadurch nach dieser Richtung,
etwa mnach der Richtung der «-Axe, hervorgerufene Normalspannung eine
Hauptspannung = ¢y und zwar ¢y = Fe,, sofern die Stiirke des Zuges eine
solche Grenze nicht ilberschreitet, dass das Verhiiltniss der Spannung zur
entsprechenden Ausdehnung é&; dem Elasticitiitsmodul E gleich gesetzt
werden darf (Nr. 11); zugleich ist damit nach jeder zur Zugrichtung senk-

. . €x X
rechten Richtung eine Ausdehnung = — ?; verbunden. ¥)

Ebenso ist flir einen nur nach der Richtung der y-Axe aunsgelibfen
Zug: o3 = Il&; und nach jeder dazu senkrechten Richtung die Ausdehnung

achinng, welche hier zur Bestimmung der Hanptausdehnungen benutat
s, h 220 in Betreff der Haupispannungen zu Grunde gelegt werden
m, und wiirde dann die .-'kl!:l]f:gic der Uluiuhunguu fiir UPRE R und £y By By .;st:hou aus
ler Glei fir & und ¢ sub Nr. 215 und Nr. 222 haben gefolgert
m auch so ausgedriick! werden, dass ¢ an die Stelle von o und

an die Stelle von = tritt.

*) Ueber den Werth von m of Nr. 169.
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100 Allg. Beziehung

hen den Spannungen, Ausdehnungen n. Verschiebungen

= — —, gowie fiir einen nur nach der Richtung der z-Axe ausgetibten
= £ !

Zug: 63 = Fle; und nach jeder dazu senkrechten Richtung die Ausdehnung

&

m

Iinden die genannten 3 Ziige gleichizeitic statt, so bleiben die
spannungen 6y, os, o3 Hauptspannungen, die Hauptausdehnungen aber
werden :

|
&y + €z A
8 =& : , analog & und &;,
i . e <
woraus zur Berechnung der Hauptausdehnungen dureh die Haupt-
spannungen die Gleichungen folgen:
. Gy + 0y
I f'.ﬁj = 0y 4
| T o
, 03+ 0y
!"‘,—.:ff;_r (Y)
m {
e a1 -+ 03
\ E €3 = 03 —
| T
Zur umgekehrten Berechnung der Hauptspannuneen dureh die
Hauptausdehnungen hat man nur diesc Gleichungen nach oy, Gs, 0%
aufzulisen und findet so, wenn der Volumenausdehnunes-Coefficient
€ + & + & M
und die Constante |
1 7 2
| =G
2 m+4+1
wesetzt wird #):
) T &
Gy W | &1+ - )
\ (I ;’_ |
/ o\
| gy =2 | &z 4+ - ) I
Vi 1 2/
- I
03 =20 | &g+ —— \'.
\ - -_3;_1 .
§

227. — Diese Gleichungen gelten aber nicht nur fiir die Richtungen
der Hauptspannungen, sondern fiir beliebige 3 zu einander senkrechte Rich-
tungen; denn fiir eine beliebige Richtung, welche mit denen der Hanpt-
spannungen die Winkel e, 8, y bildet, ist

0 = 61008 4 020052 4 a3 cos?y nach Nr. 217
s 0 f 2 o - IR : 2
= 2G| &1c0520 + &3 c05% 0 + & costy + ] nach Nr. 226
k . m—2 /
‘i 0w\
= 2G| &€ + —— ) nach Nr. 224:
& m—2 ) -

braucht hier nicht
Untersn
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insbesondere also auch fiir beliebige rechtwinkelige Coordinatenaxen :

"I'".. \ | E ¢ ﬂ'y"’ﬁz
=26 (et ——) | Ba=a—--"L—
Oy T l\ x 2 ) m
/ Ll v 0y + 0y
oy = 2G (e + '-——\, ey =gy ————
N m—2 ) m
[ 1 ; 0x + 0Oy
0 = 2G| e, + —\. Be = ap— — A
= e 1 3 / b
ft =& + & + &
Mit oy = 0z = 0 folgt hieraus: & =&, = — pen als Verallgemeinerung

des Fundamentalgesetzes, von welehem in Nr. 226 ausgegangen wurde fiir
den besonderen Fall, dass o eine Hauptspannung ist.

228. — Die Bedentung der Constanten & ergiebt sich daraus, dass die
Normalspannung ¢ nach einer Richtung, welche mit den beliebigen Coor-
dinatenaxen die Winkel a, 8, y bildet,

. o\ Y
0 =2G (&+—— ) nach Nr. 222 auch
\ h—a)

=2 I Excos?at + ?J-"”-\':"Jg + & cos? Y + }’_\-r".‘m‘rﬁ' cosy + YyCosy cosa
3 7 4
+ yacosacosf + ——5 (cos?@ 4 cos?@ + cos? }"JJ
ist, wiihrend nach Nr, 215:
O = 0x008* @ + 0yc0s2f} 4 6, c082y + 27ccosfcosy + 2wycosy cosq
) + 27,coscosf
ist. Aus der Vergleichung beider Ausdriicke von o ergiebt sich mit Riick-
sicht auf Nr. 227:
((+ Yx — Tx) COS I_)‘,-r,a-}; + (f'-;'- ¥y — g'_\._‘lu COSY Ccostt + ['\l‘._; Yz — Tg) a'o.\*t!f'cl\'..j‘ =0
fiir jede Richtung e, g, 7, also:
ix=GY:; T=Gyy; T=Grs,
wodurch G als der Schubelasticitiitsmodul charakterisirt ist,
Mit Riicksicht auf die Gleichungen (IV) lassen sich sehliesslich

die Spannungen Ox Oy 0Oy Tx Ty Ty
folgendermassen durch die Coordin ateniinderungen
= %
EL i

ausdriicken:

1 (45
L \ il a
' .r.fr;
, = D {r {
9 = \ ey
e
Og = a2 la .,‘,,-";
de
= ;'f.':'
BLB BADISCHE 3
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SIEBENTES CAPITEL.

Zusammengesetzte Elasticitit und Festigkeit.

229. — Die in Nr. 5 bezeichnete allgemeine Hauptaufgabe der Festig- i

keitslehre erfordert die Ermittelung der Maximalwerthe von & und &%, d.h.
der grossten Absolutwerthe der positiven und der negativen Ausdelinung, nath
| weleche in einem beliebigen Punkte eines Korpers nach irgend welchen
' Richtungen stattfinden, wenn die Gestalt und die Art der Belastung des
Kirpers gegeben sind. Diese Ermittelung ist (ef. Nr. 224) enthalten in der
Bestimmung der 3 Hauptausdehnungen fiir den betreffenden Punkt,

welche im Allgemeinen auf folgende Weise gefunden werden.
Die Ausdriicke (Nr. 228):

o dE n ofd 1 dty )
N P K =i e
i o5= 44 \H‘.‘a' t m—2 ) = L dz e, tf'{# /J /
18 ,dy L AdE dEN | c |
:Il' Oy =2 (6, ( r}';f' o —“’_2) 7 Ty = G (ﬁf.t' o -r-rl_“-'. e Sl T i
il ._
it o p\ fE dy\
I ,l Pes=An I"\ dz m— 2_/‘; g = \ ”r.;.f da ,fll mift
| o ot de oo dE
worin f == t @y T a:
/ 1 m
md G = T il
ist, werden in die Gleichungen (Nr. 211):
g J

d o5 dty dr, " )

dz £ dz &oay =0 .

da, dz dr, ; i i

dattids = de =00 D g

tf;rz dry dr, =L \

de T “dy e da e

eingefiihrt, welche dadurch 3 simultane partielle Differentialgleichungen 2ter

Ordnung fiir die Functionen &, %, { der urspriinglichen Coordinaten 2, y, 2
des betrachteten belichigen Korperpunktes werden, Durch die Integration -
dieser Gleichungen werden Constante oder vielmehr im Allgemeinen Func-
tionen eingefiihrt, welche nur in Beziehung auf diejenige Verinderliche
constant sind, d. h. diejenige Veriinderliche nicht enthalten, nach welcher
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eben integrirt wird, und diese Functionen sind dureh die Obexfliichen-
bedingungen bestimmt, niimlich theils dadurch, dass die Spannungs-
componenten
peosk, peosp, peosy
in den Gleichungen (Nr. 212):
peosk = 0xcose + Ty cosy + Tycosf
peospy = Gycosf + T5008¢ + vxC08Y ) . .. . (II)
Peosy = 05008 Y + Txcosf + rycosa
fiir die Punkte der Korperoberfliche gegebene Werthe haben, theils da-
durch, dass & %, { selbst fiir gewisse Punkte gegeben, insbesondere = Null
gegeben sind (feste Unterstilizungspunkte) oder auch zu den betreffenden
Pressungen in gewissen Beziehungen stehen (nachgiebige, elastische Unterlagen).
Wenn &, 9, { so als Functionen von &, y, = gefunden sind, findet man
entweder
Ox Oy Oy Tx Ty T
nach (VI), dann die Hauptspannungen als Wurzeln der Gleichung (Nr. 220):
(0x—0) (6y—0) (63 —6) — (6:—0) 752 — (oy—0) 132 — (04— 0) 7,2 +

+ 2oty Ts =0 . L (I11)
und endlich die Hauptausdehnungen (Nr, 226):
3 Oy 0%
.1};‘"1 =01— S /
m

7 O3+ 01 i
Eg=0y——— .

=03 . (V),
v 01402 \
Fey=0g———— )

m
oder auch die Ausdehnungen und Verschiebungen

& & & Yr ¥y o0
mittels der Gleichungen (Nr. 221):

S

= _d_.:‘ i dy dg ' ;
e dn dz dy e
_dy POl R N IV i
&y — dy!? " =gzt q A 4
\ dg as .dq
B3 =gy Y ]

und dann die Hauptausdehnungen als Wurzeln der Gleichung (Nr. 225):
4(&c—8)(&—8) (& &) — (&—E)p:? ~ (&1 — (&’ +
+ yx¥y¥: = 0 . . . . (IILa).

230. — Von besonderen Fiillen sind namentlich diejenizgen bemer-
kenswerth, in welchen die Gleichung (III) oder (III, a) sich in eine lineare
und eine quadratische Gleichung zerlegen liisst. Dies ist erstlich dann der
Fall, wenn fiir eine der Coordinatenaxen die Tangentialspan-
nung = Null ist und fiir die beiden anderen die Normalgpan-
nungen gleich gind, wenn also z. B.

7x =0 und oy = 0y
Grashof, Festigkeitslehre, 13
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ist. Dann zerfillt Gleichung (III) in die beiden Gleichungen:
oy—0 =0 und (0x—0) (0y—0) — 152 —1,% = 0,
woraus folgt, wenn
S g )

gesetzt wird: o7 = oy vl

o2] _ oxt0y+ V(or—0y)? + 4122 .

e &
das obere Zeichen der Wurzel entspricht oo, das untere os. Bildet ferner
die Richtung

L.

der ersten Hauptspannung oy die Winkel a, £y 7
y Zweiten % Oy % az P2 ¥z
9 dritten » O3 5 3 g I‘j’;; Ys
mit den Axen der @, v, 2z, so findet man nach Nr. 220:
Ty Tx
costy = U cosfl = g cos Yy
7 1

(rr-;) 0—0y i p’z) Ts 7 ;':) Ty
08 —— e el - = 3 Cos Z — ey |
g ¥n ° \\ﬁ:i Vn i l\ ¥s Van |

die letzteren Ausdriicke, worin |
n=(¢— oyt + 22
ist, liefern die Cosinus der Richtungswinkel der zweiten oder dritten Haupt- ’
spannung, jenachdem darin ¢ = 63 oder o= o3 gesetzt wird.
Es lisst sich hieraus folgern, dass die erste Hauptspannung ¢y parallel
der Ebene YZ senkrecht zur resultirenden Tangentialspannung = gerichtet
ist, dass also die beiden anderen o3 und ¢y in der Ebene liegen, welche
durch die Richtungslinie von 7 parallel der «-Axe geht; in dieser Ebene
ist ihre Lage bestimmt durch den Winkel zwischen @ und 7, fiir welchen
man findet:

tg (v, 03) = —Gj—zﬂ == f’— + ‘./ 1 +|:'\0‘__, F-'—’-"?}',
vorausgesetzt, dass der Winkel (z, o3) gerechnet wird von der tichtung 7
durch den rechten Winkel zur positiven a-Axe
hinaus.
Mit Hiilfe der Gleichungen (V) ergiebt sich endlich:

. 1 m—1
Bey=——a,+——ay
T T

of €2 m— 1 m—3 el el — g
E = O +_'.:m Oy + - - V(ox Wy

&g 2m 2m

und eventnaliter dartiber

Ist inshesondere oy = gy = 0, so wird:

o3| _oitVoi e

LAY
01 )? [‘F:JH 2
P £y + _rr}
ty(z,0%) P ‘, Lol (z.r,"/.

4 1 L €Y\ m—1 1t 41 T —
.i"x{:] ='~—gs: I ) = - —, + — ) G2 472 .
m &3/ 2 2m
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231. — Die Gleichung (IIT) zerfillt auch dann in eine lineare und eine
quadratische Gleichung, wenn zwei der Ta ngentialspannungen
Txy, Ty, Tz = Null sind. Ist z. B.

Ty =T; = 0,
so zerfiillt Gleichung (IIT) in:
6x—6¢=0 und (oy — 0) (0, — 6) — 1.2 =0,
woraus folgt:

0y = Ox
g # o gy+Gzi‘__[dyj‘ﬁ'z]_z'i"lfx#
o3y~ 2 :

Die erste Hauptspannung oy fillt aunch der Richtung nach mit o, d. h,
mit der a-Axe zusammen; die Richtungen von ¢y und oy in der yz - Ebene
sind dann bestimmt durch den Winkel s, den @ mit der y-Axe bildet und
fiir welchen man nach Nr. 220 findet:

T o' "(Ij' Oy —G_\- V_ __-'.G_"t.' -I’)'J- 3
t e e e e R .
98 0y —0; iy 9z T A l\ 27y
Die Hauptausdehnungen ergeben sich nach GI. (V):
/ oy + 0,
O e e R
T
. €2 1 m—1 -7 0 A L e N
J = gt e T e, Ll )2 g,
E |\63) == a0t —(oy+o,)+ om 1 (05—02)2 + 4z,

A. Gerader stabférmiger Korper.

L. Aligemeines Problem.

232. — O sei ein Punkt der Mittellinie des Kirpers, also der Schwer-
punkt des betreffenden Quersclinitts 7. Er wird zum Anfangspunkte eines
rechtwinkeligen Axensystems OX, OY, OZ genommen von solcher Lage,
dass OX mit der urspriinglich geraden Mittellinie, die Ebene Y.Z mit dem
urspriinglich ebenen Querschnitte # zusammenfillt, und zwar sollen die
Axen OY und OZ in den Hauptaxen des Querschnitts liegen, dessen Triig-
heitsmomente

fir die Axen OX 0OY 0Z
resp. mit A i 6
bezeichnet werden.

Wegen der Deformation des Kirpers unter der Einwirkung der be-
lastenden Kuiifte ecrfordert indessen das Axensystem eine bestimmtere
Fixirung nach Massgabe von Nr. 209, und zwar werde festgesetzt, dass,
wenn im urspriinglichen Zustande P ein Punkt der y-Axe im Abstande dy
von O, () ein Punkt der z-Axe im Abstande do von O ist, immer O der
Anfangspunkt, 7 ein Punkt der y-Axe und Q ein Punkt der yz-Ebene sein
soll, wie auch diese materiellen Punkte O, P, Q verriickt werden migen.
Diese Art der Fixirung des Axensystems gegen den seiner Form nach ver-

13#
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sinderlichen Korper wird dadurch ausgedriickt, dass fiir den Anfangspunkt,
d. h. fiir

a=10 y=0
gesetzt wird: £=0 n=0
dE
dy 5
a_,

Unter den Husseren Kriiften fiir den Querschmitt Y./ werden alle die-

jenigen verstanden, welche den von diesem Querschnitte an gerechnet anf

der Seite der positiven z-Axe gelegenen Theil des stabformigen Korpers an-
greifen; es seien

_f.’x }1,5 I?IJZ
die Componentensummen dieser Kriifte, algebraisch verstanden, so dass
positive Werthe den Richtungen OX, OY, OZ, negative den entgegenge-
setzten Richtungen entsprechen, und

M, M, M,
die Momentensummen in Beziehung auf die Axen, in der Weise algebraisch
verstanden, dass positive Werthe den Drehungsrichtungen Y., ZX, XY
entsprechen.

Wenn nun noch Form und Grisse I des Querschnitts Y7 gegeben
sind, so hesteht die Aufgabe zuniichst darin, die Spannungen zu er-
mitteln, welche in den verschiedenen Punkten des Querschnitts
hervorgerufen werden.

233, — Offenbar ist die Aufgabe, in dieser Allgemeinheit ausgesprochen,
noch nicht bestimmt. Vor Allem kinnten, sofern nur der einzelne Quer-
sehnitt und die dureh die 6 Griosgen K und M charakferisirten fnsseren
Einwirkungen gegeben wiiren, dadurch, wenn ftiberhaupt, jedenfalls nur die-
jenigen Spannungen; O Ty Ty
hestimmt sein, welche sich auf die Flichenelemente dieses Querschnitts
gelbst als Spannungsebenen beziehen, wiihrend die Spannungen

Oy Oy Tx
unbestimmt blieben, und es ist also nothig, ein gewisses Stiick des Kirpers
zu betrachten, welches sich vom Querschnitte Y7 bis zu einem um 00, =1
im Sinne der positiven z-Axe von jenem enffernten Querschnitte erstrecken
mige. Die Form dieses

Korperstiicks, welche vollstindig gegeben sein
muss, sei eylindrisch, also der Querschnitt constant; fiir einen wver
inderlichen Querschnitt gelten damn die Resultate der folgenden Unter-
suchung nur niherungsweise und unter der Voraussetzung, dass 00y =1
unendlich klein ist.
Denkt man den Korper durch den Querschnitt Iy bei Oy zerschnitten
und an der so entstandenen Endfliiche des betrachteten Korperstiicks OOy
die Knitte R'y Ry R,
und Kriiftepaare My My M,
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angebracht, worauf sich die jenseits des Querschmitts F) angreifenden
iusseren Kriifte reduciren lassen, wenn sie an den Punkt Oy versetzt wer-

e,
v e MR s

den, so ist dadurch der Gleichzewichtszustand des betrachteten Kirper-

stiicks immer mnoch nicht bestimmt, weil es unendlich viele Systeme von
dusseren Kriften, in den Elementen der Endfliiche /7 angreifend, giebt,
die sich auf

:1‘1',

die Krifte ', Ry KR, am Punkte Oy
und die Kriiftepaare M, M, M,

&
reduciren lassen, desgl. unendlich viele Systeme iiusserer Kriifte, an den

Elementen der cylindrischen Oberfliche und an den Massenelementen im
Inneren des betrachteten Korperstiicks angreifend, welche zusammen mit
den 3 Kriiften /¥ und 3 Kriiftepaaren M’ sich auf
die Kriifte R, Ky R, im Punkte O
und die Kriiftepaave M, M, M,

reduciren lassen, und weil jedem besonderen solchen Kriiftesysteme auch
ein hesonderer Gleichgewichtszustand des betrachteten Korperstiicks ent-
sprechen muss. :

Abgesehen davon indessen, dass bei solcher Specialisirung des Systems
der iusseren Kriifte die wiinsehenswerthe Allgemeinheit der Losung ver-
loren ginge, ist man auch bisher kaum in irgend einem Falle iiberhaupt im

Stande gewesen, die Probleme der Elasticitiitslehre in solehem Sinne streng
durchzufiihr man sieht sich vielmehr geniithigt, die Aufgabe nmzukehren :
eine gewisse Art des Gleichgewichtszustandes vorauszusetzen
und die dusseren Krifte zu bestimmen, welche denselben
herbeifiihren wiirden, um daraus schliesslich die freilich nur mehr
oder weniger angeniihert richtige Folgerung zu ziehen, dass ein System
von Kriften, welches dem gefundenen beziiglich der Wirkung
an dem starren Kborper iHquivalent wire, den vorausge-

setzten Gleichgewichtszustand des elastischen Korpers zur
Folge haben werde,

234. — Entsprechend den Annahmen, welche den Untersuchungen iiber
stabférmige Korper in den vorhergehenden Capiteln zu Grunde liegen,
werde nun auch hier ein solcher Gleichgewiclitszustand des betrachteten
Korperstiicks voransgesetzt, dass in allen Punkten desselben

Oy =0; =Ty = (4]
ist, dass also die fadenférmigen Elemente von der Liinge [ und
vom Querschnitte dydz, woraus man das Korperstiick beste-
hend denken kann, keinerlei Zug oder Druck aufeinander aus-
iben, noch auch eine Verschiebung, d. h. eine Aenderung
der vollkommen rechteckigen Beschaffenheit ihrer Quer-
schnitte erleiden.®)

¥) Das Froblem, betreffend die Bestimmung derjenigen dusseren Krifte, welche einen
eolchen Gleichgewichtszustand zur Folge haben, ist in voller Allgemeinheit won de Saint-
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d2E dz{ g
da dz + .,,i'l-,a-2 =0 et (2).

Zusammengesetzte Elasticitit und Festighkait.

Damit dies miglich sei, diirfen weder anf die eylindrische Oberfliche
noch auf die Massenelemente im Inneren Kriifte wirken, welche senkrecht
zur a-Axe gerichtet sind; hier soll aber die noch weiter gehende Voraus-
setzung gemacht werden, dass iiberhaupt keine Krifte auf die
cylindrische Oberfliiche, noch auf das Innere des betrachteten

Kiorperstiicks nach irgend einer Richtung wirken, wodurch ins-

besondere auch von der eigenen Schwere abstrahirt wird und die Husseren
Krifte auf diejenigen reducirt werden, welche in der Endfliiche F an-
greifen.

Entsprechend der Voraussetzung:

0 i dg 1 d& .
oy =0y =0 ist nun: dg= 85 = e s (1)
1 i
und entsprechend z, = 0: $ - () e (2),

"n",': + H_f,r -
withrend man nach den Gleichungen (VI) mit Riicksicht auf (1) hat:
41 dE : r."’-;';'

=90 = I
O i da o
.rft (JJ::
-~ =G -
=6 (ge+a:)

rdr ' din
s = 7 L\-“fl"f-—i— nl’.':‘}'
Die Einfibrung dieser Ausdriicke in die Gleichungen (1) zusam-
men mit
U‘J. O = ;\.:_\': Y=Z2=0
liefert mit Beriicksichticung der Relation (1):
a2k 2k d2E

) _ - = — fa
2ot 4y +=0.....(9

Zu diesen Gleichungen (1) bis (5), welche in jedem Punkte erfiillt
sein miissen, kommen zur Bestimmung der Functionen &, %, & wodurch

dann auch die gesuehiten Spannungen oy, ry und 7, bestimmt sind, noch
die Grenzbedingungen, und zwar erstens diejenigen, welche die Lage
der Coordinatenaxen gegen den Korper charakterisiven (Nr, 232) und welche
mit Riicksicht auf Gl (2) dahin erweitert werden kiinnen, dass im Anfangs-
punkte, also fiir & = y = 2= 0 sein muss:

”{'f _'J'I."_'_ J#‘- ,fé_'

ay dz — dz  dy =0 o (8)

E=q=(

Vénant behandelt wor
von Clebsch (Tl
Behandlungsweise an.

der

Die folgende Darstellung schliesst sich in der Hauptsache der
[lasticitat fester Korper) dem Problem zu Theil gewordenen
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und zweitens die Gleichungen (II), welche fiir jeden Punkt der eylindri-
schen Oberfliche erfiillt sein miissen, wenn man darin p =0 setzt. Mit
0y = 03 =7x = 0 und cose =0, entsprechend der zur x-Axe senkrechten
Richtung jeder Normalen der eylindrischen Oberfliiche, werden aber die
beiden letzten der 3 Gleichungen (IT) identisch, wiihrend die erste wegen
cosy = sinf*) die Oberflichenbedingung:

[ dE 15\ FdE dl

\‘” i .‘J.fj;[y cos B + k(h + h\ sinf=0....(7

FE,

liefert.
235. — Durch die Combination der Gleichungen (1) bis (5) in voriger
Nr. erhiilt man:

e BE g 5§
g e > e
o aB ' dax r’{’! HE ) dz K'JJ‘J'_,'- ' daxdze

ag r .rf_\;' a2 ,.’ rr!': daz s H’;‘: 2 uff
oder da? (_ﬂ"_a\ =il r,.' \ da \ = dzt (rr'(r') P u"f,r dz (1’1:') =1

JE

e o as
welchen Gleichungen dadurch geniigt werden kann, dass T = einer ganzen
= 2 GO "

Function von @, y, z gesetzt wird, die jede einzelne dieser Veriinder-
lichen hiichstens in der ersten Potenz enthilt, wiihrend auch ein Glied mit
dem Produkte yz nicht vorkommt. Die allgemeine Form einer solchen
Function ist:

= atayt+age+a(b+biy+b2),

'}
da

S I'Iru

woraus nach Gl (1) folgt:

I il dl 1 5 &
25 - el (a+ a1y + asz) — T b+biy+ byz)

und dureh Integration resp. nach ff, z:

E=wx(at+my+azz)+— 2 {114—(11 Y+ b:22)+f(y,2)

#) Wiahrend in den .'!_Hg('!:lvuwn Gleichungen (IT) die Winkel «, 2, y nur von O bis #
et sind, setzt die Er tzung von durch 2 wvermittels der Relation ms? =\\m}
vor dass ulm Winkel 2 jetat par: allel der Ebene ¥Z im Sinne von der positiven y - Axe
durch dim rechten Winkel zur !HMUHI] z-Axe von O his 2 gerechnet werde.

gerec

##) Dhe erste dieser Gleichungen ergiebt sich, wenn unter den Ziffern die damit be-
zeichneten Gleichungen der vorigen Nr. verstanden werden, aus der Combination :
i d(3) d(4) d(5)
e e
mit Riicksicht auf Gl (1); die zweite aus der Combination :
d{d) d()

dz _,}'.3}'
mit Ricksicht anf GL (2); die beiden letaten endlich
d I’rﬂ d(4) d(
und ——2

da rf_'.!_,r = TFT: de
mit Riicksicht anf (1) und auf die schon gefundene Gleichung: 7 : =10,
du
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n

, ‘\ ( 3t ;
ay + a; -.) +ayz) — — \f*_’f+!’*1 7 thyz) + 92

= & 22 : -
( + a1z 4 az )\ —— {\f: z+biyz + ;’:2—2 } + Y (2,y).

2 m

Vn-l].-.t.md ig entsprechen diese Gleichungen vorliiufiz nur der ersten der

7 Gleichungen in Nr. 234, und es bleiben die Functionen £, ¢, ¥ noch den
iibrigen gemiss zn bestimmen.

236. — Abgesehen zunlichst von den Grenzbedingungen miissen die
Functionen ¢ und w in den Ausdriicken von #% und { den Gleichungen (2),
(4) und (5) in Nr. 234 entsprechend gemacht werden. Aus (4) und (5)
: o i . ds | i g
folgt aber mit Riicksicht auf den Ausdruck von —° in voriger Nr.:

o o
d?y o [fdEN\
- — l;--ul—-.fjl,r'
o 2 frﬂj{ el v/
2 o If; &\ p
o = — e — Doa
da? e \da ) ¢ 2

P2 .i's

also % = @1 (4,2) + 2. g2 (,2) — a ;,1

a2

= Y1 (2h2) + @. Y (y,2) —az — f;z F-A

Die Vergleichung dieser Ausdriicke von y nnd { mit den in Nr. 235
erhaltenen lehrt, dass die Functionen @, und s kein y, U und e kein 2
enthalten kénnen, und dass mithin zu setzen ist:

[ ye a 72 N\
n=-—= (r + a5 + fr,-f,r_r:) (””f + b +bayz)
& mo\ 5 e s

m 2
) i a3
+ @i(2) + @.qga(2) —ay 5 — by B
> L/ 4 & f :\
L= 7 (\fr_ + ayyz 4 as— } —= |{\L_: + biyz+ by— '__,
Vid a8

+ Yi(y) + & Ye(y) —az I-_~; by

Durch die Einfiihrung dieser Ausdriicke, welche vorliufiz erst den
Gleichungen (1), (4) und () geniigen, in die Gleichung (2) erhilt man:

6 °

(g {'12 .
m_‘f - .':'EI{; + @'t (2) 4 J'_g:'gu‘:} ’
W i .I\;;{_I,
P e + Wy + 2. e(y) ‘
also
{["1 ".' = a + ”I- 2 (I 2 |~) - ,f;“ + _/.J__ -
; m 1

U'a(y) =
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. ay 22 ; by 22 A 3

91(3) = d +azt—— 5  $2(2) = b 4 boz + — 0} ‘f

" ag .’)"2 5 bs _fllr? ¢ :,

Yi(y) = a '—agy + W Ys(y) = b —byy + i . )

und damit endlich: l.'}f
1 y2—22 o 72 —22

== = (.—r‘r_: + a; - S + cfg:f:) s (.-’;‘r; + b * 3 + gfgl?f: 1&

y 3 a2 a3 3 i

+d +agz+ 2 +‘7’03)—ff|.—, — by I3 o

p {1

5 1 22— y2 - 22— g2 :

L == E (iFC +II]IFJ.‘+((§_—3)— H(J’JZ+(¢13};+(’}2—2—) '

as
tT.

Die Function f(y 2z) im Ausdrucke von & (Nr. 235) muss nur der
Gleichung (3) in Nr. 234 entsprechen, welche dafiir die Bestimmungs-
gleichung:

a2
+a" —ayy+a (b —boy) —ago — b

: azf - d2f
2(b+b1y+bsz) + ';[‘J}g + 7 0
liefert; dieselbe wird einfacher, wenn
: y2422 3
f@2) = =b—F— —biy2—byytz + F(y,2),

Ar. & also &£ = {u +ay+ (t.__;:) + ::T“ (5 + J'}l Y+ f‘}g 3) —=
kein : i Y2422
-b -'i)-l—-g---—— —biy=2 —baytz + F(y,2)
gesetzt wird. Dann ist niimlich die Function F(y,2) an die Gleichung
gebunden:
d2F  d2f
ap T a= =0
237. — Durch die Grenzbedingungen wird die Funection F (¥, 2)

niiher bestimmt, sowie auch die in den Ausdriicken von £, %, { vorkom-
menden Constanten
@ @ dag d, a’ o
b' b by b, H B
dadurch aut eine geringere Zahl redueirt werden.
Zuniichst folgt aus den Bedingungen (6) sub Nr. 234:
ai=0; =4 ay =0

; dr ar

wobei der Zeiger o den Werth der betreflenden Function fiir den Anfangs-
punkt der Coordinaten bezeichnef, oder vielmehr fiir y =2 =0, da « in der
Function nicht vorkommt.

Die Oberfliichenbedingung (7) in Nr. 234 erhiilt eine einfachere Form,
wenn Fyz) = Q—by—0b'%
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gesetzt wird, unter () eine neue Funetion von y und z verstanden, welche
der Differentialgleichung
d2Q  d2()
ap T I
entspricht und die Eigenschaft hat, fiir y = 2 = 0 zu verschwinden, wiihrend
die obigen Gleichungen

0

Fed Cd
{! ) =0 und ( \. —0
!{‘_a' /o \.rl'r:. i 4

jetzt ersetzt werden durch:
B = (m‘j\ g (49
rfla_,.' /0 ? \ rf: I_.'"‘
Die zur niheren Bestimmung von () dienende Gleichung (7) aber
wird :
m 41 32 2m —1) 22 2m 4+ 1 dO\
(f:i,: = _: y—by J +( — — by s 1z + H” jeos 4+
¢/ 3 s ay /

2m m

m+41 2m 41 24+ 2m—1)y2 dQ\ .
—— 2—by——— Yz — ba— : 4 Jsin 8 =0.

2 (_ ;'u,“f b -u_g. . .J}.". = 2m dz ,.-’"
238. — Den Bedingungen fiir die Function @ kann dadureh entsprochen
werden, dass gesetzt wird:
Q=0bq + by Qo+ b1 Q1 + be s,

unter ¢, ¢, ¢ und (J; Funectionen von » und z verstanden von solcher
Art, dass dieser Ausdruck von () allen jemen Bedingungen geniigt, welche
Werthe die Constanten b, by, b; und by auch haben migen, inshesondere
also auch dann, wenn je 3 derselben = Null gesetzt werden. Diese Zer-
legung der Function () ist zuniichst dadurch wichtig, dass sie den Werth
der Constanten & = Null ergiebt. In der That miisste, wenn by = b; = by =0
gesetzt wird, die Function ¢ so beschaffen sein, dass fiir alle Werthe von
y und 2

:J'r'-fr! fr‘!sz

dy? " dz2
und fiir diejenigen Werthe von y und 2, welche dem Umfange eines Quer-
schnitts angehiiren,

0

rfr‘r dy m+1

et - : 1Y
- eos B+ sinf = - (yeosfB + zsinB)
rffjr I 1 dz I I slld L

e
ist, unter 8 den Winkel der Normale dieses Umfangs mit der y-Axe ver-
standen; allein es lisst sich zeigen, dass diese beiden Gleichungen ein-
ander widersprechen, dass also ¢ unmbglich ist, mithin & = 0 gesetzt wer-
den muss.
Es bleibt sonach nur iibrig:
'I-r\.) = !’cs{\?o + f‘] QI o !{",’ f.:]‘.',

unter ¢, @ und ¢ Functionen von y und z verstanden, welche fiir

¥ =2=0 verschwinden, welche ferner fiir alle Werthe von y und z den

Gleichungen:
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d2Q, A2, 0 :
T2 z_ = g
dy dz ‘3
A2 Q| A2y ¥
=10 -
iy “dz2 -3
(l‘l:-’ Q:_. f?' I()J '“ 11 f
_.(;’_.’_fl-' tf" TR
und insbesondere fiir den Umfang des Querschnitts den Gleichungen:
1Q, L E N .
'.rf}" cosf + r—{-;‘ sinf = ysinf — zcosf
dQy il et .y +["m —1)z2 2m4 1 4
- (0S8 T — R g B L . -~ 2 L)’
dy Sl 7 R o 2m cosp + m Y7 an
d (s d )y *3+|2m —1) y2 2m+1
”,;;-- cosf + — =% sinf = e sinf + ——— Y2 o} ¥

entsprechen und dadurch wesentlich von der Form des Querschnitts ab-

hiingig sind.

239. — Die Einfiihrung der in den beiden vorigen Nummern erhaltenen
Werthe:

d=a"=a,=50=0

P (y, :) =z I':\? —_ )'j'lfjf — bz

I ”f':J I~ ! { S .,{;(2
v=(5) v =(S),

in die fiir & #, { sub Nr, 236 gewonnenen Ausdriicke liefert:

ad al
E=w(atay+asz)+ by (—) - :2) + by 2 ( 5 —3‘9) -+

+ 4= (3), - (%)

Yy a2y — a2 Y=z
nN=-—a _H_A L | (;-{- f__ ) — as = -+ E’u €Lz —
a? Yz e dQ
= l’)l.f (g - T) - (‘Jz "';n—- -+ & (ﬂ’?/)

% 2 VES
L=—a ; — {1y — — ag Lz 2.??!. 1’),, &Y
dQ
T (TJ,‘.’I i

ZYz a2 22 .;jr2
- _' = by (—'?.1_ _‘2—}3:‘5 ) +
: . fdE dl \I adE if:i.‘
'._-‘_)I'JIJ !y:fj' (_(.FT -+ {;J’I’—(' (-' ”f{)

und endlich damit ]ldl’]l den Gleichungen (Nr. 234):

;!:Jr
die Spannungen in einem beliehigen Punkte des betrachteten Korperstiicks:
1 .
T Ox =a+ ary + agz + & (byy + b22)
1 2m+1 *2+(‘7m—1\ ¥ dQ
GrrE by = by AT ey G gy
1 y24 (2m —1) 22 2m 41 dQ
(1‘: Tz:?).j@—-bl T bz—'—m-“—y:-l-d—;.
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Die Spannungen fiir einen beliebigen Punkt des Anfangs-
querschnitts Y27 ergeben sich daraus mit 2 =0, wodurch aber nur g,
einen besonderen Werth annimmi, wiihrend 7y und 7, in entsprechenden
Punkten aller Querschnitte des befrachteten Korperstiicks gleich sind.

240. — Das BStattfinden des worausgesetzten Gleichgewichtszustandes
erfordert nun streng genommen, dass in den Fliichenelementen der End-
fliiche F, des betrachteten Kiovperstiicks OO0y = [ solehe iussere Kriifte
wirken, welche sich durch Multiplication von dydz mit den obigen
Werthen von 6y, 7y und 7, fiir @ ={ ergeben. Ist aber das System der
dusseren Kriifte fiir den Querschnitt Y2 nach Nr, 232 nur durch

B, By R M. M, M,
gegeben, so lassen sich niherungsweise die Spannungen im Querschnitte Y7
nach Nr. 233 den obigen fiir & =0 gleich setzen, falls nur die iibrig ge-
bliehenen 6 Constanten
a ay az b, by be
80 bestimmt werden, dass
]lfx:‘/'ff,_.ﬂ'!‘? fi’y:/f}_Af'F-""l R, ‘f"!_}-.rl'r F
My=f(yry—21,)dF; M,=/fz0,.dF; — M, = [yo. .dF
ist, die Integrale iiber den ganzen Querschnitt /' ausgedehnt gedacht.
Diese Gleichungen vreichen zur fraglichen Bestimmung gerade aus und
geben mit Riicksicht darauf, dass nach den Annahmen und !i:‘zrichntu};_;'vn
in Nr. 232
SydF =f2dF = fyz dF = 0
2= I/..;'3rf .‘""; l‘__';_f:{,r?rff"; A=B1 (¢
ist:
e Fi — M, _ My
M f':jf" ) = j_:(;, ) dg = .-}.‘-;-!),
sowie fiir by, &, und by die Gleichungen:

Iy [ FEUE) ) 1l ()
]3: BN = tlam __l)_H. ¥ f_f._‘ dF
(x 2m dy
R B+@2m-1)C de)
e A il B e s b £ )
G % 21m +f dz i
M, » (4 1) 52 —(2m—1) 22
T{,}: S J em+-1)y - dm—1) AP
’ | R
*Am41)22—(2m— 1) y2 3 2 dQ dQ -
=y oL yaF+ [ (y5E -2 - }u:
241. — Die Constanten b,, b, und bs erscheinen hiernach als abhiingig

von den Functionen (), Q4 und Qs auf welche die Function

= f'u '.’3.. + by (;:i| + bs e L'\N]'. 238)
zurlickgefilhrt wurde; indessen ist es ein bemerkenswerther Umstand, dass,
wenn auch diese Functionen selbst nur fiir bestimmte Querschnittsformen
bestimmbar sind, doch die beiden Integrale
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fd(“‘rff llndf—'—dl”

und damit auch die Constanten &; und by allgemein ausgedriickt
werden kinnen. Auf Grund der Bedingnngen, denen die Funetion @
unterworfen ist (Nr. 237), findet man niimlich mit Hiilfe eines gewissen Ver-
fahrens der theilweisen Integration:

dQ 1 f (d(yY) rfra;/})
fﬂ’_ﬂ‘ = K rh,r .

() S 1(z2 1(zY) o
f-r_f_: dF lf (f' I::{:——-) + {—(-7) :‘{‘.{’,

o i 2 e
S
sl el s

worin
: ;3-|—()m—1]~3 2m+ 1
Y==hoz+b— 2m +bs A
Qm+ 1 22 2m —1) y2
A W L ;%

ist. Die Einfiilhirung dieser W mt]ne liefert dann mit:
SydF =fzdF =fyzdF =0; B=/f=2dF; C=/[y2dF

. n’ ” L5 (4m 4+ 5) (.-':-.f:!m -1)B :
o/ m 1
. ! (-lm-i-)) B+2m—-1) C
f-_w;‘ = ,
dz 2m

nungen folglich nach Nr. 240:
pood m By I eGSR TR
"= g m+i GC- EC) =T mti GB_ EB*

Somit liisst sich nur die Constante b, nicht ohne Speeciali-
sirung der Querschnittsform allgemein ausdriicken; zudem ist es
bemerkenswerth, dass, wiihrend

die Constanten a« a3 as by be

nur resp. von R, M, M, R, R,
abhiingen, die Constante 0, dagegen im Allgemeinen nicht nur von M,
sondern zugleich von &; und b, also von Ry und R, abhingig ist.

b ¥

§ Rl

S 3

242. — Die Einfithrung der in den beiden vorigen Nummern gefunde-
nen Werthe der Constanten

,ﬁ._{ f

a a; das ?;1 1:2
in die Ausdriicke von oy, 7y und 7, fir 2 =0, d. h. fiir den Querschnitt
YZ liefert mit Riicksicht aunf
Q=0byQ0+ b1 Q1 + b2Qs

A St SR SR A,

Vi

B M M

=pt+ -7V -
:.HJ L T z’.,. dU. 2m+ 1 W i

1 m 1’17 /ri_f)g *2—;—(_ m — 1) y2 i

2m+1 B k T 2m ) 5

[ —

> .
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206 Zusammengesetzte Elasticitit und Festigksit,
"j()u } 1 m .‘"l . f!fil rI,r :L;[_‘) m — }:?) 3 it
- - b ( f.l" e 7 i 2 m+1 (0 "{‘T z 2m (o
1 m R (dQ; 2m+1 ) Iy
0= Smil B \ ‘flff. =

Dabei ist: |

|
1 m Byl / d(y n’i Jl\l 1 m f d()s rJ'Q:\ &
e = s = ' s = \dF
~ M, 2m+41 fr['ll !fl\ﬁf dz rfa,r / aF j—l— ‘m—}—l f i Jet | | i dz rflalr J_I_J

Gly= e
0 P (} ,,ff}_l
. i w0
A f(,}, =02 ”,ﬁ) /

Ji= f“’“'" ”'*’2 ~(2m=1) 22 zdF

2m

f“”““’“— en-1)y .o ‘
2m

Der allgemeine Charakter dieser Formeln besteht darin, dass die re- pur
sultirenden Spannungen in irgend einem Punkte des Quer-
schnitts die Summen derjenigen Spannungen gleicher Art sind,
welche von den Einzelwirkungen
R, Ry R, M, M, M, ud
herriihren; ebenso verhiilt es sich mit den Verriickungen £, 1, §
welche nach Nr. 239 lineare Functionen der Constanten
a ay ag by by by |
und somit auch der Grissen K und M sind. |
Die Normalspannung o hiingt nur von |
By, M; uwnd M,
ab, und zwar von M, und M, in gleicher Weise; die Tangentialspannungen
7y und z, hiingen nur von

M;, Ry und R,
und zwar von [y und X, in gleicher Weise ab.

243. — In den meisten Fillen der Anwendung ist der Querschnitt in
Beziehung auf eine der Schwerpunktshauptaxen @Y und 0Z oder in Be-
ziehung auf beide symmetrisch.

Ist OZ Symmetrieaxe, so ist cosf eine ungerade, sinf eine gerade
Function von y*); den Grenzbedingungen der Funetionen Jo, €1 und &
(Nr, 238) ist es dann entsprechend, mit den allgemeinen ]iuimuun'-
chungen dieser Funetionen aber nicht im W iderspruche,

o und @, ungeraden Functionen,

(2 einer geraden Function von y
gleich zu setzen. Sofern nun, unter 7(y) eine ungerade Function von y
verstanden, das Integral

lei-

SF@).dF=0

#) f(y) ist eine gerade Function von y, wenn J(=y) =
4y UIE de fl—y) = — [ (y)
ist. Der Differentialquotient nach 1y st im ersten alle eine ungerade, im zweiten eine
gerade Function von y.
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ist, wenn es iiber den ganzen in Beziehung auf die z-Axe symmetrischen
Querschnitt ansgedehnt wird, so verschwindet in diesem Falle das Glied mit
R, in dem Ausdrucke von b, (Nr. 242), und es wird also:

M= l} R J_I‘Jz {,;1 & f"’q(“g_‘ =1 ‘”3_1) (”."]
{ 2m4+1 € | & k“ dz dy |
SRR a0, aQ 5 :
i —J (-*’?aﬁ:‘ R_:T)'
Ist O Y Symmetrieaxe, so ist cosf eine gerade, sinf eine ungerade
Funetion von z;
), und (Js sind ungeraden Functionen,
(J; ist einer geraden Funetion von z
gleich zu setzen, und im Ausdrucke von &, verschwindet das Glied mit Ry.
Ist endlich der Quersehnitt in Beziehung auf beide Schwer-
punktshauptaxen symmetrisch, so ist
Jo ungerade fiir y und z,
1 ungerade fiir y, gerade fiir z,
(): gerade fiir ¥, ungerade fiir =
und die Constante &, ist dann nur noch von M, abhiéingig, niimlich:

: - M,
T L P dQ
5 “f('l dz w5 dy
244 — An der Lisung des allgemeinen Problems fehlt jetzt nur noch

die Bestimmung der Functionen ¢, €y und Qs. Zu dem Ende
kann man bemerken, dass der gemeinschaftlichen partiellen Differential-
gleichung Bf B

: dptaa=
welcher nach Nr. 238 diese Functionen entsprechen sollen, allgemein gentigt
wird durch die Function:

F @2 =g (y+2) + ¢ (y — 29),

unter ¢ und v beliehige Functionen verstanden, wiihrend zur Abkiirzung
V—1=1 gesetzt ist. Ein particuliives Integral von algebraischer Form,
welches zuniichst wenigstens dem Falle entspricht, dass der Querschnitt
durch irgend welche algebraische Linien begrenzt wird, ist:

; ;

(ignic o ——
S or o) S L S v s 2q
JWhea)=<2——F5—(Y+2ip+3 g =,

wo unter den Summenzeichen alle Summanden begriffen sind, welche aus

der allgemeinen Form durch die Substitutionen

w210, by 8 tdis
hervorgehen. Werden dabei die entsprechenden Werthe der Constanten
e und B mit
' aund 8, ¢ und By, ¢z und B3, «s und Sac
bezeichuet, so liefert die Entwickelung:

= 0

?
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f;, d=a+ay+ fiz+ as (2 —22) + fa.2yz+
+ a3 (¥ —3y22) + s (3122 —2%) +
4oy (P — 6222 4 20) + By (412 — 4yt +.
eine Funetion, welche auch leicht nachtriiglich durch Ausfiihrung der Diffe-
rentiationen als der vorausgesetzten Differentialgleichung entsprechend veri-
ficirt werden kann.

Ist nun der Querschnitt von algebraischen Linien begrenazt,
so dass wegen

sinf = f’jj

f‘n.-.'p' 5 dz
cosf und sinfl ganzen algebraischen Functionen von y und z proportional
sind, so kinnen die Constanten

& a1 O2..- P Be.o.s

den Grenzbedingungen (Nr. 238) entsprechend bestimmt werden; wegen der |
gemeinschaftlichen Eigenschaft der Funetionen oy @1 und g, fiir y=2=0 ]
zu verschwinden, ist @ immer = 0.

Wiire der Querschnitt von transecendenten Linien bhegrenzi,
so kinnte man dieselben niherungsweise durch algebraische ersetzen oder,
was auf dasselbe }li]lilllﬁ]iilll‘t} die Proportionalwerthe von cosf und sinf in
Reihen entwickeln, welche nach ganzen Potenzen von » und z fort- |
schreiten, dabei aber die Glieder von einer gewissen Ul‘llllllilg an vernach- |
Liigsigen.

II. Besondere Fille.

a. Einfache Fiille.
245. — Die einfachen Fiille sind diejenigen, in welchen von den 6
Grissen
Hy Iy B M My, M,
alle ausser einer = Null sind; nur 4 von diesen 6 Fillen sind wesent-
lich verschieden.
Ist 1) nur Ry nicht = Null, so wird nach Nr. 242:
Ry
s S R e B 03

im ersten Capitel ist dieser Fall ausfiihrlicher behandelt worden.

Ist 2) nur My oder M; nicht = Null, so wird:
My J!Z
Oy = i ¢ oder = 0 Y y=h= 0

in Uebereinstimmung mit den Fundamentalgleichungen, welche den Unter-
suchungen des zweiten Capitels zu Grunde gelegt wurden.

R46. — Ist 3) nur M; nicht= Null, so ist nach Nr. 242:
: a"() fed Q)
o =03 73=Gb, (F f); -;‘,_:Gt'a t"" )
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Zusammengesetzte Elasticitit und Festigheit. 2009

und bei Voraussetzung ecines doppelt symmetrisechen Quersehnitts
nach Nr. 243:

~ M,

d @, 10, :
A yoxs oot

{JI H'J,_, =

'\'.lr I = .rf_-',.f y

Die Funetion €},
Nr. 244:

Qo=t1y + iz + 2fyz + agy® — s
)
k

ist ungerade fiir y und z (Nr. 243), deshalb nach

B 40 (82 — y28) ...

+ 4583yt —28) +...

) L 90 QD s P, (S P
e r'}l = _".)-__-:a' g2 4 -li-;lg [yt — ':.{" 22) tana

und die in diesen Ausdriicken vorkommenden constanten Coefficienten sind
dadurch Dbestimmt, dass nach Nr. 238 fiir jeden Punkt des Umfangs
Oy N rdQ,

kX
| -+ 2z | oz | —— — | sin3 =
(g +7 ) coB + ("5 —y) sinp =0
sein muss, eine Gleichung, welche auch geschrieben werden kann:
Ty dz
== {'uf_r__.f_j’ =

'.,.Z "f.’f.

und welche mithin ausdriickt, dass die resultivende Spannung 7 in allen

Punkten des Umfangs tangential an denselben gericlitet ist (ef. Nr. 191),
Die Resultate, zu denen man aunf solche Weise gelangt, stimmen iiber-

ein mit denen, welche im fiinften Capitel sub B. von einem weniger allge.

meinen Gesichtspunkte aus direet erhalten wurden.

2%1. — Fiir die Ellipse z. B. mit der Gleichung
12 -
b2 T+ =1
.\'FIH l.':' o d
ist = , womit man findet :
CO8 0
OB , B+ (
0= g mon il e
Q e e
M, M
J"\_ - _”,'_fj,r;_ Ty = — 53 z
in Uebereinstimmung mit Nr, 200, Wegen
LN 70N
| == === 0
\NdyJo \dz /s
ist ferner nach Nr. 239:
= :’JI.J.'J': 3 e ‘Ir’r--"“.’,r',
algo der gpecifische Drehungswinkel nach Nr, 202:
/ d2g 2y M
\rf‘:' f/‘f_.f_.-' 0 \da dz/ly=0p 4 B( !
B
Grashof, Festigkeitslehre, 14
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in Uebereinstimmung mit Nr. 204. Endlich ist nach Nr. 239 die Gleichung
der windschiefen Querschnittsfliiche :

E=b,0Q=— 390 2 F..‘.' /2
b A Qo = oV
in Uebereinstimmung mit Nr. 205,

248, — Tiir das Rechteck mit den Seiten 25 (parallel der y-Axe)
und 2¢ (parallel der z-Axe) ist in allen Punkten der Seiten 2¢ des
Umfangs:

cosff=+1; -\:"HI.';' =0 y=40b,
womit die Grenzbedingung liefert:
ty + 3%y =0 28+ 1 412028, =0; B =105

falls die Entwickelung der Function (), nur bis zu den Gliedern won der
4tn Ordnung incl. fortgesetzt wird. In allen Punkten der Seiten 20 des
Umfangs ist:

.r'r».-J'j‘ —=0: sinff = + 1

I
womit die Grenzbedingung gielst:

P 32

[J:;:“! L’]'J,-_: -1 — 12-'3r'1'|r“: B8:s=0,
Demgemiiss kann ¢y = @y = P1=fs = pi=0 gesetzt werden; was aber

Pe betrifit, so erhiilt man dafiir 2 Werthe, die sich widersprechen, und es
wird dieser Widerspruch auch dadureh nicht beseitigt, dass die Entwicke-
lung der Funetion (J, bis zu einer grisseren, aber endlichen Zahl von

v [ ) ] Y d ),

Gliedern fortgesetzt wird. Wenn man aber in den Ausdriicken von T
dldy :

und 5 (Nr. 246) den Gliedern mit 2% und y# Coefficienten beilegte, welehe

von fy verschieden sind, um dadurch muglicher Weise dem Einflusse der
fortgelassenen folgenden Glieder Reclnung
Coelficienten = O und somit: .
90,
F.fllﬂjf
wodurch der Gleichung:

zu tragen, so ergeben sich diese
Q. 3 R ] c
Pez + 120922 5 S0 —98., _ 198

2 (), a2,

Ay T dz? T
nicht widersprochen wird und sich ergiebt:
e )2 o2 o 2
2= {;!._'_r'-' i 125, b2y et
Damit wird: Gb, =— - 2+ ¢ 3
X # 39 [J8ps X
und in Uebereinstimmung mit Nr. 199:
Mt 22 9 My ¢ 2

4 Yy
Ty = | — | = e e > -
y 16 &8¢ ‘\I cz)? 4 16 bHed ™ k\l f;;.',..] i
ferner nach Ny, 239:

N =baz; =~ bo ey,

gonach .9 -
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Wenn man endlich im Ausdrucke won ), auch noch die Glieder von
der 4ten Ordnung fortlisst, also

B-C
E=0,0,==3Q, Bro" Yz
in Uebereinstimmung mit Nr. 205,
249. — Eine nithere Untersuchung erfordert der Fall, dass

4) nur Ry oder I; nicht = Null
ist, nachdem in dem von der Schubelasticitiit handelnden vierten Capitel die
Vertheilung der Tangentialspannungen im Querschnitte nur unter Abstrae-
tion von den zur Richtung der resultirenden Schubkraft Ky vesp. /7, senk-
rechten Spammungen 7y resp. 7, und auf Grund der Annahme untersucht
worden ist, dass die einzig beriicksichtigten, nach Fly resp. I?, gerichteten
Spannungen 7, resp. 7y blosse Functionen von y resp. z seien.

Es sei insbesondere /7y allein nielit = Null, und es werde angenommen,
dags zugleich die Hauptaxe OZ den Querschnitt symmetrisch
theilt, Nach Nr. 243 ist dann 0, = 0 und deshalb nach Nr. 242:

1 m I, ( d@Qs 224+ (2m—1) ‘,p)

Ty =0 m+1 B \ dz 2m

1 m R, /d Q_; 2m + 1
g =— — - —yz |-
Uz 2 m41 B\ dy m 7 J

Nach Nr. 243 ist (J» eine gerade Function von y und deshalb nach
Nr. 244:

s = ‘.f| 2+ tz I:Iia'g — :?_I + ;':f

(By2z —2%) +ou (y' — 6222+ 24) +...

o ()
] o gl
;’ = 2{{23 4 IJI.')';;F_.";' + 40y -:;"3 — Sy ...
@iy ¥ : 4
d fj _] g ; o
—— =P —2a2+ 30 (2 —2F) + dey (-3)P2z + ) +...,
o &

3

wobei die Constanten ¢ und B bestimmt sind durch die Grenzbedingung
(ef. Nr. 238):
./f._;'rg_._f 2m+1 m\ e {,Fugz ¥ 224+ (2m—1) 22 LD

dy m 7 ) 9% i ’
welehe ausdriickt, dass die resultirende Tangentialspannung 7z =Y _."}.2_—1:_';.52
in allen Punkten des Umfangs nach der Tangente desselben gerichtet

\.. % 2m

sein muss.
Als Gleichung der gekriimmien Querschnittsfliiche erhilt man aus dem
Ausdrucke von £ in Nr. 239 mit # =0 und Q = bg (s
albe /d Qs /dfg._,] &
=5 [y + a-(G) ~o (G2
;'JI,-;I P A
=g g (=¥ + B —Hhz2).

14
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Diese Fliiche wird nicht nur von Ebenen, welche der #z-Ebene, sondern a
im Allgemeinen auch von solchen, welche der wy-Ebene parallel sind, in
krummen Linien geschnitten.

Wenn auch die y-Axe den Querschnitt symmetrigeh theilt, —

go ist €)s eine ungerade Funetion von z (ef. Nr. 243), also:

Qo =iz + B (By2z — %)
d (s d ()y
— =0z .. : By 4 38 (12 ke
r|'l it 2 g FEIT
g LJ”‘ 32 & 1. A
S= !:'H' ¥z 4 pg
250, — Fiir einen elliptischen Querschnitt mit der Umfangs-
gleichung:
.,Ir' -
.
2 o
findet man, wenn
349 m + 1 i
i
o
he + 32
cesetzt wird,
'.:J = (o= :].-‘;; = M
! y 24 St
alle iibrigen Coefficienten von €Js = Null: damit:
] e I’l’z
Ty = = [ (02 — 22) — (1 ) y2
x 2 m+1 Bl
R,/ i N
Tz 1 @ |

I3 41

Wenn inshesondere die Ellipse in einen Kreis libergeht, so ereiebt sich

f
- ‘?I-?
mit 6 =¢=7» und wegen B=1F ik
i Im+2 R, 1 =2 W 2
= =
L] ‘I’l’ - .3 Jlr' \\ n'._J »IiJ.’ ) ."J
2 H;,_
5 'k .
¥ i l -! r2
Die Werthe von 7, und 7,, sowie von 7 - V2 2, welche sich

hiernach mit m =3 fiir einice Punkte des Querselnitts

: g (im Umfange und
in der z-Axe)

: ergeben, sind in der folgenden Tabelle zusammeneestellt
zur Vergleichung it denjenigen lier mit 7; bezeichneten Werthen von
¥ resp. 7y, welche mach Nr. 173 denzelben Werthen

= von entsprechen
wiirden.
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T R, T, I,
7 Tt 7 . 7 -
R ? ; L g
T — T _— B, i
g =0 Vs ye=0 | y=}r2—z* g == (} =} ri—z?
=0 1,375 1,25 0 0 1,375 1,25
1
TS 1Q0) 172 0 0,303 1,289 1,210
1 | 1,172 : : 21
1
) 1,051 L\_‘,I_",T () (0.541 1,0:31 1.082 |
— 1’ : 0.602 0,547 0 0,620 0.602 0,827 0.583
— )] () ] 1) 4] 1] {)
251. — Wenn man fiir einen rechteckigen Querschnitt mit den

Seiten 26 parallel OY und 2¢ parallel OZ die Entwickelung der Function
)5 anf die Glieder bis zur 4tr Ordnung incl. beschriinkt (welche freilich
wegen der Symmetrie beziiglich auf die y-Axe verschwinden: ef. Nr. 249),
go findet man die Grenzbedingungen, welche die der y-Axe parallelen Seiten
ch mit denen, welche die anderen Seiten

des Umfangs liefern, unvert

1

die Entwickelung von (J; bis zu einer

dern fortgesetzt wird, Beide Umfangshedingungen lassen sich aber vereini-
d(Dy

gen, wenn im Ausdrucke von ”,"j (Nr. 249) dem Gliede mit »2 ein von 383

)

erspruch auch dadurch nicht gehoben, dass
seeren, endlichen Zahl von Glie-

ergeben, und es wird dieser Wit

verschiedener Coefficient beigelegt, niimlich
"”;}z T At ,,M_j__, : oy 2 P
rn!'lf.f h:,l-._l_.f_ - T =Py —apg2e 4 apyYe

gesetzt wird, was unbeschadet der Gleichung:
r!l!r"'_;:_. a2 s

= =0
2 =2
geschehen kann. Dann folg
5 m+1 = 28 2m+1 s 2 L
Pl = —— C5] Oopg= e Dy =
m ' 2m, : 2
und damit wegen 5 = F'
3
| — 0

252, — Der Ausdruck von z in Nr. 172 ist im Allgemeinen nur ein
Mittelwerth von 7, fiir die verschiedenen Punkie einer zur Richtungs-
linie der Sehubkraft /, senkrechten Geraden des Querschnitts. Die Bei-
gpiele der beiden vorigen Nummern lassen aber erkennen, dass die Sub-
stitution dieses Mittelwerths 7 fiir dag veriinderliche 7z, unter gleichzeifiger

Vernachliissigung von 7, mit einem um so kleineren Fehler verbunden ist,
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je weniger die Tangenten des Umfangs in den Endpunkten der betreffen-
I:[i-u zur z-Axe (zu [¢,) senkrechten Geraden gegen die z-Axe gencigt sind
und je weiter zugleich diese Gerade von der y-Axe entfernt ist, weil in dep
grossten Entfernung von der y-Axe sich alle Tangentialspannungen  anf
Null reduciren, Die Beibehaltung des in Nr. 172 ermittelten, filr alle Quer-
schnittsformen gi

giiltigen, angeniherten Vertheilungsgesetzes der durch eine
Schubkraft £/, bedingten Tangentialspannungen im Querschnitte ist also
hesonders dann vom Gesichtspunkte des praktischen Bediirfnisses aus unbe-
denklich, wenn der Umfang des Querschmitts von der y-Axe aus nach bei-
den Seiten hin zuniichst nahe parallel der z-Axe bleibt und nur
Entfernung von der y-Axe einen grisseren Winkel

also dort, wo tiberhaupt die Tangentis

in grisserer

mit der z-Axe ]\:.!lll'l_. 1
spannungen kleiner werden und
deswegen einen bestimmenden Einfluss auf den Maximalwerth der Ausdeh-
nung & der aus der Verbindung mit etwa gleichzeitizen
kungen resultirt, in geringerem Grade ausiiben.

anderen Einwir-

Bei einem doppelt-Tf6rmigen Quersehnitte (Fig. b, Nr. 48)
z. B. ist es ganz vichtig, fiir den schmalen Mitteltheil die

Tangentialspan-
nung

in allen Abstinden z von der y-Axe (Biegungsaxe hei dem eleich-
7 zeitigen Vorhandensein eines Kraftmomentos My) nach Nr. 172

72 zu berech
nen; nur bel der plotzlichen Verbreiterung des Querschnitts zu den beiden
Flansehen wiirde dies fe

lerhaft sein: hier muss eine wesentlich ungleiche
nach abnehmender Grisse von der =-Axe
emtreten und zugleich eine Seitenspannung
eine Kriimmune

Vertheilung von =,

aus seitwiirts

z hinzukommen, womit zugleich
der Flanschen nach der Seite hin verbunden ist. In der
That aber wird hier auch

abgesehen von jener Tendenz zur seitlichen
Verwerfung, der bei sehr breiten und diinnen Flansehen durch entsprechende

Absteilungen entgegengewirkt werden kann — der Einfluss der Tangential-

Spannung ohne Bedeutung fiir die resultirende Anstrengung des Materials, I
welche vielmelr nur in der sehmalen Mittelwand wesentlich dadurch be-
dingt wird,
h. Zusammengesetzie Fille,
253, Bei dem im Vorhergehenden (Nr. 232 w. ff) untersuchten all-
gemeinen Problem war in jedem Punkte irgend eines Querschnitts des
{ geraden stabfrmigen Korpers
Oy = Oy (A
Wenn also mit ¢ der Absolutwerth der Normalspannung o, und mit
t=VYeo2 47,2 die resultirende Tangentialspannung  bezeichnet wird , 80
sind die @ivssten Werthe & und ¢ der Ausdelnung und der Zusammen- b
driickung in dem betreffenden Punkte nach Nr. 230 bestimmt dureh:
'!_‘-:.. L -Un’ e I o (s +-1

2m 2an

parlim=l,  mal

(=g 3 3
(1) —V 624 422
2m e 291 ‘ +
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Zusammengesetzte Elasticitit und Festiglkeit.

wobei die oberen oder unteren Zeichen gelten, jenachdem ¢ eine Spannung
im engeren Sinne oder eine Pressung bedeutet. Beide Werthe F&' und F&”
sindern sich von Punkt zu Punkt, und es soll

mar, (Ke"y =k 1 maz. ( Eh=
soin. Iet & = &' =4k oder sind & und ¥’ in geringerem Verhiiltnisse ver-
sehieden, als die Maximalwerthe von F¢ und £’ so ist nur der grissere
dieser beiden Werthe massgebend, niimlich

: m—1 ml LD Y
ma. (1€) -—m:.-.a'.( G 4 - . l‘ o2+ 412 )

2m 2 ;
welcher hochstens = k sein soll, wenn & = I = Lk gesetzt wird, oder hich-
stens = & resp. &, jenachdem ¢ eine Spannung im engeren Sinne oder eine
Pressung isf.

Von den Combinationen, welche die unter a. bhetrachteten einfachen
Speeialfiille 1) bis 4) zulassen, haben besonders die folgenden prakfisches
Interesse:

1) und 2): Zug oder Druck und Biegung,
1) und 3): Zug oder Druck und Verdrehung,

2) und 3): Biegung und Verdrehung,

2) und 4): Biegung und Verschiebung,
Die erste dieser 4 Combinationen ist schon im dritten Capitel als zusam-
mengesetzte Biegungs -Elasticitiit und Festigkeit ausfithvlich hehandelt worden.

1. Zug oder Druck und Verdrehung.

254, — Ist P die nach der Axe des geraden Stabes ziehend oder
driickend wirkende Kraft, M das auf Verdrehung um die Axe wirkende
gt P eine gleichférmig im Querschnitte wvertheilte

Kraftmoment, so erze
Spannung o, M aber eine Spannung 7, die in einem gewissen Punkte des

ssten ist, und in diesem letzteren Punkte findet deshalb
auch der grisste Absolutwerth von e statt.
Ist insbesondere der Querschnitt ein Kreis mit dem Radius »,

Umfangs am

g0 ist: E DM e
- = . ar. T — —— (Nr [+]
g= apai MAT.T = —g (Nr., 187)
\ P ym—=1 w4 T M\
maz. (B)= 75 Tem *72m ¥ 1H\2r) )

255. — Nach dieser Formel ist z B. die Anstrengung zu beurtheilen,
welche eine Schraube auszubalten hat, wenn sie oder die zugehorize Mutter
entgegen dem Widerstande P durch das Kraftmoment M gedreht wird; unter r
ist dabei der innere Radius des Schraubengewindes, d. h. der Radius des vollen
Schraubenkerns zn verstehen,

M und P stehen hierbei in einer gewissen Beziehung zu einander, und zwar
ist, wenn

a der mittlere Radius des Gewindes,

« der mittlere Steigungswinkel,

= tgo der Coefficient der Gewindereibung ist,
fiir eine Schraube mit flachem Gewinde;
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P FEGTTE '
und fiir eine Sehraube mitscharfem Gewinde, wenn noch 22 dessen Kanten-
. s . N : . n 1 e
winkel oder ! den Neigungswinkel der Axe gegen die Erzengungslinie der
) i

Schraubentiiche bedeutet:
M tgu + neose) 1
Ia 1---;.%,,1 |

oder naherungsweise weren der Kleinheit von o und be i Einfiihrung eines iiblichen
Mittelwerthes von 2

W Lif e 1,12,
Pa e f—-l,]'_"_n b e '

Zum Anziehen der Mutter einer Befestigunossehranbe ist zwiar, um den
Druck P a n der hinzukommenden Reibung an der Grundfliiche
der Mutter ein grisseres Kraftmome nt, als dieses A/, erforderlich: doch wird nur
dureh den hier mit M bezeichneten I]n-|I dieses Kraftmoments, welcher der Ste igung
der Schraube und der Reibung im Gewinde entsp
Verdrebung in Anspruch genommen,

szuiiben, w

ht

, der Sehraubenbolzen aunf

2. Biegung und Verdrehung, '

256, — Auf den ceraden stabfirmie

n Korper wirken K rifte, welche
rechtwinkelig und im Allgemeinen windsechief gegen die Axe
gerichtet sind; fiir einen beliebizen Querschnitt /" geben sie ein auf
Biegung wirkendes Moment My, dessen Ebene rechtwinkelie zu F, und ein
auf Drehung wirkendes Moment Ms, dessen Ebene parallel /' ist. M,
i dndert sich im Alleemeinen bestiindig von einem zum anderen Querschnitte,
il My nur plotzlich in denjenigen Querschnittsebenen, in denen solche iiussere
fle lieze 'n, deren }.u]mm: linien die Axe niec llr schneiden,
1 Die durch M, bedingte grosste Normalspannung ¢ des betrachteten
Querschnitts findet in dem von der Biegungsaxe entferntesten Punkte A
die durch My bedingte erisste Tangentialspannung
cinem anderen Punkte As des Umfangs statt:
zusammen, so ist ehendaselbst auch &

im Allzemeinen in
fallen die Punkte A; und As
am grissten,

Sind die Haupttrigheitsmomente /3 und ¢
schnitts einander gleich = J

des Quer
» 80 ist (cf. Nr. 188) niiherungsweise
(streng genommen nur fir den Kreis):

Mse
o, f — :_j’f
demjenigen Punkte Ag, desgen Entfernung vom Schwerpunkte am griiss-
ten ¢ ist; liegt dieser Punkt in der Ebene des Momentes M,, so fillt er
mit A, zusammen und es isi:
Mye
ey, 0 =
of

preeea, |
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257. — Nach dieser Formel ist insbesondere die Anstrengung einer Trans-
missionswelle zu beurtheilen, wenn bei grisserer Linge der Welle die Schwer-
kriifte und Theilrisskriifte von Ridern, Riemscheiben ete. nicht so klein sind oder
nicht so nahe bei den Lagern angreifen, dass ihre biegende Wirkung gegen die
verdrehende Wirkung des iibertragenen Kraftmomentes vernachlissigt werden darf.
Indem bei der Rotation der Welle die Ebene des Momentes M, ihre Lage im
Raum nicht findert, geht der Punkt des Umfangs, in welchem = am grissten ist,
abwechselungsweise auf der einen und anderen Seite der Biegungsaxe durch diese
Ebene von M, hindurch, und es ist deshalb der obige Ausdruck von max. (Ee)
wechselsweize = maz. (E¢') und = maz. (E¢*). Ist also k der kleinere der beiden
hchstens zugelassenen Werthe &' und & von X4 resp. E¢”, so sind die Dimen-
sionen des Querschnitts der Bedingung

T e ’m---_] A m+1 } —”—I_—1E\I
J ( Dm 2m ),'
gemiiss zu bestimmen, worin fiiv 3/, der grisste Werth des Biegungsmomentes
fiir irgend einen Querschnitt desjenigen Wellenstiicks zu setzen ist, wodurch das
Drehungsmoment M iibertragen wird.*) Fiir eine cylindrische Welle vom Durch-
messer o ist insbhesondere
e a2

T "

3. Biegung und Verschiebung,

258. — Fiir irgend einen Querschnitt sei M das auf Biegung wirkende
Kraftmoment, £ die resultirende Schubkraft; die Ebene von M theile den
Quersehnitt in zwei symmetrische Hilften, und der Schnitt (die Symmetrie-
axe) sei die Richtungslinie von R. Die Biegungsaxe ist dann senkrecht zu
diesem Schnitt, und wenn

Z

niitzlich zu bemerke

rten Berechnung eines Ausdmcks von der Form J:
man setzen kann:

an + by,

wenn nur der ienten ¢ und & ar me Werthe beigelegt werden, welche um so
richtizer | werden konnen, zwischen je

ol r = . u
ren (renzen das Verhiltniss - liegend
&T
vorausgesetzt wird,

- iy "
Ist pur =~ <1 _s;ege]nr_:u, s0 isb zu selzen:
&

Fy? = 0,962 4 0,4y
ler von hochstens 4 Procent des wahren Werthes der zu berechnenden Wurzel-

— 151
Va4 y? = 0,986z 4 0,23y
: 4 : 1 1
mit einem Kehler von hochstens — Procent, fiir — <2 < 1;
o & &x
Va2 & 42 = 0,818z + 0,59
)

mit emem Fehler von hichstens —~ Procent des wahren Werthes,
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Zusammengesetzte Elasticitit und Festighet.
J das Triigheitsmoment des Querschnitts in Beziehung auf die Bie-
gungsaxe,
y die Breite im Abstande z von der letzteren,
¢ den Maximalwerth von z,
dF' = ydz einen der Biegungsaxe parallelen Flichenstreifen bedeutet,
80 ist in :li[l'll Punkten der Breitenlinie y:

M-
A
und niherungsweise nach Nr. 172:
lll 8
- ‘zdlF :
: J."'F_-;
folglich mach Nr. 253 fiir den ganzen Querschnitt;
M fn—1 m <41 d [ 20 & ‘|~
LN o el . o G R i
i, |)",rJ =5 i mad. | o <4 S 2 4 _Ifls_,r."“ =} J )

Der dem Maximum entsprechende Werth von = ist von der Form des
Querschnitts und von dem Verhiiltnisse zwischen M und /¢ abhiingie.

259. Es sei z B. ein parallelepipedischer Korper, dessen |
Querschnitt ein Rechteck mit den Seiten & und ¢ ist; am einen Ende he-

festigt, am anderen frei und hier, im Abstande « von der Befestigungs-
stelle, durch die parallel den Seiten ¢ wirkende und die Axe rechtwinkelig
schneidende Kraft 7 angegriffen. Die gefiilirlichste Wirkung findet dann |
in dem unmittelbar an der Befestigungsstelle liegenden Querschnitte statt,
und zwar ergiebt die obhige Formel mit
e hes
Y 'r'f:l e = e k=P M="Pq

2 12

-
fiir eine Breitenlinie im Abstande =z = & 5 von der Biegungsaxe jenes Quer-

schnitts:
e = 6 Pa rm—1 m+417/ _.,“ R _'“ =N |
i e l\ 2m Lot 2m ‘l’ Lt .] a? I'I bl s
z. B. mit m = 4. I
S n 3 S
e = b Jie); fle)y=3a+5 ") o2 4 Tas 1 —q2)2

Die Art und Weise, wie sieh / (¢) mit ¢ #ndert und wie dieses Aende-
13 .
rungsgesetz durch dem Werth des Verhiltnisses - bedingt wird, macht die

folgende tabellarische Zusammenstellung anschaulich.
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Zmsammengesetzte Elasticitit und Festigkeit. 219 .
e 1 @ i _‘J | a o 4 | & 8 <'_} a 2 _I_'n_ | a & .H‘ ]
|e T 16| 16|¢ 16 e 16|c™ 16| ¢ 16 y
. | . | o5 L | R o A - g
« S (@) Sl | fle) | f(@ J (a) | J () l
[ .
0 | 40 20 | 10 8 | 6667 | 5 4
0,1 39,003 20,106 | 10,213 | 8236. | 6919
L | 39, s 213 | 8236. | 6919 1
0,2 19,813 i 10,252 | 8,345 | 7,078 |
0,3 | 10,123 | 8333 | 7,149 !
0,4 | 9835 | 8211 | 7,146 -
05 | 8 | 7,090
06 | s 7,784 7016 | 6,186
07 | = | 747 | 6979 | 6430
0,8 ‘ = = 7,329 | 7,065 | 6,786
0,9 - | 8 590 7450 | 7,375 | 17,299
1 | B ] | 8 ‘ 8 |
| |
¢ ! : @ 5 3 oy | g 4
Hiernact ist fiir — = — : /(0) = f| = f(1) = 8 und zwischen
‘. I'I ¥ o \ 2 S 3

ol iy i 3 A : ; e
7(0) und 1 ( - \. liegt ein Maximum, zwischen 7 { - \ und 7 (1) ein Mini-

mum von | (a).

(14
Fiir grossere Werthe von — bleiben zwar das Maximum und das Mini
: =

I3 3
mum einstweilen noch bestehen, allein sehr bald, z B, schon fiir — = 5
) ,. _

wird das Maximum kleiner, als der unveriinderliche Grenzwerth f(1) = 8. i

re L s s 3 i)
Wird — noch grosser, so verschwinden dag Maximum und das Minimum von
7 :

|

» e = SENL s S ; e S
J (@) ginzlich, und z. B. schon fiir — = - findet eine bestindige Zunahme

statt von I.f‘l::{l_- bis _;" ).

13 )
Wird — = —
¢ 16

ger von f(0), das Minimum verhiltnissmiissig weniger von S (1) verschie-

» 80 wird zuniichst das Maximum verhiiltnissmiissig weni-

L a : o i
den; alshald bei weiterer Abnahme von — verschwindet zuniichst das Mini-
i

e s e o e

e (o 5l - .
mum giinzlich, z B. schon fiir — = g Spiter auch das Maximum, z B.
Lo C

S | : : e
schon fiir % =16’ bei welechem wie bei jedem noch kleineren Verhiiltnisse
@
. eine bestiindige Abnahme von f (0) bis £(1) stattfindet.

TP : i do et 5
Uebrigens ist das etwa noch vorhandene Maximum fiir — = 16 stets
() L]

: A el 2 : S
nur so wenig > 7 (1) und fiir ¢ = 1@ Stets nur so wenig = £ (0), dass man

mit einem fiir praktische Anwendungen meistens unwesentlichen Fehler, je-
nachdem
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itat und Festigheit

&0 m + 1
=—,d h =
o 16?7 T |1
das grosste .I'I“C..' - /(1) oder J’-'“.' setzen, d. h. den Hi"l“]lr'l' auf hlosse

33 .
STea 101 e
NEgUngs!

stigkeit oder aunf blosse Schubfestickeit berechnen darf,

260. — Das rechteckige Gewinde einer Schraube von schwacher
Steigung, welche nach der Richtung ihrer Axe den Druck » auszuiiben hat, ist,
soweit es in der Mutter enthalten ist, als ein prismatischer Kirper wie der in

der vorigen Nr. untersuchte zu betrachten, dessen Dimension 5 die beiden anderen
bedeutend iibertrifft: es ist nimlich » = dem Umfange des Schraubenkerns multi-
plicirt mit der Anzahl der in der Mutter enthaltenen Windungzen, ¢ — der Dicke

des Gewindes zu setzen,

Wenn das Gewinde ohne irgend einen -“*'pir'!i'i!lllll in das |-|||>-]J['1-:-]|4-1|r1r Mutter-
gewinde passt, so ist eine Biegung unmiglich, die .'\|:t\|']||;||;|,;._-;1'|-n-_-'unl-_f folelicl
nach der in der Anhaftungsfliiche ht‘l'\'i-‘l'_‘_'l'l'{lrl'!|r-1| griissten Ta

entialspannung
zu beurtheilen, welehe nach Nr. 173:

a P
2 be

ist. Ist aber ein Spielraum vorhanden, der bis zu einem gewissen

maxr., T ==

(GGrade eine

Biegung zulisst, so ist die Dimension a der vorigen Nr, — -.r’ = der halben Tiefe

(dem halben Vorsprung) des Gewindes zu setzen, wenn man den Druek 2 in der
mittler

Schraubenlinie concentrirt denkt, in welcher in der That nahezu die |

etzt gebogenen Gewinde der Schraube und der Mutter sich beriihren |

entegenges

= i £ o t a 1 . m 1
miissten; sofern nun ¢ = ¢ ist, wiire = , also gewiss = das
= 2¢ ([ 2 4m ’
Gewinde folglich nur auf Biegung zu berechuen, wodurch die grisste Spannung
' p AL
i 3 3Pt
| mex, g == b8 ber
12
hervorgerufen wird.*)
Ist ¢ der Durchmesser des Schraubenkerns (der innere Durchmesser des |
Gewindes), & die Hohe der Mutter, so kann man auch setzen: | 6
adh
bhe 5
- iy s P
und deshalb im 1** Falle: mas.» — —_,
adh
- . b Pt G H
im 2% Falle: max. ¢ = mit { = e,

xdhe  wdh

IIlJ']
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Zuzammengesetzte Elasticitit nnd Festigh

Dieselben Formeln gelten fiir das Muttergewinde, wenn unter d der iiussere
(grissere) Durchmesser verstanden wird; die Mutter Liuft also geringere Ge-
fahr einer iibermiissigen Anstrengung, sofern nicht etwa die Festigkeit des Ma-
terials, worans sie besteht, in bedeutenderem Masse, als im Verhiltnisse des
imneren zum iiunsseren Gewindedurchmesser, kleiner ist, als die Festigkeit des
Materials der Schraubenspindel.

261, — Aus der Untersuchung in Nr. 259 ist zu schliessen, dass auch
in anderen Fiillen, sofern nur nicht der Querschnitt in der Bie-
cungsaxe sieh auf eine geringere Breite zusammenzieht und
deshalb 7 erst in grisserer Entfernung von derselben mit wachsendem 2
merklich abnimmt, der Korper ohne grossen Fehler auf blosse Biegungs-
festigkeit oder auf blosse Schubfestigkeit berechnet werden darf, jenachdem

Fefir 2=e¢ = Fg fir 2=0
ist, folglich, mit Riicksicht auf die allgemeinere Formel fiir Ze in Nr. 258,
Jjenachdem

[zdF

Me T i Y M S {1 S = S

T Ty O ik =

ist, unter y, die Breite in der Biegungsaxe verstanden. (Cf. Nr. 174.) Dass
insbesondere fiir den kreisformigen Querschnitt diese Bemerkung mit un-
gefiihr demselben Rechte gilt, wie fiir den rechteckigen, folgt aus dL-m ana-
logen Abhiingigkeitsgesetze zwisehen 7 und 2 in beiden Fiillen: of, Nr. 173.

262. — Bei einem doppelt- Tformigen Querschnitte (Fig.
Nr. 48), der in Beziehung auf die Biegungsaxe symmetrisch \nr-uwrmvtzt
werden mige (b =56; umnd d = d;), darf man die Dimensionen b, d und e
blos mit Riicksicht auf das Biegungsmoment M bestimmen: die llnnrn&ion
@ dagegen ist von M und R zugleich abhiingig zu mtrh:u. niimlich von
dem grossten Werthe von &, der irgend einem Werthe von 2 <f(=ze—~d)
entspricht, In dieser Beziehung genligt es, den grisseren der h{-.lr{r:n (m:nz-
m-:rhe von Fe, welche 2 =0 und z = J entsprechen, als massgebend zu
Grunde zu legen; dieselben sind:
m-+1 R H,

m ,.l- (14

oy M fm—1 ; m+ 1 / WiRE
__'IT "“‘1“ J!\ 2m ' - ’fu ‘/ f + k” (4 j

9
mit .f H ‘ bed ( by ) .;':5 '

> =) fl“‘"u =

: £ { o 2 f2
i, _,'I 1F=bd (o 3\ g

H, —.If:;(”,' et "t,
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99 Zusammengesetzte Flasticitit und Festigkeit.

2]

Welcher von diesen beiden Grenzwerthen der grossere ist, hiingt von
M
den Dimensionsverhiiltnissen und von dem Verhiiltnisse i ab;{ man findet

Fe, = Fe, jenachdem
Mz me—1H, M = (e + ].:]2 H._2 _i'rj";'—'

R2 m r{,r' R 17 rr”_fzi
oflehiit gmithae o VAL g 5 V (1Y me L )
R mo e 2 K 2 5 ?
ist, fiir m = 3 z. B. jenachdem
M A ” \
= | — Hs 4H2—-3H,2).
R = 3af \ + | 0 *)
963, — Die rationellste Querschnittsform wiire diejenige, hel
weleher in jedem Abstande = von der Biegungsaxe

2 . Me
e = Const. = ¥
oder: m—1 m+ 1 V__ F2e s _‘ : I
SO * om . |, My :'/ 70y r
ist, eine Bedingung, welche, wenn
/“ _m — 1 .
z=wae und 1 — — o =1 (a)
m T g

gesetzt wird, auf die Form:

.“ e 1 m

My S =i S @

m -+

gebracht werden kann und zu der Differentialgleichung fiihrt:
m + 1 Re
M

1 dy df (a) + cda

i Y /(@
i Die Integration giebt, wenn @« den Werth von y fiir @ = 0 bedeutet:

i ./ % Re :
ly == - lg f (a) — i . (@) ‘
B . m—1 / 2a+m—1 m—1\] I
(@) =0,43429. . (n )| 1—f(e —~ | are stn - 0 &t ] 1
, g(a) y by {i t+1) 1‘ 7(@) oV r\m’a it i @i'e sun my1).
) Die Logarithmen sind gemeine. Insbesondere fir m =4 sind die

¢=0,13 02... 0,9 entsprechenden Werthe von — lg /' () und ¢ (), so wie
auch die Werthe von *~, welehe sich damit ergeben, wenn beispielsweise
3 .

M 3
B

gesetzt wird,®) in der folgenden Tabelle zusammengestellt,

*) Wenn ein an beiden Enden unterstiitzter Balken in der Mitte die Last P trigt

: . i =
g0 wichst M vom Ende bis zur Mitte von O bis i oder von 0 bis 5Pe¢, wenn etwa
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Zusammengeseizte Elasticitit nnd Festighkeit. 9295 ¢}
| anre y 3
{ | | — A
o I— lofle)| g@la) - : ;'
| neg | 4
0,1 | 0,01752 | 0,00280 1,040 =
02 | 0,08786 | 0,01144 | 1,085 .
0,3 0,06175 | 0,02677 | 1,139
04 | 0,00023 | 004038 | 1,203 1
06 | 0,12494 | 0,08065 l
0,6 ‘ 0,16862 | 0,12256
07 | 022642 | 0,17811
08 | 0,30990 I 0,25337 |
0,9 | 045593 | 0,36348 |
?.,' . 3 :
Fiir ¢ = 1 ergiebt sich ~—— = o, und es ist deshalb vollkommen diese ideale
¥ (14 5
Querschnittsform nicht zu realisiren.
2064 — Eine nur angeniherte Verwirklich ung ist iibrigens auch

schon dadurch geboten, dass das hier zu Grunde liegende Vertheilungsgesetz
der Tangentialspannung = selbst nur angeniihert richtie ist und um so un-
richtiger wird, je mehr sich der Umfang des Querschnitts gegen die z-Axe
neigt, wihrend « der Grenze 1 sich niihert (cf. Nr. 252). Begniigt man sich
. Me
deshalb, nur von ¢ =0 bis ¢ = ¢; der Forderung Fe = @ entsprechen,
wiihrend von @ = @; bis ¢ = 1 die Breite  constant = & gemacht wird, so
ist mit y = Aa, unter A die in voriger Nr. bestimmte, von dem Verhiiltnisse

77, abhiingige Function von ¢ verstanden:
Lée =

e

1 ' [r3 2

} - : 1—a,2
[zdF = e2fyada = ¢ ( afAeda+b = \
. F \od TR

¢ S : [ @ 1 — 8
J = .:’f 22 N = 2;‘1”/3‘{:'—';{({ = 28 k r{:,“‘l a2da + b - - !
0 0 0 o

Ist nun der von @ =0 bis ¢ = ¢z; constante Werth von He
inshesondere fiir « =0 den Ausdruck:

m+1l R e
Lo g

» Welcher

T
hat, = k gegeben, so sind durch die beiden Gleichungen

Me m+1 R e :
% it ;f;fw‘” =4

0

" 3 ]
{'= 20e oder die Linge das 10fache der Hohe wiire: R wire dabei constant = L

s
z M h it o M 2 :
U 0 bis 10, so dass die Voransselzung =5 dem Mittelwerthe oder demjeni-
e e o
gen Uuerschmitte eines solchen Balkens entspriiche, welcher auf 1/, der Linge vom Ende

aus gerechnet li
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und Festigkeit

o
mit Riicksicht auf die obigen Ausdriicke von /2d F und J zwei der 4 Grissen
0
L1 b e oy

bestimmt, wenn die iibrigen gegeben sind. Sind efwa ¢ und o
sind @ und & bestimmt durch

welyen, 80

#i M )
/ m-l—l- le __fl.]:fr.";f
nf- r i rn_'IJ - |
7 ,
und
-Iz 1 _{cl:: l/

afAatde +b——; = Dk
Die Integrale /. |fm'f{ und f I,.-J“ sind durch mechanische Quadratu
0 0
zu berechnen, nachdem die Zahlenwerthe von A

1

=~ fiir den betreffenden
Querschnitt und fiir eine Werthreihe von ¢ nach der vorigen Nr.
wurden. Fiir das dort gerechnete Beispiel findet man

here 'i‘!i!l':i

mit ¢; = 0,8 oder 0,9
Ilr.i

— =198 resp. 35,6.

Weil aber M und ;, - von einem zum anderen Querschnitte eines Tri-
Ve

gers sich iindern, so miisste die ganze Rechnung fiir eine Reile von Quer-
schnitien wiederholt werden, um so zu derjenigen Triigerform zu gelangen
bei welcher die W iderstandstiihigkeit des Materials den Umstinden cemiiss
so vollkommen als miglich verwerthet igh,*)

265. — Schliesslich ist zu bemerken, dass auch die Biegung eines
geraden stabférmigen Kiorpers unter der Ein wirkung von
Kriften, welche seine Axe rechtwinke lig schneiden, zum Theil
durch die v rerschiehende Wirkung der Kurifte 12 fir die verschiedenen Quer-
schnitte bedingt ist.

Sind @ und O; zwei Punkte der Axe eines prismatischen Stabes in der
Entfernung 2 von einander, und wird O als Anfane gspunkt der Coordinaten-
axen angenommen, so dass () in der positiven - Axe liegt, so erhiilt man
die Verriickung von O, gegen O mach der Richtung 07, d. h. die auf die

darf wohl kaum dey Erwiihr
3 Interesse hat, indem die
solchen T i ohne Zweifel die Mat

doppelt-T n Triiger mehr
zn einem gewissen Grade schon von se

"")1 T4
als prak

n Herstellur
sich mit einem
wiirden ’-r‘ einem Blecl
theoretischen Form en
Winkeleizen, welche die Mittelwand mit den Gurtungen verbinden,

hnlichen
wird bis
hen darch die
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-Ebene und die x-Axe bezogene Durchbiegung bei O; aus dem Ausdrucke
von { in Nr. 239 mit y =2=0:
J.'Ij / iJr"J

+'r\\)’-—]

oder weil nach derselben Nr.

a;‘f\}\ T
I"\ ”'l‘-‘-,'J-- = G~ 2
ist, unter 7, den Werth von 7y fiir y=2=0 und unter y, die entsprechende
Verschiebung verstanden, auch:
a2 a3
;: — Qs 5 -f:;a a + }'...J'.

Dabei ist nur vorausgesetzt, dass zwischen den Querschnitten bei O
und O, keine iusseren Kriifte auf die Oberfliche des Kurpers wirken, und
es ist nach Nr. 240 und 241:

M ; R
i o4 R )
wenn M (positiv fiir die Drehungsrichtung z), 1 (positiv fiir die Richtung
0Z) und J die in Nr. 258 erklirten Bedeutungen haben.

Wenn inshesondere auf den von der yz-Ebene nach der Richtung OX
hin liegenden Stabtheil keine anderen Kriifte wirken, als eine in ¢J; angrei-
fende und nach der z-Axe gerichtete Kraft P, so ist

R=P wmd M=—Pa
L
$=Fg 3 T

Der erste Summand ist hier diejenige Durchbiegung, welehe sich nach

den Formeln des zweiten Capitels ergiebt, der zweite folglich die Correction

mit Riicksicht auf die Verschiebung der Querschnitte, und es ist daraus all-

gemein zu schliessen, dass die nach den Regeln des zweiten Capitels in
irgend einem Falle berechnete Durchbiegung dureli einen Summanden von
der Form

- h
Jreda = };;,_f Todl 2

corrigirt werden muss. Mit

- o I 0 . 'JI}
nach Nr. 172 (y, = Breite in der Hlt‘}._l,llllg.‘i:l,\tj ist aber fir den obigen spe-
ciellen Fall:
Plaf P a8 3E |
Vol = == I el Ml M o
7 G J.,Uf o ET r,.fz,;,,,,/“”
3K

und TEp H—“/ d I eine kleine Grisse der 2ten Ordnung, wenn die Quersehnitts-

dimensionen klein im Vergleich mit der Liinge « sind. In solehen Fiillen kann

deshalb iiberhaupt ohne wesentlichen Fehler von der fraglichen Correction
Abstand genommen werden.

Grashof, Festigkeitslehre 15
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B. Plattenformige Korper.

~66. — Es hiiufen sich hier die Schwierickeiten einer strengen Behand-
lung, so dass man daranf hingewiesen wird, vor Allem zuniichst die einfach-
sten Speeialfiille zu untersuchen, deren Resultate
fiir die Beurtheilung weniger einfacher Fiille

Ausser einer solehen Vereinfachung,
stabfrmigen Korper sub A.

dann als Anhaltspunkte

dienen kinnen.

worauf schon die Untersuchung der

berubte und welehe in der Voraussetzune soleher

Korperformen und Belastungszustinde besteht, die es gestatten, gewisse der

6 Spannungen
Gy Gy Oy Ty Ty T

mit voraussichtlich nur kleinem Fehler fiir alle

= Null zu setzen, wiri aber eine weitere ¥

setzung solcher Korperformen und I

Punkte des Korpers a priori
‘ereinfachung dureh die Voram
Selastumgszustinde herbei

cefithrt, wobel
sich a priori Sehaaren von Linien oder von Fliichen der Ayt

im Kirper angeben
solehen Linie oder Fliiche derselbe

gleich grosse

lassen, dass in allen Punkten je einer

Spannungszustand, sowie eine und senkrecht zu der hetreffen-

den Linie oder Fliche gleicher 8 inung gerichtete Verriiekung
stattfindet. Die im Allzemeinen drej \r-t'_t]Eil'k[l]ll‘_"ii'nl'.ljn.‘Ih'!ITi'It & u, & wer-
L den dadurch offenbar im Falle der Linien eleicher Spannung

auf’ nur zwei,
im Falle der Flichen gleicher Spannung

auf nur eine redueirt.
In einem solehen Falle ist es danm auch

angemessen, das reehtwinkelioe
Coordinatensystem durch ein and

eres zu ersetzen, welehes sieh
oder FEichen gleicher Spannung an
chend andere I

||!-il [‘I-II‘II"H
schliesst, sowie den Korper in entspre-
Glemente zu zerlegen, wodurel natiirlich
Gleichgewichts zwischen den Spannungen
i chen Korperelements von anderer ¥
) ehungen (I) in Nr. 229,

die Bedinguneen des
und der Husseren Kraft eimes sol-

‘orm werden, als die allzemeinen Glei-

L Kugelschale mit gleichformiger Dicke und symmetrischer
Belastung,

7. — Die gleichférmie dieke Wand

eines kugelfirmigen
Gefiisses sei einem

richférmigen inneren und

o

fugseren Nor
maldrucke susgesetz

#y sei der innere, ». der iussere Radius,
m » 5 ey DE G 5 Druck auf die Einheit der Uherlsiehe,
Eine beliehige zwischen den

beiden Oberfliichen fie':_"l‘lliil-‘, mit ihnen
concentrische Kugelfliche,

deren Radius = » gei, ist

Spannung; fiir einen belichigen 1

¢ die Verriicking nach der
wiirts gerichtet,

eine Fliche gleicher

‘unkt derselben sei

Richtung des Radius . positiv, wenm aus-

oy die 1\'.r;‘m:rl:c.p::mn_m_;: in radialer Richtung,
@, die nach jeder tang

gentialen Richtung gleich grosse Normalspannung.
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Znsammengesetzte Elasticitit und Festigkeit 227

Alle diese Grissen sind Funetionen blos von #; o} und oy sind Haupt-

spannungen. : | .
Fiir einen beliebigen Punkt der Kugelfliche mit dem Radius » ist

ferner ;

rf'u . .
—~ die Ausdehnung nach der Richtung des Radius,
o .

die Ausdehnung nach jeder tangentialen Richtung,
=

also der Volumenausdehnungscoefficient :

" 0
I == &
- ar r

und nach den Gleichungen (VI) in Nr. 229:

 fdo 1 26r T --'ry 0
r,‘.:'_’l’;'-‘-i_ - = — m—1) + 2=
; l\.\l)‘]j' m—2)/ m—2 “dr »
i i % 2G fdp 0\
G S F=— . 3 S )
O - et 5 = =l ||f.+'r” =1
\ T m-— 2 e & \ o7 ¥

Denkt man nun von zwei Radien, welche den Winkel d @ mit einander
bilden, den einen um den anderen gedreht und dadurch aus der Kueel-

schale, deren innerer Radius = und deren dusserer Radius = » + d# ist.

ein unendlich  kleines Kirperelement hr-m|i.~'_:'v.~'rh1|11tt-11} s0 wird dasselbe
begrenzt von den als eben zu betrachtenden Calotten :
a2 deg? und 7@+ dr 2d g2
und von der Kegelfliiche: 2rrdgdr. Die Spannungen dieser Fliichen
sind Normalspannungen und auf die Flicheneinheit bezogen resp.
do,
=0r; O+ I r.f,r'; Oo .

Abgeselien von ciner auf die Masse des Kirperelements
etwa wirkenden fHusseren Kraft wird nun das Gleicheewicht der
Spannungen seiner Oberfliche ausgedriickt durch die Gleichung :

i/ d o, 1 : \

elniiche (o + ar 4. ,'r-.r-—'r—u’;-_.iu’gﬁ =0;. aridg? 4 Oodg. 27 rdodr,

A P4
welche bei Weglassung der unendlich Kleinen Glieder von lLiherer, als der
dritten Ordnung, sich auf die folgende Gleichung reducirt, die sonacl hiex
an die Stelle der Gleichungen (1) in Nr. 229 tyitt: .
u"(j‘r 2

et [ A A
dr ~ ¢ Yo Gx)

Mit Riicksicht auf die obigen Ausdriicke von

o und @, geht sie
liber in:

o
o oo b0 7
=0 r X [(47] 0
5 D e = iefert 3 £ .= : — (Yana
o2 T2 = O und liefert: = + 2 = ft="Const,,

woraus durch eine zweite Integration, wodureh e

: me mene Constante ¢ ein-
gefiihrt wird, folgt:

0 i I do 7 ¢
e * . S ey
" 3 r i dy 3 o2
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0oQ Zusammengesctzte Flasticitit und Festigkeit

folglich :

it ( o Nl

Oy = .-j'r’ Ik‘.u. T -).‘5. .f” —_9 _,I' ‘l 2 1
i ¢ T B
plcgi ey s B )\ g

g = = G B 1 r3 u m—2 ) ! 78

wenn die aus g und ¢ zusammengesetzten Constanten kiirzer mit A und B o
bezeichmet werden. Die letzteren sind dadurch bestimmt, dass

0r = — p1 sein muss fiir » = 7
und 6, =—ps i oy (=T
Die Einsetzung der hiernach bestimmten Werthe von A und 3 giebt:
1 ) = 78 g ¥
Or 2:, P [,1“1 1% — pare® + (p2 — 1) |

- 1 iy : Ty 9 Py
Op = red — 1 3 [:"1 7y - - P2 e+ (p1— p2) - 9 8 J

und endlich fiir die entsprechenden Hauptausdehnungen & und &
(ef. Nr. 229, G1. V):

: 20 1 P” -2 el o M1 e St
Fe = o: iF Pl IR it 7.9 L- m (P171® —pa re®)+ m (Pz—p1) - FE
I O+ 0 1 m—2 ; m+1 7 3 rg®
e — (e =— — | - — (P78 — Parad) < —( 1y - g ) — e

iy i 1) g3 — g m P17 r27e") T 2m 1P pd

268, Wenn die kleinere der beiden Pressungen py und ps nicht
wesentlich grosser, als der atmosphiirische Druck ist, so kann man sie = 0

und die andere = dem Ueberdrucke p (= py — ps resp. = ps — py) setzen,
um so mehr, als ja die Festigkeitscoefficienten, mit denen man schliesslich
rechnet, aus Versuchen in der atmosphiirischen Luft, nicht etwa im leeren
Raume, ohne weitere Reduection abgeleitet werden.

Fiir inneren Ueberdruck (Pr = p2) ist dann mit py =0
und gy = p:

: prid m41 2 om—2\
Eo=— ———— | — . —)
Eae — iy \ T P L Y,
Be prd I.-'/ m 41 pgd . m 2\
8 = — —_— — 4 —
< rgd — g8 \ 2m 3 m
e (4 1)red — (1 — 2) 8 .
Mk, (=~ Litr) = p=— —— fiirr=1y
m (9 ry%)
; : (m4+1) re3+2(m—2) 9y 8
maz. ( Eeg) = P- X e - £ fiirr=ry.
\ : 2m (198 — 5, 9)

Die grisste Anstrengung des Materials findet folglich an

der Innenfliche der Kugelschale statt. Soll eine positive Ausdeh-

o k!

nung hichstens = ok der Absolutwerth einer negativen Ausdehnung hisch-
‘_.’(

stens = 77 Sein, 80 erhiilt man

Baden-Wiirttemberg



Zusammengesetzte

7'y A=t O
t'lltslu't":‘]n'ml maa. (— f'.‘é,] = _J—." = v .m.‘.é__ (_m' 2) /5

1 mk” —(m+1) P
entsprechend maw, ( Fe. Y=V : == ‘ = +2(m—2) z
' 1 2mk’ — (m+41) p

9 :
und es ist — zur Berechnung der Wandstirl
1
Werthe von »y oder 7z dem grisseren dieser heiden Wurzelwerthe gleich zu
setzen, also = dem ersten oder zweiten, jenachdem

ke d = rg — 7y bei gegebenem

. — I r I_..H-' + 1] (1 — :_{J
i — =D
:.’ ,.3 e
ist. Mit ¥/ =" =& ist der erste Ausdruck der grissere, also
e ¥ bk —(m<+ 1__|}J:
zu setzen, wenn
I e (e :;.:]

ke o |f;;—|~ 1) (m - 2)
m
=

sein, widrigenfalls der Forderung durch keine noch so grosse Wandstiirke

ist, was fiir m =3 immer stattfindet. Jedenfalls muss p =
s ki Yot s e L . :

entsprochen werden kionnte. Ist aber - ein kleiner Bruch, so kann

niiherungsweise gesetzt werden®):

d IS5
— = A

7 m

N

)

z I»
/

fé
{ 1
\-I-

c J

209. — Fiir dusseren Ueberdruck (pz=p1) ist mit p;=0
und ps = p:

: pre® (fm+1 r? m— 2\
ra* 5 I Tre TS m -/
e prg? l,-"uf + 1 95 . it ‘.)\l 1
TR T T8\ 2m 8T m )

i
et g ry /m—2 g
& ist tiberall positiv, wenn = ‘/ , Z. B. mit m =3, wenn
2 , m+1

i
L /1 . : N
- Bivg) ‘ 1 0,63 ist. Dies vorausgesetzt, ist:

mLr. | f‘,-ér ) r = flir » = i,

"3
. ) T
\\'Elill‘!‘llll immer maa. ( J,'“(f,__ = r=n
: gt — g 3
*) Bind 2 und y kleine Briiche, so ist mit Vernachlissigung kleiner Grossen von
hoherer, als der Ordnung
e | n+ 1
Sz 1
on. S
darans erhalt e
T3 1 o q m—4 p mily
ety 1] i =3, v=— ? L e B
™ Rl m e m k
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230) Znzammengeseizte Elasticitit
und folglich auch hier das Material an der Innenfliche der Kugel-
schale am stiirksten angestrengt ist.

max, { Ie )=k entspricht ill ‘/] 2 :::
73 m K

mad. (—I%e;) =k entspricht F_I ‘/| g1 p

2m i

'

und wenn eine positive Ausdehnung hiichstens = 7 der Absolutwerth einer

\ ke Y . ¥ .
negativen hichstens - I sein soll, so ist ,l dem kleineren beider Wurzel-

werthe gleich zu setzen, also = dem ersten oder zweiten, jenachdem :
pay
=i
Mit K="=k ist die Wandstirke § = ry — s jedenfalls vermittels
der Formel:

»
pall }ll'l'l‘l'h]ll']l: weleche, wenn I;. ein kleiner Bruch 18t, |]}|'|||-]'||“I-‘_--.\\'p'[-:l-

ersetzt werden kann dureh:

I Umdrehungskorper mit symmetrischer Belastung.

270. — Fiir irgend einen Punkt O des Korpers sind hier naturgemiiss
3 zu einander senkrechte ausgezeichnete Richtungen zu unterscheiden:

die axiale Richtung A,

die radiale Riehtung OF und

die tangentiale Richtung O®, d. L. die Richtung der Tangente des
durch den Punkt () gehenden Parallelkreises. Dieser Parallelkreis ist eine
Linie gleiclier Spanmni

alle scine Punkte erfahren gleiche Verriickungen
und zwar nur nach axialer und radialer Richtung, welche resp. mit ¢ und g |

bezeielimet seien. Ist dann noeh » der Radius des betreffenden Parallel-

kreises, so sind die Ausdehnungen nach den genannten 3 ausgezeichneten .
Richtungen:
da do 0
S : E — o P - &
bt et S iy L r

Die Griissen @ und o sind als Funectionen von a (Entfernung  der
Ebene des Parallelkreises von einem festen Punkte der Kirperaxe) und #

Gleichgewichtshedingungen der auf ein Kirperelement

stimmt  dureh 2
wirkenden Kriifte in Verbindung mit den Oberflichenbedingungen. Ein
solehes Element (Fig. 36) wird aus dem Korper naturgemiiss herausee-
sehnitten dureh zwei zur Axe im Abstande O = da senkrechte Ebenen,

Baden-Wiirttemberg



nsammengesetzte Flasticitit und Fes

231

zwei unter dem Winkel d¢g gegen einander geneigte Me-

= AN
SRS

B,

ridianebenen und zwei eoncentrische Cylindexfliichen mit
den Radien » und » 4+ d». Von den 3 urspriinglich

L rechten Winkeln an den Kanten 04, OR md O@ 1
dieses Kirperelementes kann dureh die symmetrische Be. Tl
lastung, infolge welcher der Kirper nach wie vor ein

7 vollkommener Umdrehungskirper bleibt, offenbar nur der

letzte eine Aenderung erfahren: von den drei Tangential-
spannungen 7, ¢, und 7z, sind also die beiden ersten

0, die dritte werde einfach mit = bezeichnet. Damit
liegt der in Nr. 231 betrachtete Specialfall vor, und es ist von den 3 Nor-

malspannungen ¢,, ¢, und oy die letzte eine Hauptspannung.

Als diussere auf die Masse des Kirperelementes wirkende Kraft kann

hier, wiihrend die Schwere stets zu vernachliissigen ist, unter Umstiinden

ilkraft einen wesentlichen Einfluss habien, wenn nimlich der

die Centrifu
Kiirper in schneller Rofation um seine Axe begriffen ist: die Hussere Kraft
werde daher radial gerichtet vorausgesetzt und pro Volumeinheit mit R
bezeichnet.

Von den 6 Gleiehgewichtsbedingungen der auf das Kiorperelement wir-

kenden Kriifte (bezogen auf 3 Axen, die vom Schwerpunkte dieses Elements

nach der Richtung @« und n:

den betreffenden Richtungen » und ¢ ge- .{
zogen werden) liefern nur diejenigen nicht identische Gleichungen, welche
ausdriicken, dass die Componentensummen der Kriifte nach den Richtungen
a und » = Null sein miissen, und zwar:

¢ da, Ld (re)
- - = ()
(et 7 i
1 o ra = i1
: + -+ R=0
) ! L

Wenn man in diesen Gleichungen, welche an die Stelle der allgemeinen
Gleichungen (1) in Nr. 229 treten, den dortigen Gleichungen (VI) gemiiss die

Ausdriicke

,fda N\ a(r [ e do o]
Oa=20G &= + m' 5 ) =3 (= l;”,” i + ,-J
! .-’\u’r; wo\ Al [da do 0]
g i '\n‘f:' + .:r.'.— = m—2z !_ da s L2 dr i l
W N 27 | de n’l!f'? 0 L
G = 2 (7 : + ey e e d [ s + (m—1) v
fde do\
=G ta)
einfiihrt (7 ist dabei positiv oder megativ, jenachdem der Winkel an der
Kante O des Kirperelementes Fig. 36 kleiner oder grisser, als ein rechfer

wird), so sind dadurch mit j:t'l"1.|"]"--‘“|r']'[i.'vl'””'—' der ll|J!'t‘|i5ic'].|!_'l1|Ji_'lii]|g_‘1lll"__';i‘t'|

bei der eeration der Gleichungen die Grissen ¢ und ¢ bestimmbar,
I Integration I 2

folglich auch die Spannungen G, Or, 0z und 7z sowie endlich nach Nr, 23
die Hauptausdehnungen;

BADISCHE
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Zusammengeselzte 1 itiit und Festighoit.

iy 0y + 0;
Fe =06 — ———
' m
&9\ 1 m—1 m+1 ——
H B — O — (Ga+07) + - (Op— 06 )2 + 422
L (4‘3 ;‘l " g 2m (Gator) + 2m l! ‘a—Vr) ?

von denen die erste nach der Richtung ¢ stattfindet.

271. — 1Ist tiberall o, = Null, was voraussetzt, dass die fusseren
Kriifte an der Oberfliche des Korpers senkreeht zur Axe gerichtet sind, so
folgt ans den Gleichungen der vorigen Nr.:

tlo 0

e \_
da or 7
ada > el

T

frl/.-f.-f n"gj
S eNdE T da )
Dabei sind « und ¢ bestimmt durch die Gleichungen :

\ d(rt) y 1 d(roy) oo dz R
| = () - —_ 4+ =0
| dr e dy 7 da.” :
in Verbindung mit den Oberfliichenbedingungen, und schliesslich ist: "'
" 1
Kg = 6o——u,
. m
1 / Ea | m—1 m+1 ,— =
)= — Oy + Oy (a2 L2,
I‘-\f‘:: 1 P 2m r & 2m " L

a. Hehleylinder hei gleichformig vertheiltem Normal-
drucke auf die innere und fiussere Cylinderfliiche.

1. Der Hohlcylinder ist an den Enden offen und frei.
~{~. — Indem auf den Rand des Hohleylinders keine Kriifte wirken,
auch diese Rinder ganz frei sein sollen, so d
gleicher Weise

oder i

ass alle Querschuitte sich in
erweitern oder zusammenziehen kinnen, jenachdem der innere
iussere Druck iiberwiegend ist,
¢ iiberall = Null;

Sl : !
80 ist hier nicht nur o,, sondern auch

0, =0, o, oy sind also Hauptspannungen,
&y y €r, & Hauptaus dehnungen

und zwar fic alle Querschnitte gleich,

nur abhiingie von .
Von den

beiden Gleichgewichtshedingungen (Ni. 271) wird die erste
identisch, die zweite ceht mit /2 =0 iiher in:
d(ro;)

— 0o = 0
dr 9

BADISCHE =
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Zusammengesetste Elasticitdt und Festigkeit. 299

und die Einfithrung der Ausdriicke von ¢, und og liefert durch eine erste

¥ '.‘:-"":“.a-.

Integration: do 6
2 ——+ = b = Const,, s
ar r ;J
womit aueh der Volumenausdehnungseoefficient 4
: |
de do 0 m—2 4.4

+ - =- b

L
'” = ;.lrr.' r)‘];' '.f'.

constant wird. Die zweite Integration giebt, unter ¢ eine andere Constante

m—1

verstanden: 0 b + et 24 do e D8
= = B) _:-‘." als0 r.";' = 2 —_ 2
und durch Einfiilhrung in die Ausdriicke von ¢; und oy:
2G ( b e B
6 = —— | (m+1)- - (m—1)- = =
i m—1 [* A 3 oy re
26G ) .9 1]
Opn = — |m+1)+m-1)=l=4+—,
! m—1 2 s i
sowie nach Nr. 229, GL (V):
2 oy + O .
f‘.'.{--l‘ s — I.——:—' ‘I
mn iy
1
e = 6, —— g% }
& i m—1 s m+1 B
2 1 T F'_:m T
Fey =0:—— 0 \
L ' 7

Die zur Abkiirzung eingefiihrten neuen Constanten A und B sind, wenn
r; den inneren, rs den Husseren Radius,
T = P2 » o Druck auf die Einheit der Oberfliche
bedeutet, dadurch bestimmt, dass
O = —py Tesp. = — py sein muss fiir » = r; resp. e,
Somit erhiilt man:

9 e O o W I
riri®—pare® ; Lk
A== - = 3 B = (}’l Ps) —
ormal- e " 7y 2
liehe. oy | 1 [ v 2 e
2 i .
— i - e —perad F (P —Jre) ——
a5 \ rg? — 1y 2 J‘ ! ro Sl 5
14! g B
' D 1371 2 — Paie
1 < 1171 272
.- 2phrepa
m re? — 1y
Fe, | 1 m—1 ” 5 F 1
. =, i (i = Detad] o i =
Fe, \ re? —rp2 | m P71 Pets .
273. — Wenn die kleinere der beiden Pressungen p; und ps nicht

wesentlich grisser, als der atmosphiirische Druck ist (ef. Nr. 268), so ist
fiir inneren Ueberdruck (pi1= pg) mit ps =0 und p; = p:
2 pri?
m .i':_'::“-_T‘_]J
: pry? m 41 re? m—1
JJ'.Er ik ‘}.'2_2 ."f'le ("- ”f__ 72 A m )
}.,-12 a4+ 1 }22 ':1H 1y

Teg= —bg ek ;
Ee 73?2 — 1y ? m. r? m /?’

e, =
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.'-“,l:-=.'||||||.=|'-||_5:,r-.---l.r.‘.-- Elasticitiit und ["I"fl_t'_'lif.-l!.

L (4 1)192 — (m — 1) 2 | ! i
maa. (— e ) - — - fiit » = r; ist = Ee
; ! h (102 ' %) ; i

: (m + 1) re
e, (1 Ew) P :

+ (i )rg?
= fir 7 ="1::
mre* "y 2)
die grisste Anstrengung des Materials findet an der Innenfliche
des Hohleylinders statt.

l.,-’".uui'.” (7t = 1 P

maw., (— He) = K entspricht J” ‘
71

T

ek (m 4+ 1 )
p—m—
x ¥ - Pa f vk < (1 1 )
ma. (fe:) = I entspricht = ‘; besd v s
£ rq mk T - | P
von diesen Werthen ist der erste oder zweite dep

evissere, also fiir die Be-
stimmung der Wandstirke d = »; — » massgebende, jenachdem
- )lllr hli:? I
0= m + me 4
ist. Mit ¥ =F'=F ist
g ‘ m b + (m 1 |

"1 mk —(m < 1) P

A . mn -
zu sefzen; jedenfalls muss P = k sein. Ist aber

m 4+ 1

Bruch, so kann gesetzt werden:

ein kleiner

m+2 l,;'ﬂ \
|

d P

J"|. f’.||+

\ 2m, k)’

=}
-F
=

»

.— Fiir insseren Ueberdruck (2= p1) ist mit pi=0 und ps=p:
Key = 2 i

"o fi‘ T v "t
i g ‘m41 2 m—1
L x | +
2% — 1y \, gz 1
) g
: 1 - rra s n
I €a Hn’-.'.l_i;'r'.:.'l.l }JJ ~ r filr o 1"y
n ra= o
9
. 2 1g= =
mar, (— e 2 IJ E flir 9 =,

g Ty"
also wieder die Anstrengung des Materials an der Innenfliche
des Hohleylinders am grissten.

Maz. (-~ Fg;) = k' ist massgebend fiir die erforderliche Wandsttirke
o
— g . T e o e L ey a L | . H .
0 =79 — 1y, sofern nur &' = = ist; mar, (—Fe,) =k gesetat giebt:

1 __. J.-";r :E,ra
g T ‘ L2k

und ]]Eihl_"l‘[in“,_',.‘-'“'l"i.\'l'_, wenn :: ein kleiner Brueh ist:

5

N
\
1%

!
k




Zusammengeselzie Elsticitit und Festigkeit, 935
275. — Die nach den Formeln der vorhergehenden Nummern berechneten

Wanddicken von Rishren kinnen bei miissigem Ueberdrucke kleiner ausfallen,
als die Art des Materials mit Riicksieht auf die technische Herstellung oder die
Forderung der Undurchdringlichkeit fiir tropfbare oder luftfirmige Fliissigkeiten
gestattef, Diese untere Grenze der zulissigen Wanddicke betriigt

R

e B iy Wi =

fiir Rohren aus Kupfer und Messing etwa 1 Millim.
a » Blei, Zink und Stahl , 2
. » Eisenblech . S
& i , - Gusseisen . | | 5

n 3 *1e n n )
unter welche deshalb im Allgemeinen nicht hinabgegangen wird, wenn auch die
betreffende Formel einen kleineren Werth ergeben sollte.

Weil ferner die Rohren zumeist noch anderweitigen Binwirkungen unter-
worfen sind, auf welehe jene Formeln keine Riicksicht nehmen, wie z. B. der =
Verhie
Liinge, sondern nur in einzelnen Punkten unterstiitzt sind, so werden sogar ge-
wihnlich jene praktischen Grenzwerthe den berechneten Werthen von 4 als con-
stante Summanden zu grisserer Sicherheit be

ung durch ihre eigene Schwere, besonders wenn sie nicht auf ihrer ganzen

efiigt. Bei Rihren, welche cinem
1sseren Ueberdrucke unterworfen sind, kommt die Gefahr hinzu, dass bei zu-

filliger Abweichung des Querschnitis von der

senauen Kreisform solche Abplat-
tung zunimmt und sehliesslich der Bruch durch Z
kann, ein Umstand, dessen rationelle Berii

knickung herbeigefiibrt werden

ksichtigung auf fihnliche Schwierig-
keiten fithrt, wie die Zerknickungsfestigkeit eines geraden Stabes,
Endlich ist noch zu bemerken, dass wesentlich andere Verhiiltnisse, als im

Vorhergehenden vorausgesetzt wuarden, dann eintreten miis

en; wenn die Rihren
an den Enden nieht frei sind, so dass sich nicht alle Querschnitte in gleichem
Masse erweitern oder zusammenziehen kinnen. Bis zu einem gewissen Grade ist
dies z. B. schon dann der Fall, wenn die einzelnen Rohren einer Rohrleitung
durch Flanschen mit einander versehraubt sind, noch mehr bei einer Réhre, die
an den Enden durch Boden geschlossen ist, wie z. B. ein cylindrischer Dampf-
kessel; bei innerem Ueberdrucke findet dann eine Ausbauchung der Rihre, d. h,
in der Mitte eine stiirkere Erweiterung statt, als an den Enden. Die Lingsfasern
der Rohrwand werden also zngleich gebogen und es werden dadurch neue Aus-
dehnungen nach der Richtung der Axe bedingt, welche unter Umstinden gefahr-

—

licher werden kinnen, als die oben berechneten, Eine nihere Untersuchung dieses
Falles enthalten die folgenden Nummern.

2. Der Hohleylinder ist an den Enden festgeklemmt
oder durch Biéden geschlossen.

276. — Die strenge Untersuchung fithrt hier zn sehr grossen Schwierig-

keiten, welche sich indessen durch einige zwar willkiirliche, aber unbedenk-

liche Anmahmen umgehen oder vermindern lagsen, wenn die Wanddicke

d=rs —2; sehr klein im Vergleich mit dem Durchmesser der
Rohre ist, und zwar so klein, dass schon die erste Potenz des Verhiilt-
nisses beider gegen 1 vernachlissigt werden darf; auf diesen Fall und
zwar hei innerem Ueberdrucke = p pro Flicheneinheit: beschriinkt
sich die folgende Untersuchung. Die radiale Spannung o, ist dann von

untergeordneter Bedeutung im Vergleich mit den Spannungen o; und oy
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Zusnmmengesctzte Elasticitit und Festigkeit.

(ebenso wie bei cinem diinnen Stabe, der durch eine stetiz vertheilte Last
transversal beschwert ist, die entsprechende transversale Pressung stets selr
klein ist im Vergleich mit den durch die Biegung bedingten Liingenspan-
nungen); wird deshalb
o.=0

gesetzt, so ist analog den Ausdriicken von o, und o, in Nr. 271, wenn lier
@ und & an die Stelle der in Nr. 270 erkliirten Buchstaben « und ¢ ge-
setzat werden:

24y ~ dE Q) 2(r dE {’\ et
=1 (m dz T )i BT m—1\da T™7% e ik

Mit # soll im Folgenden der urspriingliche Radius der Mittelfliiche des
Hohleylinders, mit ¢ die Verliingerung dieses Radius hezeichnet werden;

wenn dann gleichwohl obige Ausdriicke von ¢, und ¢. unverindert ge-

lassen werden, so wird dadurch die Ausdehnung &, = :‘) alg blosse Fune-
tion von «, d. h. als constant fiir alle Punkte desselben ringférmigen Quer-
schnitts in Rechnung gestellt. Ferner sei:
y die Entfernung eines Punktes von der mittleren Cylinderfliche, positiv
nach Aussen, negativ nach Innen,
£ der Kriimmungsradius der Meridianlinie der verbogenen Mittel-
fliiche,
\ 0 =f(z) die Gleichung dieser Meridianlinie, bezogen auf die entspre-
| chende Seite der urspriinglich eylindrischen Mittelfliiche als a-Axe i
(Fig. 37), wiihrend der Anfangspunkt O vorliufiz unbestimmt
bleiben mige.

/] 1 Bliche der geometrische Ort der mate-

r — — o

. ricllen Punkte, welche urspriinglich in einem

» | Radius lagen, auch bei der Deformation

! | eine zur Mittelfliiche senkrechte Gerade,
- - 7 o e . ol ins as - : =l
1 ) 80 wiire, unter &° die axiale Ausdehnung in :

| der Mittelfliiche verstanden,
dk i xS 2
Fig, 37 dr &=&"% ';J'“ (ef. Nr. 41),
g. 37.
und zwar +, jenachdem der Kriimmungsmittelpunkt nach der Seite der
Cylinderaxe AB hin oder auf der anderen Seite liegt, jenachdem also
nitherungsweise 1 _«?p
Vi = -Faf.r"-f
ist, womit fiir alle Fiille d = 20
W — =
wird; wenn auch diese Annalime wegen der Wirkung der Tangential-
spannungen 7 streng genommen nicht zutrifft, so lisst sich doch erwarten,
dass sie ebensowenig ein wesentlich fehlerhaftes Resultat ergeben werde, ]
als es sich bei der Biegung von stabférmigen Korpern unter A. dieses
Capitels, wverglichen mit den Untersuchungen des zweiten Capitels, ge- :
zeigt hat,
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Zusammengesetzte Elasticitit und Festigkeit.

Do
s
et

d& | . .
Wird dieser Werth von r—-{'? in die Ausdriicke von ¢x und o. einge-

: 1 i - e ‘
fiihrt, ferner &= — i +I E gesetzt und &° mit Riicksicht darauf be-
stimmt, dass in allen Punkten der Mittelfliiche

i P
Ot = —— —--
X F 2maro
sein muss, wenn P die an den Enden auf den Rand des Hohleylinders
nach der Richtung der Axe im Allgemeinen wirkende Zugkraft ist, s0 er-
giebt sich:

mi—-1 P -0

£.0 — - — e - R i
* m2  HEF m r

P me ‘ o2 0
o S Y et
i I m2—1 4 o a2

=P ) 1 d2p
e b o L By —=,
iy m I ¥ " m2—1 q dx2

[st der Hohleylinder durch Boden geschlossen, welche auch dem inneren
Ueberdrucke p ausgesetzt sind, so ist:

P pr
I AEDT
277. — Zur Bestimmung der Tangentialspannung = kann nun die

erste der beiden Gleichgewichtshedingungen sub Nr. 270 dienen, niimlich
die Gleichung:
ol a'x 1 dirr) d gy dr
JJ.IJ.. + = ”h;— = ”rlr... + “Irltlf — i %
[hre Integration liefert bei Einfithrung des zuvor gewonnenen Ausdrucks
von o und mit Riicksicht darauf, dass an den Oberfliichen, d. h. fiir
Y= rf die Spannung 7 verschwinden muss:

me 7 d2 — '1',“}2 IrJ-'_-;E,,
= ;J\—J M s 8 das”

Die zweite jener Gleichgewichtsbedingungen, welche mit ¢, = O fiber-
geht in: gadide R
= - — *’-JF._! = I,

ist endlich zur Bestimmung der in den Ausdriicken von oy, o und = vor-
kommenden Function g, d. h. zur Bestimmung der Gleichung ¢ =/ () der
Meridianlinie der verbogenen Mittelflliche disponibel geblieben. Diese Glei-
chung, welehe dadurch entstanden ist, dass die algebraische Summe der
nach radialer Richtung auf das Volumenelement = r da dy dg (Fig. 36)
wirkenden Kriifte = Null gesetz2t und dann durch den Inhalt dieses Vo-
lnmenelements dividirt wurde, hat indessen mit der Voraussetzung ¢. = 0
| ihre Berechtizung verloren; um ihr dieselbe wieder zu geben, muss sie mit

dem Volumenelement wieder multiplicirt, nach y von — bis + - inte-

9
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238 Zusammengesetzte Flasticitiit und Festigkeit

grivt, d. b. auf ein aus der ganzen Dicke der eylindrischen Wand her-
ausgeschnittenes Element ausgedelnt, und endlich statt des Gliedes mit R
(da auf die Masse selbst eine bewegende Kraft nicht wirken soll) der
Ueberdruck = p» da dg auf die Inmenfliiche dieses Elements gesetzt wer-
den. So ergiebt sich mit Riicksicht auf die obigen Ausdriicke von oz und ¢
die Gleichung :

dto m2—1 p mi—1 1 / R S e
= 9 - - 2 — 19 . = | P = ]
o art m2  p2g2 m2  Fds l\ m Moy / ’
welche durch die Substitution :
2 f 1 P 45

C=F\P " m Ty )Te=44:
auf die einfachere Form gebracht wird:

iz mi—1 z :
T +12 —— =0
d at mE 22
iz . I(:;lurg-—],l
oder - +4atz =0 mit a = / = 4
o ad m2 2 2
; - : iR g :
Bei der geschlossenen Riohre ist mit 7= = j (Nr. 276) insbesondere;
; 9
2m 1 pi2
z 2m  FEd°
278. — Der Differentialgleichung:

iz :
Tk +4atz=0
entspricht das allgemeine Intecral:
z= () ema 4 Cpgnaz 4 g e + Cj ez
unter ¢ die Basis der natiirlichen Logarithmen,
Cy, C3 Cs, C; Constante, und unter
1y, ng ng, ny  die Wurzeln der Gleichung:

nd + dat =0
verstanden, niimlich:

ny | . e g | ¢ -
(=a(l4) 1): r=a(—14) 1).
Ng l : ! Ny | 3
| Durch Einfilhrung neuer Constanten 5 o, /i und gy, welche mit den

alten durch die Gleichungen
,"'IZ‘J‘I""(.‘L‘ 3 g = '(.1 (".'] 1
fi=C+ G5 gi=(C— C¥=1
verbunden sind, lisst sich die imaginire Form des Integrals in die reelle
Form :
2= e [feos (az) + gsin (aa)] + e '“[_;] cos (aa) + gysin (ax)]
verwandeln. Die Constanten sind durch die Verhilénisse bestimmt, in
welchen die Enden des Ifohleylinders sich befinden. Wenn inshesondere
beide Enden denselben Bedingungen unterworfen sind, so dass
eine in Beziehung auf die mittlere Querschnittsebene symmetrische Verbie-
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gung stattfindet, so muss, wenn noch der Anfangspunkt O der 2-Axe in
diesen mittleren Querschnitt gelegt wird (Fig. 37), fiir # = 0 sein:

dp dz i 3o 52

Tr=dp = 0 und 7 =0 fiir jedes y, also s = Tb=

0.
Diese Bedingungen ergeben:
Si=fmd gy =—g
und damit:
o=A+z=4 +';' esr . e—az) cos (an) + g (e — e—ar) sip (ax).
Zur vollstindigen Bestimmung der Aufegabe werde endlich noeh ange-
nommen, die Rohre sei an den Enden so festgehalten, dass
weder eine Erweiterung des Quersehnitts, noch eine Nei-
gung der Meridianlinie der Mittelfliiche gegen die Axe da-
selbst moglich, dass also, unter !/ die halbe Liinge der Rohre ver-
standen,
”,r“ 1
firz=0: p=0und-=— =0
1 o a
tibrigen Comstanten 7 und ¢
liisst sich dann durch die Bemerkung vereinfachen,
nicht etwa [ viel kleiner als » ist

ist. Die entsprechende Bestimmung der noch

dass immer, sofern nur
» e~ als sehr klein gegen e vernach-

liissigt werden kann Mit dieser Vernachlissigung erhiilt man:
cos (al) + sin (al) cos (al) — sin (al)
fras = 9= ——
0= A [ o 1{'.’1.\- j_qf] + sin (ru'lll —ff: — 08 (r{_!'}
. g Bt Litipr
+ [eos (al) — sin (al)] ———— sin !'a.r_us :
279, — Mit Riicksicht auf die Art der Verbiegung der Mittelfliiche des

Holleylinders lassen die Ausdriicke von Ox, Oy und 7 in Nr. 276 und 277

erkennen, dass die grisster

1 Absolutwerthe
;- d d
von oy fiir 2 =0, y = —wnd a =1, v = - —
2 7] Y 2
J
Yoo, fiir @ = 0, ¥y = e

von z fiir @ =1, y O stattfinden. Zur Berechnung dieser Maximal-
werthe, an deren Oertern atich der grisste Absolutwerth der resultirenden

") Mi -
fiir § o= —
ir § == .
" 9,8
somit ¢* — £4 6 etwa 2981 Mal so pross, als e— — Eio wenn auch nar ! — ¢ go-
= 04,0 't
n . . r ~ . . o . T a4 # .
setzl wird, Wire § — ] oder | = #, so wiire die fragliche Vernachl: sigung in noch
0 :
J"'j-"-'l"ﬂi- Grade :.'_l.".'l'-_'lllI‘r'i'lj:_:jl
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240 Zusammengesetzte Elasticitit und Festigkeit.

Ausdehnung & nach irgend einer Richtung zu suchen ist, bedarf es nur der
d2p dd o
dat und .r!_}:!
werthe entsprechend & =0 und @ = [ durch die Zeiger O und 1 angedeutet,
s0 hat man, wenn zur Abkiirzung

Kenntniss von p fiir 2 =0 und & =1 Werden diese Special-
¢ F

CO8 |'a.rf,: -+ sin(al ] cos(al | sin (al ] .
2 =a; 2— : e ==
el el !
[3(m2—1) 7
e e TR ) also a = -
me Vird
gesetzt wird:
0o =A(1—ua); 01=0
.r':hn\ll 2n* A8 /rf'-’y 2ns ‘
o a? Ja -"J ) \r a2/, T rd”
VLT ? /d3p \I 4 ns
=< —o; ) .
k!f;r“}o { \"'f-'f"l/"ll ) l rd

Die Verbiegung der Rohre findet nnt}n\'emli'* in solcher Weise statt, dass

\l positiv ist; weil aber

sich in der Mitte ein Bauch bildet, dass also k*’

g8 je nach der zufilligen Grisse von al positiv miu 11{_-:,;.-1{1\( sein kiinnte, 80
muss man schliessen, dass obige Werthe nur fiir solehe Fiille nitherungsweise
gelten konnen, in welchen o nl

R U]
gross genug ist, um - nicht nur gegen ¢+, sondern selbst gegen 1 ver-
nachlissigen, mithin auch @ und §=0 setzen zu diirfen. Bei einem eylindri-
schen Dampfkessel z. B. liegen solche Verhiiltnisse jedenfalls vor.

280. — Es werde jetzt insbesondere ein an den Enden geschlos-
sener Hohleylinder vorausgesetzt, in welchem sich, wie bei einem Dampf-
kessel, eine Fliissigkeit befindet, die auf die Fliicheneinheit der ganzen Innen-
fliiche den Ueberdruck p ausiibt. Dann ist nach Nr. 276, 277 und 279 mit

=05 =10:
Es, = '—n—l L i:}_ y E {jf By = -":F*
g5 % il '.-n.:‘..- (3R ;hz
R
r= - L EGS
Ho, = 2522 Foy =0
Z Ifff) =0 B(gh) ~mio=R B

/
L o S £
[d3p i a“n”Q 2m—1 pr L ‘v me g
¥ in.t ) y A K"F-;-'-:;) mdn 2m 621”} j
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immengesetzte Elasticitit und Festigkeit. 241

Der = k zu setzende grisste Absolutwerth von He ist nur im mittleren
und im Endquerschmitte, d. h. fiir # = 0 und 2 = [, zu suchen. Tm ersteren
ist #=0, und sind deshalb & und & Hauptausdehnungen:

Y m— 2 }Jr' d
max. (Keg)y = — — flir ¥y = —
s 2m d el 2
: 2m—1 pr
(E Ea o = ! -
! 2m d
d

Im Endquerschnitte sind fiir y = + - wegen # = 0 auch & und &; Haupt-
ausdehnungen, und zwar &, = 0, dagegen:

o m2—1+ (Z2m—1) }3(m2—1) rh .
max., (Heg)y = - ? § fiir ¥ =
[/

212

P
5 -

Endlich sind noch die Punkte der Mittellinie (y = 0) des Endquerschnitts
als relativ gefilrliche Punkte in Betracht zu ziehen, indem daselbst 7 am
grossten ist; die Einfihrung der entsprechenden Werthe von Ox, Gy und 7
(nebst o, = 0) in die allgemeinen Formeln fiir die Hauptausdehnungen sub
Nr. 270 ergiebt den absolut grissten Werth von Jle an dieser Stelle:

]

| J2m—-12V3(m2-1) rJ'Jf”.

.
/
/
= P m? —m—2 +mm+ l)‘-’f 14
4 m?

L. ( 0} ?
Jrid f.‘- n (3

m(m2 —1) q
Die Vergleichung dieser 4 relativ griissten Werthe von /e lisst erken-
; nen, dass sie in folgender Grissenbeziehung stehen:

mar. (o) = (Fes)y = maa. (Liex)y = max. (1e%),. (

Die gefiilirlichste Wirkung, d. h. die grisste Ausdehnung oder
}’,u.»a:mnm‘m“.it‘inlll;‘, findet sonach an der Innenfliiche der cylindri-
schen Wand unmittelbar am Ende der Rohre statt, und wenn
dies absolute Maximum von Ke = k gesetzt wird, ergiebt sich fiir die erfor-
derliche Wandstiivke & die Formel:

J mi—14 2m—-1)V3(m2—-1) p

7 292 v
Mit m = 3 findet man z B:

P 1 17 s b pr
maz, (Ee)o = — "'J s (Heg)o = =

s Py sl 1 1 / a0\ B
max. (Feg), = 1,805 }J mar. (Jue®) = (-“ -+ :_;‘, 14 15,3 P g
Mit m = 4 ist iibrigens das absolute Maximum noch grisser, niimlich:
e ap P

MR, (h"-:x,:'l = 1,936 - 3
mithin fast doppelt so gross, als fiir die offene Rohre unter sonst gleichen
Umstiinden (Nr. 273), und mehr wie doppelt so gross, als sich fiir die ge-
schlossene Rithre ohnme Riicksicht auf die Verbiegung ergeben wiirde, in
16

Grashof, Festigkeitslehre.
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welechem Falle niimlich der Maximalwerth von e = dem obigen (/)

gefunden wird.®)

281, Blechstiirke eylindrischer Dampfkessel.
Ist d der Durchmesser des Kessels in Centimetern, n der innere Ueberdruek
in Atmospliiren, so folgt aus der Gleichung :

1936 £- = % (Nr. 280)

1 51 ; 2 : al ...
Wit = — fand p = gsn (cine Atmosphiire = 1,0333 = 30 Kilogr., pro Qua-
dratcentimeter): 3 - i

Mit einem constanten Werthe von & wiirde diese Formel indessen fiir kleine
Werthe von n unausfiihrbar kleine und ausserdem schon wegen des Eigengewichts
and des Gewichts der Wasserfiillung jedenfalls zu kleine Werthe von ¢ ergeben,
weshalh besser ;

o
rIll
gogetzt wird, unter Vorbehalt erfahrungsmiissig angemessener Bestimmung der

= an /]
} ante d ¢
Constanten a und &,

*) Die diesen Rechnungsresultaten zu Grunde liegende Vorausseizung, dass fiir @ =1,
d. h, am Ende der Rihre -

o =0 und
g

ist, welcher Ve
chung der Mer
Biden geachlos
Dicke und je

g genommen  bedir yrmationen
len Bivlen s

anssetzang entsprechend in Nr. 278 die Constanien f und ¢
lianlinie der verbogenen Mitielfliche bestimmi wurden, trifit 1
nen Riohre nor nihernngsweise zu nnd zwar um so me
ivenie Verbiegung und Aunsdelinung

r

2ET
Bioden ist.

und der ab-
indung

. wWenn an

I beider Theile eine i:I, um den eren BPodenf an
o ihrem Rande gegen die Mittelfliche der urs n Wand als unverinder-

lich betrachten zu diirfen, so miisste die Jmfangsradins der ersteren

. .'_' m—1 pr? F e (o gy (Y i ()
s - Eg§ - : : :
e (Nr. 278) fiir # = I, sowie die Neigung der Bodeniliiche gegen il .
1

tang am Rande = » — | gesetet werden, nm die erforderlichen Destimmungs-

. Aunsdehnung und
te die vollsti
nicht nur

er die 1
1 konnen,
ickt 1

eberd

und ¢ zu erhalten.

pleichungen der Cor
I enplatis

die Neigung
Untersachu
ihrer Dicke, i r urspriinglichen Gestalt and von d racke p auf die Einheit
inneren Fliche serdem von dem Moment und der radialen Kraft abhiing
mit die Réhre ent des Umfangs des Plattenrandes einwirkt; d
Moment und  di i
quer X
den Ci

am

t liessen sich ausdriicken durch die Spannungen o, und ¢ 1M
tihre, welche selbst zugleich mit o noch Functionen der zu besti

] Die Umstiindlichkeit eines solchen Rechnung
zu erzielenden zweifelbaften prakiischen (ewinne L‘:elﬂi_1
tellen sich seiner Durchfihrung, wenn, wie bel Diampi-
all ist, die Boden schon ursprimglich gewdlbt sind, kaum

en it ¢
i Verhiiliniss, und
cesseln gerade vorwi

gtiinde in

rindliche Schwierickeiten en
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Zusammengesefzte Elasticitit und Festigkeit 94
Wird zn dem Ende wit Redtenbacher:
d =05 fiir n =0 und d = 100
gesetzt, d. h. eine Blechstiirke von 5 Millim. als eine solche erachtet, welche
einem Kessel von 1 Meter Durchmesser schon mit Riicksicht auf die praktische
Herstellung sowie auf die anstrengende W irkung des Eigengewichts und des (Ge-
wichts der Wasserfiillung zu geben wiire, nnd wird ferner dje
Grunde gelegt, dass bei Loeomotivkesseln
d = 1,2 bei durchsehnittlich n = 5 und ¢ = 100
ein erfahrungsmiissig angemessener Werth ist, so sind durch die se zwei Werth-

Thatsache zn

systeme von J, n und d die Constanten « und 4 bestimmt, und ergiebt sich fiir
alle ille (llisenblech als Material vorausgesetat):

= 0,0014n + 0,005,

Hiernach wiire, abgesehen von der Schwiic hung des Blechs durch die Niete,
abgesehen von dem besonders bei kleineren Werthen von n

sowie

verhiiltnissmiissig

grosseren Linflusse des Eigengewichts und des Gewichts der Wasserfiillung :
firpn = 1 2 3 il b 6 .

k=n— =156 256 326 377 417 448,

In Preussen war vorgeschrieben:
d = 0,0015nd + 0,26 Centim.,
Frankreich gilt die Regel:

J = 0,0018nd + 0,3 Centim.
Diese Formeln unterscheiden sich von der obigen hauptsiichlich dadunreh, dass
dem Ausdrucke von § statt eines mit ¢ wachsenden Summanden ein constanter
Summand beigefiigt ist, was indessen weniger rationell erscheint; denn auch
ohve inneren Ueberdruck, blos wegen der Belastung durch das cigene und das
Gewicht der Wasserfiillung, muss das Blech um so stiirker genommen werden,
Je grissser der Durchmesser des Kessels ist.

282. — Wenn ecine geschlossene oder durch Befestigung an den Enden in
ihrer Deformation beschriinkte Rihre einem i usseren Ueberdrucke ausgesetzt
ist, wie z. B. dic innere Heizréhre eines Dampfkessels, so tritt an die Stelle
der Ausbauchung in der Mitte eine Einsehniirung: ausserdem findet aber der
wesentliche Unterschied statt, dass, wiihrend zufillige Abweichungen von der
genauen Kreisform des Querschnitts dnreh inneren Druck vermindert werden,
¢in fiusserer Druck sie umgekehrt vergrissert. Solche Abweichungen von der
genauen Kreisform sind besonders bei Rohren, welche, wie die Heizrthren von
Dampfkesseln, aus Blechtafeln zusammengenietet werden, kaum vermeidlich, und

} es sind daher solche Rithren der Gefahr ausgesetzt, durch den iusseren Ueber-
1 drunck platt gedriickt, resp. inti-igc soleher Verbiegung zerknickt zn werden.
Es lisst sich erwarten und wird durch die Erfalirung bestitigt, dass diese Gefahr
unter iibrigens gleichen Umstiinden mit der Linge der Rohre wiichst; eine ratio-
nelle Formel fiir die nithige Wandstirke miisste also ausser dem Ueberdrucke
und dem Durchmesser auch diese Liinge enthalten. Die theoretische Ableitung
ciner solchen Formel wiirde jedoch auf sehr grosse Schwierigkeiten fiihren, und
es sind deshalb Versuche, welche die Bildung einer empirischen Formel ge-
statten, hier von besonderem Werthe. e
G®
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244 Zusammengesetzte Elasticitit keit

Dergleichen Versuche sind von W Fairbairn mit Rihren von 10 bis
48 Centim. Durehmesser und 48 bis 155 Centim. Lii
auf gewshnliche Art anus Eisenblech zusammengenietet waren, Leider hatte das
Blech in den meisten Fillen die geringe Dicke von 1,1 Millimeter, withrend nur
4 Versuche mit Blechstirken von 3,2 bis 6,4 Millim. vorliegen; der Einfluss der
Blechstirke konnte deshalb nicht so zuverliissig hervortreten, als wiinschenswerth
rewesen wiire. Die Rihren waren an den Enden durch starke gusseiserne Scheiben

ze angestellt worden, welche

geschlossen, welche (entsprechend dem Zustande, in dem sich die Heizrithren von

Dampfkesseln befinden) an ihrer gegenseitigen Annithernng infolge der Zusam-

mendriickung der Rohre gehindert waren; durch ein engeres Rohr, welches in
eine der Endscheiben eingefiigt war, communicirte der innere Raum der Ver-

einer

suchsrohre mit der Atmosphiive, wihrend der durch Wasser vermitte
Druckpumpe hervorgebrachte fiussere Druck bis zur Zerstorung der Versuchs.
rohre allmiihlig gesteigert wurde,

Aus den Resultaten von im Ganzen 21 Versuchen wurde mittels der Methode i it

e e ————

der kleinsten Quadrate vom Verfasser die folgende empirische Formel abgeleitet:”)

n = T790

s
Darin bedeutet:
! die Liinge in Centimetern,
d den Durchmesser in Centimetern,
& die Blechstiirke in Millimetern,
| n den Ueberdruck in Atmosphiiren, durch welchen die Réhre zerdriickt wird.
Weil indessen diese Formel die mit der kleinen Blechdicke von 1,1 Millim, an-
angestellten Versuche zwar gut, die fiir die praktische Anwendung wichtigeren
Versuche mit dickerem Blech indessen nicht geniigend wiedergiebt, so wurde

noch eine zweite Formel hergestellt, welche den letzteren Versuchen senaun ent-

spricht; sie ist bei derselben Bedeutung der Buehstaben wie oben:

.5 J2

1 L [0S0 055 °

Diese Formeln sind vorliufig nur als Nothbehelf zu betrachten; je schwieri-
eer dergleichen Versuche anzustellen sind und je mehr dabei zufillice Umstinde

einwirken kionnen, desto mehr ist ihre Vervielfiltigung nithig, um das Gesetz

des Widerstandes iusserlich gedriickter Rihren mit Zuverliissigkeit erkennbar zu
machen, Unzweifelhaft ergiebt sich aber die Thatsache, dass mit zunehmen-
der Linge die Widerstandsfihigkeit soleher Rohren wesentlich ab-
nimmt, und es wurde deshalb von Fairbairn empfohlen, die Heizrhren der
Dampfkessel mit einigen starken Ringen aus Winkeleisen zu umgeben, um sie 80

gewissermassen in mehrere Riohren von geringerer Liinge abzutheilen,*™)

, P 234, woselbst die Formeln

Zettschrift des Vereins deutscher
schem Mass und Gew

Fairb:

Ingenieure, Bd. TII

Jeberdrnc Ll .
tellt hiat, kann bei den giinzlich verschi
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h. Hreisformige ehene Platie.

9283, - Der Hussere Radius der Platte sei = 7, die gleichférmige und
im Vergleich mit » sehr kleine Dieke = 4. Am Rande licge die Platte
entweder ringsum lose auf, oder sie sei daselbst eingeklemmt. Die symme-
trische Belastung bestehe im Allgemeinen aus I

1) einer im Mittelpunkte concentrirten und senkrecht zur Oberfliiche
zerichteten Kraft P,

2) einem gleichférmig auf dieser Oberfliche vertheilten Normaldrucke
= p pro Fliicheneinheit,

3) einer auf den Rand (die eylindrische Umfliiche) gleichformig ver-
theilten, radial wirkenden iHusseren Kraft = P4 !.1-:. l"].:[f_']u‘Ili"i.lllli‘il,
also = p,h pro Liingeneinheit des Umfangs,

Ein positiver Werth von  entspreche der gleichen Richtung mit p, ein
positiver Werth von p; entspreche einem radial auswiirts gerichteten Zuge.
Die verbogene Mittelfliiche ist eine

|.'|1|i11'l'-]illll;:.‘lﬂﬁin'lu‘: also bestimmt durch

ihre Meridianlinie; letztere (Fig. 38) sei

= L TS -, bezogen auf die Coordinatenaxen OX,

Y 0%, deren Anfangspunkt @ im Mittel-

punkte der noch nicht gebogenen Mittel-

\ 7 fliiche liegt, wihrend OX radial gerichtet
Fig. 38, und OZ (positiv nach der Richtung des

Ueberdruckes p) die geometrische Axe der Platte ist.
Wenn die Spannung o; als sehr klein gegen oy und o, ver-

nachlissigt wird (ebenso wie &, in Nr. 276), so ist mach Nr. 271 (mit
£ BLatt »):
26 . 26G
Ox — s (méx+ &) 6p = ere; (ex + méy).

Wird ferner wieder mit y (positiv nach der Richtung der positiven z-Axe)
die Entfernung eines beliebigen Punktes der Platte von ihrer Mittelfliiche
bezeichnet und angenommen, dass eine urspriinglieh zur Mittelfliche
senkrechte materielle Gerade auch bei der Biegung diese Eigen-
schaft behalte (ef. Nr. 276), so ist, unter

R den Kriimmungsradius der Meridianlinie und unter

\ Iy den Kriimmungsrading des dazu senkrechten Normalschnitts der
f Mitteliliche (= der Normale der Meridianlinie, bis zum Schnittpunkte mit
der z-Axe gerechnet) verstanden:
7 a2z
& = &° % II..’ =AY =
i y fJ'r;
S W )rll’] T8 T da?

vorausgesetzt, dass die Biegung sehr gering ist, so dass I und Ry im Ver-
gleich mit den Dimensionen der Platte sehr gross sindj &° und &° sind
2 : 1 i
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dabei die Ausdehnungen der Mittelfliiche nach den Richtungen & und Q.

o e ; . ! AT 1 m ,
Die Einfiibrung dieser Werthe giebt mit = — K
2 m+1
ml T ] [ dz 1 dz\1
Ox e —1 _”“—'\ . EpNE Y \ o o w2 G x da) J B

m I 2z m el 2\
Oz = i Ex 4 MELO— Y 7 g + I‘.

; .'..rf'-: & '.'f.f'(."_

Fiir y =0, d. h. in der Mittelfliiche, sind diese hier mit o, und .0 zu P
bezeichnenden Spannungen eben so gross, wie sie fiir jeden Werth von y .
gein wiirden, wenn die biegenden Kriifte /7 und p = Null wiiren und nur
die radiale Kraft p, auf den Rand der Platte wirkte: dann wiire aber offen-
bar keine Tangentialspannung vorhanden und deshalb den allgemeinen
Gleichungen (1) in Nr. 229 zufolge (bei dem Fehlen iiusserer Kriifte, die auf

die Masse selbst wirken) die Normalspannung ¢ von ircend einem Punkte
aus nach irgend eciner Richtung hin constant. Die somit einzeln constanten
Spannungen ox° und o3¢ sind aber unter sich gleich, weil sie im Mittel
punkte der Platte (fiir @ = 0) sich nicht unterscheiden konnen,®) und weil
wegen der Randbedingung o° = p,; ist, so ist auch )

0x® = 0g® = py.
Daraus folgt mit Riicksicht auf die obigen Ausdriicke von o, und o.:

. m—1 p;
EATRERTE T, v R
und somit:
m—1 d?z m B - 1 dz
& 71 ') J o a2 Ox " me 1 1"}_-?’ I'\mr."’.:'--' i @ rf.r')
m—1py yd: e ekt M o s n -.n":‘\
= wm Ay ada | et m= -~ 1 By \el a2 T de)
'[ 284, Zur Bestimmung der Tangentialspannung z dient die zweite
o der beiden Gleiehgewichtsbedingungen in Nr, 270:
I’; [ d1 3 dr Oy 1 d(way)
iz fJ"II.f T o x dx
Il Ilire Integration liefert mit Hiilfe der obigen Ausdriicke wvon gy und ., 80
SRR AR, ) . TR I
wie mit Riicksicht darauf, dass 7 0 ist fir y =4 -
e h2a-d ye sz 1 2= 1 2\
Lo B T A T 1
Einer Bemerkung in Nr. 270 zufolge wird ¢ hier negativ zefunden, weil der

rechte Winkel, den zwei von irgend einem Punkte aus nach den Richtungen
@ und z gezogene materielle Gerade bildeten, durch die Deformation der
Platte in cinen stumpfen Winkel iibergeht.
#) Nach der zweiten der beiden Gleichgewichtsbedingungen in Nr. 270 L-I'_'_','.'.-l"! gich
auch sofort mit £ = 0 1 = 0 fur jeden Punkt
d{za ey

P — .0
13 dax -
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In den Ausdriicken von oy, o und z bleibt noch die Funetion =, d.h,
die Gleichung der Meridianlinie der gebogenen Mittelfliiche zu bestimmen.
Die erste der beiden Gleichgewichtsbedingungen in Nr. 270 kann dazu nicht
dienen, weil sie mit der Vernachliissigung von ¢, ihre Bedeutung verloren
liat; dagegen lisst sie sich ersetzen durch die Bedingung des Gleichgewichts
zwisehen der iusseren Belastung und den Tangentialspannungen am Rande
eines Plattenelements von endlicher Grisse, welches niimlich aus der Platte
herauseeschnitten wird durch eine um die z-Axe mit dem Radius 2 beschrie-
bene Cylinderfliche. So erhilt man, unter z hinfort den Absolutwerth der
Tangentialspannung verstanden, die Bestimmungsgleichung:

]

2
'_','r.a'_,!‘ T r.'rt.ll.r = 7T .rl’!. + ,“;
ilre Combination mit obigem Ausdrucke von z liefert:
3 k242 / P
T —— - — | na =
4 N3 .\J’ r )
und als Differentialgleichung der Meridianlinie:

r.'{:i:‘ 1 r!"’:l 1 ”r: m2 —1 6 I.ff : 4"” \
das + & da® 22 dae —  me® EI3 I\FH +"|‘ &)’
Ihre Integration®) giebt, wenn zur Abkiirzung
mé—1 6 : < meE—1 6 P
A= me OIS Py "= Kl w
eesetzt wird:
aat ba? L ca? ;
2 = 53 i =5 ;\f“,,- 1}', it .—L— 4 dine +e
1 d= a2 b I.-" 1 ¢ d
_J:. TIIr ' =" H L + _-.- ll\_flrjlyl -2-) + 2 + -‘jlg
a2z s b 1 e d
TA=F aa? 4 3 |\|"u.f.' + _’,) 4 5 39

;
des Anfangspunktes, der die zusammengehorigen Werthe « =, 2 =0 ent-
sprechen, bestimmt: die Constante d ist verschieden, je nachdem die Platte
voll oder in der Mitte durch eine kreisformige Oefinung unterbrochen ist;
die Constante ¢ endlich ist von der Art der Unterstiitzung oder Befestigung

von den Integrations-Constanten ¢ d und e ist die letzte durch die Lage

der Platte am iinsseren Rande abhiingig.

*) Wobei zu heacl
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Zmsammengesetzte

1. Volle Platte.

235. — Die volle Platte kann nur so gebogen sein, dass die Meridian-
linie der Mittelfliiche filr # =0 eine der x-Axe parallele Tangente hat,
dass also

A T e
v m =10 rh-"“' n() 4+ " () full

ist, was nur dadurch miglich ist, dass d = 0 gesetzt wird.#)
Wenn ferner die Platte am Rande lose aufliegt, so muss fiir
@ = und jedes y: o5 = 0x° = py sein. Diese Bedingung liefert: 3
1 3m4-1 A 5 1 m—1 sl
SEEa e '”'“_l’(””'* 2 m+1 }
Ist aber die Platte am Rande eingeklemmt, und zwar 8o, dass
die Meridianlinie der Mittelfliiche daselbst die x-Axe beriihrt (Fig. 39), so
7 b, erbiilt man aus der diesem Umstande

¢ dz
entsprechenden Bedingung, dass g
; A%

7

24

2 sein muss fiir @ = »:

13
).

: I/ '/f
i —ar: = | Inr
4 \ 2/

. Auf die Oberfliiche der Platte wirkt nur der gleichfGrmig wver:

theilte specifische Druclke .

2586. — Wenn die Constante e der Bedingung cemiiss bestimmt wird,

[ dass & = », z = 0 zusammengehtrige Werthe gind, erhiilt man mit & = 0
(entsprechend /7=0) und ¢ =0 als Gleichung der Meridianlinie nach Nr. 284:
i 1 72 4 o2 N g2 g
| o= | i} = e
] \ 8 )
Ay /

Nach Nr. 283 iat ferner:

y P i - e\
&x = = o .\ g @i= -4 2 ) Y
1 1 i I."' 1 e

&y = 5 | S-ax 4 | 1.
1 E \ 8 g D f

h

Diese Ausidelmungen sind am grissten fiir & = 0 oder & = und y =+ 9
und weil ebendagelbst © = O ist, so sind sie Hauptausdelnungen. Ein noch
grisserer Absolutwerth von & kinnte nur dort vielleicht stattfinden, wo 1

3 A2 -

8 4 /i3 P¥
am grivgsten ist, niimlich:
9

o
1= —=—pflir 2 =r, y=0,
1 4 h ! y ¥ 3

) Den fiir + =0 1 form erscheinenden Wertl

). = 0(— o)

findet man nach bekannte
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obgleich sich analog dem Verhalten diinner Stiibe erwarten lisst, dass auch
hier bei der diinnen Platte die durch die Tangentialspannungen bedingten
Ausdehnungen von untergeordneter Grissenordnung sind im Vergleich mit
denjenigen, welehe von der Biegung abhiingen.

987, Wenn inshesondere die Platte am Rande lose aufliegt
und die radiale iussere Kraft am Rande fehlt, also p1 =0 ist, so
wird mit m2—=1 6 1 3m+1

= e ],-I"" 1’-’ liIH[ [+ 1 ”: T | e

(ef. Nr. 284 und 285) die Gleichung der Meridianlinie:
i 3 m2—1 P fhm41 - “\‘ . %
=16 me BB\ m41 0 7 )V ES
mit @ = 0 ergiebt sich daraus’die Durchbiegung der Platte in der Mitte:
x 83 (m—1)(bm+1) JI,,,-I
= 16 me I2hs”

Ferner ist:
3 2 1 » fadm31
Ber= = RS R
R 4 me 3 \ 4 1 :

3 m2—1 P I./ dm+1,

f',lt"_ S 7

> h
Fiir 2 =0 und y = + -

&)

b m2 I\ O |
sind beide Werthe absolut genommen am grossten,

und zwar gleich gross, niimlich:
. 3 (m=1)Bm<41) ¢
mar (BeY) = = E e P
An den Stellen (& r, Y= ll|: WO 7 am _'.L‘l'i”l,"-}?*h.'ll — 1 i;t-} Sillﬂ Ox und ﬂ-'-,':
= Null, und es ist deshalb ebendaselbst nach Nr. 169:
m4 1 3 m+1 »r

nea (e, = T1? = — ——
h’h‘.._-",n" i m 1 4 n j’,l?

F*u}‘(-r::,; nach der Voraussetzung eine grosse Zahl ist, hat jedoch dieses
{ ]

Maximum am Rande der Platte eine untergeordnete Grisse im Vergleich mit
(F3¢), in den Mittelpunkten der beiden Plattenoberfliichen, welches

sonach das = & zu setzende Maximum des Absolutwerthes von Fe

letztere

iiherhaupt ist.
Inshesondere mit m = 3 ist:

2 pi BT o
2o =5 Fip) AL (Fe) = 3 2P
3 Fhs )y =
und mit max. (Fe) = k die nothige Dicke der Platte:

988. — Fiir die am Rande eingeklemmte Platte ist mit
m2—1 6

— i G e ot
C="TmE Ehd 1 B

e i T S

-
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(ef. Nr. 284 und 285) die Gleichung der Meridianlinie der gebogenen Mittel-
fliiche:

und mit 2 = 0 die Durchbiegung in der Mitte:

3 m2-1 ppd
16 m: Eis
Ferner isf:

3 m—1 3 m2—-1p
Fey, = — + —- ag |
B e
Ist py positiv (oder Null), so ist Fe, absolut genommen am grissten fiir

b ) : Ji
2=0,y=x5 md fir a=2, y=—=, Fep fir =0, y=

5, und zwar

ist dieses Maximum von Fe, dem ersteren Maximum von Fe, gleieh, niimlich:

oy m—1 3 mé—1 r2
mad.(Ee€)y = — T Pyt 8 mE Jei?
wiithrend das zweite Maximum von JFle,:
i ] m—1 ) o m2—1 2
mas. (Be) = m PL 4 m: l

noch grosser, mithin der untergeordneten Grisse von 7 wegen das = I zu
setzende Maximum des Absolutwerthes von [fe iiberhaupt ist.
Insbesondere mit m = 3 ist:
1 pri , 2 PE Y
| R = = mar.(le) =— | p n).
| ! 6 [k 4 3\ At 72l )

Ist moch py =0, so ist fiir maw. (Fe) = k die néthige Dicke der Platte:
2 ';,'
h=r 3 T

289. — Im Falle der vorigen Nummer befinden sich u. A. die ebenen
Platten, durch welche ein dem inneren Ueberdrucke p pro
Flicheneinheit ausgesetzter Hohleylinder an den Enden ge-
schlossen ist, falls in Befreff der cylindrischen Rohrwand die Voraus-
sefzung der Nr. 278 sich erfiillt findet, dass die Meridianlinie ihrer Mittel
fliiche an den Enden keine Neigung gegen die Axe erleidet. Ist die Liinge

des Hohleylinders = 2/, so ist in diesem Falle: i
lp
M= h?

folglich nach Np 288:

T, {_}’-,'{L_] it T T

m—1 r /1 3 m41 r
mh

inshesondere mit m = 5:

e r 1
TLT, (!‘.{—j — 3 -;’f (—-- -+ -lr‘) p-
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Mit m = 3 ist aber fiir die cylindrische Wand nach Nr, 280:

Py

5

und es miisste sonach, wenn beide Theile (die Bodenplatten und die eylin-
drische Wand) gleich stark in Anspruch genommen werden sollen,

max, (lew= 1,8

r S [ i i
Zi\r T 7:,\- =iy

[ 8
und, wenn auch — nur klein gegen # ist (wie bei einem ecylindrischen
: )
Dampfkessel), doch d2 b J
hE = ayl T

sein. Fiir einen Dampfkessel insbesondere wiirde mit

= 0,0014n + 0,000 (Nr. 281)

*)
darans foleen: ko 1
§ Vod (0,0014 7 + 0,00 5)
% B. filria =il 2 3 4 5 6
b ) v
= 5,34 4,86 445 417 3,95 3,70.

Wegen dieser verhiiltnissmiissiz grossen Dicke, welche sie erhalten
miissten, sind ebene Boden bei Dampfkesseln miéglichst zu vermeiden, sofern
sie nicht durch Feuerrohren unterbrochen und gestiitzt werden.*)

3. Die Platte ist nur durch die in der Mitte angreifende Finzellkraft P

belastet.

200, — Die Gleichung der Meridianlinie der gebogenen Mittelfliiche er-
giebt sich nach Nr. 284 mit @ = 0 (entsprechend p = 0), d =0 nach Nr. 285
und wenn die Constante ¢ der Bedingung gemiiss bestimmt wird, dass =,
¢ = 0 zusammengehirige Werthe sind:

b T T
z = — 1 [5'5 I_JJH p—1)—as [_I'rH..f' —_ 1\.1-[ T (r= —-.'c'-)‘

Nach Nr. 283 ist ferner, wenn keine radiale Kraft auf den Rand

der Platte wirkt, also p, =0 ist:

¥ B\ o307
5 == |.: ("JN-""" _2\! & 9 |,'l-'f

—_

-

1
Ep = — (. (f”,r — ;') -+ ;J”

Die Tangentialspannung 7 ist in der Mittelfiiche (y = 0), woselbst sie am

. 05 ]
grossten ist: T =
i ST T hl'. 2?‘;[‘!.
¥ {7t ha ( ‘

#) Tine rationelle Untersuchung der Anstrengung, welche die gewohnlich ansgefahiten
I'_'|_-\'.'u”:'_|'[l Bioden auszuhalten haben, ist, goviel bekannt, zur Zeit noch nicht ;_11:]1'c ort; dass
elben, wenn sie auch nach Ku ".‘l'f:l]l!“f}u ;:l'kl"l.'lllllljl \'.'@:I'du[‘n., doch wesentlich anders
wie Theile voller Kugelschalen sich verhalten, ist selbstverstindlich.
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,_.02 Zusammengese

Im Mittelpunkte der Platte (2 = 0) werden &, & und 70 unendlich 21088,
und es ist also nothiz, dass die belastende Kraft P auf cine, wenn schon

kleine, so doch endliche Fléiche oder Linie vertheilt sei, z. B. auf eine zur

Plattenoberfliiche concentrisehe Kreisfliiche oder Kreislinie mit dem Radins #,.
- i b 1

Ist in diesem Falle »#, nur hinliinglich klein, etwa — T kann die abige

Gleichung fiir = noch mit geniigender Anniiherung als Gleichunge der ganzen
gebogenen Mittelfliiche gelten, wiihrend die Ausdriicke von &, & und 7o
tens fiir & = #, nicht wesentlich fehlerhaft sein kinnen und dann auch 9 g
die gefilnlichste Wirkung der Belastung nur fiir # = », cesuneht zu werden

braucht.

wenig

291. — Wenn insbesondere die Platte am Rande lose a ufliegt, A
so wird mit
ARy i ) 1 m—1Y\
b= = T und e = — & | Inr + J
mt K n Z MLy
(ef. Nr. 284 und 285) die Gleichung der Meridianlinie:
3 mqE—-1 P / 7,0, S 41 b1
z = - —— | 2a2in— + ~ (92 — a2
4t m2 LS\ 7 mA 1 :
daraus mit @ = 0 die Durchbiegung der Platte in der Mitte:
3 (m—1)(Bm41) P2
e me il
Ferner ist:
3 g me | )“ f i | N
I'u‘., = o I In— | ¥
7 - {7 Sl i =+
= 9 m2 1 | i\
/e . 1 e
H 7T 112 r r -+ 1
Beide Werthe sind am grissten fiir y = — und 2 = », (ef. Nr. 290),
und zwar ist das Maximum von Fe. der grd i

ste Werth von /e iiberhaupt:
7 \I P
: !

indem auch der dem Maximum von z¢ entsprechende relativ grosste Werth
von K& niimlich (ef. Nr. 169):

0 9
- s ni= 1 f r
maa, (MMe) = : o | In—F

=T - Ty i+ 1

/m1 b S et 2

o, !

\ im. m I,
bei verhiiltnissmiissig kleiner Plattendicke stets wesentlich kleiner ist.
Inshesondere mit m = 3 ist:
h P2
ot 3 K3
fid P I
;
)
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Z.B.fir — = 10 20 80 40 50

o

ist max. (KKe) = 4,07 1,99 0,09 5,92 6,22 ,

= 0,407 0,260 0,184 H,l-lh‘ 0,124 . it maa. | L l— e
I \

i
d.i. resp. 4,88 599 6,64 7,10 T46
mal so gross, als der Maximalwerth von K& bei gleichférmiger Vertheilung
der Belastung P = swe2p auf der Platte (cf. No. 287), wiihrend die Durch-
biegung =z, hier 2,6 mal so gross ist, als in jenem Falle.
202, — Fiir die am Rande eingeklemmte Platte ist mit
a9 : ] Fd \
b= m;”_j 1 f',i':"’:" l: und e =—54 Ii\.l’nr ;—}
die Gleichung der Meridianlinie:
3 me—1 P |':" 2] & = ._,",'
= 471 m2 ,"",'J'.'.'.:i '\"ru = i b INI.-J’

die Durehbiegung in der Mitte:
3 m2—1 P2

L L mE  FhST

daraus mit & = (

Ferner ist:

L m=
/ 3 om? l.lr“!J i
& — — == ()
r w2 B w Y

] h ;
Beide Werthe sind am grossten fiir y = 5 und & =7, [\ft‘é‘x wenigstens

5 - - . . - 3
dann, wenn e = 7,39 ist, widrigenfalls der Maximalwerth von & am
¢

Rande fir « = » stattfinden wiirde), und zwar ist das Maximum von Fe, der
orbsste Werth von ¢ iiberhaupt:

et :; me 1 ' 1‘“
neent, | }'. )= Eerrarr i f;g- S| Eenr
20 m vy, It
Inshesondere mit m = 5 ist:
3 P2 (e 4 ! 7 J ik
== e [ B0 T = . i b
? 2 Hh8? o ] b5 ¥ TChE?

2.B. flir—= 10 20 30 40 50

Ta
TR, If:ilr';‘z‘::l = :‘5}‘ 17 -';;.J{.' 4?-‘::’) l‘.‘.’.’:‘ -’l..e_) Hn

d. i. resp. 4,60 5,99 6,80 7,38
mal 80 gross, als der Maximalwerth von fe bei gleichformiger Vertheilung
der Belastung P = sev2p auf der Platte (cf. Nr. 288 fiir p; = 0). Die Durch-
biegung =, ist 4mal so gross, als in jenem Falle oder ebenso gross, wie bei
eleichfirmiger Belastung und freier Auflage des Plattenrandes (Nr. 287).
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254 Zusammengezetate ] und Festighkeit.

2. Durchbrochene Platte,

203. — Damit die Symmetrie gewahrt, d. h. die Platte ein Umdreliungs-
kirper bleibe, wird eine eoncentrische kreisformige Durchbrechung vorat

setzt, also eine ringférmige ebene Platte, deren fusserer und innerer
Radius resp. = » und #, sein mige,

Dergleichen durchbrochene Platten kommen im Maschinenban u. A. vor
als Deckelplatten von Hohleylindern (Dampfmaschinen-Cylindern ete.)
mit einer centralen Oeffnung fiir den Durchgang einer runden
Stange (Kolbenstange) oder als Endplatten eylindriseher Dampf-
kessel, welche mit einer inneren Feuerrbhre versehen sind;
ist anch im letzteren Falle die Feuerrhre nicht concentrisch mit dem Kessel,
sondern nach Unten hin gertickt, so wird doch immerhin die Untersuchung
der ebenen Endplatte unter der Yoraussetzung einer centralen Durchbrechung
einen niitzlichen Anhaltspunkt fiir die Beurtheilung ihrer nur sehr schwierig
genau zun untersuchenden Anstrengung aueh bei excentrischer Durchbrechung
durch die Feuerrihre gewiihren.

In beiden genannten Fillen ist die Platte einem gleichfGrmig vertheilten
Normaldrucke unterworfen, welcher, wie im Vorhergehenden, mit P pro
Fliicheneinheit bezeichnet wird: ist auch streng genommen im einen Falle
(Cylinderdeckel ) der iussere, im anderen (Kesselboden) der dnssere und
innere Plattenrand zugleich moch einer radial gerichteten linsseren Zugkraft
unterworfen, so ist diese doch immer nur von untergeordnetem Einflusse und
wird deshalb hier (ef. Nr. 283) py = O gesetzt. In beiden Fiillen ist ferner
die ringférmige Platte am iiusseren Rande als fest eingeklemmt zu betrach-
ten, wiihrend der innere Rand im einen Falle nach der Axe verschiebbar,
im anderen gleichfalls fest eingeklemmt ist. Auf diese zwei Fiille heschriinkt
gich die folgende Untersuchung, welcher die Formeln in Nr. 283 und 284 zu
Grunde gelegt werden kiimnen; in denselben ist

P = —qarp, also b = — ar?

zu setzen, wenn auf den beweglichen inneren Rand der Platte
keine nach der Axe gerichtete Kraft wirkt, wie zuniichst in den
beiden folgenden Nummern angenommen wird,

204 — Bei der ringfirmigen ebenen Platte, welehe am fius-
seren Rande fest eingeklemmt, am inneren ganz frei ist, sind
die Constanten ¢ und « (Nr. 284) dadurch begtimmt, dass

dz 8

—==0 isf fir @ =1

da
und o =0 , , a=w», und jeden Werth von y.

Daraus ergiebt sich mit Riicksicht auf Nr. 283 und 284 und wenn zur

Abktirzung 1 m—1
1. 4 ln— | m®
a2 i A Noypadh w41
iy o y m—1 1
+ m-41 n*
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gesetzt wird:

e ! i 1 g 1
& = g I‘ 1 4 n2 Kh” B ) — f{J rra-ﬁg d = — 3 ot ayd

1 a3 m2 1 !r' :"-—' l_ = a2 - r .-” 2 i
}.‘.-l = g e | 1—¢ 72 4 n? '\LJ’.J' — |_> ~ g + 1)} Y
1 8 m2—-1 pr2 a2 aiz e /2
e, = T ‘I. - — —4 n?ln = + k-“':

Die Constante e (Nr. 284) wiirde nur dann in Betracht kommen, wenn
die Biegung der Platte, d. h. die Abweichung z eines Punktes der Mittel-
fliche von der urspriinglichen Mittelebene berechnet werden sollte, worauf
es hier nicht ankommt.

b it )
- | 4ln — — | n2
\ n - f

Mit m =3, also o =—

1 1
+‘.:‘H'—‘
» k1] "li
findet man fiir y = - und
= 0,1 0,2 0,4

]

N e i B 1 »2
( —Fe& = 0,890 0,686 0,204, 3 7 P

( Fe, = 2,670 2058 0882. , =38 (-Fs)
( — Fe;, = 1,996 1,953 1919,
F=TY | Fep = Null.
Fiir kleinere Werthe von # ist also & am inneren Rande, fiir grissere
Werthe von » dagegen & am iiusseren Rande, und zwar immer an der

/i ; :
Oberfliiche 'Injrfj—v:) der Platte die grisste Ausdelmung iiberhaupt, oder

\

es ist allgemein:

{3 m:—1 92 A Ny 1 1 1
S o [' iAo b an ')J L
AU Jl‘é} =iy 3 w2 L 2 3

A e (1—2n2+a)p
d, h. = dem ersten oder zweiten dieser beiden Ausdriicke, jenachdem
7 kleiner oder grosser und somit der erste oder zweite Ausdruck der
grissere ist, —

Jei einem Cylinderdeckel wird iibrigens der Rand der ecentralen
Durchbrechung durch die sich hier amnschliessende Stopfbiichse der Art abge-
steift, dass die Art seiner Biegung sich derjenigen niihert, welche in der
folgenden Nummer besprochen wird.

#) Diese Ausdriicke yon Fee und Frp stimmen, wie es sein muse, mit denen iiberein,
welche in Nr, 288 fiir die volle kreisformige Platte erhalten wurden, wenn n = 0 gesetat

wird, wodnrch anch « = 0 wird.
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256 Zusammengesetzte Elasticitit und Festig

205. — Bei der am dlinsseren Rande fest und am inneren in
einer beweglichen Hiilse eingeklemmien ringfirmigen ebenen
Platte sind die Constanten ¢ und « (Nr. 284) bestimmt duorch:

nl*:
Fl‘r.l'

Daraus ergiebt sich mit Riicksicht auf Nr. 283 und 284 und wenn zur

Abklirzung

— O fiir @ =7 und & = .

1 | 41n + 1 | n?
o \ 1 /
== ; B =
j 1
= |
=
gesetzt wird:
o Sl LY § 1
= — 1 1—dn2( nr ) + « | ar2: ¢l art
2 8 | \ 2/ | 8
" 3imd—1pre 1 gd” e 3\ gl X
Fe = = & | f — = B l)+al—=+1)]y
4 T Jes 1 72 \ o / M ] y | "
5 mnd 1 Jlrn2 1 a i gre
s o <N dngln- | e
! e I mne I3 L y's LR & & \t# /
. w e e ;{
Mit s = 3 findet man fiir y = und
" 0,1 0,2 0.4
B 1,834 1,544 0,924
b e — “Ex = L0 4ud 924 | - '
? 3 12l
&= run— e = 1,942 1,981 1263. ,
FEe. ist an beiden Riindern = O, und es ist sonach F & fir @ r und
h iy o
y =+ der grisste Absolutwerth von & iiberhaupt:
i 3 omi—19r2 4
mad. (fie) = e T (1—2n2— a)p.

Damit, wie diese Rechnung voraussetzt, auf den inneren Rand der Platte
keine nach der Axe gerichtete Kraft wirke, miissen beide Riinder nach der
Richtung der Axe renseitig verschiebbar sein; bei dem Cylinderdeckel
ist dies der Fall, indem die Stopfbiichse, mit welcher der innere Deckelrand

fest verbunden ist, lings der Kolbenstange gleiten kaun.

9293. — Wenn aber die durchbrochene Platte an beiden Riindern
fest eingeklemmt ist, so dass diese Riinder sich nicht nach der Richtung
der Axe gegeneinander verschieben kiinnen, so ist £, also aueh b eine vorliiufig
unhekannte Constante; die im Ausdrucke von z (Nr. 284) vorkommenden 4 Con-
stanten b, ¢, d, e sind aber dadurch bestimmt, dass

[f’: . e
z=0 und — =0 ist fiir @ = ¢ und @ = r..
da

Ausdriicke,

#) Mit 5 =0, also & = 0, stimmen auch di ) 8
mige Platte erhalten

denen tiberein, welche in Nr. 288 fiir die volle kreisf
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Demgemiiss ergicbt sich mit Riicksicht auf Nr, 283 und 284 und wenn

1
J{ufq‘ =
n
. L 4+ n2—4n? :
n = = : l-.ll p— —-__ 1 _’
|
| —4nt |
‘ 1—n2/
cesetzt wird :
1
In—
b 1 [ 1 o : L n |
. Bar? e 1 I nt— 8 (‘KH.:' ks o (o “_') s
l 5
A / In '\
l|’ 3z Y (Al { l 9 L . A
l=5 \I B ,a)@
1
( In \
o 3 mt—1 prs 1 -3 s )\ 1= R R ) =
=t { u—. fi8 = 7- L 1 E L I 1 ne )/

‘n )

712 g8 e (N

P 1—mnt o

Der erisste Absolutwerth von & ist unter den Werthen von & an den

zu suchen (&p ist hier nafiirlich wieder

Riindern der Platte fiir ¥ = *+ |
.
= 0); fir @ =7, ¥ = — 5 ist:
1
frH zi \ i
b n# 19 i o b . 1 |
[ —_ — e I'- — - / i
I ! = h? T 3 1 n? 2./ !
fi
und fiir @ = ¥y = — 3¢
1
3 mE—1 2 1 Hime ) |
| - o Th= = i
g, = — ———— —— 2_— 5 - — 2 :
I‘.r-x 52 | e )Ilf-: l 2 P 2‘ i l a't-" P
- w1l ){f, L3
Hiernach findet man fiir ¥y = — —- z. B. mit
= 0:3 {)JI 0,'-3

1 A S e 3 m2—1q2
2 = rpt e, = 04557 0,3043 0,1976 . - —5—75P

(1 L

2 =r: Be = 02779 0,2096 0,1492 -

b : :
schliessen, dass & fiir ¥ =+ - am inneren Rande der Platte

woraus zu
der orosste Absolutwerth von & iiherhaupt ist. Das relative Maximum von &

an eciner wewissen mittleren Stelle, woselbst die Platte entgegengesetst ge-
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bogen ist, wie an den Riindern, ist niimlich immer wesentlich kleiner:, dieses
Maximum findet statt fiir

f\:;

[ I.f (14
worin 1 \
)
. it
e=m\ g——-—-1 |
W1 —nt / 3
gegetzt ist. Man findet hiernach z. B.
fir n = 0,3 0,4 0,5
@ 0,6106 0,6710 0,7331 .2
und fiir y = i : Hee = 0,1630 0,1202 0,0834. = mm:-l- ;{ 2 T Bele
297. — In dem Falle der vorigen Nummer wiirden sich die ebenen End- :
platten eines mit einer inneren Feuerrihre versehenen Dampfkessels i
befinden, wenn diese Rihre, welche etwa halb so weit wie der Kessel zu sein 3
pllegt, gerade in der Mitte des letzteren lige. Wird aber mit Riicksieht auf die \
excentrische Lage des Fenerrohrs sein Durchmesser nur — 0.4 des Kesseldurch-

k messers gesetst, so lisst sich mit n = 0,4 die grisste Ans strengung der Endplatte,

welche jedenfalls an ihrem mit dem 1011c-:ml|10 vernieteten inneren Rande statt-
| findet, mit m = 3 zZu
i T o mi—1 2 2
\ / maz, (Fe) = 0,3043 . T @k 0,2029 WP
sehiitzen. Gleichfalls mit m = 3 ist dagegen die grisste Anstre ngung des eylin- b
drischen Blechmantels nach Nr. 280: )

I mazx, (Kg) = I,SII._: "“; ' f
unter § die Dicke des hierzu verwendeten Blechs verstanden. Die Nietlicher aus dep
schwiichen beide Theile, resp. erhthen ilire Anstrengungen nahezu in gleichem
Grade, und die Gleichsetzung beider Werthe von maa, (£¢) liefert:

_J.r‘: = (),0662 .
d* fi]
oder mit -_,'ﬁ, = 0,0014n + 0,005 (ef. Nr. 281):
I/ i3
= 14n 4+ 50
Dabei ist n der innere Ueberdruck in Atmosphiiren, und man findet z. B.
mit n = 1 2 3 4 b (]
i = 296 268 247 230 216 205
) 7 i = i : .

Freilich verursachen die Winkeleisen, welche die Verbindung der Endplatte
mit dem iusseren Blechmantel und dem inneren Feunerrohre vermitteln, eine we-
sentliche Absteifang der ersteren, und wenn mit Riicksicht darauf ihre grijsste
Anstrengung entsprechend n = 0,5 und m = 3 nur mit

3 mi—1 2

maz. (1) = 01976 . £ y = 01317 — 5 (Nr. 296)
naxr. (fvg) y i ¥ o e I V1317 5 » 1 ))
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in Reghnung gebracht wird, ergiebt 1“I._‘ der obigen analoge Vergleichung:
:
LYo
d ' 14n 4+ b0
1 2 3 :

= 2389 216 199 185 174 1,65,

z. B. mit n =

h

¢

Immerhin wiirde es also nithig sein, zu den ebenen Endplatten, wenn sie nicht

stiirker angestrengt werden sollen, als die cylindrische iiussere Kesselwand, etwa
doppelt so dickes Blech zn verwenden, wie zu dieser.

lL. Beliebige ebene Platte bei gleichformig vertheilter Belastung.

a. Allgemeine Formeln.

208, — Die ‘L’u‘]'f|5f|f]t[.*"lll'lfir&.~'ij_{ gehr kleine Diecke der Platte ﬁf‘l} wie

in Nr. 283, mit %, der auf der Oberfliiche gleichfirmig vertheilte fussere
Normaldruck mit p pro Flicheneinheit bezeiclmet. Ausser ihm migen im
Allgemeinen auch auf den Rand der Platte diussere Kriifte nach der Rich-
dass die Ausdelnung, welche da-

B

rerufen wird,

tung der Mittelfliiche wirken, jedoch so,

durch nach einer gewissen Richtung in der Mittelfliiche hervc

fiir alle Punkte derselben gleich gross ist.

Die verbogene Mittelfliiche werde auf ein rechtwinkeli
OX, OY, OZ bezogen, so dass die ay-Ebene mit der urspriir
Mittelfliiche zusammenfiillt und die positive z-Axe die Richtung des iHusseren
Normaldrucks p hat. Wenn nun wieder, wie in Nr. 283, die Spannung

3 Axengystem

ch ehenen

o, als sehr klein gegen ox und oy vernachliissigt wird, so folgt
aus den Gleichungen:

T |'-/ 1 Iff \
ox = 2G| &+ )
\ — 5 Vi
; 5
v [ .”I A -
oy =2G (g +——F ) » P=8&+ & + & (Nr. 227)
% m—z j
i 7R
6. = 26G (g +— a9 )
\\ m—a /-’
3 m = s
mit 0, =0 und A=—-7-.26G =, I iHE
3 i —1 me—1

4 1
ox =4 l\ex -0 m ) oy=A4 .\ &

Wenn ferner hier mit » (pogitiv nach der Richtung der positiven z-Axe)
die Entfernung eines hr-lir_'-hi]_-'r.‘ll Punktes der Platte von ihrer Mittelfliiche
bezeichnet und wie in Nr. 283 angenommen wird, dags eine urgpriing-
lich zur Mittelfliche senkrechte materielle Gerade auch bei

der Biegung diese Eigenschaft behalte, so ist, nnter

o den Kriimmung radius des der x-Axe parallelen und unter

Y- ,\ Xe

Oy »n n ] n

17+*
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960 resetate Blasticitit und Festigheit
Normalschnitts der Mittelfliiche im Punkte &,y verstanden, bheide absolnt
genommen:
7 5
&y = &% & ‘J\. &y = &° 4 or
Dabei gelten die oberen oder unteren Zeichen, jenachdem die betreffenden ol
Normalschnitte nach der Seite der positiven z-Axe convex oder concav §ind;
&0 und g sind die als constant vorausgesetzten Ausdelmungen der Mittel-
fliiche selbst nach den Richtungen 2 und y. Der analytische Ausdruck von
oy ist vollstiindig:
I,e'u"\‘.l’ { [ i\
i 27 \ da Ay
B e 2z = e A2z =t
daz P Shintaliy e o
unter 4 und g die Winkel verstanden, welche die Tangente des der a-Axe
parallelen Normalsehnitts beziehungswei mit der w-Axe und der y-Axe
bildet, und wo das obere oder untere Zeichen unter denselben Umstiinden
gilt, wie im obigen Ausdrucke von &. Wenn aber, wie hier vorausgesetzt
wird, die Kriimmung der Mittelfliche sehr gering ist, so sind
dz dz y Fr .
i s u"ff und cospe sehr klein, cosd ist sehr wenig von der Einheit verschie-
den, also niiherung
1 _d?z 1 d?z et
1 = - : Ao -1 mithin:
¢ :
| Ex = &° —1
8y = &y —1 Wi
Dabei sind :
ox0 = A (é‘," + ;I;j. {‘\, und o0 = A \;IN & + & '
die Normalspannungen in der Mittelfliiche nach den Richtungen der - Axe 8
und der y-Axe.
Da &° und &° constant sind, so folgt aus den obigen Ausdriicken von -
dE e g
e =T und & = o
mit Riicksicht auf die Geringfiigigkeit der Biegung und wenn die z-Axe an il e §
den wurspriinglieh in ihr gelegenen matericllen Punkt der Mittelfliiche fixirt
gedacht wird :
dz dz
s =l =R S Y Byt = U o
und damit (ef. Nr, 229, Gl. VI):
7 B I’J”rl": L ”l"\" — 2 (i a1z
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Aug dén fritheren Untersuchungen diinner Platten wie diinner Stibe ist zu
schliessen, dass auch hier 7y und 7y nicht minder wie ¢, von untergeordneter

Grisse sind; wenn somif nur die im Obigen ausgedriickten Spannungen
Ox, Oy und 7,

berlicksiehtiet werden, so liegt damit der in Nr. 231 betrachtete Speeialfall

vor, demzufolge die Hauptausdelnungen &, & und & bestimmt sind durch:
. Gx -+ Oy
ey = :
Tt
€\ m—1 m-41
I = 3 Oy + Oy) & y | (Ox—0y)® + 41,2,
\ &3 2m 3 2m ¥,

Die absolut Zenemimen .'_j']';‘\.ﬁll- von ilimen ist &g oder &3, Iii'“.‘i\_’hl]l‘].] fJ‘x""U‘y
positiv oder negativ ist; beide finden parallel der Mittelfliiche statt, da & die
Ausdehnung senkrecht zur Mittelflliche = &, ist.

200. — Damit die Spannungen oy, ¢y und 7, fiir einen gegebenen Punkt
ayy) der Platte durch die Formeln der vorigen Nummer bestimmt seien,

muss man z als Funetion von @ und y, d. h, die Gleichung der gebo-
genen Mittelfliehe kenmen. Ihre Differentialgleichung wird gefunden

mit Hiilfe der allgemeinen Gleichungen (I) in Nr. 229, worin
| XN=Y=7Z2=0 und dz = dv
zn setzen ist:

o o7 ATy dr, 3

X T4 =