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VORWOEIT .

Bei der Ausarbeitung und Herausgabe des vorliegenden Buches leitete

mich zunächst die Absicht , meinen Zuhörern für einen Theil meiner

Vorträge an dem hiesigen Polytechnikum damit einen Leitfaden in

die Hand zu geben , worin die leitenden Prineipien der betreffenden

Untersuchungen in präciserer Form und die Resultate vollständiger und

fehlerfreier niedergelegt seien , als solches in den nachgeschriebenen
Heften gewöhnlich erreicht wird . Der erläuternde mündliche Vortrag
soll dadurch nicht entbehrlich gemacht werden , und es sind deshalb

die mathematischen Entwickelungen im Allgemeinen hier nur angedeutet
Worden . Bei der knappen Form und der grösseren Uebersichtlichkeit

des Gedankenganges und der gewonnenen Resultate , welche dadurch

im Vergleich mit einem ausführlichen Lehrbuche ermöglicht wurden ,
hoffe ich , dass das Buch zugleich als Rathgeber für den praktischen
Gebrauch geeignet befunden werden möchte , indem es vor einer

nackten Sammlung von Regeln und Formeln das voraus hat , dass

die den Resultaten zu Grunde liegenden Anschauungen , Voraussetzungen ,
Vernachlässigungen etc . überall vollständig dargelegt sind und da -

durch die Unsicherheiten und Missverständnisse vermieden werden ,
denen die Benutzung nackter Formelsammlungen so häufig ausgesetzt
ist . Zum Selbststudium setzt das Buch solche Leser voraus , welche

in der Analysis insoweit bewandert sind , als auf unseren technischen

Hochschulen die Gelegenheit geboten zu sein pflegt ; d. h. es werden

Leser von dem angedeuteten Grade mathematischer Ausbildung vor -

ausgesetzt , sofern dieselben beanspruchen , nicht nur die Resultate mit

Verständniss benutzen , sondern auch deren Entwickelung überall voll -

ständig übersehen und nach den gegebenen Andeutungen allenfalls

selbst ergänzen zu können .



Nach diesen Zwecken und Voraussetzungen ist die Fassung des

Buchs zu beurtheilen . Wenn ich es. einen „ Abriss “ genannt habe ,

S0 bezieht sich dies nur auf den absichtlichen Mangel einer ausführ⸗

lichen mathematischen Entwickelung , während der Inhalt mehr um-

fasst , als sich in einem Semestralvortrage von wöchentlich 4 Stunden

mit Gründlichkeit verarbeiten lässt . Eine Auswahl ist deshalb beim

Vortrage geboten , lässt sich aber auch leicht treflfen mit Rücksicht

darauf , dass manche Abschnitte bei dem vorauszusetzenden Stand -

punkte der Zuhörer nur einer Andeutung bedürfen , um dem eigenen

Studium überwiesen werden zu können ; darin besteht eben ein Haupt⸗

vortheil eines solchen Leitfadens , besonders für die in ihren einzelnen

Theilen in loserem Zusammenhange stehenden Lehrfächer der an

gewandten Mathematik und Mechanik , dass der Vortrag sich mit

grösserer Ausführlichkeit nur über diejenigen Theile zu verbreiten

braucht , welche von principieller Wichtigkeit sind , deren Entwickelung

neue Gesichtspunkte und Methoden zur Geltung bringt oder welche

mit grösseren Schwierigkeiten verbunden ist . Ein Hauptgewicht scheint

mir hierbei darauf gelegt werden zu müssen , dass die Vorbereitungen ,

welche der erfolgreichen Behandlung einer Aufgabe oder einer Gruppe

von Aufgaben vorauszugehen haben , die Voraussetzungen , worauf die

Entwickelung beruht , und die Vernachlässigungen , welche zur Erzielung

Praktisch brauchbarer Resultate als nöthig sich heraus stellen , in

ihrem Wesen und in ihren Folgen mit Sorgfalt discutirt werden , in -

dem eben nur durch die hiermit verbundenen Schwierigkeiten die an⸗

gewandte Mechanik ihre Berechtigung als besondere Wissenschaft

erhält im Gegensatze zur reinen Mathematik und analytischen Mechanik ,
deren Methoden und Sätze für sie nur Mittel zum Zweck sind .

Die besonderen Anwendungen machen , wenn auch die wichtigsten

und am häufigsten im Maschinenbau vorkommenden Dimensionsbe -

stimmungen dadurch berührt werden , doch auf Vollständigkeit keinen

Anspruch ; sie sind nur als Beispiele in die systematische Behandlung
der allgemeineren Aufgaben eingefügt , indem die betreffenden Nummern

mit kleinerer Schriſt gesetzt sind , damit die Uebersichtlichkeit der

allgemeinen Entwickelung möglichst wenig durch diese Einschaltungen
gestört werde . Zur Erleichterung des Nachschlagens für den praktischen
Gebrauch ist dem systematischen Inhaltsverzeichnisse eine alphabetische
Aufzählung jener besonderen Anwendungen beigefügt worden . In

Betreff der Behandlung dieser letzteren und namentlich der vielfach

einzuführenden Erfahrungscoefficienten habe ich zu bemerken , dass ich

mich dabei den „ Resultaten Redtenbachers “ , meines hochverdienten

Vorgängers auf hiesigem Lehrstuhle , welche Resultate mit Recht nach
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wie vor beim Construiren in unserer Maschinenbauschule vorzugsweise

zu Grunde gelegt werden , so viel als möglich angeschlossen habe ,

d. h. sofern nicht wesentliche Gründe eine Abweichung nöthig au

mäachen schienen oder eine rationellere und correctere Behandlung

ermöglicht wurde durch die im vorliegenden Buche vielfach erwei —

terte theoretische Grundlage für die fraglichen besonderen Aufgaben .

Wenn es sich bei Abfassung des Buches nicht in erster Reihe

um einen an den Gang des Vortrages sich anschliessenden Leitfaden

gehandelt hätte , so würde ich es vorgezogen haben , mit den erst im

6. Capitel abgehandelten allgemeinen Beziehungen zwischen den

Spannungen , Ausdehnungen und Verschiebungen im Inneren eines durch

äussere Kräfte angegriffenen elastischen Körpers den Anfang zu machen ,

darauf die allgemeine Diseussion des Verhaltens eines irgendwie be

lasteten stabförmigen Körpers ( das de Saint - Vénant ' sche Problem )

folgen und hieran erst die in den 5 ersten Capiteln behandelten ein - —

fachen Fälle sich anschliessen zu lassen ; es hätten dadurch mehrere

Wiederholungen vermieden werden können , sowie auch manche Vor —

aussetzungen und Vernachlässigungen , welche an den Stellen , wo sie

eingeführt wurden , noch kaum in ihrer wahren Bedeutung und in

ihren Folgen Übersehbar waren , dadurch von vornherein in ein helleres

Licht gesetzt worden wären . Die Bedürfnisse des Unterrichts und

der Studienplan unserer Schule liessen gleichwohl eine solche an und

für sich rationellere Anordnung des Stoffs weniger zweckmässig er —

scheinen ; weil nämlich die Festigkeitslehre , wie die angewandte
Mechanik überhaupt , passender Weise nicht wohl eher zum Vortrage ge -
bracht werden kann , bevor nicht die rein mathematischen Lehrfächer
und die analytische Mechanik ihren Abschluss gefunden haben , 80

bringen es hier wie ohne Zweifel auch an anderen polytechnischen
Schulen die Verhältnisse mit sich , dass zugleich mit der Festigkeits -
lehre in demselben Semester auch schon die Elemente des Maschinen -
baues zum Vortrage und zur Uebung im Constructionssaale gelangen
müssen , so dass es nöthig ist , sobald als möglich zur Begründung
derjenigen einfacheren Constructionsregeln zu gelangen , welche bei
jenem Vortrage und den sich anschliessenden Uebungen am häufigsten
benutzt werden . Der mehr wissenschaftliche Gang bei der Behandlung
der Festigkeitslehre vom Allgemeinen zum Besonderen würde zudem
auf den vorwiegend der praktischen Anwendung zugewandten Sinn

unserer Zuhörer vielfach abschreckend wirken , indem dabei nicht nur
die Früchte erst an späterer Stelle gepflückt werden könnten , sondern
auch die grösseren Schwierigkeiten gerade im Anfange sich häufen
würden .



VIII

Die ziemlich ausführliche Einleitung ist dazu bestimmt , die Mängel
der gewählten Anordnung des Stoffs einigermassen zu heben , indem

darin die allgemeine Aufgabe und die Art ihrer Behandlung wenigstens
vorweg angedeutet sind und die in den ersten Capiteln behandelten

Aufgaben in ihrem Charakter als einfache Specialfälle eines allge -
meineren Problems deutlicher hervortreten ; zugleich wird dadurch

Gelegenheit geboten , die wichtigsten Definitionen von vorn herein in
der nöthigen Allgemeinheit aufzustellen .

Was überhaupt die Behandlungsweise und die Begrenzung des
Stoffs betrifft , so bin ich bemüht gewesen , die Anforderung einer

streng wissenschaftlichen Behandlung mit der Rücksicht auf das

Praktische Bedürfniss , auf den durchschnittlichen Grad der mathems⸗
tischen Bildung und Fassungskraft unserer Zulörer und auf die für
den Vortrag in beschränktem Masse disponible Zeit möglichst zu ver⸗
mitteln . Eine ganz strenge Entwickelung , deren völliges Verständniss
ohne weitere Erläuterung freilich bei der knappen Darstellung einen

vorgeschrittenen Grad matliematischer Bildung voraussetzt , habe ich
im 7. Capitel nur der einfachsten Körperform , dem geraden stab⸗

förmigen Körper , zu Theil werden lassen , wofür mir solches bei
der vorwiegenden construetiven Wichtigkeit dieser Form sowie auch
desbalb unerlässlich schien , weil dadurch allein eine Klare Beurtheilung
und nachträgliche bedingungsweise Reclitfertigung der in den ersten
Capiteln zugelassenen Vernachlässigungen erreicht werden Konnte .
Eine ähnliche strenge und allgemeinere Behandlung auch bei den

Plattenförmigen Körpern würde indessen mit den so eben erwähnten
Rücksichtnahmen kaum vereipbar gewesen sein ; es schien nöthig , hier
Von vorn herein durch vereinfachende Annahmen die Schwierigkeiten
der analytischen Entwickelungen zu vermindern .

Immerhin wird man finden , dass besonders in den letzten Capiteln
grössere Anforderungen an die mathematische Bildung und an die

geistige Anstrengung der Zuhörer oder Leser gestellt werden , als es in
den für Techniker bestimmten Lehrbüchern der angewandten Mechanik
zu geschehen pflegt ; ja es werden die Gesetze des 6. und die Aufgaben
des 7. Capitels meistens überhaupt nicht wissenschaftlich behandelt , in -
dem die letzteren vielmehr dem praktischen Gefühl mach empirischen
Regeln überlassen zu werden pflegen . Auch bin ich darauf gefasst , dem
Urtheile zu begegen , dass ich darin zu weit gegangen sei . Abgeschen
davon indessen , dass für mässigere Ansprüche die 5 ersten Capitel allen⸗
falls als ein für sich abgeschlossenes Ganzes betrachtet werden können ;
in welchen , freilich mit manchen weiteren Ausführungen , im Wesent —
lichen diejenigen Probleme abgehandelt sind , auf welche sich die
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technischen Lehrbücher der angewandten Mechanik bisber zu beschrän —

ken pflegten , hängt das Urtheil über den in Rede stehenden Punkt

mit einer allgemeineren Principienfrage zusammen , betreffend den

Grad der wissenschaftlichen Ausbildung überhaupt , welchen unsere

Polytechnischen Schulen den angehenden Technikern ermöglichen sollen .

In dieser Beziehung gehe ich von der Ueberzeugung aus , dass , wenn

die wissenschaftliche Bildung und die praktische Uebung und Geschick -

lichkeit zugleich in der beschränkt disponiblen Zeit sich nicht in

vollem Umfange erreichen lassen , naturgemäss die erstere selbst bis

zu gewissem Grade auf Kosten der letzteren Richtung von der Schule

zu cultiviren sei , indem in der Praxis nachher die Uebung von selbst

kommt , während nur selten Zeit , Gelegenheit und Neigung vorhanden

sind , eine mangelhafte wissenschaftliche Bildung neben der Ausübung
des praktischen Berufs noch wesentlich zu ergänzen . Auch würde

die Schule ihre Aufgabe schlecht erfüllen , wenn sie sich mit einer

solchen Ausbildung der angehenden Techniker begnügte “ , welche die -

selben befähigt , die bei dem zeitigen Zustande des betreffenden Fachs

ihnen gewöhnlich vorkommenden Aufgaben nach gelernten Regeln
mit Verständniss zu lösen ; wenn vielmehr der Fortschritt auf dem

Gebiete der Technik nicht nur von der Zufälligkeit auftauchender

Talente ablängen , sondern von der Schule wesentlich gefördert wer —

den soll , so müssen die von ihr gebildeten Techniker im Stande sein ,
die Literatur ihres Fachs mit selbständigem Urtheile zu studiren und

zu prüfen , sie miüssen befähigt sein , auch in schwierigen und neuen

Aufgaben , die sich ihnen darbieten ohne dass ihnen dafür eine un -

mittelbar passende Regel zur Hand ist , mit Leichtigkeit und klarem

Verständnisse der massgebenden Verhältnisse sich zurecht zu finden .

Mit einem Worte , die polytechnische Schule soll nicht im Schlepp -
tau des praktischen Bedürfnisses , sondern umgekehrt demselben

mögliclist voraus sein ; die von ihr gewährte wissenschaftliche Aus -

bildung soll nicht nur den Anforderungen der Technik in ihrer augen⸗
blicklichen Entwickelungsphase , sondern möglichst bis zu dem

Kugenblicke noch genügen , in welchem die von ihr gebildeten Tech -

niker nach einem Menschenalter von der Bühne ihrer Thätigkeit ab -
treten .

Es soll hiermit nicht gesagt sein , dass jeder Studirende des

Polytechnikums genöthigt sein solle , an allen den Vorträgen und

Uebungen Theil zu nehmen , durch welche ihm zu dem grösstmöglichen
Grade wissenschaftlicher Ausbildung für das von ihm gewählte Fach
die Gelegenheit geboten wird , dass nicht vielmehr den verschiedenen

bersönlichen Verhältnissen , Anlagen und Zwecken besonders Derjenigen ,
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welche für einen Zweig der technischen Privatpraxis sich ausbilden

Wollen , gebührende Kechnung getragen werden solle . Doch ist hiet

nicht der Ort , auf solche die Organisation der Schule berührende

Fragen näher einzugehen .
Schliesslich habe ich noch die neueren Arbeiten namhaft 20

machen , welche ich bei Abfassung des vorliegenden Buches vorzugs
weise benutzt habe , abgeschen nämlich von denjenigen älteren , welche
namentlich seit Navier ' s Vorgange mehr oder weniger lange schon

Gemeingut der einschlagenden Literatur geworden sind . Hier habe
ich vor Allem die „ Theorie der Elasticität fester Körper “ von Clebseh
zu erwähnen , welcher ich namentlich bei der Darstellung des
de Saint - Vénant ' schen Problems im 7. Capitel im Wesentlichen ge—

folgt bin ; im 6. Capitel habe ich mich grossentheils der sehr übersicht⸗
lichen Darstellung von Holtzmann in seinem Lehrbuche der theoreti -
schen Mechanik angeschlossen ; an verschiedenen Stellen ( bei der Be -

handlung krummer stabförmiger und symmetrisch gestalteter plattenför -
miger Körper ) haben Abhandlungen von Winkler im „Civilingenieur “
mir schätzbare Anhaltspunkte geliefert . Auf die mir eigenthümlichen
Untersuchungen , welche hier grossentheils zum ersten Male publicirt
werden , brauche ich Kenner nicht besonders aufmerksam zu machen ,
doren wohlwollender Beurtheilung das Werkehen hiermit empfohlen
sein möge .

CARLSRUHE , im October 1865 .7

F . Grashof .
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EINLEITUNG .

1. — Materielle Punkte heissen die kleinsten gleichartigen ma -
teriellen Theilchen , woraus ein Körper bestehend gedacht werden kann .

Cohäsion im weiteren Sinnes) heisse die den Körpern eigenthümliche innere

Kraft , vermöge welcher sie einer durch äussere Kräfte verursachten Ver⸗

rückung ihrer materiellen Punkte einen gewissen Widerstand entgegensetzen .
Bei einem festen Körper , wovon im Folgenden allein die Rede ist ,

äussert sich eine solche Verrückung der materiellen Punkte durch eine ent -

sbrechende Formänderung , dieses Wort im weitesten Sinne genommen ,
in welchem auch eine blosse Aenderung der Grösse bei ähnlich bleibender

Gestalt des Körpers darunter verstanden werden soll . Die Inanspruchnahme
eines Körpers durch beliebige äussere Kräfte heisse seine Belastung . “ * )

Die Formänderung , deren ein Körper bei einer gewissen Belastung fähig

ist , tritt nicht augenblicklich , sondern nur allmählich ein und nimmt unter

Umständen selbst nach langer Zeit noch nachweisbar zu. Unter der einer

gewissen Belastung entsprechenden Formänderung ist deshalb

streng genommen die Grenze zu verstehen , welcher sich dieselbe im Verlaufe

der Zeit nähert .

Bei solchen Körpern und solchen Belastungen , wie sie in der technischen

Praxis vorkommen , pflegt indessen schon nach sehr kurzer Zeit die Form -

änderung bei andauernder Belastung von jener Grenze so wenig verschieden

zu sein , dass der Unterschied ausser Acht gelassen werden darf . “* *)

) Imn engeren Sinne versteht man unter Cohäsion nur die Widerstandskraft gegen
eine Vergrösserung des Abstandes der materiellen Punkte .

Mit Erweiterung des gewöhnlichen Sprachgebrauchs , nach welchem unter Belastung
nur die Inanspruchnahme durch Schwerkräfte verstanden wird .

) Nach Versuchen von C. F. Dietzel (Leitschr . des Vereins deutscher Ingenieure ,
Bd. I. P. 165 ) ist dieser Einfluss der Leit auf die Formänderung bedeutender bei Holz
( überhaupt bei organischen Körpern ) , als bei Metallen .

Dass bei sehr starker Belastung die Formänderung bei allen Körpern , auch Metallen ,
noch lange Zeit , selbst Monate lang merklich zunimmt und schliesslich so die Aufhebung
des den festen Körper charakterisirenden Zusammenhangs herbeigeführt werden Kann, ist
eine bekannte Thatsache . Fairbairn hat gezeigt , dass diese Wirkung durch häufige und
bedeutende Aenderungen der Temperatur befördert wird . ( Seventh Report of the British
Association . )

Grashof , Festigkeitslehre . 1
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Man sagt , ein Körper verhalte sich volIkommen oder unvollkom men
elastisch bei einer gewissen Formänderung , jenachdem dieselbe vollkommen
oder nur unvollkommen wiedler verschwindet , wenn die Zelastung aufgehoben
Wird . Im ersteren Falle heisst die ganze Cohäsion , welche bei der betreffenden
Belastung zur Wirkung gekommen War , auch Elasticität , im letzteren Falle
nur derjenige Theil derselben , welcher dem rüe ängig gewordenen Theile der
Formänderung entspricht und eben diesen theilweisen Rückgang verursacht .

Die Cohäsion kommt wie jede Widerstands - oder secundärè Krt
mal nur mit derjenigen Intensität zur Wirkung , welche der Belastung oder
der primären Kraft entspricht . Wird die Belastung gesteigert , so erkolgt
schliesslich eine Trennung der materiellen Punkte , d.
Aufhebung des Zusammenhangs , welcher den
charakterisirt , und erst im letzten Augenblic
dem Maximum ihrer Intensität zur Wirkung gekommen .

Die zur vollen Wirkung gekommene Cohäsion , also die innere Kraft ,mit welcher ein fester Körper der Trennung seiner materiellen Punkte Wider⸗
stand leistet , heisst seine Festigkeit . * )

Die inneren Krätte , welche durch eine gewisse Belastung eines Körperszur Wirkung kommen , treten zwischen je zwei materiellen Punkten auf undsind einzeln ebenso unbestimmt und unbestimmbar wie die Massenhaftigkeitder materiellen Punkte , woraus man sich den Körper bestehend denkt . Dis
obigen Definitionen der Cohäsion , Elasticität und Festigkeit beziehen sichdaher auf gewisse im Körper anzunehmende Flächen , d. h. die damit be -zeichneten inneren Kräfte sind die Resultanten aller jener unendlich vielen
Elementarkräfte , welche auf die in einer solchen Fläche liegenden materiellenPunkte von allen Übrigen auf derselben Seite der Fläche liegenden materiellenPunkten ausgeübt Werden ; damit eine resultirende Kraft mit verschwindendkleinem Fehler ohne K räftepaar sich bilden lasse „ muss im All
Fläche als unendlich Kklein Vorausgesetzt werden .

t jedes -

h. eine stellenweise
festen Körper als solchen

ke vorher war die Cohäsion mit

1²

gemeinen die

2. — Genauere Versuche haben zu dem Se hlusse geführt , dass der Be -griff der vollkommenen Elastieität streng genommen der Wirklichkeitnicht entspricht , dass vielmehr jede Formänderung von endlicher Grösse auseinem bleibenden und einem nicht bleibenden Theile besteht in der Weise ,dass das Verhältniss des ersten zum weiten sich nur zugleich mit der g anzen8Formänderung der Grenze Null nähert . * *) Nichtsdestoweniger Pflegt man

*) Nach dem Sewöhnlichen Sprachgebrauche ve steht man unter Elasticität undFestigkeit die Higenschaft , solche innere Kräſte in höherem Oder niederem Gradeäussern zu können , welche hier als Elasticität und Festigkeit selbst definirt wurden .) In noch höherem Grade ist es unzulüässig , die Körper selbst in vollkommen undunvollkommen elastische au unterscheiden , weil selbst dann , wenn der Begriff der Voll-kommenen Elasticitat factisch begründet wäre , er doch immer nur relativ 901dem derselbe Körper bei Kleiner Formänderung sich vollkommen , bei grosser sich unvoll⸗kommen elastisch Verhalten Könnte . Höchstens darf von sehr elasti chen und wenigAlastischen Körpern Sesprochen werden , jenachdem erst bei grosser oder schon bei KleinerFormänderung ein Wesentlicher Theil derselben bleibend wird .
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Einleitung . 3

eine gewisse Grenze der Formänderung anzunchmen , innerhalb welcher ilir
bleibender Theil verhältnissmässig so Klein ist , dass er nur durch sehr feine
Beobachtungsmittel nachgewiesen und deshalb mit einem für die Anforderungender Praxis verschwindend kleinen Fehler S Null gesetzt werden kann . DieseGrenze nennt man kurzweg die Elasticitätsgrenze .

Wenn übrigens ein Körper eine Formänderung erfahren hatte , von derein Theil zurückgeblieben ist , und dieser Körper dann einer neuen Form -
ünderung von derselben Art , aber höchstens von der frühleren Grösse unter⸗Worfen wird , so ist der bleibende Theil der letzteren sehr klein im Vergleichmit dem früheren , so dass die bleibende Formänderung durch WiederholungSolchen Verfahrens nicht etwa beliebig gesteigert werden kann .

Bei allen Constructionen Pflegt man im Princip die Forderung zu Grundezu legen , dass in keinem Theile eine Ueberschreitung der Elasti —
citätsgrenze stattfinden s0lLle ; in der That freilich ist jener Forderungwegen mangelhafter Kenntniss dieser Grenze , selbst abgeschen von der Un -bestimmtlieit ihres Begriffs nicht immer sicher zu entsprechen und viel -mehr häufig nur die leichter bestimmbare und sicherer bekannte Festigkeitdes Materials als massgobend zu Grunde zu legen .

3. — Die Formänderung , welche durchi eine gewisse Belastung eines
Körpers bewirkt wird , lüsst sich immer darauf zurückführen , dass die ur -
sprünglichen Abstände der materiellen Punkte geündert wWerden , welche
Aenderungen theils Positiv , theils negatiy und sowohl in demselben Punktenach verschiedenen Richtungen , als in verschiedenen Punkten nach gleich -laufenden Richtungen verschieden gross sein können .

Zieht man von einem materiellen Punkte 4 eines Körpers eine Gerade Aund betrachtet dieselbe als den geometrischen Ort der darin liegenden mate -riellen Punkt )
so ertährt sie bei der Formänderung des Körpers eine

entsprechende Formänderung , u. A. das beliebige Stück 45 derselben eine
gewisse Längenänderung 4 ( AB) ; lisst man A B abnehmen bis zur Grenze

8 8
4Aα¹αNull , so heisst der entsprechende Grenzwerth des Verhältnisses Adie Ausdehnung des Körpers im Punkte A nach der Richtung 45 .

Eine solche Ausdehnung ( stets ein kleiner Bruch ) ist positiyv oder negativ ,eine Ausdehnung im engeren Sinne oder eine Zusammenziehung , und soll
algebraisch verstanden in der Folge mit æ bezeichnet werden ; e“ bedeute ins -
besondere eine positive , «“ den Absolutwerth einer negativen Ausdehnung. us )

Derselbe
der bleil

sich dadurch bestimmen , dass ein bestimmter Grenzwerth des Ver-nden zur ganzen Formänderung als Kriterium festgestellt würde .
) Tinien , Flächen oder Körperelemente , welche als die geometrischen Oerter derin ihnen liegenden materiellen Punkte betrachtet werden , heissen in der Folge kurzwegmaterielle Linien , Flächen oder Körperelemente .

) Die als unbenannte Zahl definirte Ausdehnung im Punkte A nach der RichtungA5 kann auch betrachtet werden als Länge , nämlich als Positive oder negative Ver -längerung , welche die materielle Gerade A5ν Æder Längeneinheit erfahren würde , wenn
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Man kann jetzt auch sagen : jede Formänderung eines Körpers kann auk

Ausdehnungen zurückgeführt werden , weleche in den verschiedenen Punkten

nach den verschiedenen Richtungen stattfinden .

4. — Als Ursache der bleibenden Formänderungen eines

Körpers muss angenommen werden , dass gewisse Werthe von s“ und “,

entsprechende neue Gleichgewichtslagen der materiellen Punkte bedingen ,

welche von ihnen eingenommen werden , wenn die betreffenden Belastungen

aufhören ; diejenigen Grenzwerthe von “ und / welche man als der Elasti -

eitätsgrenze entsprechend annimmt und welche unter sich verschieden sein

können , mögen mit (8%0% und ( “ ) bezeichnet werden . “ )

Die Grenzwerthe (s/ ) und (6“/ können im Allgemeinen sowohl mit der

Lage des betreffenden Punktes A, als mit der betreflenden Richtung 4 B sich

ändern . Bei einem homogenen , d. h. einem in allen Punkten gleich be⸗

schaffenen Körper sind sie nur vom Materiale und von der Richtung , bei

einem isotropen , d. h. einem nach allen Richtungen gleich beschaffenen

homogenen Körper sind sie nur vom Materiale abhängig .

5. — Auf Grund der in No . 2 ausgesprochenen principiellen Forderung

und der Aufstellungen in No. 4 lässt sich nunmehr die Hauptaufgabe der

praktischen Festigkeitslehre so aussprechen : Es sollen die Form , die

Dimensionen oder die Belastung eines Constructionsgliedes unter gegebenen

Umständen so bestimmt werden , dass &“ unde “ in keinem Punkte und nach

keiner Richtung gewisse erfahrungsmässig zulässige Werthe überschreiten ,

welche bei nur homogenem Materiale ausser von diesem auch von der Rich -

tung , bei isotropem Materiale nur von diesem abhängen, “ Principiell aber

jedenfalls kleiner sein sollen , als die Grenzwerthe (e“) und ( s4 , welche der

Elasticitätsgrenze entsprechen .
Die zweite Aufgabe : Bestimmung der Formänderung eines gegebenen

Körpers bei gegebener Belastung ist zwar an und für sich gewöhnlich nut

von untergeordneter praktischer Wichtigkeit , doch giebt es viele Fälle , 8

welchen die erste Aufgabe nicht ohne die zweite gelöst werden kann , unl

zwar ist dies immer dann der Fall , wenu die bei den Unterstützungen odes

Befestigungen des Körpers durch die primären belastenden Kräfte hervor⸗

in allen ihren Punkten ihre Ausdehnung gleich w In diesem Sinne soll die Ausdeh⸗

nung insbesondere specifische Ausdehnung heissen . Das Beiwort „specifisch “ gebraucht
der Verf. immer in dem Sinne , dass dadurch das Hauptwort ( immer eine G168860 auf die
betreflende Einheit bezogen wird ; 2. B. specifisches Gewicht = Gewicht der Volumeinheit ,

specilisches Volumen Volumen der Gewichtseinheit , specifischer Pruck einer Flüssigkeit 2
Druck auf die Flächeneinheit etc.

5

*) Wie es zugeht , dass gewisse Werthe von e die fraglichen Erscheinungen aur Folge

haben , bleibt hierbei dahingestellt ; es ist nur nöthig ausdrücklich hervorzuheben , dass eben

bestimmte Werthe von ihnen jene Erscheinungen begléeiten . Man könnte nämlich auch,

Was aber einen wesentlichen Unterschied machen würde (of. No. 11) , gewisse Werthe der
inneren Kräfte als charakteristische Begleiter der fraglichen Erscheinung 1 hinstellen .

) Abgesehen von praktischen Nebenrücksichten : cf. No. 21.
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gerufenen Widerstände , welche stets als äussere Kräſte in Bezichung auf den

Körper selbst mitgerechnet werden müssen , unbestimmt blieben , ſalls der

Körper als absolut starr vorausgesetzt würde .

Von den in der Praxis angewendeten Constructionsmaterialien können ge -

gossene Metalle unbedingt , geschmiedete und gewalzté näherungs -
Weise als isotrop , Hölzer nur als homogen gelten .

Auf die etwas verschiedene Festigkeit , welche 2. B. gewalztes Eisenblech

nach der Walzrichtung und nach der darauf senkrechten Längenrichtung be⸗

sitzt , mag bei der Ausführung einer Construction durch entsprechend vortheil -
hafte Lagerung der einzelnen Blechtafeln möglichst Rücksicht genommen
werden , die Theorie darf aber im Allgemeinen davon abstrahiren . Gezogener
Draht hat zwar in noch höherem Grade ein verschiedenes Verhalten nach
der Länge und Quere ; doch kommt hierbei überhaupt nur das Verhalten
nach der Richtung der Länge in Betracht , und wenn es nicht der Fall

Wäre , so dürfte wenigstens nach der Längenrichtung eine ausgezeichnete
Elasticitätsaxe vorausgesetzt werden , welche dadurch charakterisirt ist ,
dass nach je zwei Richtungen , die gleiche Winkel mit ihr bilden , ein gleiches
Verhalten stattfindet . Dieselbe Voraussetzung ist auch beim Holze zulässig
in der Weise , dass die ausgezeichnete Elasticitätsaxe nach der Richtung der
natürlichen Fasern angenommen wird .

6. — Damit die in No . 5 bezeichnete Hauptaufgabe gelöst werden könne ,
muss man im Stande sein , bei gegebener Belastung eines gegebenen Körpers
die Ausdehnungen zu berechnen , welche in einem beliebigen Punkte A nach

allen möglichen Richtungen stattfinden , um so die grösste unter ihnen zu
erkennen . Dies würde aber unmöglich sein , wenn zwischen den Ausdehnungen
in einem Punkte nach allen möglichen Richtungen nicht solche Bezichungen
stattfänden , dass die Kenntniss einer beschrünkten Zahl von Elementen genügt ,
um damit jede solche Ausdehnung zu berechnen . Wie es möglich ist , au
solchen Elementen zu gelangen , lehrt folgende Betrachtung .

Denkt man im Inneren eines noch unbelasteten Körpers ein unendlich
kleines materielles rechtwinkeliges Parallelepipedum abgegrenzt und verfolgt
seine ( Verhältnissmässig immer sehr kleine ) Formänderung bei der Belastung
und entsprechenden Formänderung des Körpers , so jist zwar Kklar, dass dieselbe
zunächst betrachtet werden kann als das Resultat von positiven oder negativen
Ausdehnungen verschiedener Grösse , die nach allen möglichen Richtungen im

Parallelepipedum stattfinden ; sie lässt sich aber auch betrachten als Resultat
von 1) nur 3 Ausdehnungen nach den Richtungen der Kanten , 2) gegen -
seitigen Verschiebungen der gegenüberliegenden Seitenffächen , 3) gegenseiti -

gen Neigungen dieser Seitenflächen , welche früher parallel waren , 4) gegen -
seitigen Verdrehungen der gegenüberliegenden Flächen , 5) Wölbungen dieser

ursprünglich ebenen Seitenflächen ( wegen der Continuität des Körpers bei
den gegenüberliegenden Flächen nothwendig nach derselben Richtung convex
oder concav ) . Erwägt man aber , dass die Neigungen der Seitenflächen nur
durch die Differenz der Ausdehnungen in parallelen Geraden , ihre Verdrehungen
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nur durch die Ver chiedenheit der Verschiebungen ( nach Grösse und Richtung )
in verschiedenen Punkten paralleler Ebenen , ihre Wölbungen nur durch die
Differenz der Ausdehnungen in parallelen Geraden und der Verschiebur gen
in parallelen Ebenen innerhalb des unendlich kleinen Parallelepipedums be-
dingt und deshalb von verschwindend kleinem Einflusse sind im Vergleich
mit den unter 1) und 2) genannten Aenderungen , so bleiben nur diese ,
also die Ausdehnungen nach den 3 Gruppen paralleler Kanten und die gegen⸗
seitigen Verschiebungen der 3 Paare paralleler Seitenflächen zu berücksichtigen
übrig . Die Verschiebungen sind bestimmt durch Grösse und Richtung oder
sie lassen sich zerlegen in je zwei Verschiebungen nach den Richtungen der
zweierlei Kanten der betreffenden Seitenebenen , und da schliesslich die
Formänderungen der 8 möglichen Parallelepipeda , welche einen Eckpunkt 4
gemeinschaftlich haben , wegen der Continuität des Körpers sich gegenseitig
bedingen , nämlich nur unendlich wenig verschieden sind , so erkennt man
Vorläufig die Möglichkeit , die Ausdehnung in einem Punkte 4
nach einer beliebigen Richtung 45 durch 9
zudrücken ( ausser durch die Winkel , welche die Richtung
nümlich durch 3 Ausdehnungen und 6 V erschiebungen ,
ander senkrechte Richtungen bezichen .

Elemente aus⸗

4 bestimmen ) ,
die sich auf 3 zu ein-

7. — Die jetzt gewonnene Erkenntniss
Betrachtung der Verschiebu ngen .

Ist V eine materielle Ebenèe in einem Vorläufig unbel
ein materieller Punkt in V und B ein anderer materielle
liegt , dass die Gerade 4½ senkrecht Zzu V ist , S0 findet
des Körpers im Allgemeinen eine solche Verrückung stat
dikel von B auf I einen neben 4 gelegenen Punkt A1 von V triflt ; die
früher ebene Fläche J / ist dabei im Allgemeinen krumm geworden . Lässt
man A B abnehmen bis zur Grenze Null , s

giebt Veranlassung zur näheren

astéeten Körper , 4
r Punkt , welcher 80
durch die Belastung

t, dass das Perpen -

0 heisst der entsprechende Grenz -
8 441Wertli des Verhältnisses

I Voelcher immer ein kleiner Bruch ist , die Mer⸗

schiebung der Ebene Vim Punkte A; unter der Ebene V ist dabeidie Berührungsebene der Fläche 77 im Punkte A4 zu ve
Verschiebungen werden in der Folge mit

Ist 4 Ceine Richtung in der Ebene V, vwelche mit der Richtung 441den Winkel ꝙ bildet , so ist 5cοͥοο die Verschieb ung der Ebene F imPunkte A nach der Rie htung 4C ; dieselbe ist Positiv oder negatiyv mitCo⁵ , da y eine absolute Zahl ist .

rstehen . Solche
Dezeichnet . *)

) Die als unbenannte Zahl definirte Verschiebung einer Ebene Y im Punkte 4 Kannauch betrachtet Werden als nge, nämlich als diejenige Strecke , um welche zwei paralleleEbenen im Abstande 45 der Längeneinheit an den cor pondirenden Punkten A undgegeneinander verschoben Werden wWürden, wenn die Ve niebungen aller dazwischenliegenden Parallelebenen in ihren betreflenden Durchschnittspunkten mit der Geraden 4B5gleich gross und gleich gerichtet wären . In diesem Sinne heissebesondere specifische Vers chiebung . Cf. No. 3, Anmerk .
die Verschiebung ins-
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8. — Wenn man bei einem unendlich kleinen materiellen rechtwinkeligen
Parallelepipedum im Inneren eines Körpers die vom Eckpunkte A auslaufenden
Kanten mit 4

und entsprechenden Deformation des Parallelepipedums , im Sinne von No . 7

AV A beteichnet , so seien bei der Belastung des Körpers

Verstanden , für den Punkt A:

J * und ½z die Verschiebungen der Ebene VAJ nacli den Rich -
tungen A4 V und AH ,

7½˙ und ½% die Verschiebungen der Ebene ZA & nach den Rich -
tungen A44 und AN ,

7½n und ½½ die Verschiebungen der Ebene XAV nach den Rich -
tungen AX und AV .

Die Verschiebungen / und ½ lassen sich beide als Folge des Um -
standes betrachten , dass der früher rechte Flächenwinkel an der Kante 42

P , etwas Kleiner oder g ser als ein rechter Winkel , geworden ist ;
sie können also immer nur gleichzeitig vorhanden sein , und zudem lusst
eine einfache Ueberlegung erkennen , dass sie einander gleich , nämlich

53
8beide S colg 2 Y ) oder absolut genommen = 0ꝙ , also auch mit Ver -4 3 8

ssigung kleiner G1nachl össen höherer Ordnung = ꝙ sind . Ebenso ist 7⁰⁴ S
7½½ und 7½½ I .

Die 9 Elemente , zu denen die Betrachtung in No . 6 geführt hatte , redu -
ciren sich also auf 6, und man erkennt die Möglichkeit , die Ausdehnung im
Punkte A nach der Richtung A4B , welche mit den Richtungen AX , AV AA
die Winkel J, /½ v bildet , als Funktionen dieser Winkel und der 6 Elemente

832 7¹ *
auszudrücken , unter 2 „ und en die Ausdehnungen im Punkte A nachi den
Richtungen AX , AV und 44 verstanden .

9. — Diese 3 Ausdehnungen und 3 Verschiebungen können nur durch
Vermittelung der inneren Kräfte gefunden wWerden , welche in den 3 um den
Punkt A herumliegenden Seitenflächen des Parallelepipedums stattfinden und
Welche für einen Punkt 4 an der Oberfläche des Körpers in gewissen Be- ⸗
ziehungen zu den daselbst angreifenden àusseren Kräſten stehen miüssen .
Diese inneren Kräfte sind zweierlei , den Ausdelinungen und den Verschie -
bungen entsprechend .

Ist V eine Ebene in einem belasteten Körper , A ein Punkt in J , ＋ der
Inhalt eines den Punkt A einschliessenden Stücks Vvon J , und Y die Resultante
der an den Punkt A versetzten inneren Kräſte , den die von einer Seite angren -zenden Körpertheile auf die Elemente von / ausüben , so heisst die Grenze des

Quotienten wenn 7½ den Punkt A stets einschliessend , in die Grenze Null

übergeht , die Spannung im Punkte A4 der Ebene H. x*)
) Die als Quotient einer Kraft durch eine Fläche definirte Spannung kann auch alseine Kraft betrachtet werden , nämlich als diejenige innere Kraft , welche auf die Flächen -
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Wird dieselbe in zwei Componenten zerlegt , so dass die Richtungslinie der

einen senkrecht zu FYist und die der anderen in der Ebene I liegt , s0 heisst

erstere die Normalspannung , letztere die Tangentialspannung in

Punkte A4 der Ebene V.

Wenn man die von beiden Seiten her ausgeübten inneren Kräfte unter⸗

scheidet und die Richtung 4 ½5 nach derjenigen Seite hin senkrecht zu

zieht , von welcher her man sich den Zug oder Druck durch die angrenzenden
Körpertheile ausgeübt denkt , so entspricht die Normalspannung einem Zug

oder Druck , jenachdem sie die Richtung 45E oder 5A hat . Um diesen

zwei Füllen durch einen positiven oder negativen Werth zu entsprechen ,

wird für die Normalspannung im Punkte A der Ebene J , die Bezeichnung :

Spannungs ) im Punkte 4 nach der Richtung 45 eingefllut .

Eine solche ist dann positiv oder negativ , jenachdem sie die Richtung 45

oder die umgekehrte Richtung hat ; im ersteren Falle heisst sie auch Span⸗

nung im engeren Sinne oder absolute Spannung , im letzteren Pre

rückwirkende Spannung . Solche Spannungen ( Normalspannungen ) Werden

in der Folge , algebraisch verstanden , mit d bezeichnet ; 6“ bedeute ins.

besondere eine positive , 6 “ den Absolutwerth einer negativen Spannung .
Tangentialspannungen werden mit 2 bezeichnet ; sie sind absolute Grössen .

Ist aber 4 Ceine Richtung in der Ebene V, welche mit der Richtung vont
den Winkel ꝙ bildet , so ist die Tangentialspannung im Punkte 4

der Ebene nach der Richtung 40 ivcosꝙ eine positive odet

negative Grösse , jenachdem ꝙ ein spitzer oder stumpfer Winkel ist .

ssung odler

10. — Betrachtet man wieder das unendlich kleine materielle recht -

winkelige Parallelepipedum mit den Kanten AX , AV , A4 im Inneren
eines Körpers , so werden bei der Belastung des Körpers auf die 6 Seiten
flächen durch die umgebende Körpermasse gewisse innere Kräfte ausgeübt
und es seien für den Punkt 4

O* Cν O½, die entsprechenden Spannungen nach den Richtungen
A ,

zzy und ½ die Tangentialspannungen der Ebene VAE nach den

Richtungen VA und ZA ,

h½ und ,α die Tangentialspannungen der Ebene ZAX nach den

KRichtungen ZA und XA ,
und 22) die Tangentialspannungen der Ebene XAV nach den

Richtungen XA und VA .

0

einheit der Ebene J ausgeübt werden würde , wenn in allen ihren Punkten die Spannung
ebenso gross und ebenso gerichtet wäre wie im Punkte A4. In diesem Sinne heisse si9
insbesondere specifische Spannung . Cf. No. 3, Anmerk .

8
*) Die ausdrückliche Bezeichnung als Normalspannung ist hier unnöthig , wWeildi

Bezeichnung der betreffenden Spannungsebene nicht fehlen dürfte , wenn eine resultirende0oder eine Tangentialspannung gemeint wäre .
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Einleitung . 9

Durch diese 9 Spannungen und die Inhalte der Seitenflächen des

Parallelepipedums lassen sich die inneren Kräſte ausdrücken , mit welchen

die umgebende Körpermasse auf dasselbe einwirkt ; je 2 in den gegenüber⸗

liegenden Flächen sich entsprechende dieser im Ganzen 2 . 9 18 Kräfte

unterscheiden sich um unendlich kleine Grössen 3ter Ordnung , da die Kräfte

selbst mit den Flächen unendlich klein 2ter Ordnung sind . Im Gleichgewichts -
zustande des ganzen belasteten Körpers muss nun auch an dem parallele -

Dipedischen Körperelemente Gleichgewicht stattfinden zwischen den gedachten
18 Kräſten an seiner Oberfläche und derjenigen Kraft ( in der Regel nur der

Schwerkraft ) , welche als zussere Kraft auf die Masse des Parallelepipedums
selbst wirkt und welche mit dieser unendlich klein 3ter Ordnung ist . Vermittels

der allgemeinen 6 Gleichgewichtsbedingungen eines Systems von Kräften er -
hält man also 6 Gleichungen zwischen den obigen 3 Normalspannungen und
6 Tangentialspannungen im Punkte 4 , von welchen drei , den in No . 8S er -

Wähnten Beziehungen :

DD „

entsprechend , einfach folgende sind :

771 ν lzy) ; TZX ν uα Ll TLyx·
Sie folgen sofort aus den Momentengleichungen in Beziehung auf die

durch den Mittelpunkt des Parallelepipedums parallel seinen Kanten gezo -

genen Axen , in welche nur die zu diesen senkrecht und windschief gerich -
teten Tangentialspannungen mit unendlich kleinen Gliedern von der 3ten Ord -

nung eintreten , alle übrigen Spannungen aber nebst der auf die Masse des

Parallelepipedums wirkenden äusseren Kraft mit unendlich kleinen Gliedern

höherer Ordnung , die vernachlässigt werden .

Hiernach sind die noch übrigen 6 verschiedenen Spannungen für den -

selben Punkt 4 nur durch 3 Gleichungen verbunden , wodurch dieselben

vermittels der für einen Punkt A4 an der Oberfläche des Körpers aufzu -

stellenden Beziehungen zwischen ihnen und den äàusseren Kräften noch nicht

bestimmt sind . Liessen sich aber die 6 Spannungen undez2 durch die

6 Grössen ę und 5, diese dagegen durch nur 3 neue Elemente ausdrücken ,
so würde die Aufgabe bestimmt sein , weil sich dann vermittels jener
3 Gleichungen zwischen den Spannungen und mit Hülfe der Oberflächen⸗

bedingungen die fraglichen 3 Elemente für jeden Punkt des Körpers
finden liessen .

Solche 3 Elemente , wodurch die 6 Grössen « und / sich ausdrücken

lassen , hat man nun in der That in den Verrückungen , welche der materielle
Punkt A in Folge der Deformation des Körpers nach den Richtungen der

Coordinatenaxen erleidet : die partiellen Differentiale dieser Verrückungen
nach den Coordinaten des Punktes 4 , wovon sie der Continuität des Körpers

wegen stetige Functionen sind , bestimmen nämlich offenbar die relativen Ver -

rückungen der verschiedenen Eckpunkte des unendlich kleinen Parallelepipe -
dums gegen einander und somit überhaupt die Formveränderung desselben .
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7 6 1 6l 9 1 inE Cliehise11. — Zur Lösung der Aufgabe , die Ausdehnung & in einem be liebigen
Punkte A nach der beliebigen Riclitung 4 / bei gegebener Belastung eines
gegebenen Körpers zu bestimmen , ist also schliesslich noch die Kenntniss
derjenigen Beuiehungen nöthig , die zwischen den Ausdelnungen und Ver⸗
schiebungen einerseits und den zweierlei Spannungen andererseits stattfinden 7Welche auf denselben Punkt 4 und dieselben drei zu einander senkrecliten
Richtungen AX , 4V , AA betogen werden . Hierbei ist es unerlässlich , die
Erfahrung mit zu Ratlie zu zichen .

Was zunächst die Bezichung zwischen Norma Ispannungen und
Ausdehnungen betrifft , so ist es 2war selbstverständlich , dass ein auf einen
Körper nach einer gewissen KRichtung 45 : oder Druck
neben der positiven oder negativen Ausdehnung nachi dieser Richtung auch
eine solche nach jeder anderen Richtung zur Folge haben muss , welche um
80 kleiner ist , je mehr der Winkel zwischen dieser Ric
4B einem rechten sichi nähert ;

nusgeübter Ausserer J

htung und der Richtung
die Erfahrung lehrt aber , dass nach jeder2u A45 senkrechten KRichtung nicht etwa die Ausdehnung = Null ist , Son⸗

dern negativ im Falle des Zuges , positiy im Falle des Drucks nacli det
Kichtung 4B . Ist in einem Punkte 4 die Ausdehnung nach der RichtungAB des üusseren Zuges oder Drucks 5 s0 ist sie nach irgend einer 2u

45 senkrecliten Richtung A Cetwa 2 75 unter mn eine Zahl S1 Verstandeh ,
welche bei einem isotropen Materiale nur von diesem , bei nur homogenemMateriale aber ausserdem von den Richtungen 45 und 40 abhüngt .Daraus folgt allgemein , dass 2. B. ex nicht nur von C&, sondern auch
von o/⁵ und o abhängt , und dass also eine b estimmte Beziehung2wischen der Ausdehnung e und der Spannung 6 in einem
Punkte A nach irgend einer Richtung 45 nur dann stattfinden
kann , wenn nach jeder 2u 45 senkrechten Richtung im PunkteAdie Normalspannung = Null ist .

In diesem Falle lehrt die Erfahrung , dass in der That ( abgesehenvon dem in No. 1 erwähnten Einflusse der Zeit ) einem b estimmten & auchein bestimmtes e in den iselben Punkte nach derselben Richtung entspricht
;̃ 0 32 7und dass der Quotient - sowoll für Positive wie für negative Werthe Von2

ound æ beinahe constant bleibt , so lange die A! osolutwerthe von & und enicht so gross sind „ dass die sogenannte Elasticitätsgrenze erreicht wird .
0

Streng genommen nimmt — ab , wenn oüund e absolut genommen wachsen ,
und zwar nach einem Gesetze , welches für bositive Werthe von & und eein anderes sein kann , als für negative , bei einem nur homogenen Materialeauch verschieden für verschiedene Richtungen ist ; jedenfalls ist es abhängigvon der Art des Materials , indessen bisher noch nicht genügend festgestellt .

Die Grenze, welcher sich der QuotientL nä twerFrenze , welcher sich der Quotient Inähert , wenn die Absolutwerthe
von d und è in die Grenze Null übergehen, wird mit Ebezeichnet und heisst
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Einleitung . 1＋

der Elasticitätsmodul des Materials für die betreffende Richtung , wenn
dasselbe nur homogen ist , oder kurzweg der Elasticitätsmodul des NMaterials ,
wenn dieses als isotrop angenommen wird . “ )

Innerhalb der bei den Praktischen Anwendungen zulässigen Grenzwerthe
von d und e, worauf sich die Rechnungen der Festigkeitslehre beziehen , wird

0 *immer — gesetat . “

12. — Die Beziehung zwischen Tangentialspannungen und
Verschiebungen ist einfacher , als die zwischen Normalspannungen und
Ausdehnungen . Beziehen sich nämlich 2 und „ auf denselben Punkt der -
selben Ebene und dieselbe Schubrichtung der letzteren , so ist 7 durch 2
béstimmt , also nicht auch von anderen gleichzeitigen Spannungen abhängig ,

75
und der Quotient — nüllert sich , wenn 2 und „ bis Null abnehmen , einer7˙
gewissen Grenze , welche der Schubelasticitätsmodul genannt und mit
6 bezeichnet werden soll . Er ist bei isotropem Materiale nur von diesem ,
bei nur homogenem aber ausserdem von der betreffenden Ebene und deren
Schubrichtung abhängig . Die in No. 11 und 12 besprochenen Constanten n ,
LE und Gestehen in einer gewissen Abhängigkeit von einander : ef. No . 168 .

Bei solchen Belastungen und entsprechenden Formänderungen , welche
sich innerhalb der Elasticitätsgrenze halten , kann ohne wesentlichen Fehler
28

= gesetzt werden .

13. — Derjenige Werth K resp . K “ der Spannung 6“ oder Pressung 6 “
nach einer gewissen Richtung A , womit , wenn nach allen zu AB senkrechten
Richtungen im betreffenden Punkte die Normalspannungen Null sind , eine

*) Wenn man für rechtwinkelige Coordinatenaxen mit den Werthen von ꝙ als Abscissenund den zugehörigen Werthen von e als Ordinaten eine Curve zeichnet , so geht dieselbedurch den Anfangspunkt , welcher zudem Inflexionspunkt ist , und zwar so, dass die Curve inihrem ganzen Verlaufe der Abscissenaxe ihre ooYvexe Seite zukehrt . Bildet die Tangente im
Anfangspunkte den Winkel à mit der Abscissenaxe , so ist Iuim Æ Coth d.8

) Weil e eine unbenannte Zahl ist , 80 ist E eine Grösse von derselben Art wie 6(TKraft: Fläche ) .
Zuweilen wird unter dem Elaticitätsmodul eines Materials auch eine Grösse andererArt verstanden . Wenn man nämlich an einen aus dem betreflenden Materiale Verfertigtenverticalen prismatischen Stab einen anderen solchen Stab aus demselben Materiale , vondemselben Querschnitte und von der Länge J als Belastung anhängt , und wenn dadurch indem ersteren Stabe ( abgeschen von dessen eigenem Gewichte ) die ( Pecifische ) Ausdehnung e5 5 5hervorgerufen wWird, so heisst das bis zu einer gewissen Grenze constante Verhältniss —

der Klasticitätsmodul des betreffenden Materials für die Längenrichtung des ersteren Stabes .
Dieser Elasticitätsmodul / ist eine Länge wie Jund steht zu dem in der technischen8

Mechanik gewöhnlich sogenannten Elasticitätsmodul E in der Beziehung : E Æ Ls , unter 5das specifische Gewicht des Materials ( Gewicht : Volumen ) verstanden .
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Aufliehung des Zusammenliangs der materiellen Punkte durch Zérreissen

respl . Lordrüchten verbundenisth lieisst “ die specifisehle Zug - oder Druckféstig -

Ieith , aucll ! Kurzweg die Hug - oder Dr uckfestigkeit , abselute oders rüek⸗

Wirlkendle Hestigkeit des Mäterials für- die Richtung - 4 B.

Specifiselle : Schubféstigkeitt oder kurzweg⸗ Schubfestigkeit , Scheer⸗

föstigleit eines Materials für eine gewisse Ebene I und eine gewisse Hichs

tung 41 in derselhen lieisstt der Grenzwerthit L der Tangentialspannung

Weleller eine Aufliehung des - Zusammenlangs durch Absehiebungder Hbene H

nachl der Richtung AC zur Folge hatt .

Beii isotropem Mhteriall [ kann kurzweg vonseiner Zug⸗ oder Druckféstigæ -

lleitt K “ resb . . H und von seiiert Schubfestigkeit : L gesprochen Werden . .

1W4 .— Die - in der folgenden Tabelle enthaltenen Werthe von II , KHl,

LE , J/ , ( H/ undt ( 2%, für die im Mksellinenbauam liäufigsten angewendeten

Mkterialien sindl abgerundete Mittelwerthe - nach Angaben vieler versehiedener

Autbritäteni . Sie Peziellen sieli , wie alle Angaben in diesem Buche , wobei

eine gegentlieilige Bemerkung felilty , auf das - Kilogramm als Krafteinheitt und

dhs Cuadratbentimeterr als Elächeneinheitt “ )

Die Angaben füir A undinamentlich - ( 2 habenim Allgemeinen geringere

Tuverläässigkeith , als diejenigen flir : AÆ und ( ) . Die Werthe von- I sind fäst .

nur aus - Versuchen über die Xbdtehung von Stäben abgeleitet , wobeiidie

Sollubföstigkeitt niclitt reiin , Senderndurch Nebenumstände melir oderr wWeniger

gestörtt auftritttz : sie' dürfén doslialb ) ( aussert dem fürr Sehmiedeeisen angege⸗

benen Werttie ) nur ' mitt Vorsielitt in anderen Eällen gebrauchitt werden .

Die für Iblz/gemacliten Angaben siiid ! Mittelwerthe fürn die imn mittlerem

undll nördlielien:Europa gewöllnliehlen Bauhölzert ( Nadelliölzer , Eichen , Buehen )

undlhezielien sichlauffdie Rielitungederrnatürlichlen Easern , derrWertli von - L auf-

dbniFalll, dhss - die natürlielien Easern desderr Verctrehiunggunterworfénen Stabes

Barallbllmitt dèssenIlängenrielltungverlaufenl . Rechtwinkelig : gegenndie - Haserk. -

riolitungeistH ! etwamurr / murr/οross, , AlS nacht derRiehitungderaserm . ,
Die Produkte IL ( E) , undLH ( eνον köimen mitt eiiierr selehen Annällernngz ,

worauffdie fölgenden Zalilenwertlie überhauptt Anspruch machlen ) denjenigen
Worttien von 6/ 1oSH. . C/, gleielin geachtett werden, , mitt welehen ) , wenn nach

den zui der hetrefföndeni senkrechten ! Richtungen die Normalspannungen
Nulll sindh , die Elastieitätsgrenze erreielitt wirdl . Män nenntt diese Werttie

wolill diee Uragano dull füür - Zug respU . Druck . .

Beii denaus , verselliedtnen ! Bezugsquellent stammendent oderr am dem -

selhen Orte unter verselliedtnem Uinständen gewonnenen Mäkterialien ! einerlei

Artt weichenalle Consttintenioftt se bhedbutendl vont den Hiert angeffihrten
Mittelwertllen aby , dhsss es Heii grösserenh , wielltigem und ! kostsplieligen Com

structioneni ratlisamiisth , die Eigensellaſten dess amiuwendenden Mzkterialòs im

Bbziehiung aufHlastieitätt undlHestigkeitt durclii hesondere Versuclie - zui Hrüiſbm .

9 VWie diese Werthe ' gefünden wurden ! oderr gefünden ! Werden Rönnen ; wirdi im den
Folge betreffonden Orts angedéeutett
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Die Constante & entzieht sich einer directen und zuverlässigen experi - ⸗

mentellen Bestimmung gänzlich ; für isotrope Materialien ( u. A. Metalle ) kann
— — 22* 3 — 2 *

aber aus theilweise theoretischen Gründen 6 = ẽ I bis /½ J gesetat werden

(ef. No. 169 ) .

K. „ ꝑ

Iols . . . . . 112000 800/ 500 h3000,0018 0,0015 %%20,60,252 168

Gusseisen . . 1000000 / 1250 7500ʃ6 200000,000750,0015 2 750 0,6 1500
Gussstahl . . 275000010000 ——75000,0022 — - 6050 0,605 — —

Schmnelz- und

S —4 S 8 8Cementstahl225 7500 — —=65000 — 2700 0,36 — —

Schmiedeeisen ⸗ 0 4000 3500ù350000,0007 0,0007 ] 1 1400 0,35 140004

Liseublech. 3000 %/ [ — 0,0008 0,0008 1 1400 0,4 1400 0,466
lisendraht . . 2000000 6500 — — — 60,0012 — —2400 0. 369 — —

Kupfer, insb. 3
Blech . . . 1200000 2500 60002,4 — ( 0,00025 — — 6300 0,12 — —

Messing . . . 650000l 1250ʃ11000 8,8 — 0,00 487,50,39 — —

Ilei· 50000 130 520 ( 4 — (0,002“ — Eſi00 0%6%/ꝗꝗ%: .

15 . — Rücksichtlich der Art und Weise , wie die äusseren Kräfte einen

Körper angreifen und demnach dessen Elasticität und Festigkeit sich àussern ,
unterscheidet man verschiedene Fälle , zu deren Charakteristik von einer be⸗

stimmten Körperform oder wenigstens einer bestimmten Entstehungsweise der

Körperform ausgegangen wird .

Denkt man sich die Körperform entstanden durch Bewegung einer im

Allgemeinen dabei stetig veränderlichen ebenen Fläche längs einer beliebigen

Curve , so dass die Fläche beständig in ihrem Schwerpunkte rechtwinkelig
von der Curve geschnitten wird , so heisse letztere die Mittellinie und

jeder zu ihr senkrechte Durchschnitt ( den verschiedenen Lagen der erzeu -

genden Fläche entsprechend ) ein Querschnitt des Körpers .
Ein Körper , welcher der Form nach auf solche Weise entstanden gedacht

wird , soll ein stabförmiger Körper im weiteren Sinne genannt werden .

Ein Querschnitt eines stabförmigen Körpers wird mit V, die Länge seiner

Mittellinie gewöhnlich mit J bezeichnet , letztere auch kurzweg die Lünge des

Körpers genannt . Ein stabförmiger Körper im engeren Sinne ist

ein solcher , dessen Mittellinie überwiegend lang , wenigstens länger ist , als

die grösste Dimension irgend eines Querschnitts .
Besondere Fälle der Stabform , welche besonders von praktischer

Wichtigkeit sind , entsprechen den Voraussetzungen , dass die Mittellinie eine

einfach gekrümmte Curve oder gar eine gerade Linie sei , in welchem letzteren

Falle sie auch die Axe des Körpers genannt wird ; im Falle der einfach

gekrümmten Mittellinie ferner der Voraussetzung , dass deren Ebene den

Körper in zwei symmetrisch gleiche Hälften theile , im Falle der geraden

Vittellinie , dass sich eine Symmetrieebene oder dass sich zwei zu einander
senkrechte Symmetrieebenen hindurch legen lassen ; endlich der Voraussetzung ,

22 — 3
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dass der Querschnitt constant sei abgeschen von den unendlich vielen

Specialfällen , welche hinsichtlich der Form einer nicht geraden Nittellinie,
des Aenderungsgesetzes eines nicht constanten Querschnitts und der Form
sowie der relativen Lage des letzteren gegen die Mittellinie oder die einvir -
kenden Kräfte möglich sind .

16. — Um die Wirkungen zu untersuchen , welche in einem Quer —
schnitte Y eines stabförmigen Körpers durch dessen Belastung hervorgerufen
werden , ist es einerlei , ob man das eine oder das andere der beiden durch
den Querschnitt Y getrennten Stücke des Körpers mit den an ihnen an⸗
greifenden äusseren Kräften in Betraclit zieht ; beide Systeme von Kräften
sind mit einander im Gleichgewichte durch Vermittelung der gleichen und
entgegengesetzt gerichteten inneren Krüfte in den Flächenelementen von E.
Das gerade in Betracht gezogene dieser beiden Systeme von Kräften soll
das System der äusseren Kräfte für den Querschnitt V genannt
werden . Unter der Richtung s werde die Richtung der Tangente der Mittel -
linie im Schwerpunkte O des betrachteten Querschnitts 77 Verstanden , dieselbe
genommen vom Punkte O aus nach der Seite desjenigen Körperstücks hin,
an welchem das betrachtete System der Ausseren Krüäfte angreift . O COi sei
ein nach der Richtung — s gelegenes unendlich Kleines Bogenelement der
Mittellinie ; J1 der Querschnitt durch Oi .

Die äusseren Kräfte lassen sich ersetzen durch eine in 0 angreifende
resultirende Kraſt K und ein resultirendes Kräftepaar V. Die Resultante 1.
werde in zwei zu einander senkreéchte Componenten Ie1 und J2 zerlegt : I1
senkrechit zu V ( positiv oder negativ , jenachdem sie die Richtung s oder die
entgegengesetzte Richtung hat ) , also ERz in die Ebene J , fallend . Ebens0
werde das resultirende Paar M in zwei Componentenpaare Mi und / Zerlegt ,
deren Ebenen sich rechtwinkelig schneiden : die Ebene von MI Sei Parallel
mit V ( Mi selbst positiv oder negativ , jenachdem die Axe dieses Paares
die Kichtung s oder die entgegengesetzte Richtung hat ) , also die Ebene
von MVa senkrecht zu V.

Die Kratt Ki verursacht , jenachdem sie positiv oder negativ ist , positive
oder negative Normalspannungen in den Flächenelementen von Vꝗiwelche der
Grösse nach so vertheilt sind , dass ihre Resultante durch C gehtt und Ii ist .
Die entsprechenden positiven oder negativen Ausdehnungen e haben eine Zu-
nahme oder Abnahme der gegenseitigen Entfernung der materiellen Querschnitte
I und Vi zur Folge .

Das Kräftepaar Va verursacht Normalspannungen , welche in den Flächen -
elementen von V der Grösse nach so vertheilt sind , dass sie sich auf ein
Kräftepaar reduciren lassen „ dessen Ebene parallel der Ebene von /½½ und
dessen Moment = Mse ist . Die entsprechenden positipven und negativen Aus -
dehnungen haben eine Aenderung der gegenseitigen
zur Folge .

Die Kraft L2 verurs

7
Neigung von J / und II

acht Tangentialspannungen in den Flächenelementen
Von V. welche der Richtung und Grösse nach 80 vertheilt sind , dass sie eine

Hach!

dEr0r

Ine

Podlul

Lialte

it de



Einleitung .
15

durch O gehende Resultante I haben . Die entsprechenden Verschiebungen
„ haben eine gegenseitige Verschiebung der materiellen Querschnitte Yund
L zur Folge .

Das Kräftepaar Mi verursacht Tangentialspannungen , welche in den
Flächenelementen von V der Richtung und Grösse nach so vertheilt sind ,dass sie sich auf ein Kräftepaar in der Ebene 77 reduciren lassen , dessen
Moment Mi ist . Die entsprechenden Verschiebungen haben eine gegen-seitige Verdrehung von 77 und Ji zur Folge .

Sollten in den Senannten Fällen die materiellen Flächen Y und Li nachwie vor genaue Ebenen bleiben , so würde dies in jedem Falle ein bestimmtes
entsprechendes Gesetz erfordern , nach welchem die Ausdehnungen der Grösse
nach , die Verschiebungen der Richtung und Grösse nach von Punkt zu Punktim Querschnitte sich ändern . Möglicherweise ist aber das Aenderungsgesétzein anderes und findet dann neben der angeführten Hauptwirkung ( Aenderungder Entfernung oder der Neigung , Verschiebung oder Verdrehung vonund V) auch noch eine Krümmung der materiellen Querschnitte statt .Positive oder negative Normalspannungen nach der Richtung s werdennach No. 11 von negativen resp . positiven Ausdehnungen nach jeder Rich -

tung längs 1, begleitet , welche einé Aenderung der Form und Grösse desQuerschnilts Y zur Folge haben können ; dieselbe ist aber 80 unbedeutend ,dass man im Allgemeinen davon absehen darf .
An denjenigen Stellen der Oberfläche des Körpers , wo die äusserenKräfte unmittelbar angreifen , können Normalspannungen nach der Richtungder Quere von solcher Grösse vorkommen , dass von ihrer Wirkung nichtohne wesentlichen Fehler abstrahirt werden darf ; bei den zu charakterisi -renden einfachen Fällen der Inanspruchnahme eines stabförmigen Körperswird von ihnen abgeschen .
Streng genommen gehört zu den àusseren Kräften auch der Druck des

umgebenden Mediums , also im Allgemeinen der Druck der umgebenden Luft ,Wodurch eine entsprechende innere Pressung nach jeder , also auch nach der
Richtung der Quere hervorgerufen wird . Weil aber die Erfahrungswerthe ,mit denen man in der technischen Festigkeitslehre rechnet , auch durch Ver .suche in atmosphärischer Luft als Medium gewonnen und nicht étwa mitRücksicht auf diesen Umstand einer Correction unterworfen werden , so wird
Consequenter Weise von dem Luftdrucke als Theil der Belastung eines stab -
förmigen Körpers im Folgenden stets abstrahirt . *)

17 . — Die Aenderungen , welche die Kräfte Tei und ½ und dieKräftepaare Mi und ½ erfahren , wenn man vom Querschnitte 7 zumQuerschnitte J4 übergeht , sind zum Theil bedingt durch die an demKörperelemente zwischen I und Vi unmittelbar angreifenden àusseren

) Nur bei Plattenformigen Körpern , die einerseits dem Luftdrucke , andererseits dem Druckeeiner anderen Flüssigkeit ausgesetzt sind, kommt jener insofern in Betracht , als nur der Ueber -druck als effectiver Druck von der betreflenden Seite in KRechnung gestellt wird .



16 Einleitung .

Kräfte , zum Theil aber sind sie auch davon unabhängig . Wählt man für

den Punkt O als Anfangspunkt die Tangente , die Hauptnormale (d. i. die

Normale in der Schmiegungsebene ) und die sogenannte Binormale (d. i. die

zur Schmiegungsebene senkrechte Normale ) der Mittellinie als Axen , nimmt

man ferner die erste Axe positiv nach der Richtung s, die zweite nach der

Richtung des Krümmungsradius , die dritte nach der Richtung der Axe einer

directen Drehung von der ersten zur zweiten positiven Halbaxe , und bezeichnet

man dann mit 6 den Winkel der Kraft , Nz, mit 5 den Winkel der Axe des

Paares ½ mit der zweiten Axe ( dem Krümmungsradius ) , beide Winkel ge⸗

rechnet von der zweiten gegen die dritte positive Halbaxe hin , 80 sind die

Aenderungen der in Rede stehenden Kräfte und Kräftepaare vollständig be -

stimmt durch die Aenderungen von

Fei , Hacos d, Nasin d, Mi , Mecοõ , Ma sin B.
Bezeichnet man nun mit

HiαHE , Hꝛ co⁶αοιυι a coο⁶ ) ete .

die analogen Kräfte und Kräſtepaare für den Querschnitt Ji , denkt dieselben

aber in entgegengesetztem Sinne wirkend , so dass sie als das Resultat der

Ausseren Kräfte erscheinen , welche den nach der Richtung —s über Vu hinaus

liegenden Körpertheil angreifen , so müssen an der Körperscheibe zwischen I .

und Ji alle diese 6 Kräſte und 6 Kräſtepaare zusammen mit den etwa unmittelbar

zwischen J und Vi angreifenden àusseren Kräſten sich Gleichgewicht halten ;

wird aber von letzteren abstrahirt , so liefern die allgemeinen 66 leichgewichts⸗

bedingungen , bezogen auf die vorgenannten 3 rechtwinkeligen Axen , bei

Vernachlässigung unendlich kleiner Glieder der 2ten Ordnung die folgenden

Gleichungen , in welchen d % den Neigungswinkel der Querschnitte Y und

Vi ( den Contingenzwinkel der Mittellinie ) und d % den Schmiegungswinkel

( positiv entsprechend einer Verdrehung der Schmiegungsebene des Punktes 01

gegen die des Punktes C um die Tangente in demjenigen Sinne , in welchem

die Winkel d und f wachsen ) bedeutet :

C HK¹ FEeꝛ cos a dꝙ
d ( Hea cos d) Erdꝙο Æ S α,νεν

( Al Sinα ‘ e=-= οννeο⁶α

4II1 ſ LLle cos g̊dᷣ ꝙ
d ( Macos 5) ν = idꝙο αν gdνν rsin d

( Masin 83) — MacosS5̊dνα Le coSGds .

Es sind dies die Aenderungen , welche die in Rede stehenden Kräfte

und Kräftepaare von einem zum folgenden Querschnitte erfahren , insoweit

sie unabhängig sind von den zwischen diesen beiden Querschnitten un—

mittelbar angreifenden àusseren Kräften .

Von jenen 6 Relationen sind namentlich die beiden letzten bemerkens -

werth ; sie liefern , wenn MI = O oder dꝙ⸗ = O ist :

11¹
ds

d. h. es ist dann Nasin ( S=dα ) das Mass der Schnelligkeit , womit sich das

Moment ½ von einem zum folgenden Querschnitte ändert .

fHesin ( 6e = d)
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— dDie unter No . 16 vorgeführte Zusammensetzung und Zerlegung
der äusseren Kräfte für einen Querschnitt eines stabförmigen Körpers wWeist
unmittelbar auf die einfachen Fälle hin , welche hinsichtlich der Elasticität
und Festigkeit eines solchen Körpers unterschieden werden können : es sind
diejenigen , in welchen ( mit Beibehaltung der dortigen Bezeichnungen ) die
äusseren Kräfte sich für jeden Querschnitt durch nur eine der beiden Kräfte
Ie und 2 oder durch nur eines der beiden Kräftepaare Vi und ¼ er -
setzen lassen , oder in welchen wenigstens die übrigen dieser Einzelwirkungen
der àusseren Kräſte , ausser einer , ohne wesentlichen Fehler Vernachlässigt
werden können . Die entsprechenden 4 Specialfälle sind dann folgende :

1) Zug oder Druek - Elasticität und Festigkeit ( absolute oder
rückwirkende E. u. F. ) . Die äusseren Kräfte lassen sich für jeden Querschnitt
durch eine Resultante ersetzen , deren Richtungslinie den Querschnitt in Seinem
Schwerpunkte rechtwinkelig schneidet ; wenn diese Resultante ziehend aus -
Würts wirkt , wird der Körper verlängert und event . zerrissen , wenn sie
drückend einwärts wirkt , verkürzt und event . zerdrückt .

2) Biegungs - Elasticität und Festigkeit ( relative E. u. F. ) . Die
äusseren Kräfte lassen sich für jeden Querschnitt durch ein resultirendes
Krättepaar ersetzen , dessen Ebene den Querschnitt rechtwinkelig schneidet ;
der Körper Wird dadurch verbogen und event . zerbrochen .

3) Sehub - Elästieität und Festigkeit ( Scheer - E. u. F. ) . Die
Ausseren Kräfte lassen sich für jeden Querschnitt durch eine Resultante

ersetzen , deren Richtungslinie in den Querschnitt fällt und durch dessen
Schwerpunkt gelt ; der Körper wird verschoben und event . in einem Quer -
schnitte abgeschoben .

4) Drehungs - Elasticitäts und Festigkeit . Die äAusseren Kräüfte
lassen sich für jeden Querschnitt durch ein resultirendes Kräſtepaar ersetzen ,
dessen Ebene dem Querschnitte parallel ist ; der Körper wird um seine
Nittellinie verdreht und event . abgedreht .

19 . — Alle unter den vorgenannten einfachen nicht enthaltenen Fälle
werden als zusammengesèetzte Elasticität und Festigkeit be⸗
zeichmet . Sie lassen sich bei stabförmigen Körpern als Verbindungen von
zweien oder mehreren jener einfachen Fälle betracliten ; doch werden unter
derselben Bezeichnung auch solche Fülle begriffen in welchen die Körper⸗
torm nicht wohl als Stabform zu bezeichnen , nämlich nicht ungezwungen
auf die in No . 15 angegebene Art entstanden zu denken ist , Wie 2. B. bei
Plattenförmigen Körpern , Röhren und Gefässen .

Derjenige Fall zusammengesetzter Elasticitit und Festigkeit bei stab -
förmigen Körpern , welcher als Verbindung von Zug - oder Druck - mit
Biegungs - Elasticität und Festigkeit erscheint , ist Verhältnissmässig einfach
theoretisch zu behandeln , indem es sich dabei nur um die Zusammensetzung
von Normalspannungen handelt , die in demselben Punkte nach derselben
Richtung auftreten , was einfach durch algebraische Addition geschehen kann ;
wegen der praktischen Wichtigkeit dieses Falles wird ihm unter der Bezeich —

Grashof , Festigkeitslehre . 2
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nung als zusammengesetzte Biegungs - Elasticität und Festigkeit

ein besonderes Capitel unmittelbar hinter denjenigen Capiteln gewidmet ,

welehe von jenen beiden ersten einfachen Fällen handeln .

Ebenso Würde die Combination des dritten und vierten einfachen Falles ,

nümlich von Schub - mit Drehungs - Elasticität und Festigkeit , einfach auf die

Jusammensetzung von Tangentialspannungen hinauslaufen , die in demselben

Punkte derselben Ebene nach verschiedenen Richtungen auftreten , was nach

dem Parallelogramm der Kräfte geschehen könnte ; zur besonderen Hervor -

hebung dieses Falles , etwa als zusammengesetzte Drehungs - Elasti -

cität und Festigkeit , liegt indessen eine praktische Veranlassung nicht vor .

Alle übrigen Fälle der zusammengesetzten Elasticität und Festigkeit er -

fordern zu ihrer theoretischen Behandlung eine erweiterte Grundlage in Betreff

der allgemeinen Beziehungen zwischen den Normal - und Tan⸗

gentialspannungen , Ausdehnungen und Verschiebungen , welche

in demselben Punkte eines belasteten Körpers nach verschiedenen Richtungen ,

resp . in verschiedenen Ebenen und nach verschiedenen Richtungen stattfinden ;

diese Beziehungen werden deshalb im sechsten Capitel Vorausgeschickt , in -

80weit kür die im siebenten Capitel abgehandelte allgemeinere Theorie der

zusammengesetzten Elasticität und Festigkeit ihre Kenntniss nöthig ist .

20 . — Bei der Zug - oder Druek - , der einfachen und zu⸗

sammengesetzten Biegungs - Elastieität und Festigkeit darf nach

No . 11 , sofern die Normalspannungen nach den zur Mittellinie senkrechten

Richtungen nicht in Betracht kommen , die den betreffenden Aufgaben nach

No. 5 zu Grunde liegende Forderung dahin ausgesprochen werden , dass in

irgend einem Punkte des Körpers die Spannung 60 oder Pressung C“ nach

der Richtung der Mittellinie höchstens = einem gewissen erfahrungsmässig

zulässigen Wertlie sein solle , welcher in der Folge mit resp . I , bezeichnet

Wird oder auch einfach mit &, falls “ =IV gesetzt wird oder eine Unter -

scheidung der vorkommenden Spannungen in Beziehung auf ihren Charakter

als Spannungen im engeren Sinne oder Pressungen der Natur der betreffen -

den Aufgabe gemäss nicht nöthig ist oder wenigstens unterlassen Wird.

Diese zulässigen Maximalwerthe / &“ oder à sind für alle Punkte die -

selben , sofern , wie im Folgenden stets vorausgesetzt wird , das

Material des Körpers entweder isotrop ist oder homogen mit

einer ausgezeichneten Elasticitätsaxe , welche überall die

Richtung der Mittellinie hat .

Bei der Schub - und der Drehungs - Elasticität und Festig -

keit kommen als Spannungen nur die Tangentialspannungen in den ver —

schiedenen Punkten der Querschnitte in Betracht , die zu den betreffenden

Verschiebungen nach No . 12 in bestimmter Beziehung stehen ; die Funda -

mentalforderung wird deshalb hier dadurch erfüllt , dass man diese Tangen -

tialspannungen 2 höchstens einen gewissen erfahrungsmässig zulässigen Werth

annehmen lässt , der in der Folge mit bezeichnet wird , und welcher bei
isotropem oder bei homogenem Materiale mit ausgezeichneter Elasticitätsaxe
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nach der Richtung der Mittellinie für alle Punkte und alle Schubrichtungen
der betreffenden Querschnitte in denselben gleich ist .

Bei der zusammengesetzten Elasticität und Festigkeit im
Allgemeinen ist es wesentlich , daran festzuhalten , dass principiell nicht
Sowohl G 6 “ und ⁊, sondern die Ausdehnungen und Zusammenziehungen „“
und e“ gewisse Werthe niclit überschreiten sollen ; weil aber einmal die oben
mit L, und K“ bezeichneten Wertlie in der praktischen Festigkeitslehre sich
eingebürgert haben , so möge die den Aufgaben der zusammengesetzten
Hlasticität und Festigkeit im Allgemeinen zu Grunde zu legende Forderung
auch dahin ausgesprochen werden , dass das Produkt Le resp . Eel in irgend
einem Punkte und nach irgend einer Richtung höchstens den erfahrungsmässig
zulässigen Werth L, resp . I “ annehmen darf , der bei nicht isotropem Ma -
teriale für verschiedene Richtungen verschieden ist .

21 . — Die passende Wahl der Werthe Vund &“ für die verschiedenen
Constructionsmaterialien ist zugleich von den Werthen L (2%0) resp . L ( e ) und
K resp . K “ der Tabelle in No . 14 abhängig : je kleiner die Verhältnisse
E ( 4 3 3und

* sind , je weiter also ein bis zur Elasticitätsgrenze belasteter

Körper noch von dem Zustande entfernt ist , bei welchem der Zusammenhang
der materiellen Punkte aufgehoben wird einem desto grösseren aliquoten
Theile von I ( e) resp . LE( e, ) , dagegen einem desto kleineren aliquoten
Theile von K“ resp . K “ muss man 4 “ resp . X“ unter sonst gleichen Um -
ständen gleich setzen .

Eine feste Regel lässt sich darüber nicht aufstellen , weil noch mancherlei
praktische Rücksichten obwalten , 2. B. die Formänderung , welche auch
abgesehen von der Festigkeit unter Umständen eine gewisse Grösse nicht
Überschreiten soll , die von der ganzen Construction den Umständen gemäss
überhaupt beanspruchte Dauerhaftigkeit , die Widerstandsfähigkeit des Mate -
rials gegen atmosphärische Einfftisse , die Abnutzung , welcher ein Maschinen -
theil durch Reibung unterworfen sein kann , die verschiedene Leichtigkeit
und Billigkeit der Ersetzung eines schadhaft gewordenen Constructionstheiles
durch einen anderen , der verschiedene Grad , in welchem auf der Festigkeit
verschiedener Constructionselemente diejenige der ganzen Construction be -
ruht , die grössere oder geringere Gefahr , welche wit einem etwa eintretenden
Bruche für den regelmässigen Betrieb oder gar für Menschenleben verbunden
sein würde , ferner Stösse und Einwirkungen lebendiger Kräſte bewegter
Massen , die bei verschiedenartigen Maschinen in sehr verschiedenem Grade
vorkommen,s ) sowie andere Umstände , welche sich der theoretischen Berück -
sichtigung entziehen . * * )

) Unter Umständen sind diese Einwirkungen so bedeutend , dass es angemessen ist ,die Dimensionen der betreflenden Maschinentheile Vorwiegend davon abhängig zu machen . Die
Mittel dazu giebt das letate Capitel an die Hand , welches fur gewisse Fälle die Arbeit berechnen
lehrt , die ein fester Körper durch seine F ormänderung ohne Gefahr in sich aufnehmen kann .

) Hierher gehört u. A. auch die Erfahrung , dass das Schmiedeeisen ( Vermuthlich
9 *
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Im Allgemeinen können deshalb nur schr weite Grenzen für und I

angegeben werden , innerhalb welcher in jedem Falle nach praktischer Er -

fahrung oder nach Analogie verwandter Fälle die Wahl zu treffen ist , und

2War etwa / bis ½/ von E (d) resp . E (e“) , oder ½/ bis ½%⁰ von K

resp . K“ .

Was die passende Wahl des Werthes “ betrifft , so muss es zWar , da

die Verschiebungen auf Ppositive und negative Ausdehnungen zurückgeführt

werden können , einen gewissen der Elasticitätsgrenze entsprechenden Wertl

( Y) der Verschiebung geben , der von den Grenzwerthen ( e ) und (2%0) für die

verschiedenen Richtungen abhängt , und wäre deshalb analog dem oben An-

geführten jener Werth “ zugleich von G0 ) und von J ' abhängig zu machen ;

indessen genigt es bei der Schub - und der Torsions - Elasticität und Festig -

keit , wo dieser Wertlin ! überhaupt nur in Betracht kommt , ihn einfach einem

den Umständen gemäss grösseren oder Kleineren aliquoten Theile von 7

gleich zu setzen , etwa innerhalb der Grenzen / und ½0 7.

tructurveränderung ) an Festigkeit verliert , Wenn es anhaltendenin Folge einer gewissen 8
esetzt ist .heftigen Erschütterungen

flie1
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ERSTES CAPITEL .

Jug - oder Druck - Elasticität und Festigkeit .

22 . — Die Länge des stabförmigen Körpers sei I, ein Querschnitt

= I , die Resultante der äusseren Kräfte für diesen Querschnitt P ;
die Kichtungslinie der letzteren schneidet den Querschnitt rechtwinkelig in
seinem Schwerpunkte 0 und berührt also in diesem Punkte die Mittellinie
des Stabes . Im Allgemeinen kann die Mittellinie eine beliebige Curve und
können F und von einem zum anderen Punkte C derselben veränder -
lich sein .

Die Normalspannungen sind in den Flächenelementen von F so ver -

theilt , dass sie eine durch C gehende Resultante P haben , welchem Um -
stande am einfachsten durch die Annahme entsprochen wird , dass d im

Querschnitte constant sei , mithin auch e; die materiellen Querschnitte des
Stabes bleiben dann auch bei der Belastung genaue Ebenen , und es erfahren

je zwei derselben , welche den Endpunkten eines Bogenelementes 00i der
Vittellinie entsprechen , nur eine solche Aenderung ihrer relativen Lage ,
welche als eine Folge ihrer Drehung um die betreffende Krümmungsaxe
der Mittellinie betrachtet werden kann . “ )

Unter dieser Voraussetzung ist

2
mda . 250

die Bedingungsgleichung für die höchstens zulässige Belastung bei gege -
benen Querschnitten oder für die erforderlichen Querschnitte bei gegebener

Belastung ; die Längenänderung des Stabes ist :

1 Ddl

0

3—

*) Streng genommen kann an den Stellen , wo die äusseren Kräfte unmittelbar an-
greifen , eine Krümmung der ursprünglich ebenen materiellen Querschnitte eintreten , die
dann , allmälig schwächer werdend , auf die benachbarten Querschnitte sich überträgt;
diese und ähnliche Unvollkommenheiten der den Rechnungen zu Grunde gelegten Annah⸗
men lassen sich, ohne zu unpraktisch subtilen Untersuchungen zu schreiten , nur durch die
in der Wahl des Werthes liegende Sicherheit unschädlich machen .



Zug - oder Druck- Elasticität und Festigkeit

A. Stabförmiger Körper von constantem Querschnitte .

23 . — Ist ausser Fauch P constant , so ist die Bedingungsgleichung

für J oder V. :

und die Längenänderung des Stabes :

3

Dieser Fall liegt insbesondere dann vor , wenn der Stab gerade ist

und nur eine einzige äussere Kraft P ihn am Ende nach der Richtung

der Axe angreift , während die Wirkung des eigenen Gewichts des Stabes

vernachlässigt wird .

Letzteres darf in den meisten Fällen geschehen . Befindet sich aber

der gerade Stab bei grosser Länge in verticaler Lage , so kann

es nöthig sein , die eigene Schwere als äàussere Kraft mit zu berücksichtigen ;

Wird dann der vertical hängende Stab unten durch die ziehende oder der

vertical stehende Stab oben durch die drückende Kraft Y angegriffen , die

also in beiden Fällen vertical abwärts gerichtet ist , so nimmt in beiden

Füllen die Resultante der äusseren Kräſte von dem unmittelbar angegriffenen

nach dem anderen Stabende hin von P bis PA＋ G zu , und es sind die

obigen Gleichungen zu ersetzen durch :

Y＋G6 ÆF;
Bei entgegengesetzter Richtung von P würde hierin oder P ( je nach der

relativen Grösse beider Kräfte ) entgegengesetzt zu nehmen sein .

I . Lug- Elasticität und Festigkeit .

24 . — Gerade Stäbe von constantem Querschnitte sind vorzugs

geeignet und angewendet worden zur experimentellen Bestimmung der Con-
stanten K“ , ( “ ) und E eines gegebenen Materials .

Zur Bestimmung der absoluten Festigkeit K“ brauchen die

Stäbe nicht lang zu sein , und es ist hauptsächlich Sorge zu tragen , dass

die Richtungslinien der belastenden Kraft am einen und der Widerstands -

kraft am anderen Ende genau mit der Axe des Stabes zusammenfallen ;

auch sind diese Enden so zu verstärken , dass der Riss an einer solchen

mittleren Stelle erfolgen muss , wo eine gleichförmige Vertheilung der Span -

nung im Querschnitte mit Sicherheit vorausgesetzt werden darf . ( Cf. No. 22,

Anmerkung . ) Ist dann P die totale Spannung im Augenblicke des Reissens

veise

1 — 32* — 7 — — — * 5
und F die ursprüngliche Grösse des Querschnitts , so ist K“

An der Stelle , wo der Riss erfolgt , findet zuweilen eine beträchtliche Zusam⸗

menziehung des Querschnitts statt , und ist deshalb die specifische Spannung

im Augenblicke des Reissens eigentlich entsprechend grösser als 45 indessen
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ist es üblich , diese auf den ursprünglichen Querschnitt bezogene speciſische

Spannung = K zu setzen .
2

33
miissen die Stäbe mög -

lichst lang genommen werden , damit ein gewisser Fehler bei der Ablesung

Bei der Bestimmung von (s)0 und E

4
von 4 “ einen möglichst kleinen Fehler von 2

8
verursache . Es eignen

sich deshalb zu diesem Zwecke besonders Drähte , mit welchen auch der -

gleichen Versuche im ausgedehntesten Masse von Gerstner , Lagerhjelm ,

Brix , Wertheim u. A. angestellt wurden .

25 . — Das Verhalten beim Zerreissen von Stäben aus verschie -

denem Material ist wesentlich verschieden .

Kurzfaserige Hölzer Eichen , Buchen ) , Gusseisen und überhaupt alle

Gussmetalle , auch Gussstahl , zeigen bis zum Augenblicke des Reissens

keine andere wesentliche Veränderung , als die auf die ganze Lünge des Stabes

gleichmässig vertheilte , stetig zunehmende Ausdehnung ; der Riss erfolgt plötz -

lich , ohne dass durch eine auffallende Erscheinung seine Nähe sich ankündigte .

Langfaserige Hölzer ( insbesondere Nadelhölzer ) zeigen für das Auge
zwar auch keine andere wesentliche Veränderung , als die allgemeine Aus -

dehnung , allein der bevorstehende Riss kündigt sich dem Ohre durch das

immer häufiger werdende klingende Abreissen einzelner Fasern an .

Schmiedeeisen und überhaupt alle streckbaren Metalle , ins -

besondere auch Kupfer und in geringerem Grade Sehmie destahl , zeigen ,
wenn die Spannung eine gewisse Grösse erreicht hat , auch bei ursprünglich
Uberall möglichst gleichem Querschnitte , neben der allgemeinen Ausdehnung
noch eine auffallende Zusammenziehung des Querschnitts an irgend einer

Stelle des Stabes , welche mehr und mehr zunimmt bis sie ebendaselbst den

Riss veranlasst .

26 . — Der in der Tabelle unter No . 14 angegebene Mittelwerth der

Zugfestigkeit des Holzes nach der Richtung der Fasern ( K =800 )
bezieht sich vorzugsweise auf Tannen - und Buchenholz ; Eschenholz hat im

Durchschnitt eine grössere , Eichenholz eine kleinere Zugfestigkeit . Dagegen
ist dieselbe nach der Richtung senkrecht gegen die Fasern bei Eichenholz
und allen harten Hölzern verhältnissmässig grösser , etwa ½/ derjenigen nach
der Faserrichtung , bei weichen Hölzern aber oft kleiner als ½ von jener .

Im Durchschnitt aus verschiedenen Versuchen hat sich ergeben , dass die

Zugſestigkeit des Eisenblechs senkrecht gegen die Walzrichtung etwa

nur 0,9 von derjenigen nach der Walzrichtung beträgt ; bei Blechen aus
Holzkohlen - Roheisen ist der Unterschied beider Festigkeiten kleiner , bei
Blechen aus Coks - Roheisen grösser . Die Angabe K 3500 in No . 14 kann
als Mittelwerth für die Walzrichtung gelten .

Aus Versuchen , welche von W. Fairbairn in England und schon
früher von einer Commission des Franklin - Instituts in Philadelphia über den
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auf die Zugfestigkeit des Sehmiede -

zu schliessen , dass dieselbe mit wachsender

nicht abnimmt , sondern sogar bis zu einem

Einfluss der Tempèratur

eisens angestellt wurden , ist

TPemperatur Anfangs nicht nur

bei ungeführ 2000 C. liegenden Maximum zunimmt , welches bis 20 % grösser

sein kann , als der ursprüngliche Werth bei gewöhnlicher Luft - Temperatur ;

bei weiter gesteigerter Hitze nimmt dann aber die Festigkeit schnell ab , 80

dass sie bei der dunklen Rothglühhitze ( 600—7000 C. ) mur noch /½ 18

des gewöhnlichen Werthes beträgt . “ )

Die Zugfestigkeit des Ku pferbleehs nimmt mit wachsender Temperatur

beständig ab und beträgt bei 4000 C. nur noch etwa /½½ Uderjenigen bei Oò.

27 . — Durch Hämmern , Walzen und anderweitige , mit starkem Drucke

auf die Oberfläche verbundene Bearbeitung erfahren die streckbaren Metalle

besonders in den Oberflächenschichten eine Verdichtung und überhaupt eine

gewisse vortheilhafte , die Festigkeit erhöhende Texturveränderung . Diese

Wirkung ist am auffallendsten beim Ziehen der Drähte ; die sonst im All⸗

gemeinen dem Querschnitte proportional zu Setzende totale Festigkeit erfährt

dadurch einen dem Umfange proportionalen Zuwachs , 8o dass , unter d den

Durchmesser des Drahts verstanden , die totale Festigkeit

ddd ? I 6d ,
mithin die specifische Festigkeit :

4 6
55 ( 4C10

gesetzt werden kann . Durch das Ausglühen nimmt die Festigkeit

ab , indem die Verdichtung grossentheils wieder verschwindet . Werden für

diesen Fall die Coefficienten & und f63 insbesondere mit &ν uνnd 81 bezeichnet ,

80 gelten nach Versuchen von Karmarsch , die freilich nur mit Drähten

von verhältnissmässig geringer Dicke angestellt wurden , die folgenden

Werthe , vorausgesetzt dass din Millimetern , die Festigkeit in Pfunden

( 2 ½ Kilogr . ) ausgedrückt wird :

nicht geglüht geglüht

70 6 6¹ 6¹

Staälldraht 10⁰ 42 90 6

Eisendraht , bester . . 100 2⁵ 52 . 6

„ gewöhnlicher 72 36 45 49

Messingdrakhkt 86 16 45⁵ 11

Kupferdrabt 5⁵ 15 37 0

Platindraht . . . . . . . . 35 19 29 15
Einkchhbkkk 20 3,5 — —

Draht von hartem Blei 3,5 0

5 „ Weichem „ 8 0 3 —

88 13 5 5 17 1

5 35 Erfalrunge n lehren , dass die Widerstandsfähigkeit eines Dampflessels erst,
2 JiESE- N 9 8 . — 3

15 5
iesem Falle aber sehr wesentlich gefährdet wird , wenn das Blech da, Wo eés

mit dem Feuer oder den heissen Gasen in Berührung ist , von Wasser entblösst und da-
durch sehr heiss oder gar glähend wird .

U

Libte
Ien

S688
tong

Poff



I RDr —

Zug- oder Druck- Elasticität und Festigkeit . 25

Durch das Ausglülhlen vermindert sich im Allgemeinen die Festigkeit verhält -
18

75
um so mehr , e dünner der Draht ist , sofern nämlich im Allgemeinen

3 —öt nach der Tabelle macht nur der Messingdraht eine Ausnahme .

28 . — Die Angabe K 6500 Kilogr . pro Quadrateentimeter für Eisen -
draht ( in der Tabelle unter No . 14 ) bezieht sich auf ungeglühten Draht
und entspricht besonders den sorgfältigen Versuchen von Brix , angestellt
mit Drähten von 1½ bis 1½ Linien oder ungefähr 3 Millimeter Durchmesser ;
sie würde mit den Zahlen von Karmarsch übereinstimmen

bei Voraussetzung besten Drahts für d = 12 Millim . ,

„ gewöhnlichen „ 2
Durch — Ausglühen nimmt die Zugfestigkeit 5 Eisendrahts nach Brix
auf ungefähr /½ des früheren Werthes ab . Der Elastieitätsmodul L erfährt
dadurch keine wesentliche Aenderung . Am auflfallendsten ist aber der
Unterschied der Ausdehnungen e im Augenblicke des Reissens : bei unge-
glühtem Drahte ist diese 6,0034 , bei geglühtem dagegen ⸗ 0,0885 .

29 . — Hanfseile und Drahtseile .

Die specifische Festigkeit eines Hanfseils ist je nach der Güte des Hanfs ,
der Anfertigungsart des Seils und der Dauer seines Gebrauchs verschieden , etwa

F500 bis 800 Kilogr . , sofern es sich noch in gutem Zustande befindet . Sein
erforderlicher Durchmesser d bei gegebener Zugkraft P ist :

4 * 1128 V/E
im Durchschnitt d 5 entsprechend à 103 .

Besteht ein Prahtseil aus à Drähten , so ist jedem einzelnen Drahte der
Durchmesser 5

73
88 V 1ε¹ IEn

zu geben . Ein rundes Drahtseil besteht häufig aus 36 Drähten , nämlich
6 Litzen von je 6 Drähten , und sind dann im Querschnitte des Seils die Quer -
schnitte der einzelnen Drähte innerhalb 6 regelmässiger und in Seiten sich be⸗
rührender Sechsecke ( den einzelnen Litzen entsprechend ) um ein 7tes Sechseck
herum ( einer inneren sogenannten Haufseele entsprechend ) so gruppirt , dass man
den Durchmesser d des ganzen Seils nahezu setzen kann :

＋ 9 . cos 300;
wird hiernach für ein rundes Seil allgemein

4 ecn 80n . 0 V

gesetzt , d. h. auch bei verschiedener Zahl und Gruppirung der Drähte dz propor -
tional no9 angenommen , 8o ist allgemein

275
5

1466Vl 15 VE,
wofür im Durchschnitt zu setzen ist :

3828 F entsprechend à 859 .

— — ————

. —
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30 . — Ein auf gewöhnliche Art von Stangen getragener Telegrap hendraht

hat eine Spannung , welche abhängt vom Gewichte des Drahts = ο pro Längen -

einheit , von der Entfernung 24 zweier Stangen und von der Höhe / des Bogens ,

in welchem der Draht zwischen den Stangen niederhängt . Dieser flache Bogen

kann für einen Parabelbogen gelten mit derselben Näherung , mit welcher p auch

als das Gewicht Pro Längeneinheit der Horizontalprojection betrachtet werden darf .

Ist die Spannung des Drahts im Scheitel - P gegeben , so muss

7 d

2

sein ; nach den Stangen hin nimmt dann die Spannung nur sehr wenig , bis

V Upahf 2u.
Bei Erniedrigung der Temperatur nimmt die

( —
3 4²

zu setzende Länge des Drahts , somit auch , ab und Y zu ; soll nun die Spannung

im Scheitelquerschnitte erst bei einer solchen Temperatur = I werden , welche

um 10 niedriger ist , als diejenige , bei welcher der Draht gelegt wird , so darf er

beim Legen nur so stark angezogen werden , dass die Bogenhöhe

.
1¹ I. SajE⁸?‘Z 155 at

ist , unter « den Ausdehnungscoefficienten des Drahts verstanden .

*

II . Druck - Elasticität und Festigkeit .

31 . — Zu Versuchen über die Druckfestigkeit K “ verschiedener

Materialien eignen sich vorzugsweise gerade stabförmige Körper von con -

stantem ( kreisförmigem oder quadratischem ) Querschnitte Y, und geringer

Länge . Um bei so kleiner Länge mit Sicherheit

7⁵

setzen zu dürfen , unter P den die Zerstörung bewirkenden Druck verstanden ,

ist es nöthig , dass nicht nur die Richtungslinien des resultirenden directen

Druckes an der einen Endfläche und des entsprechenden Widerstandes der

Unterlage an der anderen genau in die Axe des Körpers fallen , sondern es

ist ausserdem durch entsprechende Zwischenlagen dafür zu sorgen , dass beide

Pressungen möglichst gleichförmig in den Endflächen vertheilt seien .

Bei solchen Versuchen wurden gewöhnlich die Materialien in Form von

Würfeln angewendet ; Rondelet u. A. hielten bei dieser Form die Druck -

festigkeit für am grössten , besonders bei Steinen . Jedoch hat Hodgkinson
durch spätere Versuche mit Prismen von Stein , Holz , Schmiedeéeisen und na-

mentlich Gusseisen gezeigt , dass die Festigkeit mit zunehmender Höhe der

Prismen von der kleinstmöglichen Höhe an durchweg abnimmt , so lange
letztere nicht grösser ist , als die 3 fache Dieke, * ) und dass sie dann nahe9

Die Dicke eines stabförmigen Körpers an einer gewissen Stelle ist seine Kleinste

Querdimension daselbst , d. h. der Kleinste Abstand zweier Paralleler Geraden in der Ebene
des Querschnitts , welche dessen Umfang , ihn zwischen sich fassend , berühren .
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constant bleibt , bis die Höhe das 6 fache der Dicke beträgt . Damit hängt es
auch zusammen , dass der Widerstand eines massiven prismatischen Körpers
gegen Zerdrücken bei gleicher Länge und gleichem Inhalte des Querschnitts
nicht ganz von dessen Form unabhängig , sondern um so grösser , je kleiner
der Umfang , am grössten also für die Kreisform des Querschnitts ist .

Compreèessionsversuche zur Bestimmung von ( und E sind

schwieriger anzustellen uud seltener angestellt worden , als Ausdehnungsver -
suche zur Bestimmung von ( &) und K. Es sind dazu lange Stäbe nöthig ,
deren Biegung , wenn sie frei ständen , den Versuch stören würde ; um solche

Biegung zu hindern , ist der Versuchsstab in eine starke röhrenförmige Lei -

tung zu stellen , welche so dicht anschliesst , dass es nur eben möglich ist ,
durch ein passendes Schmiermittel die Reibung unschädlich zu machen .

32 . — Auch das Verhalten beim Zerdrücken ist bei verschiedenen
Materialien wesentlich verschieden ; während einige , wie namentlich weiche

Metalle , u. X. selbst sehr weiches Schmiedeeisen , sich blos zusammen -
drücken lassen ohne dabei in Stücke au zerfallen , werden andere , wie Guss -

eisen , Hölzer , Steine , gänzlich zertrümmert , zeigen aber gewölmlich
schon lange vorher Sprünge und Risse .

Daraus , dass verschiedene Experimentatoren verschiedene Kennzeichen
als bestimmend erachteten , um die Festigkeit für überwunden ansehen 2zu
dürfen , sind zum Theil die schr abweichenden Angaben über die Werthe
von K “ zu erklären , welche aus demselben Grunde ohne genaue Angabe der
näheren Umstände kaum einen wissenschaftlichen Werth haben . So beziehen
sich 2. B. in der Tabelle unter No . 14 die für Messing und Blei angegebenen
Werthe auf eine Zusammendrückung bis ½, der Werth für Kupfer auf eine
solche bis etwa /8 der ursprünglichen Höhe .

Spröde Körper , namentlich Steine , zerfallen Vorwiegend in pyrami -
dale Stücke , deren Spitzen im Innern des Körpers zusammen liegen und von
denen diejenigen besonders deutlich ausgebildet zu sein Pflegen , deren Grund -
flächen die gedrückten Endflächen des Körpers sind . Die ersten Sprünge zeigen
sich ( nach Brix ) bei Steinen gewöhnlich schon bei einem nur halb 80 grossen
Drucke , als bei welchem sie in Trümmer zerfallen .

Bei Hölzern , besonders langfaserigen Hölzern , die nach der Richtung
der Fasern gedrückt werden , kündigt sich die Nähe der Zerstörung durch
eine wulstförmige Erhöhung an , welche , dem Umfange eines Querschnitts
folgend , an irgend einer Stelle hervortritt .

33 . — Die Druckfestigkeit der meisten natürlichen Steine , selbst
im Uebrigen ganz ähnlicher Varietäten , ist zwar je nach ihrem Fundorte ,
diejenige der Ziegelsteine und des erhärteten Mörtels je nach dem ver -
wendeten Materiale und der Darstellungsweise so sehr verschieden , dass
brauchbare Mittelwerthe sich kaum angeben lassen ; als ungefährer Anhalt
und vorbehaltlich specieller Versuche und örtlicher Erfahrungen mögen in⸗
dessen folgende Zahlen dienen :



und FestigkeitJug - oder Druck Elasticität

B 1200

Giei und Granitt

Pbenn „ 300

/ ⸗/
GEwöhnlieber Ziegelstein 60

Guter Mörtel von Kalk und Sand . „ 40 .7
Natürliche Steine , welche ein geschichtetes Gefüge haben , leisten

einen grösseren Widerstand , wenn der Druck senkrecht gegen die Schichten

stattfindet , als nach einer anderen Richtung . Die Festigkeit des Mörtels

nimmt , selbst wenn er schon Jahre alt ist , noch merklich mit der Zeit zu.

Bei Steinen , wie bei allen harten , mehr oder weniger spröden Körpern ,
ist es wesentlich , den Druck recht gleichförmig in der Druckfläche zu ver -

theilen , um die Druckfestigkeit zur vollen Geltung zu bringen ; es dienen dazu

Zwischenlagen von weicherem Material , und ist es bei Mauerwerk der Mörtel ,
welcher neben seiner Bestimmung als Bindemittel auch diesen Dienst leistet .

34 . — Die zulässige Belastung eines auf Druckfestigkeit in Anspruch ge⸗
nommenen Körpers ist häufig nicht sowohl durch die Druckfestigkeit dieses

Körpers , als vielmehr durch ganz andere Umstände bedingt , 2z. B. die Belastung
eines eingerammten Pfahls durch die Widerstandsfähigkeit des Erdreichs gegen
das weitere Eindringen . Ein Beispiel aus dem Maschinenbaufache sind die

Zapfen stehender Wellen , welche bei gegebenem Drucke P einen viel

grösseren Durchmesser d erhalten , als mit Rücksicht auf die Festigkeit des
Materials des Zapfens ( gewöhnlich Stahl ) und der Pfanne ( Rothguss oder eine
andere harte Metallcomposition ) nöthig wäre . Massgebend ist hierbei in höherem
Grade die Rücksicht auf möglichst geringe Erwärmung und Abnutzung , welche

Wirkung der Reibung mit dem specifischen Drucke und der Geschwindigkeit der

gleitenden Bewegung wächst , so dass jener specifische Druck um so kleiner sein

muss , je grösser diese Geschwindigkeit ist . Wird diesen Verhältnissen ent⸗

sprechend mit Redtenbacher von der empirischen Formel
22 4

ad eαν n
2

5

ausgegangen , unter à die Umdrehungszahl pro Minute verstanden , so ergiebt sich

Ae 0 4 * n² P
unter à und 4 Constante verstanden , welche durch à und h bestimmt sind , nämlich :

2
* ¶ 5 ν 2

Setat man 7
4 ◻ν400 und ) 0,000007 ,

entsprechend einem specifischen Drucke = 127 Kilogr . für n 0, dagegen nur
20 Kilogr . für schwere Wellen mit d 16 Centim . bei n 120 ( nach Redten -

bacher ) , so ist 173O◻＋o0,5000014 ; 56 = 51020000 .

5
Für schr langsam gehende und nicht sehr stark belastete Wellen ist näherungs -

Weise zu setzen :

d A αρο . VB⁵= 0,1 VP .

Dei
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B. Stabförmiger Körper von veränderlichem Querschnitte .

35 . — Einem stabiörmigen Körper an verschiedenen Stellen einen ver -
schiedenen Querschnitt zu geben kann man hauptsächlich veranlasst sein in
der Absicht , einen sogenannten Körper von gleichem Widerstande

herzustellen , d. h. einen Körper , dessen Festigkeit bei gegebener Art der

Belastung in allen Querschnitten gleich stark in Anspruch genommen wird ;
die Aufgabe bestelt dann darin , das diesem Zwecke entsprechende Gesetz
der Veränderlichkeit des Querschnitts zu ermitteln .

Bei der Zug - oder Druckfestigkeit kann diese Aufgabe sich darbieten ,
wWenn ein stabförmiger Körper mit gerader Mittellinie vertical hängend unten
oder vertieal stehend oben durch eine nach der geraden Mittellinie oder Axe
abwärts gerichtete äussere Kraſt “ angegriffen wird und der Körper 80 lang
ist , dass sein eigenes Gewicht eine mit Y vergleichbare oder gar über⸗
wiegende Grösse hat . Ist dann

der Querschnitt im Abstande von dem durch die Kraft Y ange⸗
griffenen Ende des Körpers ,

s das specifische Gewicht des letzteren und
edie Basis der natürlichen Logarithmen ,

so0 wird der Forderung , dass in allen Punkten aller Querschnitteè die Span⸗
nung oder Pressung I sei , durch die für alle Werthe von 4 gültige
Gleichung :

35 8＋
= 5 2

entsprochen . Es müsste darin —8 statt s gesetzt werden , wenn P vertical
aufwärts gerichtet wäre .

36 . —Die Gleichung der vorigen No. könnte zur Formgebung langer Schacht -
gestänge Anwendang finden , wenn nicht die stetige Veränderlichkeit des Quer -
schnitts hierbei praktisch unausführbar wäre . Näherungsweise lässt sich aber der
Zweck erreichen , indem man das Gestänge aus verschiedenen Stücken , von unten
an gerechnet etwa mit den Längen Ii L IB. . . zusammenseètzt und deren Querschnitte
I E F . . . für jedes einzelne Stück constant , so wählt , dass in den obersten
Querschnitten aller Stücke die speciſische Spannung — Tist . Dieser Forderun
entsprechen die Querschnitte :

58

* —511

ll
PIH

SVV ( . ( . . . . . 1
R

Insbesondere mit Ii l½ h . I ͤwird :

5 25 V 85
35 33
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Biegungs - Elasticität und Festig

37 . — Nach der Definition in Nr . 18 wird hierunter derjenige Fall ver-

standen , in welchem die àusseren Kräfte sich für jeden Querschnitt durch

ein resultirendes Kräftepaar ersetzen lassen , dessen Ebene den Querschnitt

rechtwinkelig schneidet und dessen Moment hier mit W bezeichnet werden
soll . Freilich ist dieses Kräftepaar im Allgemeinen unvermeidlich von einer
Kraft E begleitet , deren Richtungslinie in die Ebene des Querschnitts füllt, )
von deren Wirkung aber in diesem Capitel abstrahirt wird .
Der dadurch begangene Fehler ist um so kleiner , je grösser die Länge I
des stabförmigen Körpers im Vergleich mit seiner grössten Höle Iist , auch
kleiner für solche Querschnitte , welche eine constante Breite oder gar ihre

grösste Breite in der Mitte haben , als für solche , welche von der Mitte nach
Aussen hin an Breite zunehmen .

Unter der Höhe eines Querschnitts oder der Höhe des Stabes an
der Stelle eines gewissen Querschnitts wird hier und in diesem Capitel über⸗
haupt die grösste mit der Ebene des Paares 1 / parallel gemessene Di⸗
mension des betreffenden Querschnitts Verstanden , d. h. die Entfernung
derjenigen beiden zur Ebene von M senkrechten Geraden , welche den Um-
fang des Querschnitts 80 berühren , dass sie ihn ganz zwischen sich fassen .
Jede andere zur Ebene von / senkrechte Gerade , welche zwischen den beiden
vorgenannten liegt , bestimmt durch die Summe ihrer in den Querschnitt
fallenden Strecken die Breite desselben an der betreffenden Stelle ; die
Breite in der Mitte wird auf solche Weise bestimmt dureh diejenige aur
Ebene von J senkrechte Gerade , welche durch den Schwerpunkt des
Querschnitts geht und welche die Axe des Kräftepaars A genannt wer—
den soll .

Wenn für jeden Querschnitt die Breite in der Mitte nicht Kleiner ist,
als an einer anderen Stelle , so ist der durch die Vernachlässigung der
Kraft Ie begangene Fehler schon dann sehr Klein „ Wenn die Länge I des

*) Cf. No 17, letzte Gleichung , wWo diese Kraft mit Nz bezeichnet ist , ebenso Wie
das Moment mit NV2.
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Körpers kaum = seiner grössten Höhe J½ist (ef. Nr . 174 ) . Ist aber die
Breite der Querschnitte gerade umgekehrt in der grössten Entfernung von
der Xxe des Paares Mam grössten , so kann die Vernachlässigung der Kraft
R auch bei grösserer Länge des Körpers wesentlich fehlerhaft sein . Be -
sonders gilt dies von zusammengesetzten Trägern , welche , wie grössere
Brückenträger , aus zwei von der Fläche der Axen der Paare 2“/ möglichst
entfernt gehaltenen Haupttheilen ( sog . Streckballen , Rahmstücken , Gurtungen )
bestehen , welche durch eine verhältnissmässig dünne Wand ( oder einige
solche Wände ) oder durch ein System von Stäben mit einander verbunden
sind ; indem nämlich die Kraft I oder eine Componente derselben (ef . Nr . 17 )
als das Mass der Schnelligkeit betrachtet werden kann , womit das Moment
M von einem zum andern Querschnitte sich ändert ( abgesehen von den
zwischen diesen beiden Querschnitten unmittelbar angreifenden àusseren
Kräften ) , diese Veränderung aber bei einem auf die angedeutete Art zusam -
mengesetzten Träger ſast allein durch die wand - oder stabförmige Verbindung
der beiden Streckbalken vermittelt wird , so werden die Anstrengungen dieser
Verbindungstheile fast nur durch die Kräfte Je bedingt , während die Streck -
balken zumeist durch die Kräftepaare 1 / in Anspruch genommen werden .
Solche zusammengesetate Träger sind deshalb in diesem Capitel , wenn auch
nicht ganz , so doch wenigstens in Beziehung auf die Functionen und die
Widerstandsfähigkeit der fraglichen mittleren Verbindungstheile ausgeschlossen .

38 . — Damit für alle Querschnitte die in Nr . 16 mit Vi beèezeichneten
Krättepaare , deren Ebenen den betreffenden Querschnitten parallel sind
⸗NTull sein können , muss vorausgesetzt werden , dass die Richtungs '
linien der äusseren Kräfte die Mittellinie des Körpers schnei⸗
den . Von der eigenen Schwere des Körpers , sofern sie als belastende Kraft
berücksichtigt werden soll , wird diese Voraussetzung jedenfalls erfüllt , weil
der Schwerpunkt jedes scheibenförmigen Körperelementes , welches von zwei
unendlich nahen Querschnitten begrenzt wird , in der Mittellinie liegt .

Damit auch für alle Querschnitte die in Nr . 16 mit I1 bezeichnete , tan -
gential an die Mittellinie gerichtete Kraft Null sein könne , muss ferner
Vorausgesetzt werden , dass die Richtungslinien der äusseren Krüfte die
Nittellinie nicht nur überhaupt , sondern rechtwinkelig schneiden . Diese
Bedingung wird von den Schwerkräften jener scheibenförmigen Körper⸗
elemente nur dann erfüllt , wenn die Mittellinie in einer Horizontalen Ebene
liegt ; ist dies nicht der Fall , so werden in diesem Capitel die Schwerkräfte
jener Körperelemente , wenn überhaupt , nur mit ihren zur Mittellinie senk -
recliten Componenten berücksichtigt , während die lüngs der Mittellinie g6·
richteten Componenten vernachlässigt werden .

Wäre nun aber die Mittellinie eine Curve , so würden trotz der ge⸗machten Voraussetzungen die Kräſte K, noch nicht für alle Querschnitte
—Null sein können , und muss deshalb noch Vorausgesetzt werden , dass die
Nittellinie eine gerade Linie sei . Die in diesem Capitel enthaltenen Re -
sultate beziehen sich also nur auf



Biegungs - Hlasticitüt und Fest igkeit .

gerade stabförmige Körper ,

deren gerade Mittellinie oder Axe von den Richtungslinien

der äusseren Kräfte rechtwinkelig geschnitten wird , bevor

die Biegung eintritt . Durch diese Biegung gelit freilich die materiell

gedachte Axe in eine Curve über , welche die elastische Linie genanit

wird . Damit also alle vorgenannte Voraussetzungen , welche sich auf die

ursprüngliche Form des Körpers beziehen , ohne wesentlichen Fehler auch

für den durch die Biegung eintretenden Gleichgewichtszustand des belasteten

Körpers gelten , worauf es eben ankommt , wird endlich noch vorausgesetat ,

dass die Biegung sehr gering sei , derart , dass alle Tangenten

der elastischen Linie mit der Axe des unbelasteten Körpers

sehr kleine Winkel bilden .

Die primären belastenden Kräfte ündern gewöhnlich ihre Richtung nicht

mit der Biegung des Körpers , insbesondere natürlich nicht , wenn sie 2. B.

Schwerkräfte sind . Die secundüren Widerstandskräfte der Stützpunkte da -

gegen , welche auch zu den belastenden oder äusseren Kräften gehören , er⸗

fahren streng genommen durch die Biegung eine Aenderung ihrer Richtung

und entsprechend auch eine solche ihrer Grösse , indem sie immer senkrecht

zur Körperoberfläche gerichtet bleiben ( abgeschen von der Keibung ) ; ent⸗

Sbrechend der Voraussetzung einer nur sehr unbedeutenden Biegung dürfen

aber auch diese Widerstandskräfte senkrecht zur Axe des unbe —

lasteten Körpers gerichtet angenommen werden .

39 . — Wenn zwischen zwei unendlich nahen Querschnitten 7“ und H

nicht etwa eine äussere Kraft von endlicher Grösse angreift , so ist der

Voraussetzung entsprechend , dass die Richtungslinien der àusseren Kräfte

des Körperelementes VVi dessen Mittellinie OOi rechtwinkelig schneiden , ihre

Momentensumme in Beziehung auf jede durch C gehende Axe im Quer —

schnitte 70 unendlich klein zweiter Ordnung ; die Relation (of. Nr . 17 )

VVV' knI
„ „

LS ( 5 - )

gilt deshalb auch mit Rücksicht auf die äusseren Kräfte , d. h. es ist

Fsin (GSdα)“) das wahre Mass der Schnelligkeit , womit sich 1 vom Quer -

schnitte JY7 zum Querschnitte J im Abstande 001 = ds ündert . Dabei ist

der Winkel , unter dem die Kraft Ie , 8 derjenige , unter welchem die Axe

des Paares J ügegen die Richtung des Krümmungsradius der elastischen

Linie im Punkte C geneigt ist , beide Winkel vom Krümmungsradius aus

im Sinne einer durch die Richtung C1 C als Axe repräsentirten , d. h. im

Sinne einer rechtläufigen Drehung genommen von der Seite desjenigen

Körpertheils aus gesehen , an welchem die durch Ir und M ersetzten àusseren

Kräfte angreifen .

40 .— Durch den Umstand allein , dass die Normalspannungen in den

sämmtlichen Flächenelementen eines Querschnitts sich auf ein Kräüftepaar
miissen reduciren lassen , dessen Ebene parallel der Ebene von M und dessen
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Moment = M ist , ist das Vertheilungsgesetz dieser Spannungen im Quer - ⸗
schnitte noch nicht bestimmt , und es wird deshalb eine Annahme in dieser
Zeziehung zu Hülfe genommen , welche darin besteht , dass die mate -

riellen Querschnitte auch bei der Biegung genaue Ebenen und
zur elastischen Linie senkrecht , dass sie mithin auch die
Querschnitte des gebogenen Körpers bleiben , dessen Mittellinie
eben die elastische Linie ist . Streng genommen ist diese Annahme zwar
nur mit derjenigen Annäherung zulässig , mit welcher von der Verschiebungder Querschnitte , nämlich von der Wirkung der Kräfte J7 abstrahirt wird ;
indessen werden die Normalspannungen selbst dadurch kaum berührt , weil
diese nicht sowohl von den Krümmungen der Querschnitte an und für sich ,
als vielmehr von dem Unterschiede dieser Krümmungen für zwei unendlich
nahe benachbarte Querschnitte abhängen .

Sind nun O und Oi zwei unendlich nahe Punkte der elastischen Linie ,
Iund Vi die entsprechenden Querschnitte des gebogenen Körpers , so fallen
dieselben in die Normalebenen der Punkte 0 und Ci der elastischen Linie
und schneiden sich in der Krümmungsaxe des Punktes 0 . Diejenige
Gerade im Querschnitte J , welche durch seinen Schwerpunkt 0 geht und mit
der Krümmungsaxe des Punktes 0 der elastischen Linie Parallel ist , heisse
die Biegungsaxe des Queèrschnitts F . *) Der Ort der Biegungsaxen
aller Querschnitte heisse die elastische Fläche ; der Ort aller Tangenten
der elastischen Linie heisse die Bie gungsfläche . Die elastische Linie
ist hiernach die Durchschnittslinie der elastischen und der Biegungsfläche ;
die Biegungsaxen sind senkrecht aur Biegungsfläche in den Punkten der
elastischen Linie .

Theilt man die Körperscheibe zwischen J und 7 durch eine Schaarvon Kreiscylinderflächen , welche alle die Krümmungsaxe zur geometrischen
Axe haben , und durch eine Schaar von Ebenen , welche zu dieser Axe
senkrecht sind , in unendlich kleine Elemente gter Ordnung , so haben je zwei
derselben , die zwischen denselben aufeinander folgenden Cylinderflächen
liegen , gleiche Länge nach der Richtung 001 , und da diese Lüngen auch
vor der Biegung gleich waren , so folgt , dass in allen Punkten eines
Querschnitts , welche in einer mit der Biegungsaxe parallelen
Geraden liegen , die Ausdehnung e gleich gross ist . Dasselbe
gilt von den Spannungen 0, Wenn von solchen Normalspannun -
gen abstrahirt wird , die nach Richtungen senkrecht àu 00¹
stattfinden (ef . Nr . 16 ) ; denn dann ist 0 Le , unter V den Hlastici -
tätsmodul nach der Lüngenrichtung des Körpers verstanden .

Diejenige mit der Biegungsaxe parallele Gerade des Querschnitts V, in
deren Punkten E und o = Null sind , heisst die neutrale Axe dieses
Querschnitts .

) Sie ist dieselbe Gerade , welche nach Saint - Vénant in der Theorie der Curven
doppelter Krümmung die Binormale des Punktes O der Curve (hier der elastischen Linie )genannt wird . Sie ist ebenso wie die Normalebenen Yund L und also auch deren Durch -
schnittslinie , die Krümmungsaxe , senkrecht zur Schm iegungsebene des Punktes Oder Curve .

Grashof , Festigkeitslehre . 3

*ů—
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41 . — Ist e die Ausdehnung , c die Spannung in einem Punkte des

Querschnitts V, dessen Entfernung von der Biegungsaxe V ist ( positiyv auf

der convexen , negativ auf der concaven Seite der elastischen Fläche ) , s0 die

Ausdehnung in allen Punkten der Biegungsaxe und oüder Krümmungshalb -

messer der elastischen Linie im Schwerpunkte C von J ( S der Entfernung

der Krümmungsaxe von der Biegungsaxe ) , S0 ist :

2 e0 ＋ (1 ＋e0 ) 65
oder mit Vernachilässigung des kleinen Gliedes 2ter Ordnung :

2 = ＋ 5 3*3*
0

Hierdurch ist & für jeden Punkt eines Querschnitts bestimmt , wenn

ausser den betreffenden Werthen von ées und e auch die Lage der Bie -

gungsaxe im Querschnitte bekannt ist .
Im Allgemeinen kann die Biegungsaxe mit der Axe des Paares Meinen

Winkel bilden , welcher von der Form des Querschnitts und von der Lage

der letztgenannten Axe in demselben abhängt . LZerschnitte die durch 0

gehende Ebene des Paares M den Querschnitt Vin zwei symmetrische

Hälften , so fiele die Biegungsaxe mit der Axe des Paares uꝛusammen und

die Schmiegungsebene des Punktes C der elastischen Linie mit der Ebene

von M. Damit dasselbe für alle Querschnitte gelte , wird zunächst die fol

gende Voraussetzung gemacht , welche in den meisten Fällen der Praxis sich

genau oder annäherungsweise erfüllt findet :

A. Die Richtungslinien aller äusseren Kräfte liegen in

einer Ebene , welche Symmetrieebene des geraden stab -

förmigen Körpers ist .

22 . — Diese Ebene — die Kraftebene - ist die gemeinschaftliche Ebene

aller Paare Mund die gemeinschaftliche Schmiegungsebene aller Punkte der

elastischen Linie . Letztere ist also eine ebene Curve , die Biegungsfläche ist

Biegungsebene und fällt mit der Kraftebene zusammen . Die Biegungsaxen und

die neutralen Axen aller Querschnitte sind zur gemeinschaftlichen Biegungs -

und Kraftebene senkrecht , und die elastische Fläche ist eine Cylinderfläche .
Der in Nr . 39 mit 6 bezeichnete Winkel ist jetzt 90 , der Winkel d

2 0 oder 1800 , jenachdem I die Richtung des Krümmungsradius oder die

entgegengesetzte Richtung hat ; es ist also

und in denjenigen Querschnitten , für welche 7 0 ist , ist V ein Maximum

oder Minimum , und zwar ein Maximum dann , wenn 15 vom Positiven
αs

zum Negativen durch Null geht , d. h. wenn die Kraft R, nachdem sie in

den vorhergehenden Querschnitten die Richtung des Krümmungsradius hatte ,

in die entgegengesetzte Richtung übergeht .

HabenSle

indlen

inJubi
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Die elastische Linie wird im Folgenden auf ein rechtwinkeliges Coordi -
natensystem bezogen , dessen Abseissenaxe , wWo nicht eine andere Lage aus -
drücklich bemerkt ist , in der ursprünglich geraden Axe des Stabes liegen ,
jedenfalls derselben parallel sein soll ; die Ordinatenaxe ist dann stets pa -
rallel den Richtungslinien der Ausseren Kräfte . Zur Erleichterung des Aus -
drucks mögen die Letzteren bei der Darstellung der betreffenden Gesetze
und Formeln vertical gerichtet angenommen werden ; die Abscissenaxe ist
dann horizontal , die Ordinatenaxe vertical , und zwar sei sie abwärts ge-
richtet positipy . Sind dann die primären äusseren Kräfte Schwerkräfte , 80
haben sie die Richtung der positiven Ordinatenaxe , und es ist in den Quer -
schnitten R O das Moment Mein Maximum oder Minimum , jenachdem an
den betreffenden Stellen die elastische Linie coneav nach Oben oder nach
Unten ist .

Natürlich gelten die unter dieser Voraussetzung gefundenen Gesetze
auch für jede nicht horizontale Lage der ursprünglich geraden Stabaxe , sofern
wenigstens die eigene Schwere des Stabes entweder ganz vernachlässigt
oder nur mit ihrer zur Axe senkrechten Componente berücksichtigt wird .

Im Allgemeinen wird die Abscissenaxe als A- Axe , die Ordinatenaxe als
- Axe angenommen und die Biegung als so gering vorausgesetzt (ef . Nr . 38) ,
dass ohne wesentlichen Fehler der Krümmungsradius der elastischen Linie :

＋ statt ιεe-.
19 4²77
dq das

gesetzt werden kann . Entspreèchend wird auch statt des Sinus
oder der Tangente des Winkels , den die elastische Linie mit
der à - Axe bildet , immer dieser Winkel selbst gesetzt .

43 . — Ist dV der Inhalt eines der Biegungsaxe im Abstande paral -
lelen unendlich schmalen Flächenstreifens des Querschnitts V. d die Spannung
in allen Punkten desselben , so folgt aus den Gleichgewichtsbedingungen

Jod VÆ O, Fο ? • HF .1 συ
— 1＋ *
in Verbindung mit G 2 5 ＋ 10 nach Nr . 41 :

8
E

80 0 und
33

N,

wenn mit J das Trägheitsmoment des Querschnitts in Beziehung auf die
Biegungsaxe bezeichnet wird , welches in der Folge kurzweg das Präg⸗
heitsmoment des Querschnitts genannt werden soll ; es jist

Sundn
d. h. die Summe der Producte aus den Inhalten der Flächenelemente und
den Quadraten ihrer Abstände von der Biegungsaxe .

Die Gleichung e 3 0 lehrt , dass die Biegungsaxe mit der neu - —
tralen Axe zusammenfällt .
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E4 1 6 9 1 4²9
15

Die Gleichung —
MV dient in Verbindung mit

ν ρυτεεννe durch

zweifache Integration 2ür Bestimmung der angenäherten Gleichung der elasti -

schen Linie , sofern und / bekannte Functionen von & sind . Aus ihr folgt :

＋
3

93 „ 3
0

LJ
Die Grösse Momentensumme der Spannungen eines Querschnitts

in Bezielung auf die Biegungsaxe heisst hinfort kurzweg das Spannungs -

moment des Querschnitts .

A4. — Ist für irgend einen Querschnitt

der grösste Werth eines positiven ,

der grösste Absolutwerth eines negativen 1,

6“ die grösste Spannung im engern Sinne ,

0“’ die grösste Pressung , so ist

e, e

N„⸗
Beide Werthe ändern sich im Allgemeinen von einem zum andern Quer -

schnitte , und es darf dabei 6“ höchstens = , o “ höchstens ＋ werden .

( Ct. Nr . 20. ) Dieser Forderung wird entsprochen , indem man die Verhält⸗

nisse so wihlt , dass der grössere der beiden Quotienten

mad. 0
1

mdd . 6 “
— — — und - ii

1

= 1 wird ; der Querschnitt , in welchem dies der Fall ist , heisst der Bruch⸗

querschnitt .

ungsaxe und neutralen Axe * „
n, für welche IU 0 ist. Es beruht

) Das Resultat des Zusammenfallens der Bi
lich falsch für die Querschnitte in der Nähe derje
nämlich wesentlich auf der Gleichung

Jod = oO, wofür eigentlich /odI ,
gesetzt werden muss , unter 77, die in Nr. 16 näher bez

I7
mete positive oder negative

Kraft verstanden , welche freilich sehr klein , nämlich dem sinz' s des Neigungswinkels der

elastischen Linie gegen die - Axe Pproportional i Mit Rücksicht hierauf erhält man
I¹ν 8 5

e, = I , Während die Gleichung — — 1
YV 0

unverändert bleibt. Die neutrale Axe erhält aber jetzt den Abstand

von der Biegungsaxe , rückt also in denjenigen Querschnitten , für welche U 0ist ,
55 1 f 5 8

ins Unendliche auf der einen oder anderen Seite je nach dem Vorzeichen von J7
erhält man

IR7 MVn

6 seiner Kleinheit das zweite überwiegen in der Nähe

Anitte I O0. Weil aber die genauere Kenntniss von &üin diesen Querschnitten
ohne Praktisches Interesse ist , 80 ist, überhaupt ein Praktisches Bedürfniss zur Anbringung

bezeichneten Correctionen an den oben unter Nr. 43 angeführten Resultaten nicht
Vorhanden .

und kann hier das erste Glied trotz
der Quers

Umelle
lit ch
Uurhei

Colstnl
0 1

Wuugen
I5 Mt

oumen
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Damit die Zug - und die Druckfestigkeit des Materials in gleichem Masse
verwerthet werden , sind die Verhältnisse so zu wählen , dass glei ch -
zeitig

mam . o mad . G“

wird , was im Allgemeinen in zwei verschiedenen Querschinitten der Fall sein
kann , die dann beide Bruchquerschnitte sind . Besser ist es aber , in jedem
einzelnen Querschnitte die Zug - und Druckfestigkeit in gleichem Masse
auszunutzen , also für jeden

00 0 “

zu machen , was dadurch geschieht , dass die Form jedes Querschinittes und
seine Lage gegen die Kraftebene der Bedingung

4

entsprechend gemacht wird . Dann wird auch in demselben Querschnitte ,
welcher demnach alleiniger Bruchquerschnitt ist , zugleich

madd . 0 mdd . 0“,
5

Immerhin aber würde es im Allgemeinen nur dieser einzige Querselinitt
sein , in welchem die Zug - und die Druckfestigkeit des Materials vollständig
ausgenutzt werden ; damit es in allen der Fall sei und dadurch ein sogenannter
Körper von gleichem Widerstande hervorgehe , müsste der Querschnitt
entsprechend der Veränderlichkeit von V derart veränderlich gemacht wer⸗
den , dass in jedem Querschnitte

NM MHe.
‚ 15, also

7„55 Iyr⸗
ist . Selbst dann wird nur in den àussersten Punkten aller Querschnitte die
Widerstandsfähigkeit des Materials vollständig verwerthet , in den übrigen
aber um so weniger , je näher sie der Biegungsaxe liegen . Dies ist ein un -
vermeidlicher Mangel bei einem nur auf Biegungsfestigkeit in Anspruch ge -
nommenen stetigen stabförmigen Körper , und es lässt sich die dadurch
bedingte Materialverschwendung nur bis zu gewissem Grade vermindern , in -
dem man , soweit es die Umstände gestatten , die Masse des Körpers in
möglichst grosser Entfernung von der elastischen Fläche auf beiden Seiten
anhäuft , also J möglichst gross macht bei gegebenem V. Bei einem aus
einzelnen stabförmigen Theilen zusam mengesetzten Träger indessen
lässt es sich erreichen , und es ist dies eben der Zweck einer solchen , freilich
nur bei grossen Dimensionen (2. B. bei Brückenträgern ) sich lohnenden
Construction , dass alle Theile fast nur genogen oder gedrückt werden , dass
also in den Querschnitten der einzelnen Theile die Spannungen oder Pres -
sungen fast gleichförmig vertheilt sind und somit die Widerstandsfähigkeit
des Materials bei angemessener Grösse der einzelnen Querschnitte fast voll -
kommen verwerthet wird .
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45 . — Bei den Fällen der Biegungsfestigkeit , welche im Maschinenbau

vorkommen , überhaupt bei beweglichen Constructionen im Gegensatze zu den

unbeweglichen des Ingenieur - und Baufachs ist es meistens nötllig , dass die

entweder nur bei der Um-
Widderstandsfähigkeit des betreffenden Körpers

kehrung der Kraftrichtungen oder selbst dann ungeändert bleibe , wenn die

Kraſtebene sich beliebig um die Körperaxe dreht . Der erste Fall (2. B.

Zälme von Zahnrädern , Arme von Rädern und Riemenrollen ete . ) bedingt

Querschnittsformen , welche in Bezichung auf die Biegungsaxe , folglich in

Bezichung auf zwei sich rechtwinkelig schneidende Axen symme h sind , da

aftebene mit dem Querschnitte
der zur Biegungsaxe senkrechte Schnitt der Kr

hier stets als Symmetrieaxe des letzteren vorau

Falle (2. B. tragende Wellen und Wellzapfen ) müssen diesen beiden Sym-

metrieaxen zudem gleich grosse T gheitsmomente des Querschnitts ent -

sprechen , so dass also dieses Moment überhaupt constant ist für alle Geraden ,

welche durch den Schwerpunkt des Querschnitts in seiner Ebene gezogen

werden können . In beiden Fällen ist immer “ = e, und muss deshalb , wenn

nicht I “ ist , auf die gleichmässige Verwerthung der Zug - und Druck -

festigkeit des Materials verzichtet werden ; es kommt dann nur der Eleinere

der beiden Werthe “ und 1“ als massgebend in Betracht , welcher in der

Folge mit I bezeichnet wird , ebenso wie jeder der gleichen Abstände

und e“ mit e.

Ferner ist es bei einfachen , d. h. nicht aus verschiedenen “ Theilen zu⸗

sammengesetzten stabförmigen Körpern theils wegen des natürlichen Vor⸗

kommens ( insbesondere bei hölzernen Balkem ) , theils mit Rücksicht auf die

praktische Herstellung oder wegen gewisser Nebenbedingungen oft nicht

möglich oder wenigstens nicht vortheilhaft , eine der theoretisch rationellsten

Form eines Körpers von gleichem Widerstande genau oder näherungsweise

entsprechende Körperform zu wälllen , sondern ist vielmehr die möglichst ein-

kache Form eines geraden stabförmigen Körpers mit constantem Quer -

schnitte durch die Umstände vorgezeichnet . In anderen Fällen , namentlich

des Maschinenbaues , ist , wenn auch der Querschnitt nicht genau cor

sein sollte , doch eine theoretische zerücksichtigung seiner Veränderlichkeit

überflüssig . Es wird deshalb im Folgenden dieser Specialfall des constanten

Querschnittes einer besonders eingehenden Behandlung unterworfen , um 80

mehr , als die für ihn geltenden Gesetze auch bei der Berechnung grösserer

Träger von veränderlichem Querschnitte als erste Annäherungen gute Dienste
leisten .

sgesetzt wird ; im zweiten

46 . — In dieser und in den folgenden Nummern sind die Trägheits -

momente J der am häufigsten vorkommenden und einfacheren Querschnitts -
formen enthalten ; in den Figuren ist mit J die Axe bezeichnet , worauf sich

das ebenso bezeichnete Trägheitsmoment bezieht .

Unter den in Bezichung auf die Biegungsaxe symmetrischen
Querschnittsformen ist

4 *

Iuml.
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das Rechteck ( Fig . 1) die einfachste ; dafür ist :
33 813 7

39 —
12 5

m bei gegebenem Inhalte FYdes Querschnitts die Function

kig. 1. möglichst gross zu machen , muss In möglichst gross , also 5

＋
entsprechend klein gemacht werden ; damit aber diese Vergrösserung von —

nicht auf Kosten der nöthigen Widerstandsfälligkeit gegen die zufällige Ein -

wirkung von Seitenkräften geschehe , empfehlen sich noch mehr die folgenden
vom Rechtecke abgeleiteten Querschnittsformen :

Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4.

Kreuzförmiger Querschnitt ( Fig . 2) :
Eà ＋ 65 - 5 ) I⁸ H

Doppelt - Tförmiger und hohler rechteckiger Querschnitt
( Fig . 3) :

5BI8sUſis 2
— „ 3

2

Doppelt - rechteckiger Querschnitt Cig . J ) , wobei eine Verbin⸗

dung beider Theile durch Verstrebung vorausgesetzt ist , deren geringer Ein -
fluss auf das Trägheitsmoment des resultirenden Querschnitts vernachläs -

sigt wird :

Q ==12 2 2
Bei einem rechteckigen Balken von Holz , der aus einem run -

den Stamme geschlagen werden soll , ist das erreichbare Maximum der

Function ein durch jene Bedingung beschränktes , und die Aufgabe kommt

darauf hinaus , in einem Kreise vom Durchmesser d ein Rechteck so zu zeich -

nen , dass , unter 5 die kleinere und unter J½, die grössere Seite verstanden ,
die Function Yh ein Maximum wird ; die Lösung ist :

5 7 423;3 35
die Construction des fraglichen Rechtecks ist dadurch bestimmt , dass die Pro -

jectionen der Seiten b und / auf die Diagonale d sich wie 1 : 2 verhalten .
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47 . — Das Trägheitsmoment eines regulären Polygons ist für jede

in seiner Ebene durch seinen Mittelpunkt gehende Axe :

I 82
1372 —ͤ —- —32à

12 57 2 ).
unter Yden Inhalt , s die Seite des Polygons und unter / den Radius des

umschriebenen Kreises verstanden ; “ und „“ sind je nach der Lage der

Biegungsaxe verschieden zwischen den Radien des um - und des einbeschlrie -

benen Kreises als äussersten Grenzen . Bei rotirenden Wellen , wWodergleichen

Querschnitte hauptsächlich vorkommen , ist als ungünstigster Fall “ 2 = u

zu setzen .

Mit s 0 erhält man das Trägheitsmoment eines Kreises vom Ra⸗

dius „ für einen beliebigen Durchmesser :

* ˙4
Qσ 1.3j

daraus das Trägheitsmoment einer Ellipse mit den Halbaxen à und J, be—

zogen auf die Hauptaxe 2à0 :

. U ‚ N E
—

4 (0 — 3 H.

48 . — Unter den in Beziehung auf die Biegungsaxe niclit symmetrischen

Querschnitten ist der doppelt - Tförmige Querschnitt der gewöhnlichste

25 und bildet wenigstens die Grundform anderer zusammen -

gesetzterer Formen älinlichen Charakters . Bei demselben

ist mit Rücksicht auf Fig . 5 die Lage der Biegungsaxe

bestimmt durch :

31 4⁴ ＋ (Oꝗ) da ꝙ ( P1 - α) d⁰2α )

di
f

mit ei h = e , F εε , FHSei - i ist dann ferner :

2 4 0 63 ＋ b1613 ( 0 - . ,7 ( OA4¹uνν

Mit 0i à erhält man hieraus für den Tförmigen

Querschnitt (CFig. 6) :
1 4 / ＋ (Dο οα) da

eI hige ; F eν ;

E

1405 2
= bes I dels Ue .0 27

Ist ein solcher Querschnitt durehi Elemente be⸗

stimmt , so kann man im Allgemeinen 2 Relationen

zwischen denselben willkürlich annehmen und eine weitere der Forderung

gemäss ansetzen , dass

Fig. 6.

6 6

IE

sein soll ; hiernach sind alle * Elemente durch eins derselben bestimmt ,

8 8 0 3 1welches schliesslich davon abhängt , dass
Vr.

im Bruchquerschnitte oder

(hlrde
Helboe

Kintr
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bei einem Körper von gleichem Widerstande in allen Querschnitten 1

sein soll .

49 . — Bei Berechnung der Function J für gewisse Querschnittsformen
und bei gewissen Lagen derselben gegen die Biegungsaxe ist es oft be —

quemer , zunächst das Trägheitsmoment = J1 für eine andere Axe zu berech —-

nen , welche der Biegungsaxe im Abstande d parallel ist ; die Reduction auf

letztere gescliellt dann mittels der Gleichung :

JSIl = HFHas.

Bei Berechnung von J1 für solche Querschnitte , welche sich als alge -
braische Summen von Rechtecken und Dreiecken , die mit ihren Grundlinien

auf der betreffenden Parallelaxe stehen , betrachten lassen , ist es nützlich zu

bemerken , dass das Träglieitsmoment eines Rechtecks Y/½ für seine Grund
linie b:

und dasjenige eines Dreiecks von der Grundlinie “ und Höhe // für seine
Grundlinie :

0018
7¹ — —

12
ist .

Wenn der Querschnitt dureh eine empirische oder durch
eine sehr complicirte mathematische Curve begrenzt ist , kann

* zur Berechnung von J irgend eine der be -

6Tb — kannten Näherungsformeln zur Berechnung
eines bestimmten Integrals ( mechanische

33 88 Quadratur ) angewendet werden . Z. B. man

＋7 „ theile die Höhe // (cf . Nr . 37 ) in eine gerade
2 Anzahl gleicher Theile :

.
5 J¹ ιαh

9 7 und messe die Breiten

3 % ο’ Q. Vn
in den Abständen 0 αοο . . ν
von der Grundlinie OM ( Pig . 7) , d. h. von

einer der beiden zur Kraftebene senkrecliten Geraden , welche den Querschnitt
berührend zwischen sich fassen , so ist :

Fig. 7.

9 0
I . Æ

3 0 ＋ 4/½1 2 % ＋ 4½ % ＋ 2 / . . . 4 4/ - —1 4 10)
ferner der Abstand der Biegungsaxe von der Grundlinie :

4²
3 ( ＋ 2 . 2 % 4 . 3 / 2 . 4/¼ P . . 4 ( 1) ,α 1%)

und das Trä gheitsmoment in Beziehung auf die Grundlinie :
4³

11 ( ＋ 2 . 22// . ＋ 4. 32/ % . 2 . 42½ % P . 4 ( E üM lan);
endlich
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Diese Formeln Können u. A. zun Benechnung den FTumetiom umd der

Lage der Biegungsaxe fün den Quenschnittt cinen Lisenbahnselliene umdd in

Ahnlichen Fällen Anwendung finden .

I . Gerader stabförmiger Körper von constantem Cuersehnitte .

50 . — Hlat in diesem TFalle die elastische Linie Eeime Imflexions -

punkte , d. h. ist sie überalll nacl denselben Seite cõ gebogen , 80 88t

der Bruchquerschnitt (ef . Nu. 440) d ige , fiin: Welchem das nesultinemde

Moment der äusseren Kräfte am grössten ist , undl den Fondenung ,

mdicr. G' höchstens und mdαν . ο‘ hifEhsSsʒveens= Il , seih Windl daduncln ent-

sprochen , das mad . M dem Ekleinerem den beidlen Wentlie

88

＋J.
E , undl

7

gleich gesetzt wird , welcher das Widenstamdsmomemt dle ' s Sttabes füün

den betreffenden Sinn der Biegung genannt und mitt I eurichnet

werden möge . 495

Ist I, I oder , dLr, 80) iSt

= K
„

unter e im Iten Falle dem grösserem den Wenthe e“ undl %

„ „ 2ten Falle „ Hleinenen „, V
verstanden . 850

Wird der Forderung entsprochen , dass die Iug - undl dis Duuslbfisstiglkui

des Materials in jedem Querschnitte im gleichem Grade im Anspruch genom .
men werden sollen , so ist WüIl.

Hat aber die elastische Linie Inflexiomsphpunlkte , so tauschem e“ un

“ für die entgegengesetzt gebogenem Stabstreclten illne Wentlle um undll ist.

deshalb das Widerstandsmoment I “ “ füin die nach ] Obem concaw , g
Stabtheile im Allgemeinen von demjenigen H““ fün die naclu UI

gebogenen Stabtheile verschieden ; ist danm madn . MI, den 8 te Mentli wom

für die ersteren , mam . M, “ den grösste Wentlt von ffin dite' Lettztenem

Stabstrecken , so wird der Forderung , dass madan. G, Il, undl md , G. l

sein soll , dadurch entsprochen , dass den grössene den beidem Quotienten
md . M Gu. Ml

οο
umdl

I . —
1 gesetzt wird ; der betreffende Querschnittt , Wo diesen Masimalwentlt

stattfindet , ist der Bruchquerschnitt .
Ist in diesem Falle A I , SIt oden e ,S Cl S en, S0) ist

W. = I , . I.U.,
2 7

bogenen 1
CO⁰⁰L,

Wenn im Iten Falle unter e der guö
2ten Falle unter L der kleinere der b

ene den beictem Wenthe &“ umdl 4% im

em Wentlbe J “ undl J “ Venstamdem Wird,
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und der Bruchquerschnitt ist derjenige , für welchen J am grössten ist ,
einerlei ob daselbst der Stab nach Oben oder nach Unten concav ge -

bogen ist .

Die Bedingung , dass die Zug - und die Druckfestigkeit in gleichem Grade

verwerthet werden , erfordert eine entgegengesetzte Lage des Querschnitts

gegen die Biegungsaxe in den entgegengesetzt gebogenen Stabstrecken , wo —

durch die Kenntniss der Inflexionspunkte von constructiver Wichtigkeit wird ;
auch in diesem Falle ist H = H und der Bruchquerschnitt derjenige , für

welchen Mam grössten ist .

Bei den im Folgenden betrachteten besonderen Fällen wird vorausge —

setzt , dass alle primären Kräfte in gleichem Sinne gerichtet
seien : vertical abwärts , wenn der Stab Horizontal liegend gedacht wird .

a . Der Stab ist am einen Ende befestigt ,
am anderen frei .

51. — A4 sei das befestigte , B das freie Ende des Stabes , die Länge
AER

M ist am grössten im Querschnitte bei 4 . Hat der Stab eine über
seiner ganzen Lünge gleichförmig vertheilte Last Q und ausserdem eine bei
B concentrirte Last P zu tragen , so ist :

mam . M 6 ＋ 1 *

Sind ausser der gleichförmig vertheilten Last C
verschiedene Lasten Pi BY I ; .. vorhanden , welche
in den Abständen i de ds3 . . . vom Ende 4 angreifen ,

S0 jist :

md . M EX( Pq) 55 5

52 . — Wellzapfen .
Ist Idie Länge , d der Durehmesser eines cylindrischen Zapfens , der dureh

die rechtwinkelig gegen die Zapfenaxe gerichtete Reaction P des Lagers auf
Biegungs - Festigkeit in Anspruch genommen wird , so darf P als gleichförmig auf
der Länge J vertheilt vorausgesetzt werden , und erhält man dann mit ! 0 N
durch Gleichsetzen

Von mad . NM= 3
4 27 llãmit k :4. 32
16

72
4.

5 226 / =
Dabei kann , wenn u die Umdrehungszahl pro ist ,

1 8

bis zu a 3 gesetzt werden , indem namentlich , je grösser n, eine desto grössere
Auflagerfläche zur Verhütung übermässiger Erhitzung und Abnutzung des Zapfens
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erforderlich ist . Bei mässig schnellem Gange , etwa bis 1 60, kann auch

übereinstimmend
1

K· 1,2 5
2

genommen werden und mit Redtenbacher
1675

d4= O0,18 Vy5 für gusseiserne Zapfen , entsprechend Æ189

— 5 95 3⁵⁴
42 0,12 V/7/ „ schmiedeeisernes „ 5 1 424

ν

Für Zapfen von Stahl kann unter solchen Umständen gesetzt werden :

4 = C6,09 /7 , entsprechend = 786 bei &« = 1,25 .

53 . — Radzähne .

Ist à die Zahndicke im Theilkreise ,

die Länge , nach der Richtung des Radius gemessen ,
5 die Breite des Zahns der Radbreite ,

80 ist unter der Voraussetzung , dass der Druck P ) in der äusseren Kanteè des

Zahins angreift , gleichförmig in der ganzen Breite “ vertheilt und senkrecht aur

Lünge ! gerichtet , dass auch die Zahndicke an der Wurzel nicht wesentlich von

d verschieden ist , die der Gleichung
5ẽj

6

entsprechende Zahndicke : 42?z

wen = za , h = b gesetzt wird . Nimmt man für gusseiserne Zähne

2 1,5 und 90 , so wird

3 V5 7
und mit 6 = 6 als Mittel für gewöhnliche Transmissionen : “ “ )

4 = 2 ᷣ0,13 /5P .

Wenn hölzerne Zähne mit eisernen zusammen arbeiten , so kann für erstere

bei gleichen Werthen von ! und 7 die Dicke 41 1,5 4 gesetat werden , entsprechend
2N

＋¹ ◻ (5) 90 40 .

Uebrigens kann sich bei ungenauer Lagerung der Wellen , mangelhafter Aus-

kührung der Räder oder beim Dazwischenkommen eines kleinen Körpers der noch

ungünstigere Fall ereignen , dass der Druck Y sich an einer Zahnecke concentrirt

und dieselbe abzubrechen droht , am wahrscheinlichsten in einer Bruchfläche ,

*) Aus der Anzahl der übertragenen Pferdestärken = NM, der Umdrehungszahl pro
Minute = i„ und dem Theilrissradius ? Centimèeter findet man

5811620 — Kilogr . ,
7˙◻

wenn ungünstigsten Falls nur ein Paar Zähne in gegenseitiger Berührung befindlich vor-
setzt wird .

5

Bei Maschinen , die durch Menschenkraft mit geringer Geschwindigkeit bewegt
werden (2. B. inden) , ist 3 kleiner bis = 4, bei sehr schnell laufenden Rädern aber

grösser bis 8 zu setzen .

N. —
0 laßtet

I5 l
Iehdit

e

5

Uit.
13ul Uit,

UüßWWdgchrW
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welche unter 45“ gegen die Stirnfläche des Zahns geneigt ist . Diesem Falle ent -

spricht die Maximalspannung
38

22
wWodurch der nur kleine Werth T = 90 gerechtfertigt jist.

Aus der Zahndicke d findet man die Theilung der Räder
bei blos eisernen Zähnen etwas — 24 , etwa 2,1a ,
bei eisernen mit hölzernen „ — 2,54 , „ = 2,65a .

2 * für 3 = 1,5 und 8 = 6,

54 . — Wenn der am Ende A befestigte Stab eine am freien Ende B
concentrirte Last P nebst einer auf seiner ganzen Länge 45A “

gleichförmig vertheilten Last zu tragen hat , so findet man die
— angenäherte Gleichung der elastischen Linie

— — — — — Ifür das aus Fig . 8 ersichtliche Coordinatensystem
durch zweimalige Integration der Differentialglei -
chung :

1 LEh) ²

85

5
E .

I
= PUο ν οονυν15

Fig. 8. (Ef. Nr . 43 ) wie

720
523

422( 642 —41ο⁰ ＋ 4
LJ . 7 . —

daraus mit æ ι ‘e,§̟²Übop K101bdüe am Ende B, d. h. den Maximal -
werth von / :

3
＋ 8 5

i
e

Mit Qo ist d
ο 3 3U˙

2 3
JéJ10 1 ,

wenn 5 den Winkel bedeutet , unter welchem die Tangente der elastischen
Linie bei 5 gegen die 3 5 geneigt ist .

55 . — Wenn der Stab A nach irgend einem anderen Gesetze
belastet ist , wobei im Allgemeinen von A nach gerechnet

an gewissen Stellen Ci Ca. .
in den Abständen ali da ds3 . von 4 eine Ste

tigkeitsunterbrechung der Belastung stattfindet , so erfährt die elastische
Linie daselbst ensprechende Unterbrechungen Ger Stetigkeit , und es ha⸗
ben die einzelnen Strecken 4 Ci, 8 besonderen
Gleichungen , welche auf folgende Weise gefunden werden , wenn
bei ,
mit 7½1 J½ 7½6. . . die Neigungswinkel der elastischen Linie gegen AX
und niit 01 die betreflenden Ordinaten oder Durchbiegungenbezeichnet werden .
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Bei gegebener Belastung und gegebenem Querschnitte ergiebt sich aus

der Momentengleichung

2 5405 I (ef . Nr . 43 )
0

Ar
einer bekannten Function Y ( )

welche aber für die verschiedenen Strecken 4C¹ , CiC: . verschieden ist.

Ist nun für die Strecke 401

4²9⁰

12⸗0
752 Fi ( c) , 80 folgt daraus durch Integration :

4 *
75 9 ( ) , Constante bestimmt durch : 4 - 0 , J 03

5 Æρ— ( 4) , 55 5 0, 7 — .

daraus mit d1 : 1 Si ( ai ) ; 91⸗ 8500
Ist dann für die zweite Strecke C1C2 :

0² 38
4 SV½( ) , 80 folgt für dieselbe :

4˙*ê. d

I 2 ( 0 , Constante bestimmt durch æ d ⁰

— 5 95 „ =

daraus mit 2 3 02 ν 69 u. S. W.

56 . — Eine Stetigkeitsunterbrechung der Belastung an einer

gewissen Stelle C im Abstande à von 4 rührt entweder davon her , dass

daselbst eine Kraft P von endlicher Grösse angreift , oder davon , dass die

stetig vertheilte Belastung = 5 pro Längeneinheit sich daselbst plötzlich um

einen endlichen Werth 4 % ündert . Im Ausdrucke von M kommt in Folge

dessen beim Passiren des Querschnitts C, wenn man von 5 nach 4 fort⸗

schreitet ,
im ersten Falle das Glied ( aα

3 ( 3̊⁴
„ Weiten „ 5 „ 47

hinzu , und es àndert sich also bei C

im ersten Falle

5
t

0 2 —
zweiten —2

um eine endliche Grösse , entsprechend einer Stetigkeitsunterbrechung der 2

resp . 3ten Ordnung von M H 75 „ also der Aten resp . 5ten Ordnung von .

Diese Bemerkung gilt für jede Art der Unterstützung oder

Befestigung des Stabes .

b„

uu

Iur 6

licger

Ta85fl
Mälem

55.
Vieim

Vote, 9



8 R — —

Biegungs - Elasticität und Festigkeit . 47

h . Der Stab ist an beiden Enden unterstiftzt
oder befestigt .

57 . — Dieser Fall schliesst die 3 Specialfälle in sich , dass der Stab
45B an beiden Enden nur gestützt , oder am einen Ende gestützt und am
anderen befestigt , oder endlich an beiden Enden befestigt ist . Sind

A und B die durch die primären belastenden Kräfte hervorgerufenen Wi⸗
derstände der Stützen oder Befestigungen an den gleich be -
zeichneten Stabenden ,

Aund [ BI die in den äussersten Querschnitten daselbst hervorgerufenen
Spannungsmomente ,

und 65 die Winkel , unter welchen die elastische Linie bei A resp . B gegen
die gerade Verbindungslinie A4 ihrer Endpunkte geneigt ist ,

80 ist [ A] oder BI 0, wenn bei 4 oder B der Stab nur gestützt ist , und
es ist deshalb derjenige der 3 genannten Specialfälle , bei welchem der Stab
an beiden Enden befestigt ist , der allgemeinste , aus welchem die bei -
den anderen durch die Voraussetzung abgeleitet werden können , dass eines
der beiden Spannungsmomente [ A] und B ] oder dass beide 0 seien .

Umgekehrt kann auf diesen Fall des beiderseits unter beliebigen Win⸗-
keln & und 5 geneigt befestigten Stabes auch der noch allgemeinere Fall
zurückgeführt werden , dass zwischen den Stützen oder Befestigungen an den
Enden des Stabes sich noch eine beliebige Zahl von Zwischenstützen befindet :
ef. Nr . 91 —100 .

Hinsichtlich der Art der Belastung des Stabes sind unendlich viele
Fälle möglich , und kann deshalb die Art der Behandlung der betreffenden
Aufgaben ( ähnlich wie in Nr . 55 ) im Allgemeinen nur angedeutet werden :
f . Nr . 88 .

Specieller ausgeführt wird der Fall , dass die Belastung in einer gleich -
förmig auf der ganzen Länge E = I vertlheilten Last ⸗yl und in sol -
chen Kräften Ii Uu. . . besteltt , welche in gewissen Punkten Ci C . . . con -
centrirt angreifen , ein Fall , welcher seinerseits wieder auf den noch ein -
lacheren zurückgeführt wird , dass ausser der gleichförmig vertheilten Last 0
nur eine einzige solche in einem Punkte C concentrirte Last D vor -
handen ist .

Der Stab wird dabei horizontal liegend gedacht , während die primären
Kräfte wie Schwerkräfte lothrecht wirkend vorausgesetzt werden ; die unter
dieser Voraussetzung entwickelten Formeln gelten allgemein für den Fall ,
dass alle primären Kräfte in gleichem Sinne gerichtet sind , falls nur diese
Richtung überall der lothrechten und die geneigte Richtung der Stabaxe der
horizontalen Richtung substituirt wird .

58 . — Die elastische Linie AB ist jetat im Allgemeinen nicht mehr
wie im vorigen Falle sub à . in ihrer ganzen Erstreckung nach derselben
Seite , sondern theilweise nach Oben , theilweise nach Unten concav gekrümmt .
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Dieser entgegengesetzen Krümmung soll hinfort auch ein entgegenge -
—

setàtes Vorzeichen des Spannungsmomentes 3
M entsprechen ,

und zwar wird dasselbe positiv oder negativ gesetat , jenachdem die elastische

Linie an der bestreffenden Stelle nach Oben oder nach Unten concav ge—

krümmt ist . Das 80 algebraisch verstandene Spannungsmoment des Guer

schnitts X im Abstande à vom Ende A des Stabes wird mit [ X] bezeichnet .

X bezeichne zugleich die Resultante der àusseren Kräfte für den gleich

bezeichneten Querschnitt , d. h. die algebraische Summe der äusseren Kräfte

incl . des Widerstandes A, welche auf das Stück A&X des Stabes wirken , und

es werde auch diese Kraft Nalgebraisch verstanden , nämlich positie

oder negativ gesetzt , jenachdem sie aufwärts oder abwärts gerichtet ist .

Hiernach lässt sich die Gleichung

e
eds

d
weil absolut genommen IrE = X& 855 ist , auch so schreiben :

d
dα

und sie ist nicht nur mit Rücksicht auf die absoluten Werthe , sondern auch

mit Rücksicht auf die Vorzeichen richtig , weil Je die Richtung gegen den

Krümmungsmittelpunkt oder die entgegengesetzte Richtung hat , Jenachdem
die Vorzeichen von [ XI und X gleich oder entgegengesetzt sind.

In derselben Weise sind nun auch die in Nr . 57 bezeichneten Wider —

standskräfte 4 und B positiv oder negativ , jenachdem sie aufwärts oder

abwärts gerichtet sind , desgl . die Sprabustgeinolments A] und [ V] positiy

oder negativ , jenachdem die elastische Linie an den betreffenden Enden nach

Oben oder nach Unten concav gekrümmt ist .

Was die in der vorigen Nummer noch bezeichneten Winkel à und 5

betriflt , so wird ihre Definition dahin ergänzt , dass d gebildet werden soll

von der Richtung 4 mit der gegen 5 hin gerichteten Tangente des

Punktes A der elastischen Linie , 6 von der Richtung BA mit der gegen 4

hin gerichteten Tangenté des Punktes B der elastischen Linie , und dass

endlich beide Winkel d und f6 pͤositiv oder negativ gesetzt werden ,

jenachdem sie unterhalb oder oberhalb der Geraden A45B liegen .

N ,

1. Der Stab hat eine gleichförmig auf seiner ganzen Länge vertheilte und

eine an einer beliebigen Stelle concentrirte Last zu tragen .

59 . — Die gleichförmig vertheilte Last sei im Ganzen = C, pro Län —

geneinheit des Stabes Sο , also 5pl. Die Kraſt Y greife in einem Punkte

der elastischen Linie an , dessen Abstände von den Endpunkten A und 5

α und Y sind (CFig. Y.
Die Strecke 40 d der elastischen Linie wird auf ein Coordinaten -

system bezogen , dessen Anfangspunkt A, dessen d - Axe A5 und dessen

2 - Axe die Lothrechte durch A ist .
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X mit den Coordinaten 4, 2 ist ein beliebiger Punkt dieser Strecke , und
es wird mit

& zugleich die resultirende Kraft , mit

[ XI das Spannungsmoment für den betreffenden Querschnitt bezeichnet .
(Ok. Nr. 58. )

Die Strecke B0 = ö der elastischen Linie wird auf ein Coordinatensystem
bezogen , dessen Anfangspunkt B, dessen Axe BA und dessen Axe die
Lothreckhte durch B ist .

mit den Coordinaten 9½ ist ein beliebiger Punkt dieser Strecke , und
es wird mit

V azugleich die resultirende Kraft , mit

[ Vdas Spannungsmoment für den betreffenden Querschnitt bezeichnet ,8 —.— — 2·ÿ1ů0«s . * A Ar St⸗bezogen auf diejenigen äusseren Kräſte , welche von B bis VJ den Stab

sei ferner y der spitze Winkel , unter welchem die elastische Linie
im Punkte C gegen die Geraden 4 geneigt ist , positiy oder negativ , je -

αQ2 8nachdem daselbst
Ju bositiv oder negativ ,Cαν
72＋2 0 3 4als0
J/y negatiy oder positiv ist ;64—

o sei die - Coordinate dieses Punktes C.

60 . — Ausser den Punkten 4 , B und C sind noch gewisse andere
ausgezeichnete Punkte der elastischen Linie von besonderem In -
teresse , nämlich die relativen Bruchpunkte , die Inflexionspunkte und die
Punkte grösster Durchbiegung .

Die relativen Bruchpunkte sind diejenigen , für welche in den zu -
gehörigen Querschnitten 7 ein relatives Maximum , d. h. grösser als in den
zunächst benachbarten Querschnitten ist . Liegt ein solcher Punkt an einer
Stelle , Wo nic

A, B oder C

dieser Stelle die elastische Linie nach Oben concav gebogen ist

t eine Kraft von endlicher Grösse angreift (hier also nicht in
„ 80 ist er charakterisirt durch 7 0. Vorausgesetzt , dass an

Nr . 42)Im vorliegenden Falle kann es nur ein en solchen mittleren relativen Bruch -
punkt geben ; liegt er in der Strecke 4 C, so dass er also durch X O be⸗
stimmt ist , so sei er mit X. und sein Abstand von A mit æh, liegt er aber
in der Strecke BC an der durch V = 0 bestimmten Stelle , so sei er mit 0und sein Abstand von B mit ½% bezeichnet . Er känn indessen auch im
Punkte C liegen , wenn nämlich sowohl X für alle Punkte zwischen 4und C. als V für alle Punkte zwischen B und C bositiv ist ,Werth auch des Spannungsmomentes CJ vorausgesetzt .

Ausserdem sind auch die Endpunkte A und B relative Zruchpunkte ,wenn daselbst der Stab nicht blos Zestützt , sondern befestigt ist und wennzudem A und [ A] resp . B und B ] entgegengesetzte Vorzeichen haben .
Inflexionspunkte , in welchen der Sinn der Krümmung der elasti -schen Linie sich umkehrt , und welche durch ein Maximum der Neigung der

Grashof , Festigkeitslehre . 4

einen positiven
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elastischen Linie oder durch C ο , also V = 0 charakterisirt sind , kann es

hier im Allgemeinen 2 geben , entweder einen in 40 , den andern in 5 C.

oder auch beide in einer dieser beiden Strecken . Ein Inflexionspunkt in der

Strecke 4 C, welcher sonach durch X ] = 0 bestimmt ist , sei mit XI und

sein Abstand von 4 mit 41, ein solcher in der Strecke BC, bestimmt durch

YI o , sei mit Vi und sein Abstand von B mit 11 bezeichnet .

Punkte grösster Durchbiegung oder grösster Abweichung von der

Geraden AB , charakterisirt dadurch , dass die elastische Linie in ihmen eine

horizontale Tangente hat , kann es möglicherweise 3 geben , wenn die Winkel

und 6 beide negativ sind . Haben à und 5 entgegengesetzte Zeichen , so

giebt es 2 solche Punkte , einen Punkt grösster Erhebung und einen solchen

grösster Senkung ; sind à und 5 beide positiv , so giebt es nur einen Punkt

grösster Senkung . Liegt ein solcher Punkt in der Strecke 4 C, so dass er

d
dureh 5 0 bestimmt ist , so sei er mit X und sein Abstand von 4 mit

4 , liegt er in BC , so dass er durch
5

= O0 bestimmt ist , so sei er mit
47

V“ und sein Abstand von 5 mit / bezeichnet .

Der Werth einer grössten Durchbiegung , d. h. ein Maximum oder Mi-

nimum von e wird mit 0“ bezeichnet .

Uebersichtlich zusammengefasst und bezogen beispielsweise auf die Strecke

40 der elastischen Linie ist sonach

der höchstens einfache mittlere relative Bruchpunkt ,

zweifache Inflexionspunkt ,

5 5 dreifache Punkt grösster Durchbiegung

beziehungsweise charakterisirt durch :

XO ; & mam . oder min .

7 7

5 de
X 5503 1 1

= „ „ n

Die Aufsuchung der Inflexionspunkte wird unterstützt dureh Berücksichti -

gung der Vorzeichen von A] , B] und [CIJ, die der Punkte grösster Durchbie -

gung durch Berücksichtigung der Vorzeichen von 4, · und y; entgegengesetaten

Zeichen von UA] und [ C] oder B ] und [ C] entspricht je ein dazwischen

liegender Inflexionspunkt , entgegengesetzten Zeichen von à und y oder gleichen

Zeichen von 6 und 7 wenigstens je ein Punkt grösster Durchbiegung .

G. Der Stab ist beiderseits beſestigt .

61 . — Die Winkel und fj sind

gegeben , die Kräfte A und B sowie

die Spannungsmomente [ A] und U]
sind vorläufig unbekannt . ( Fig . 9. )

Für irgend einen Punkt X der

Strecke A4 Cder elastischen Linie

8

Linie

Huttz,

bckaunt

ue 4 U

Reichune

fullt
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gelten die folgenden Gleichungen , welche durch suecessive Integration aus -
einander erhalten werden :

XS A

122 4
EI 85 LA]A A42 N

35 G
V 8 ( A)E 0 —47 — Aυ ε

6

A 3
28 4

E ( Uαν =e ) 6 8
und analog für irgend einen Punkt V der Strecke BC :

YSB - Y
7 — 82 2 99⁰IVISEI

4 % LIüBU
B5 (63597 ( 970 B

EI %5⁵ e α ν9ε ]
Vermittels dieser Gleichungen würde man für jeden Punkt der elastischen

Linie resp . fur jeden Querschnitt des Stabes die Resultante der äusseren
Kräfte , das resultirende Moment derselben = üdem Spannungsmoment , die
Neigung und die Durchbiegung der elastischen Linie unmittelbar berechnen
können , wenn die 4 Grössen

4 B Al 5
bekannt wären . Um sie zu finden , dienen die zusammengehörigen Werthe :

d
* , „

dæe
d

welche , in die je zwei letzten Gleichungen obiger Systeme ( A) und )
eingesetzt , 4 Bestimmungsgleichungen liefern , wodurch in V. erbindung mit den
beiden Gleichgew 10588N des ganzen Systems der àusseren Kräfte :

ATBPο ν

0²
Al＋ I ＋ B⁰ 3

jene 4 Unbekannten nebst den ausserdem in den 4 Bestimmungs -
gleichungen vorkommenden Unbekannten „ und d bestimmt sind . Man
findet :

und / ; d ,

eae8 — ＋
2 T CE4AY

42 ( 4 ＋30 ) 2 3
—

53 P5
W ＋Æ＋σσαιο α ασ

5 0ο 2LA ο ( 2

2

EIP . EA C420
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4² b² ( α H b) d˙ ( dα ανν )
EJ . igy —

. 7 * ( 24⁴ν ＋ 62 ◻τ ( Eα ＋24b ) 6

0³ U³ 4² 0² LJab
EJo = PI *E

Oο ＋ 465).

Unter Anderem ergiebt sich hiermit

aus der zweiten der Gleichungen ( 4) für æ 4

oder 7 7 ** * 7 * 5 ö:

252 EI
f

1 39— ＋* 2KU ＋ 4460 — 52) 32 ( ＋＋ 25 % αεεeͥ ) 1J.
Die Momente [ Al, [ B] und [ CI stehen in der folgenden von d und 8

unabhängigen Beziehung zu einander :

5 5 7 2
ICI - ] lÆ 4αE 4 4b ,

welche entweder durch Elimination von d und 5 zwischen den Gleichungen für

diese drei Momente , oder einfacher durch Combination der beiden Gleichungen

2 55²

[ CY = HA＋ A⁰ = E und 22 gefunden wird .
2

62 . — Die Lage des mittleren Bruch punktes und das zugehörige

relativ grösste Spannungsmoment sind in der Strecke 4 C bestimmt durch :

2 2
578 P55 LXalLAl ＋

2

wWenn 0 4% d und [ Xol Positiv ist ; dagegen in der Strecke B Cdurch :

5* 5²

A LU
=

25 ,

wenn 0 = = und [ Vol positiv ist . ist Beides nicht der Fall , so liegt

der mittlere Bruchpunkt in C, falls [ C] positiv ist , widrigenfalls er ganz

fehlen , d. h. nur A und B oder auch nur einer dieser beiden Punkte rela -

tiver ( letzteren Falls absoluter ) Bruchpunkt sein würde .

Die Inflexionspunkte sind in der Strecke 4 C durch die zwischen

0 und 4 liegenden Wurzeln der Gleichung :

041t2
UAI A ½˙ 0,

in der Strecke BC durch die zwischen O und ô liegenden Wurzeln der Gleichung :

4
bestimmt ; mit 4ο 2 9 8

85 folgt aus denselben auch :

*1 ο * 90 51
VeeA .

— — — 2 — ⏑⏑ —
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Die Punkte grösster Durchbiegung sind in der Strecke 4C
durch die zwischen 0 und à liegenden Wurzeln der Gleichung :

EIJd LAſ a. 5 2 —
in der Strecke BC durch die zwischen O und liegenden Wurzeln der Gleichung :

5B9 %ͤ22 55½%s
2 6

L ILBIN ,

bestimmt . Die entsprechenden grössten Durchbiegungen o' “ selbst wer⸗
den durch Einsetzung der gefundenen Wurzelwerthe “ und für à resp .
in den letzten der Gleichungen ( 4 ) und ( B) , Fr . 61 , gefunden , welche aber mit
Rücksicht auf obige Bestimmungsgleichungen von 2“ und ' sich reduciren auf :

4⁰ 2
EJOÜ = A E ＋ Aæ. . )9N2

5 23 7„72
und EIO , ½ (L5 83

BESONDERE FALLE .

63 . — Es sei : 8 0 , d. h. der Stab beiderseits so be⸗
festigt , dass die elastische Linie genöthigt ist , sich bei 4 und
Bͤtangential an die Gerade 45 anzuschliessen . Dieser Fall findet
gewöhnlich mit genügender Näherung statt bei einem Balken , der mit bei -
den Enden eingemauert ist , oder bei einem stabförmigen Körper , dessen
Enden mit festen und festliegenden Körpern zusammengegossen , verschraubt
oder anderweitig fest verbunden sind .

Es sei ferner vorläufig Q = O, d. h. der Stab 4B habe nur die
bei Cconcentrirte Last Pzu tragen , eine Voraussetzung , welche die
bei nicht sehr grosser Länge in der That meist ohne wesentlichen Fehler
zulässige Vernachlässigung des Eigengewichts des Stabes in sich schliesst .

Aus den Formeln sub Nr . 61 und 62 ergiebt sich dann :

6 . ) ) l4 , „ b4A307—. 5
75 15

3 A „ 4²⁰ 2425²
BI = I ν

A, B und C sind relative Bruchpunkte , und die 3 relativ grössten
Spannungsmomente , absolut genommen , verhalten sich :

3 I
Le

sie folgen so nach abnehmender Grösse , wenn 4 5 Vorausgesetzt wird .
Die Inflexionspunkte liegen je einer in jeder der beiden Strecken A C

und 50 ; ihre Lagen sind bestimmt durch :

„ „

—I 5
5
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Für den Angriffspunkt Cder Krafl P ist :

d2 U2ᷣ(ο νν 22
Pas ba

Abgesehen von den Endpunkten A und B, welehe nach der Voraussetzung

4
den analytischen Charakter 0 resp . dy

von Punkten grösster Durchbie -

nur einen solchen Punkt , welcher ein Punkt grösster Sen -
gung haben , giebt es

erthes von ) liegt derselbe in der
kung ist . Wegen des mit 4 = positiven W
Strecke BC im Abstande

„ 323
25

N

von B ; die entsprechende grösste Senkung selbst ist :

2
5‚

ι F Nar

Dieselbe ist um so mehr d, jemehr à und verschi

6

eden sind ; 2. B.

für — 1 2 8 4 5

55 0
it

J .
1 1,10 1728 1,48 7569

64 . — Ist bei dem Falle sub Nr . 63 insbesondere d b, so wird :

52
4 — 35 —

2
4

—A = ÆÆ BI· . /· * 2

33

E18 5
T . I88.

65 . — Es sei d2 6 O und 42 b, aber nicht 2 = 0 , d. h. der beider -

nach der Richtung 4 B befestigte Stab habe zugleich eine

lte Last Qund eine in

In diesem Falle ist :

seits genau

gleichförmig auf seiner Länge lIverthei

der Mitte concentrirte Last P zu tragen .

81 2*8
¹ 3 * 4

8606 ( 4 )83
ferner mit 9:9

„ „ * . .7 1
*. eẽ,e2 ＋ 1 — V 9² ＋ 9 133) 1
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66 . — Ist bei dem Falle sub Nr . 65 insbesondere Y 2 „ d . h. ist der
Stab nur mit der gleichförmig vertheilten Last beschwert ,
S0 wird :

2

67 . — Der beiderseits befestigte Stab 45B Würde die grösstmögliche
Tragfähigkeit erhalten , deren er bei gegebenem constanten Werthe von
und gegebener Belastung durch die Kräfte P und überhaupt fähig ist ,
wenn die bisher als gegeben vorausgesetzten Winkel d und 6 s0 bestimmt
würden , dass jedes der 3 relativ grössten Spamungsmomente zu dem Wider -
standsmomente für den betreffenden Sinn der Biegung (of. Nr . 50 ) dasselbe
Verhältniss hätte . Die betreflenden 3 Querschnitte bei 4 , B und an einer
mittleren Stelle Xo, Vo oder Cwären dann gleichwerthige Bruchquerschnitte ,
d. h. es würde in ihnen gleichzeitig die Spannung 6“ oder Pressung o “ den
höchstens zulässigen Werthi V resp . V, erreichen .

Mit Rücksicht auf die Bezeichnungen in Nr . 50 sind also à und 6 80
zu bestimmen , dass

— AN = = l mad . M

madd . M “

HVi ,

Mdd 4
und

7 *
—

ist , Wo je nach Umständen

nddt . M. [ Xo ] oder Vo] oder 0[ I
sein kann . Die erstere Bedingung : A = ] liefert mit Rücksicht auf die
allgemeinen Ausdrücke dieser beiden Spannungsmomente sub Nr . 61 :

ab ( OοI )

wWomit u. A. die allgemeinen Ausdrücke von A und übergehen in :

„ 2
* 25 5 =

7 2
d. h. es sind dann diese Widerstandskräfte eben so gross , wie sie nach dem
Hebelgesetze sein würden , wenn der Stab beiderseits einfach gestützt , mithin
EA = [ BISSO wäre .

Was die noch nötlige zweite Bestimmungsgleichung für & und 6 be -
trittt , so möge insbesondere H . ε H vorausgesetzt werden , was nach
Fr . 50 dann der Fall ist , wenn / = oder ,

ist , oder wenn der
Querschnitt bei den Inflexionspunkten seine Lage gegen die Biegungsaxe
umkehrt . Die zweite Bedingung ist dann :

mad . M. S mdd . M“ , ( = LAIY ==IB ] )
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und es sind die beiden Fälle zu unterscheiden , ob das Maximum von M im

Querschnitte Coder ausserhalb desselben stattfindet .

Ist à b, so ist

5 4 47 —
23 .

—0

3 . 43

* X . . .
ndJenac dem —

ist , unter 5 5 die Entfernung des Angriffspunktes C vom Mittel -
—1—

2

punkte des Stabes verstanden . Ist also

8 35 1
1) 45

so ist Mdαν. M = 0

und die Bedingung : — AI = = - CEI = [ C] liefert :

EI ) 42 4 ＋ b2
3

C
Während aus der allgemeinen Relation zwischen den 3 Spannungsmomenten

bei A, B und C ( Fr . 61 ) sich ergiebt :
5 QNR 465

EA E N .UAlLLCU ουνον
3 8 5 3

Ist aber 2) 5o ist mdαν. M Vol
V

und die Bedingung : — AI = = IEI = [ Vol liefert :

LJ ab ( D= d ) 5 ( DE= ) 12 72 242

5

LA = LEBI =II4I 41
S= mas . M.

68 . — Ist 2. B. der Stab nur durch die Kraft Y belastet , so ist mit

S⸗O jedenfalls 9 — die grösstmögliche Tragfähigkeit findet also

statt für

5
Pab (65 —a )

3
und zwar ist mauαν. M

27

f½ο
mad . M für d f5

0 ( Jr . 63 ) , so dass , wenn P sehr nahe am
2 5 ‚

Ende 4 angreift , durch die vortheilhaſtesten Richtungswinkel a und 8 die

Tragfähigkeit fast auf das Doppelte derjenigen für à 5 gesteigert
werden kann . I

Ist aber hierbei 4 = 5 ( Fr . 64 ) , 80 sind à = 6 = 0 die vortheilhaftesten

Richtungswinkel der beiderseitigen Befestigungen des Stabes .
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8 8 in
Ist , während à2 b ist , nicht Q = O ( Fr . 65) , so ist doch noch

0 S ＋. i
das Maximum der Tragfähigkeit findet also statt bei :

2

6 9und zwar ist mdæ . M = ( P＋ 5
insbesondere für P O0( Fr . 66 ) :

V

0¹ 3
Maæ . 16 ＋̈ · madt . re0

In diesem letzteren Falle kann zwar mjeder beliebige Werth , also auch
28 m 50

＋ Sein ; indessen ergeben sich mit den hierfür geltenden Formeln
2

sub Nr . 67 dieselben Werthe von q, 6 und maæ . M.

69 . — Arme von Transmissionsrädern ( Zahnrädern , Riemenrollen ete . ) ,
überhaupt von Rädern , in deren Peripherie ( Theilkreis ) eine Kraft P wirkt , welche
den Radkranz gegen die Nabe zu verdrehen strebt und dadurch die beide Theile
fest verbindenden Arme auf Biegungs - Festigkeit in Anspruch nimmt . — Es sei

Cig . 10) :
CA = d der Radius der Nabe ,

Dr „ , „ des Theilkreises ,
3 ABIÆIl die Länge eines Arms ,

2 die Anzahl der Arme ,
und es werde angenommen , dass jeder Arm durch dieselbe

Kraft — gebogen wird .
3

Ist 4B1 die ursprüngliche Axe eines Arms und „ der
Winkel BiCB , um welchen der Radkranz gegen die Nabe
verdreht wird , so wird dadurch der Arm so gebogen , dass
seine elastische Linie den Radius CB bei 4 und den＋ 7
Radius CB bei B berührt , und er ist mithin als ein stab -

15 förmiger Körper zu betrachten , welcher

bei A4 unter dem Winkel — ο = - BAI

5 5 — 450

gegen die Gerade 45B geneigt befestigt ist . Die 3 Winkel a, 9, sind sehr klein , und
75wegen

5 5 4

Wird also vorläufig ein constanter Querschnitt des Arms vorausgesetat ,
S0 liefern die allgemeinen Ausdrücke von [ A] und B] sub Nr. 61 mit

＋άa,a
5= Uj ο ⏑⏑

zwei Gleichungen , aus denen sich durch Elimination von 5; kergiebt :
74 34

Hieraus und aus der Momentengleichung für den Querschnitt bei 4 :

l44 = ( - =αο⁰ =EZů ] folgt : —LA 3704
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Dieses Spannungsmoment ist das grösste , welches in irgend einem Querschnitte
des Arms stattfindet , und aus seiner Gleichsetzung mit

9 5Eẽjl nJ¹
„ „ „ . —

E 6
unter „ die in der Radebene ,

Im die nach der Richtung der Axe gemessene Dimension des recht —

eckigen Querschnitts verstanden , ergiebt sich :

◻ν ( = αρν¹ 6
— α 2ο

Weil aber das Spannungsmoment bei 5 absolut genommen Kleiner ist , als

bei 4, so darf schliesslich der Arm von 4 gegen B etwas verjüngt , nämlich

die Dimension „ bis /½ verkleinert werden , und zwar bei constanter Dimension 5

11

Freilich ist dieses Verjüngungsverhältniss sowohl , wie auch , falls es ausgeführt

Wird , die obige Formel für nur angenähert richtig , weil die benutzten

Formeln sub Nr. 61 auf der Voraussetzung eines constanten Querschnitts be—

im Verhältnisse :

rühen . Auch ist von den Seitenrippen abgesehen worden , welche den Armen

gewöhnlich gegeben werden .
In

Bei übrigens gegebenen Verhältnissen fällt „ um so grösser und um 8⁰

kleiner aus , je kleiner à ist . Wird durchschnittlich

gesetzt , so wird : 0,82

und sollte also eine stärkere Verjüngung , als auf 71 * im Allgemeinen nicht

ausgefühlrt werden ; ferner wird :

993
4 35mnI 2

oder mit m ¼als Durchschnittswerth für gusseiserne Räder :

8 e veil abge⸗
Der Coefficient T wird hier verhältnissmässig klein genommen ,

nicht immer auf eine gleichmässige Theilung des ganzen

Arme gerechnet w erden kann , die Letzteren auch

i Stössen ohne Gefahr eine beträchtliche
im Mittel kann etwa

sehen davon , dass

Theilrissdrucks P unter alle ⁊
genügende Masse besitzen müssen , um bei

lebendige Kraft zu ihrer Deformation verwenden zu können ;

genommen . erden :

. . entsprechend * 65½ . 9

*) Setzt man nach Redtenbacher :
7

0
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70 . — Als ein anderes Beispiel der Benutzung der hier in Rede stehenden
allgemeinen Formeln zur Lösung scheinbar fremdartiger oder zusammengesetzter
Aufgaben sei es gefordert , einen gleichförmig schweren Stab § S7 von
der Länge in zwei so gewählten Punkten Aund B zu unterstützen ,
dass dadurch gewisse Bedingungen erfüllt werden , dass 2. B. die
3 relatiyv grössten Spannungsmomente in den Querschnitten bei A, B und an
einer gewissen mittleren Stelle Czwischen 4 und B gleich gross werden , oder
dass die 3 relativ grössten Senkungen der elastischen Linie an den überhan -
genden freien Enden 8 und 1 des Stabes und an einer mittleren Stelle C gleich
gross ausfallen ete .

In den beiden genannten Fällen müssen offenbar die Stützpunkte 4 und B
symmetrisch gegen den Mittelpunkt des Stabes liegen , welcher seinerseits mit C
Zzusammenfällt ; sind dann

= hln die Längen der überhangenden äusseren Theile des Stabes ,
4 die Winkel , unter welchen die elastische Linie bei 4 und B gegen die

Horizontale 4 geneigt ist ,
so lässt sich zunächst à als Function von æ ◻ α ) finden , indem man das

Spannungsmoment im Querschnitte 4 einmal nach Nr. 54 durch 2, dann nach
Nr. 61 durch à und æà ausdrückt und beide Ausdrücke gleich setat .

Setzt man nun der Forderung entsprechend , dass die Spannungsmomente
bei 4 , B und C einander gleich sein sollen , das nach Nr. 54 durch æ ausge -
drückte Spannungsmoment bei 4 = dem nach Nr. 61 durch « und à ausge -
drückten Spannungsmomente bei C, s0 man mit 4 ) :

52
* — 18

Der anderen Forderung entsprechend , dass die Senkungen der Punkte 8,
＋ und C unter die Horizontale 45 einander gleich sein sollen , kann man nach
Nr. 54 die Senkung des Punktes & unter die Tangente des Punktös 4der ela -
stischen Linie durch 4, also unter 45 durch à und & ausdrücken , desgl . auch
die Senkung des Punktes Cnach Nr. 61, und die Gleichsetzung beider Ausdrücke
liefert mit « Ju ) eine cubische Gtsiehnügz, Woraus

—2
= G0223 . nahe 9˙4

folgt , ein Resultat , wovon 2. B. Behufs zweckmässiger Unterstützung langer Mass -
stäbe Gebrauch gemacht werden kann .

unter d den Durchmesser der Welle verstanden , welcher ( V Lahl der übertragenen Pferde -

stärken , „ Umdrehungszahl pro hierbei nach der Formel

IPB .
16E 16 ( 4 I1620

berechnet vorausgesetzt ist , so wäre :

„5• „
J. = 1,7 . 16 74620

99
3

80
605also gar nur
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83. Der Stab ist einerseits Hhefestigt , anderseits unterstützt .

71 . Bei A sei der Stab befestigt ,
Ij hei B unterstützt ( Fig . 11) . Das Sdan
nungsmoment [ B] ist jetzt O, der

Winkel f nicht gegeben . Man findet

7⁵ 2 aber 83, indem man den allgemeinen

Fig. 11. Ausdruck von B ] sub Nr. 61 0 setat ,

und indem man dann diesen Ausdruck von g̊ in den übrigen Forme In von Nr . 61

substituirt , ergiebt sich :

ꝗ²H 00 EJα
„ R 4 — —

8 2

11 302 2＋ 64 412
220² 6 5 3 L

11

2575 350

4 οανν 2 ) 0¹ 3 L d

3 —. ——

E H
= P I 5

＋
3 3 3 LJd

2 . Q P 3 . ꝗ
2 4 3 438 35 2 Eyd .

Vermittels der hiernach bekannten Werthe von

A, B, [ A] und 8g3

und der in Nr . 61 mit (4)und ( B) bezeichneten zwei Systeme von Gleichun⸗

gen , worin nur die Glieder mit [ B] verschwind

Punkt der elastischen Linie resp . für jeden Querschnitt des Stabes die Re -

sultante der äusseren Kräfte ,

Spannungsmomente , die Neigung und e

unmittelbar berechnen .

Im Allgemeinen giebt es

einen zweiten , dessen Lage nebst dem zugehörigen relativ

10 bestinunt sind durch :

4 42
„ LElal 255

wWenn 0 4% α und [ Xe] positiv ist ; dagegen in der Strecke BC durch :

5 5²

5•

nungsmomente in der 8Strecke·

en , kann man nun für jeden

das resultirende Moment derse lben S dem

lie Durchbiegung der elsastischen Linie

2 relative Bruchpunkte : 4 und

grössten Span -

iher
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wenn 0 = = b ist . Ist Beides nicht der Fall , so liegt dieser mittlere

Bruchpunkt in C, falls [ C] positiv ist , widrigenfalls 4 der einzige oder ab -
solute Bruchpunkt wäre .

Der höchstens einzige Inflexionspunkt ist in der Strecke 40 durch
die zwischen 0 und à liegende Wurzel der Gleichung :

15
AI＋ Aà¹ 5¹ S O oder 41 S ο 4 V. ＋2 3

bestimmt , in der Strecke B C dagegen durch :

—. — 2
7

— 2 70.

Die höchstens 2 Punkte grösster Durchbiegung sind in 40 durceh
die zwischen 0 und à liegenden Wurzeln der Gleichung :

5 „
EIdUIAlν Æ „

in 50 durch die zwischen O und “ liegenden Wurzeln der Gleichung :

„ ͤͤ
63

bestimmt . Die entsprechenden grössten Durchbiegungen d“ sind :

153 •7 2 — — —
2 —— 8

W1nd E7 % e ( 3 α

BESONDERE FALLE .

73 . — Es sei 2 O, d. h. der Stab bei 4 so befestigt , dass die
elastische Linie daselbst die Gerade 45 berührt . Auch sei vor -
läufig Q = O, d. h. der Stab habe nur die bei Cconcentrirte Last

iu tragen , welche Voraussetzung die Vernachlässigung des Eigengewichts
des Stabes in sich schliesst .

Aus den Formeln sub Nr . 71 und 72 ergiebt sich dann :

4² ( 26 ＋ 30 )42 P
R

=
27³

ah ( a ＋ 26 ) „ 4² 2αν ? 3˙ )EE 2383 E „

A] und [ C] sind relatiy grösste Spannungsmomente , und das Verhältniss

ihrer Absolutwerthe :

e ——*e¹ ( 2a ＋ 370
ist 1, jenachdem

2
ist . Der Inflexionspunkt liegt zwischen 4 und Cin der Entfernung von A :

—LA4 4 ( d ＋20 )

0
Ferner ist 6

**
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und für den Punkt C:

25² u42 P da be ( 34 4 40 )

„ RRV ' . . . .
Jenachdem — „ also ) positiv oder negativ ist , findet die grösste

Durchbiegung ) zwischen B und Coder zwischen A4 und C statt ;

im ersten Falle ist sie bestimmt durch :

3 —. 15 5

im zweiten Falle durch :

R 11
e ieie

7

2

74 . — Hat der Stab nur die gleichförmig vertheilte Last C

zuᷣtragen , so ist nach den F sub Nr . 71 und 72 :

2¹

4 = νο Hο

Der mittlere relative Bruchpunkt 95 im Abstande

3 10
8 1

von der Stütze B, und das entsprechende Spamungsmoment ist :

13 9. 0“% 9

0 - 16 8 — 16 ll

Der Inflexionspunkt liegt im Abstande
3

— 27 4 00e

2 2

von der Stütze B , woselbst 5 77 45 ist . i0

Die grösste Durchbiegung findet statt in der Entfernung

2
13 0,422 Sll

5 — 1＋ * 33

von B, und zwar ist :

0˙S 1,040 J 1,04 0,

1
Mäki

unter d die Durchbiegung in der Mitte des Stabes Verstanden , Wo / B ist . unz

75 . — Der bei 4 befestigte , bei B unterstütate Stab erhält die grösst -

mögliche Tragfähigkeit , deren er bei gegebenem constantem Werthe 50

von J und gegebener Belastung durch die Kräfte P und fühig ist , wenn

der Winkel & so gewählt wird , dass die beiden relativ grössten Spannungs -

momente mam . M“ und — HA] zu den betreffenden Widerstandsmomenten VH

und N“ , (el . Nr . 50 ) dasselbe Verhältniss haben , dass also ui

mdh . M“ — UA4
R

Gemd
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ist , Wo je nach Umständen

mad . M. = o ] oder [ Vol oder JJ
sein kann ; in den beiden ersten dieser 3 Fälle ist die Bestimmungsgleichungvon d quadratisch , im dritten Falle linear . Ist es nicht a priori gewiss,welcher von ihnen stattfindet , se kann man in dieser Bezichung vorläufigeine den Umständen entsprechende wahrscheinliche Annahme machen , ihr

gemäss a, damit A und B, uο und % béréchnen und so die Richtigkeit der
Annahme nach Nr . 72 controliren .

Mit N = V “ wird die Bestimmungsgleichung von &:
mdæ . NM E

wird dann in einem zweifellaften Falle der mittlere Bruchquerschnitt vor -
Hiufig in Cangenommen , s0 ergiebt sich vermittels der Ausdriicke von [ A,
[ Ch A und B sub Nr. 71 :

5 4⁰ ( 252 —a2 )
‚ 1(‚44² 4b ＋ 2657)

„ „ 6**EECCCC (
2⁵ 42 ＋ 44⁰ ＋＋252— — — — —iee 20
7 0

27(α½Q＋25)und es ist nun die Annahme bestätigt , also obiger Werth von à der der
Aufgabe entsprechende , wenn

„ „A4
. d, d. h. 7x

4 09 4⁵¹
5 2

und 7⁰ 7 —— J5 d. h.

oder auch 155 dem grösseren dieser beiden Quotienten gleich ist . Es liesse
sich aber der mittlere Bruchquerschnitt

in 4 Cvermuthen , wenn % = d und %% b, dagegen
3 5 „ ⁰ % e Æ sich herausstellen

sollte .

Ist à der Gleichung : [ CI = IA] gemäss berechnet , so ist

2 4ß7733— 20 —— — —＋

widrigenfalls maαο . A] durch Einsetzung des anderweitig gefunde -
nen Werthes von à in den allgemeinen Ausdruck von A gefunden wird .

76 . — Ist 2. B. C = O, so ist jedenfalls C der mittlere Bruchpunkt ,also der Neigungswinkel der vortheilhaftesten Befestigungsrichtung gegen die
Gerade A4g bestimmt durch :

ab ( 2b2 — as )0

4und zwar wird dadurch mah . V 7
2＋275
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Ist PO , so kann nach Belieben Xo oder Vo als der mittlere Bruch -

utet werden ; letzteren Falls giebt die Bedingung :
32

315 5

LAI =LLal25
mit Rücksicht auf die Ausdrücke von Al und B sub Nr . 71 :

2 * A

4◻ ( ＋ 2) 3 K00131775
3

und damit mah . N ( 2 9 2) = 50858 Ql

1457

Tragfähigkeit des gleichförmig

pelasteten Stabes durch die vorthéilhafteste Befestigungsrichtung am Ende A

auf das 1,457 fache derjenigen bei horizontaler Befestigungsrichtung er -

höht wird .

punkt betrac

15 5
mdd . M für d = O, so dass also die

77/. — Ein an beiden Enden unterstützter , gleichförmig auf seiner Sanzen

Länge 45 = = d2ad mit der Last G (incl . Eigengewicht C) zu belastender Bal -

ken soll in seiner Mitte noch durch eine dritte Stütze C Unterstützt werden ; es

fragt sich , um welchen Betrag 4 dieser mittlere Stützpunkt unter der Hori -

zontalen 4B liegen müsse , damit die grösste Spannung oder Pressung , welche

in irgend einem Punkte des belasteten Balkens eintritt , unter übrigens gege -

benen Umständen ein Minimum sei ?

Die Hälfte 4 0 des Balkens lässt sich als pei 0 befestigt , bei 4 unterstütat

petrachten , und da die elastische Linie bei Ceine horizontale Tangente hat , 80
7

7 3 * 8

ist letztere unter dem Winkel « gegen 40 geneigt . Nach der vorigen Nr.
0

muss deshalb
3 11 0,0131 C45

en Betrag abzumessen , kann man den vor - al

n durch ein solches Gewicht P in der

die erfor -

gemacht werd en. Anstatt diesen Klein

läufig nur bei 4 und aufliegenden Balke

Mitte belasten , dass in Folge der Biegung seine Unterfläche gerade

derliche Oberfläche der Mittelstütze erreicht ; die Bedingung dafür ist (ef. Nr. 81 ) :

5
E.

( 20 ) 00131 Q
I

E

und liefert :
65

und liefer 5 00803U 6 .

Soll dasselbe durch eine gleichförmig vertheilte Last Ci erzielt werden , 80

muss
853 90 5

2¹ C05,0629 — 6

Sein .

Y. Der Stab ist PHeiderseèits Unterstützt .

Cig . 12

78 . — Die Spannungsmomente [ A] und [ E] in den Endquerschnitten

des Stabes Uber den Stützen sind jetzt beide = O, die Winkel a und 6 aber

nicht gegeben .
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Wegen [ A] = [ B] ist zunächst ebenso wie bei dem beiderseits nachi der
vortheilhaftesten Richtung befestigten Stabe ( Jr . 67 ) :

8 4 Oa )

und , wie hier auch aus dem Hebelgesetze folgt :
55 2

. . .

terner mit Rücksicht auf die allgemeinen Ausdrücke von A] und EE]I sub
N 61

2 ˙ο 2
67 —

4 ( 2d ＋ b) 9
„

Die Substitution dieser Werthe in den betreffende n Formeln der Nr . 61
lietert für den Angriffspunkt Cder Kraft P :

0 138 ( 9 4⁰

45 2a⁰ 4 ( a )E . —
8g5

8 5„ h＋Tab NJ 4252
20 P 9—85

Für jeden Querschnitt X oder
r Strecke 4 C resp . B des Stabes

4et man die Resultanteé der àusseèren

e, das resultirende Moment der -

7 1
＋

selben dem Spannungsmomente , die
Fig. 12. und die Durchbiegung der

elastischen Linic vermittels der iiehune u⸗
bvo V2B = pi

5 5 552
F 29

2 9 59 2
12 Dα 6 4 15 5985

92 — —fe „ „ 6 — 4 . 8GLA 2 6 I4 % 6
7 A p9οᷣα Bius

L6 24 6 24

70 . — Die elastische Linie ist nur nach Oben concav gekrümmt und
hat nur einen Bruch punkt , welcher entweder in Coder zwischen C und
dem Mittelpunkte des Stabes lie 8 .

Es sei à Sb und mnm αρνον2ο = . lst dann2 2 0
der Bruchpunkt und

4
Rö , ＋90 15

Grsshof , Festigkeitslehre . 5



Biegungs - Flasticität und Festigkeit .

25
ist aber

*3 ＋5 80 liegt der Bruchpunkt in der Entfernung
3

90⁰——
0

0. ＋ 2

5²
von B und ist maν . M = Vol 25˙

In beiden Fällen ist ad . M doppelt so gross , als bei beiderseitiger

Befestigung des Stabes unter den vortheilhaftesten Winkeln àd und 8 (ef.

Nr . 6f ) .
Ein Inflexionspunkt ist nicht vorhanden .

Der einzig vorhandene Punkt grösster Durchbiegung Genkung )

liegt in der grösseren Abtheilung B C, und seine Fntfernung von P ist

die zwischen O und 5 liegende Wurzel der Gleichung :

die grösste Senkung ist bestimmt durch :

„ —7 „ 1U( F- L0) .
BESONDERE FALLE .

S0 . — Wenn der Stab nur die bei Cangreifende Last h

trägt , so ist :

2 BÆ

P aõ (aq ＋20 ) . P ab ( 2a4 6)

465 6QQQ Pad bꝛ

WEECC
— ＋

VVV

81 . — Wenn der Stab eine gleichförmig auf seiner Länge !

vertheilte Last nebst der in der Mitte concentrirten Last 2

àu tragen hat , so sind alle Verhältnisse symmetrisch in Beziehung auf die

Mitte , und man hat :
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82 . — Nachstehend sind zur Vergleich ung die Werthe von maæ . M
und von d“ unter den Voraussetzungen einer in der Mitte des Stabes an -
greifenden Last Y ( C⸗=0 : ε =ο) und einer gleichförmig auf seiner ganzen
Länge vertheilten Last Q ( rO ) für die 5 Fälle zusammengestellt , dass
der Stab

1) beiderseits unterstützt ,
2) einerseits unterstützt , anderseits unter dem Richtungswinkel 2= 0

befestigt ,
3) einerseits unterstützt , anderseits unter dem die grösste Tragfähig -

keit bedingenden Winkel d befestigt ,
4) beiderseits unter den Winkeln 25 0 befestigt ,
5) beiderseits unter den der grössten Tragfähigkeit entsprechenden

Richtungswinkeln befestigt ist .

Æ= O; ◻ b 0

mar . M 0⁰ mam. M 0⁰

3 2 6 5 8

8 LD 18 8 ＋ A d
3

2. T „ 0447 „ 0,520

3 . 38 0550 %ũ „ oe

8
1 33 8— 2

8 7 85 7*
3 7*

4 1*

64 E
2 7* 4 77 2 *

2
2 7

83 . —Die Formel fur d sub Nr . 81 ist auf Grund entsprechender Biegungs -
versuche vorzugsweise geeignet und vieltach benutzt worden ( von Eytelwein ,
Gerstner , Lagerhjelm , Morin , Fairbairnſu . A. ) zur Bestimmung
des Elasticitätsmodul solcher Materialien , welche sich nicht in Form
von Drähten oder genügend langen und dünnen Stäben herstellen lassen , wie
solche zu einfachen Ausdehnungsversuchen nöthig sind . Der Stab erbält
behufs sicherer Berechnung von J aus den gemessenen Querdimensionen am
besten einen rechteckigen Querschnitt und wird , auf zwei kantigen Stützen
mit dem Abstande J liegend , in der Mitte durch nach und nach Vergrösserte
Krätte P belastet . Vermittels der durch gewisse vergrösserndée Mittel ( Fühl⸗
hebel , Keilmass etc . ) jedesmal gemessenen Durchbiegung 9 findet man dann ,
unter E das Eigengewicht des Stabées verstanden , den Elasticitätsmodul

8
EZ .

so lange der Stab bei der Entlastung keine merkliche bleibende Durchbie -
igt und die gefundenen Wertlie von L nicht merklich abnehmen ,
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Uberhaupt nur solche Unterschiede zeigen , welche den Beobachtungsfehlern

der einzelnen Versuche zugeschrieben werden dürfen .

Ist e die halbe Höhe des in Beziehung auf die Biegungsaxe symmetri -

schen Querschnitts , so ist der Absolutwerth e der positiven oder negativen

Ausdehnung , welche bei der Belastung durch die Kraft P im tiefsten , resp .

höchsten Punkte des mittleren Querschnitts stattfindet :
1

ν .
mau . M.

J 75 3 2 „

Er ist entweder = ( s) oder ( , — ef. Nr . 4 —, wenn P diejenige

belastende Kraft ist , bei welcher eben die hervorgerufene Durchbiegung

theilweise merklich bleibend zu sein anfängt ; ob dieses e = ( e ) oder (

ist , wird durch die Vergleichung mit Ausdehnungsversuchen oder auch mit

Biegungsversuchen solcher aus demselben Materiale verfertigter Stäbe erkannt
E E

7

deren Querschnitt nicht symmetrisch in Beziehung auf die Biegungsaxe ist ,

für welche sonach “ und “ , “ und &“ verschieden sind .

Wenn man P zwischen obigen zwei Gleichungen für E und e eliminirt

und vernachlässigt , ergiebt sich :
7²

33 126

und das Verhältniss dieser Durchbiegung zu der Längenänderung 41 le

des bis zu gleichem Werthe von e der Länge nach gezogenen oder zusam -

85

mengedrückten Stabes ist :
0

2¹ D2e 66

unter „½ 2“ die Höhe des Querschnitts verstanden . Es ist also ò grösser ,

mithin verhältnissmässig sicherer zu messen , als 40 , sofern nur 4 67 ge -

nommen wird ; darin liegt ein Vorzug dieses Verfahrens der Bestimmung von

E, ( &) und (s“% vor demjenigen durch einfache Ausdehnungs - oder Com -

pressionsversuche .

2. Der Stab hat ausser einer gleichförmig auf seiner ganzen Länge ver -

theilten Last noch beliebig viele an verschiedenen Stellen concentrirte

Lasten zu tragen .

84 . — In den allgemeinen Ausdrücken von

( Ir . 61 )

als Functionen von P, CQ, d und 53 für den Fall des beiderseits befestigten

Stabes , ferner in den Ausdrücken von

n ‚s ( Ir 7 )

als Functionen von P , Q und à für den Fall des einerseits befestigten , an -

derseits unterstützten Stabes , endlich in den Ausdrücken von

als Functionen von P und Q für den Fall des beiderseits unterstützten Stabes

kommt P nur in je einem Gliede allein vor , welches von Q, a und 6, resp .

von Q und à oder von Q unabhängig , nämlich von der Form : P . f (a, O)

ist , unter F ( a, ö) eine Function der Abstände æ und “ des Angriffspunktes



Biegungs - Hlasticität und Festigkeit .

Cder Kraſt P von den Stabenden 4 und B verstanden . Daraus ist zu

schliessen , dass , wenn mehre Kräfte

E
dken Funkteen %

angreifen in den Abständen 41 42 53**

von Aund „ „ f
von B, alsdann in jenen Ausdrücken überall nur

P . F ( ½%) statt / ( a , 0)

gesetzt zu werden braucht , um sie diesem allgemeineren Falle entsprechend

zu machen . So erhält man

) für den its befestigten Stab :

( 34 — 62 2 8 6E43 55 2 7 EGαE )

757 42 ( 4 4 37% 2
*3— 833 8 —— ——

3
*

2 ( A— 6)

„ν abꝛ2 2
= νσονννοννννοαπονẽꝗ/ã

2 2 2 E. 1

6 0 15 5 22 6Ca 420 ) ;

5) für den einerseits befestigten , anderseits unterstützten

Stab :

( 34⸗ 3L◻¹◻U
. — 2 *

5 ² ( 20 ＋ 30 ) 3 30
33 —— 2 2 9 3 2 A

2

45 ( 4 ＋ 20 ) 5 0 — 3 LE
4 5
5 5 0 Ld

EE 2 ( 447 )＋ 5 255

7) für den beider 1610 unterstützten Stab :

80 7 8
3851 ＋ 5

„40 ( 4 ＋ 20/) ) 9
8 *

% 2P 27 . 60 4 . NM.4 852

E 27

85 . — Indem sonach die Werthe von 4 , B, [ A] und [PB] in jedem

Falle bekannt sind , kann man damit für jeden Querschnitt X des Stabes

die Resultante X und das resultirende Moment [ X] der äusseren Kräfte

finden , insbesondere also auch den durch X =O charakterisirten mittleren

Bruchpunkt und die durch [ X] O charakterisirten In flexionspunkte .
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Ist , unter 5 die gleichförmig ver -
7 4 —* U 5 Cn

4 5 „5 . ＋⏑itheilte Last pro Längeneinheit ver⸗
A —ε .ʃ

standen ,
92 m- 1 n

2 KE1 , Hi . . , Pα⁰ν . ⏑ ⏑ ‚ ον
1

Fig. 13. 0
80 liegt der Bruchpunkt Xo in der Abtheilung Cm⸗i CEm ( Fig . 13 ) in der Ent -

fernung 5 —
1

739 —

von 4 , vorausgesetzt dass dieses 4% S dm ist , widrigenfalls der Angriffspunkt

Cm der Bruchpunkt wäre . Letzteres ist immer der Fall , wenn 5 O und

• 1 n

2 „ 3 *

ist . Wäüre aber im Falle H„2 0
-

2 ieie
7¹¹

0 8so Wäre 4% ον
das Spannungsmoment aller Querschnitte von CmA bis

Cn gleich gross und die elastische Linie zwischen diesen Punkten ein Kreis -

bogen .

86 . — Der letztgenannte Specialfall findet z. B. statt bei einem Stabe

AB CFig. 14) , welcher , beiderseits bei 4 und B auf Stützen liegend , bei Ci und

in den Abständen
5 4CI Æ BC Æ d

5 mit den gleichen Kräften Y belastet ist , während

sein Eigengewicht ausser Acht gelassen wird ; hier
* ist von Ci bis C2 das Spannungsmoment constant

3
— Pa und der Krümmungsradius der elastischen

Linie : B

Ist 2. B. 4B eine Locomotivaxe mit inneren Axenhälsen , wobei

die Bäder die Stellen der Stützpunkte 4 und B vertreten und à die Entfernung

des Radmittels von der Mitte des Axenhalses bedeutet , so ist dieselbe bei con -

stantem Durchwesser d ein Körper gleichen Widerstandes , und d bestimmt durch

0
4 0

entsprechend 310 für eine schmicdeiserne Axe . Der Radius der kreisförmi -— 3

gen Krümmung von ( i bis Cn ist dann

2394 L
3 „ V

d nahe 3200 d

entsprechend æxÆρ 310 und E = 1984000 .
Bei einer Locomotivaxe mit äusseren Zapfen kehren sich blos alle

4 Kräfte Y um , indem jetzt 4 und B die Zapfenmittel , Ci und & die Radmittel

sind . Es gelten dieselben Formeln wie zuvor , nur ist die elastische Linie jetat
nach Unten concav gekrümmt .



Biegungs - Elasticität und Festigkeit . 74

Der hier betrachtete Fall liegt u. A. auch vor bei einer Wasserradwelle ,
welche nur zu tragen hat , indem die gewonnene Arbeit unmittelbar am

Radkranze durch einen damit verbundenen Zahnkranz fortgeleitet wird ; dabei sind

Aund B die Mitten der in Lagern liegenden Wellzapfen , Ci und G die Mitten der

Naben der beiden Armsysteme , welche den Radkranz mit der Welle verbinden .

87 . — Um bei der vorliegenden allgemeineren Aufgabe die Gleichun -

gen der einzelnen Strecken

4 Ci 6¹ 02 C2 C3 32 CnB (Fig. 13

der elastischen Linie zu finden , ist nun ähnlich zu verfahren , wie sub

Nr . 55 angegeben wurde . Bezogen auf A als Anfangspunkt , 4 B als posi -
tive - Axe und die Lothrechte durch 4 als positive &- Axe seien

in den Pünkten

2
71 7 ) s . . die Werthe von 457

91 0² 03 „ 1 7
Ist dann die Momentengleichung der Strecke 4Ci :

0122

d le

755 1 ( 4 , Constante bestimmt durch = 0, 755
2 ν νõ ) 5 5

daraus mit du : 51 ꝙu1 ( ai ) ; òdi = iI ( ai ) .

Ist dann für die Strecke Ci C2 :

2 .

˙ο ) so folgt daraus durch Integration :

„ ε , 2 = 03

4² — 8
2738 ( ) , so folgt für dieselbe :

d 8 de

7˙ 1 ( 2) , Constante bestimmt durch æ di , 7¹⁵

= u αν , 7 2 uαν di ;
daraus mit à d7 : 72 P/ ( d2) ; d2 = e ( d2) u 8. f.

Haben in zwei aufeinander folgenden Angriffspunkten C die Winkel

entgegengesetzte Zeichen , so liegt dazwischen ein Pun kt grösster Durch -

7

1
biegung , welcher durch 45 0 bestimmt ist , unter à die Ordinate eines

＋ν

Punktes der betreflenden Abtheilung der elastischen Linie verstanden .

Statt vom Endpunkte 4 kann man natürlich auch vom anderen End -

punkte B ausgehen oder auch für einen Theil 4Cn des Stabes von A, für

den anderen BCn von B ausgehend die aufeinander folgenden Integrationen

Verrichten .

3. Der Stab ist auf beliebige Weise belastet .

88 — Ausser den in gewissen Angriffspunkten concentrirten endlichen

Kräften Bi P . . . hat der Stab noch eine stetige Belastung pro Län⸗

geneinheit , welche aber im Allgemeinen weder constant , noch auf der ganzen

Läunge des Stabes vertheilt ist ; Stetigkeitsunterbrechungen der Belastung ,



12 Biegungs - Elasticitat und Festigkeit .

mithin auch der elastischen Linie an gewissen Stellen Ci Cà . . . könnten

nicht nur von den daselbst angreifenden Kräſten E F . . , sondern auch

von plötzlichen Aenderungen von um endliche Grössen 4 % herrühren , nur

sind die letzteren Stetigkeitsunterbrechungen von einer höheren Ordnung :

ef. Nr . 56 .

Von den 6 Grössen :

welche den Zustand an beiden Stabenden bestimmen , sind 2 gegeben , also

4 vorläufig unbekannt ; am Ende A 2. B. ist à gegeben , wenn der Stab da -

selbst befestigt , dagegen [ A] = 0, wenn er dort nur unterstützt ist .

Nach dem Verfahren sub Nr. 87 kann man nun für jeden Querschnitt

X des Stabes in der Entfernung von 4 die 4 Grössen :

1

7

als Functionen gegebener Elemente und der beiden Unbekannten 4 und [ A]

oder A und a, desgl . für jeden Querschnitt V in der Entfernung / von B

die Grössen : 4 14

＋
dureli gegebene Elemente und die Unbekannten B und [ B] , oder B und 8

ausdrücken , und durch die Gleichsetzung der auf denselben , übrigens beliebig

zu wällenden bestimmten Querschnitt bezogenen Ausdrücke von

2

2
NX und - V, [ X] und [VI] , — und — 2 und 2

erhält man 4 Gleichung

Liegt der Stab

und 5 auch ohne Rücksi

gefunden werden , und ist dann nur zur Berechnung von à und 5; die Gleich -

setzung der auf denselben Punkt der elastischen Linie bezogenen Aus -

drücke von 0
undß

d⁴. 0—9ỹ

n, wodurch die 4 Unbekannten bestimmt sind .

) eiderseits auf Stützen , so können übr

2 und 2

erforderlich .

89 . — Als Beispiel einer unter den obigen Fällen sub 2. ( Nr. 84 —87 )
nicht begriffenen Belastungsweise , bei welcher zugleich eine durch plötzliche

Aenderung von bedingte Stetigkeitsunterbrechung stattfindet , werde ein

Stab 45 von der Länge l vorausgesetzt , welcher , mit beiden

Enden auf Stützen liegend , beständig eine gleichförmig auf

der ganzen Länge vertheilte Last = pi pro Längeneinheit zu

tragen hat , während ausserdem vorübergehend eine andere
auf einer gewissen Länge C A45 gleichförmig vertheilte

Last P pro Längeneinheit sich von Aoder 5B herkommend
über 45 hinwegschiebt . In irgend einem Punkte X der elastischen
Linie in der Entfernung von 4 ündern sich hierbei die Werthe von

und 2



Biegungs· Elasticität und Festigkeit 13

stetig , während der Anfang oder das Ende der beweglichen Last sich zwi⸗
schen A4 und 5B befindet , somit die Belastung des Stabes selbst sich stetig
ändert , indem sie auf einem veränderlichen Theile der Länge 45 = 51.
auf dem andern pr ＋ P ist .

Dieser Fall kommt vor bei einem beiderseits unterstützten Brücken -

träger , dessen ruhende Belastung , im Eigengewichte der Brücke bestehend ,
constant pbi pro Längeneinheit vorausgesetzt wird , während die bewegliche
Last in einem Menschen - oder Wagenzuge etc . besteht . Indem die Con -
structionselemente eines solchen , meist zusammengesetzten , Brückenträgers
theils durch X und theils durch [ X] bedingt sind , so ist besonders die
Kenntniss der Maximalwerthe von X und [ A] von Interesse , sowie
auch desjenigen Werthes von [ X] , der den Maximalwerth von X, und des -

jenigen Werthes von X, der den Maximalwerth von [ X] begleitet , weil
nämlich gewisse Dimensionen unter Umständen von diesen beiden Grössen
X und [ X] zugleich abllängig gemacht werden müssen . Unbeschadet der

5
Allgemeinheit darf dabei 2

2
d. h. der Querschnitt X als zwischen A

und der Trägermitte O liegend , sowie auch die bewegliche Last als von 4

herkommend vorausgesetzt werden , weil sowohl die entgegengesetzte Lage
des Querschnitts in Beziehung auf die Trägermitte , als auch die entgegen -

gesetzte Bewegungsrichittung der bev eglichen Last nur eine umgekehrte Rei⸗

henfolge der Aenderungen der in dem betracliteten Querschnitte stattfinden -

den Einwirkungen zur Folge hat .

Man findet nun , dass das Spannungsmoment in dem beliebigen

Querschnitte X seinen grössten Werth dann erreicht , wenn die bewegliche
Last die ganze Länge 45 überdeckt , und es ist also derselbe nebst dem

entsprechenden Werthe von X :

(I=
mad . XI 23 3 — 3

Die Resultante X dagegen erreicht ihren grössten Werth in dem

Augenblicke , in welchem die bewegliche Last von dem betreffenden Quer -
schnitte X bis zu dem entfernteren Stützpunkte B reicht , und zwar jist dann

1 4 VV OIC)
R 32

— 2) ＋ 2 77 A 0 — 2 15 50

90 . — Der Punkt Xo, für welchen X O, also [ X] ein Maximum ist ,
ändert bei der in der vorhergehenden Nr . betrachteten Aufgabe seine Lage

*) Wenn man diesen mit à veränderlichen Werthen von X und [ X] entsprechend
die Dimensionen aller Querschnitte des Trägers so ermittelt , dass derselbe möglichst ein

Körper von gleichem W. nde wird ( Nr. 35) , so wird danach die zu Grunde liegende
Voraussetzung eines constanten Werthes von 91 nicht mehr genau zutreffen ; eine diesem
Umstande entsprechende Berichtigung der vorläufig gefundenen Dimensionen ist aber im

vorliegenden Falle , da X und [ X] von der Art der Biegung des Stabes unabhängig sind,
Verhältnissmässig leicht auszuführen , besonders wenn schon der praktischen Ausführung
wWegen die stetige Veränderlichkeit des Querschnitts durch eine nach endlichen Strecken
sprungweise Abstufung der Dimensionen ersetzt wird ,
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mit dem Belastungszustande . Kommt die bewegliche Last von der Stütae 4

her , so bewegt sich in dem Augenblicke , in welchem ihr vorderer Endpunkt

Cdie Stütze 4 überschreitet , der Punkt Xo aus der Trägermitte O heraus

nach der Richtung OAdem Punkte Centgegen und trifft damit an einer ge -

wissen Stelle 1J zusammen , von welchem Augenblicke an der Punkt X.

seine Bewegungsrichtung umkehrt und , hinter Csich herbewegend , die Trä -

germitte O wieder erreicht , wenn die bewegliche Last den ganzen Träger
AB überdeckt ; wenn aber darauf das hintere Ende WJdieser Last den

Stützpunkt 4 überschreitet , setzt sich vor ihm her der Punkt Xo nach der

Richtung C5B vieder in Bewegung , wird vom Punkte J an einer gewissen

Stelle Mim Abstande CNε O von 0 eingeholt und kehrt dann zur

Trägermitte O zurück , während Y die noch übrige Strecke NB des Trä⸗

gers durchläuft .

Die Strecke NM , innerhalb welcher die Resultante ihr

Zeichen ändert , ist bei einem zusammengesetzten Träger von construc -

tiver Wichtigkeit in Betreff der Anordnung derjenigen Constructionsglieder ,

welche die beiden Streckbalken oder Gurtungen des Trägers verbinden und

vorzugsweise der Einwirkung dieser Kraft X ausgesetzt sind . Die Lage

des Punktes / in der Trägerhälfte 40 ist aber bedingt durch den Vini -

malwerth , welchen die Resultante X in irgend einem Punkte dieser Träger -

hälfte annehmen kann ; derselbe ist :

min . X pi 3 5²27

und findet in dem Augenblicke statt , in welchem die bewegliche Last von

diesem Punkte X bis zur nächstgelegenen Stütze A reicht ; A MÆ BN m
ist derjenige Werth von à, für welchen

NRR. 0

ist , Woraus sich ergiebt :

9¹ 5¹ 7J 91 5 5

2. B. fur
85

„ 1 2

77⁷

＋ 0300 0366 4J4 0 %440 ;

5 3
ist um so kleiner , d. h. die Strecke . N , in welcher der Punkt Xo sich

1

hin und herbewegt , verhältnissmässig um so grösser , je kleiner Liaoder je
2²

kleiner die Spannweite der Brücke ist .

e . Der an den Enden unterstützte oder befestigte Stab rulit

ausserdem moch auf einer Anzahl von Zwischenstützen .

91 . — Wuhrend die Enden des Stabes wie bisher mit 4 und B be -

zeichnet werden , seien von A4 aus gerechnet

lie



U

ult

1
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die n Zwischenstützen mit G 02 1
die Längen der ( u ＋ 1) Abtheilungen . . 4 Ci CiCz2 C2 C3 . . C B

EE 11 3E1
bezeichnet . Diese Zwischenstützpunkte brauchen im Allgemeinen nicht ge -
nau in der Horizontalen 4B zu liegen ; es seien vielmehr , unter 4 , Ci; C2 .
die betreffenden Punkte der elastischen Linie verstanden ,

＋ 1 * Üͤin dié kleinen Winkel der

Richtungen 401 Ci C . . . . CuB mit der Richtung 4 B,
welche Winkel positiyv oder negativ gesetzt werden , jenachdem sie unterhalb

oder oberhalb einer durch

44 Ci . . . Ch gezogenen Horizontalen liegen . In glei -
cher Weise werden die Winkel

7¹ „„
der elastischen Linie bei Ci 661
mit der Horizontalen 4 5 positiv oder negativ gesetzt , ihre Neigungswinkel
und 6 bei 4 und 5 aber so verstanden wie in Nr . 58 .

Bezogen auf 4 B als a - Axe und eine Lothrechte durch 4 als æ- Axe

seien endlich nochhh . . . . 01 „F5F
die - Coordinaten der Punkte Ci ö

Ausser den betreffenden 4 Unbekannten der 6 Grössen :

bae;,, 65
welche den Zustand an den beiden Stabenden bestimmen (ef . Nr . 88 ) , sind

nun auch die Reactionen

C1 0
der gleich bezeichneten Zwischenstützpunkte a priori unbekannt . Durch die -

selben und durch die gegebenen Elemente lassen sich aber nach Nr . 88 jene
ersteren vier Unbekannten ausdrücken , und indem man dann damit auch

die - Coordinate für jeden Punkt der elastischen Linie ausdrücken kann ,
dieselbe aber in den Zwischenstüitzpunkten di , d2 . . on gegeben ist , er⸗
hält man so viele Gleichungen , als zur Bestimmung der noch übrigen Unbe -

kannten nöthig sind .

Die 2u ＋ 2 Elemente Iund , wodurch die Lagen der Zwischenstütz -

punkte gegen 4 B bestimmt sind , können so gewählt werden , dass ausser

undt

noch 27 Bedingungen dadurch erfüllt werden , dass z. B. die Spannungs -
momente in 27 ＋1 relativen Bruchquerschnitten einander gleich werden oder

zu den betreffenden Widerstandsmomenten H und V “ ( Fr . 50 ) dieselben

Verhältnisse erhalten . Ist der Stab auch an den Enden nur unterstützt , 80
sind überhaupt nicht mehr als 2½ ＋ 1 relative Bruchquerschnitte vorhanden :

je einer über den Zwischenstützen und in den durch diese begrenzten u ＋ 1

Abtheilungen ; ist aber der Stab bei 4 oder B oder beiderseits befestigt ,
s0 kommen die Spannungsmomente daselbst als relativ grösste hinzu , und

müssen dann noch die Winkel d und 5 zu Hülfe genommen werden , um zu

machen , dass alle relativen Bruchquerschnitte gleiche Sicherheit gegen eine

übermässige Spannung oder Pressung gewähren .
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92 . — Wenn der Stab in jeder Abtheilung eine gleichförmig

auf deren Länge vertheilte Last ausser beliebig vielen an ver -

schiedenen Stellen concentrirten Lasten zu tragen hat , so lässt

sich die in voriger Nr . im Allgemeinen angedeutete Berechnung der zur fer -

neren Untersuchung nöthigen ＋ 4 unbekannten Constanten mit Hülfe der

allgemeinen Relationen sub Nr . 84 wesentlich vereinfachen .

Bezeichnen nämlich Ci , C2, Cs irgend 3 aufeinander folgende Stützpunkte ,

50 kann man nach den Formeln für A] und [ E] sub Nr . 84 , d) mit

AT = ILCi ; U „ üiu ; 6 J¹ 72

die beiden unbekannten Spannungsmomente [ Ci] und [ Cz] durch gegebene

Elemente und die beiden unbekannten y1 und 2 ausdrücken , woraus durch

Elimination von ) 1 eine Gleichung

I LCA LCah 72 =

zwischen [Ci]h, [Cz2] und 72 erhalten 855 ganz analoge Relation be -

steht zwischen [ CA] , [ Cs] und 72, und durch Elimination von 72 zwischen

beiden erhält man eine Gleichung

ICiſ , Ica , C
zwischen den der Querschnitte über irgend 3 aufein -

ander folgenden Stützpunkten . Setzt man nun diese Gleichung m Mal , d. h.

580 viel Mal an , als je 3 aufeinander folgende Stützpunkte ( die beiden End -

punkte 4 und 5 mitgerechnet ) vorhanden sind , 80 hat man in Verbindung

mit den beiden Gleichungen :

FIAl , [CI] , = O und /7 [BI, I [ Cal - 5Æ =0
im Ganzen u 2 Gleichungen , wodurch die n Spannungsmomente [Cil ,

10⁰
. . . I[Cà. ] und die beiden nicht gegebenen der vier Grössen Al] , B ] ,

2, 6 bestimmt sind .

Sinnet nüunßnßn : 8 81 S2 181

diejenigen Theile der Re 1 C2

welche von den Belastungen der Abtheilungen C1 Cοοο οσνοσ

Berrübrent ine ernernrn RI 1*2 33

die resultirenden Kräfte , welche die Abtheiltungen 4 Ci Ci C: Gο

n en , I NM:

ihre Momente in Beziehung auf die Punktte 65

80 ist :

CIiIHAÆAl = M, [ Cal⸗ [ Cil＋ Sil Mi ete . ,

ö0LL0
G = E 81

0 H1 5 S1 5 S2 eto . ,

Wodurch dann die fra — u ＋4 Unbekannten , nämlich die un ＋JT2 Reac -
5 5„5tionen 4 , Ci , C. . . . C, B und die beiden nicht gegebenen der 4 Grössen

27 3 5
EA , sind . Zugleich wurden als Zwischenglieder die
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Spannungsmomente in den Querschnitten über den Zwischenstützen gefunden ,
Welche als relatiy grösste im weiteren Verlaufe der Untersuchung ohnelin
zu berechnen gewesen wären .

93. — Der Stab sei auch an den Enden ebenso wie in den
Zwischenpunkten Cnur gestützt und in den einzelnen Abthei -
lungen nur gleichförmig belastet :

mit Ppi P . . . Pro Längeneinheit
in den Abtheilungen = “ 1

Die in voriger Nummer erwähnten Gleichungen 7 =O und = O wer -
den dann : 5¹¹¹ 6

[ Ci＋ 21C2ʃ =
3 5 =7² )

35 35 11 ＋ 52ʃUʃ 5LCA＋ 20U ονν ο ln = E EE0 GUe A0

Das System der u Gleichungen , welche nach Analogie dieser letzten
Gleichung für je drei aufeinander folgende Stützpunkte angesetzt werden ,
bestimmt wegen

LAl = ?
die n unbekannten Spannungsmomente :

6 L . . . lLCgg=) .

) Dieser Fall hat u. A. Interesse behufs der ( wenigstens Vorläufig angenäherten )
Berechnung eines Brückenträgers , der ununterbrochen über mehrere Pfeiler
fortläuft ; wird dabei auch einstweilen die vom Eigengewichte der Brücke herrührende
bleibende Belastung als gleichformig auf der ganzen Länge vertheilt angenommen , 80
entspricht doch die Verschiedenheit von p in den einzelnen Abtheilungen der Voraus -
setzung , dass einzelne Abtheilungen ausserdem durch eine bewegliche gleichformig ver⸗
theilte Last augenblicklich überdeckt sind . Indem man s0 statt aller möglichen Längen
und Lagen eines oder mehrerer getrennter Lastzüge auf der Brücke nur diejenigen Längenund Lagen betrachtet , wobei gerade ganze Abtheilungen zwischen zwei Stützpunkten von dem
Zuge oder den Zügen belastet sind , erhält man die Maximalwerthe der Schubkraft und
des Spannungsmoments , welche in irgend einem Querschnitte stattfinden können , wenn
auch nicht genau , so doch mit ziemlicher Näherung .

In der Auflösung dieser Gleichungen besteht die einzige Schwierigkeit ; sie ge-
schieht am einfachsten dadurch , dass diese Gleichungen :

2⁰ 0)
7110 ] L 201＋ 10 0l ICN =E
J2L02IL ＋ 2 ( 2 ) ) CU＋ CÆ As ete.

addirt werden nach ihrer Multiplication mit gewissen Goefficienten 1 d , . . . , welche
s0 gewählt sind , dass bei der Addition alle Unbekannten bis auf eine verschwinden .
Nimmt man zu dem Ende 4% = 1, 80 verschwindet offenbar

14. U
[O1] , wenn ½ᷣ —2 — dann auch

11
I1

[C2l. „ ½ 25
7

4
2 2

1 ＋ U
[ 3l . „ . eto.

3 3
genommen wird . Ist so aus der resultirenden Gleichung mit nur [Cn] diese Unbekannte
gefunden , so findet man sofort [ Cui ] aus der letaten ,

dann [Cu-2] l „ 5„ vorletzten etc.
der ursprünglichen Gleichungen .
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Danach findet man :

„

5¹
813 38 ＋

8
3 68 5¹⁴ — A4 ＋ Si

2 11

2 12 5 5
8 2* 01 71 3 18 60¹ „ ee

Ginit ferne ! ! : ! bbdi D : die mittleren Bruchpunkte

in den Abtheilungen „„*56

und di d . ihre Entfernungen

Yon den Punkten 1ů
S0 ist nach Nr . 62 :

*

42

„ „
S¹ 338 SI2

IGl＋ 2517
S 5 822

da 73 Dꝗ = ICilÆ 25r
ete

Desgl . sind die Abstände . . 7/ W D5

der Inflexionspunkte . I ' F V2

von den Stützpunkten 4 Ci C2

nach den betreffenden Formeln sub Nr . 62 :

320

FI — 0¹ — VaSꝰ ＋ A551

J7 d2 4 Vara 15 ete . ,

Wobei die Doppelzeichen beide gelten , entsprechend je 2 Inflexionspunkten

in jeder Abtheilung ausser den beiden äussersten .

Um endlich auch nach Nr . 62 die Punkte grösster Durchbiegung und

die grössten Durchbiegungen selbst zu finden , sind zuvor die Winkel c, 71 I

72 . . . zu berechmen , was nach Analogie der obigen Gleichung zwischen

C4 , LCund 7.

geschehen kann .

94 . — In den folgenden Nummern sind beispielsweise die Resultate der

in Nr . 93 angedeuteten Rechnung für einige Fälle unter der besonderen

Voraussetzung zusammengestellt , dass alle Stützen gleich hoch und

36
in gleichen Entfernungen liegen und dass die Belastung auf

der ganzen Länge des Stabes gleichförmig Vertheilt ist :

E „

„ 5 6

D ν P οο PDn
5

In gleichen Abständen beiderseits von der Mitte des Stabes sind dann

alle Verhältnisse gleich , und sind deshalb alle Werthe nur für die dem End -
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bunkte 4 zunächst liegende Stabhälfte angegeben . Auch die Gleichungen
aur Berechnung der Spannungsmomente

e
7² NR

reduciren sich dadurch auf nur resp . jenachdem u eine gerade

oder ungerade Zahl ist ; sie sind nämlich :
7²

40Cil ＋ = —9

léil K alC K 3
10 4 Al0 . 100 = —E

resp . 2 C ＋4 C 112 2 2 2 J 2 2

95 . — Der Stab liegt auf 3 Stützen : 9 )

Dann ist :

5¹²
4 -

3 1

4

— ◻ = ο ) ⁶ ε = ,562 [C1]

2 O,75 L.

4

96 . — Der Stab liegt auf 4 Stützen :

Dann ist :

57²
⁰ . - 10

2 11¹
4g ] ; 25 10⁰

411

4 = 1 eee

1 8
24 LD0025 5K

F=0,8 ] 1 ; A= 0,276 “ .

0¹ —

) Für diesen Fall ergeben sich die Resultate auch aus Nr. 74.
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97 . — Der Stab liegt auf 5 Stützen :

ο]]]

Dann ist :
3

0 g C = = IiD

[ CiE [ C2I = 3 : 2

58bIj G bI G= ITIl
Ci : 11 32 206

11 45 3
4 Æ28 I DI0,07 72 O,722 11

1 98 ; [ Dil ,0364 5¹
10

( 0,266 /
F 2 0,786 L; H = 37ö 7 0,805 “.

98 . — Der Stab liegt auf 7 Stützen :

CoClNB .

Dann ist :

ö 111 „„„
9

[ CI 164 Y¹ : 02⸗ 13 P¹ C8 164

CA: ICA : ICAI = 11 : 8 : 9

E 1 f 7 9
I; Di ] 0,0340 50%7 18

jed

„7 O0,0434 12

0,268 “

0 . 790 757 f 0,785 J.

99 . — Der Stab liegt auf 9 Stützen :

, .

Dann ist :

41
5 33 83

Ci ] 3

2
vh ICA 388 5
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205d¹ 388 J; [ Di] 0,0339 512

da 2 Dal 0,0438 5

d³ 3 Dal 6,0412 5

Eaumen ng8
00196, „ 00215

3
0,788 17 760,790J .

100 . — Die Beispiele sub Nr . 95 —99 gestatten einige Folgerungen ,
welche dazu dienen können , bei noch grösserer Zahl von Stützpunkten unter
den sub Nr . 94 angeführten Voraussetzungen auch ohne weitere Rechnung
die Hauptverhältnisse zu beurtheilen . Es ist nämlich jenen Beispielen zu -
folge bei 4 8 7 9 Stützen :

151 ᷣ0,125 0,1 0,1071 0,1058 0,1057

2 0703 0,08 0,0772 0,0777 0,0777

12 V0,562 0j8 0,722 0,735 0,735

0,375 0,4 0,3929 0,3942 0,3943

5 1,25 1,1 1,1429 1,1346 1,1340

Die Absolutwerthe der Spannungsmomente über den Stützen nehmen in

jedem Falle von den Enden A und B gegen die Mitte des Stabes hin ab -
wechselnd zu und ab ; — [ Ci] ist immer am grössten und nähert sich bei
zunehmender Zahl der Stützen einer gewissen Grenze 0,1057 . . 52 . Nach

5 1
der Mitte hin nähert sich — [ Cu] natürlich der Grenze 4 (ef. Nr . 66 ) .

Auch die Spannungsmomente der mittleren Bruchquerschnitte nehmen
von Aussen nach der Mitte hin abwechselnd ab und zu ; [ I ] ist am gröss -
ten und nähert sich der Grenze 0,0777 5¹ . Nach der Mitte hin ist der

²
Grenzwerth von [ Da ] offenbar = 24 (ef. Nr . 66) .

Immer ist — [ CI] [ Il ] ; das Verhältniss II9 nähert sich mit zu -

nehmender Zahl von Stützen der Grenze 0,735 .

Die Pressung der äusseren Stätzen hat zur Grenze : 4 0,3943 . . pl .
Die Pressungen der Zwischenstützen Ci, Cæ . , sind abwechselnd grösser und

kleiner , als Pα ·und haben nach der Mitte hin pd zur Grenze ; Cist im -
mer die grösste Pressung einer Stütze und nähert sich der Grenze 1,134 . . pl .

Grashof , Festigkeitslehre . 6
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II . Gerader stabförmiger Körper von veränderlichem Querschnitte .

a . Allgemeine Methode .

101 . — Wenn in diesem Falle der St ab ABu am einen

Endelbefestigt , am anderen frei , oder wenn er beiderseits un -

terstützt ist , so sind die resultirenden Schubkräfte 77 und Spannungs -

momente / der verschiedenen Querschnitte unabhängig von der Biegung

des Stabes , lassen sich also ebenso berechnen , als ob der Querschnitt con -

stant wäre .

Um bei beliebiger Belastung die Art der Biegung , also die Gleichung

der elastischen Linie zu fimden , ist bei stetiger Veränderlichkeit des

Querschnitts nach Analogie von Fr . 55 zu verfahren : für den bei A befes -

tigten Stab wird die horizontale Tangente der elastischen Linie im Punkte 4 ,

für den beiderseits unterstützten Stab die horizontale Verbindungslinie 4 5

der Endpunkte der elastischen Linie als - Axe , in beiden Füällen die Loth -

rechte durch A als - Axe angenommen , und werden dann nach und nach

die Gleichungen
2 u⁰ ) ; 2

der einzelnen Strecken der elastischen Linie entwickelt , welche event . durch

solche Punkte getrennt sind , in denen eine Stetigkeitsunterbrechung (ef . Nr . 56)

stattfindet ; in den betreffenden je 2 Mal zu integrirenden Gleichungen :

d² 4

＋25 Fi ( a) ;J⁴
5 5 135 9 5 51 5

sind nur die rechten Seiten⸗
L jetat weniger einfache Functionen von We-

2.

gen der gleichzeitigen Veränderlichkeit von Mund J . Auch ist zu bemer -

ken , dass im Falle des beiderseits unterstützten Stabes die Gleichungen der

einzelnen Strecken vorläufig mit der unbekannten Constanten & behaftet er -

halten werden , deren Werth erst schliesslich durch Substitution der zusam -

mengehörigen Werthe
* 88 00

in der Gleichung der letzten Strecke nächst dem Stützpunkte B gefunden wird .

Bei stellenweise plötzlichen Aenderungen des Querschnitts

undert sich in diesem Verfahren Nichts , als dass dadurch neue Stetigkeits -

unterbrechungen der elastischen Linie an den betreffenden Stellen bedingt

werden , welche , entsprechend einer plötzlichen Aenderung des Krümmungs -
1²²d 8

radius C oder der zweiten Ableitung J½½
Von der 3ten Ordnung in Bezie -

hung auf die Ordinate à sind , während die Stetigkeitsunterbrechungen der

Belastung nur solche der 4ten oder öten Ordnung von 2 verursachen . ( Cf.

Nr . 56. )

102 .— Wenn der Stab an einem Ende befestigt , am anderen

unterstützt , oder wenn er beiderseits befestigt ist oder end -
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lich noch auf Zwischenstützen ruht , so sind die Schubkräfte und

Spannungsmomente der Querschnitte von der Art der Biegung abhängig ,

und es ist dann nach Analogie von Nr . 88 resp . 91 zu verfahren . Plötz -

liche Querschnittsänderungen bedingen dabei wieder Stetigkeitsunterbrechun -

gen der elastischen Linie , also verschiedene Gleichungen ihrer beiderseits

angrenzenden Theile .

Bei zusammengesetzten Trägern Grückenträgern ) macht im All⸗

gemeinen die Rücksicht auf die praktische Ausführung dergleichen plötzliche

Aenderungen des Querschnitts an gewissen Stellen nöthig , und zwar in der

Weise , dass zwischen je zwei aufeinander folgenden dieser Stel -

len der Querschnitt constant gehalten wird ; zur Ermittelung der pas -

senden Querschnittsdimensionen der einzelnen so gebildeten Strecken des Trä -

gers kann man dieselben zunächst näherungsweise denjenigen Werthen von

IN und M entsprechend machen , welche sich nach den sub I . entwiekelten

Regeln unter der Voraussetzung eines durchweg coustanten Querschnitts er -

geben , dann den dadurch veränderten Werthen des Trägheitsmoments und

des ursprünglich angenommenen Eigengewichts des Trägers entsprechend

corrigirte Werthe von R und M berechnen , und diesen gemäss endlich die

Querschnitte der einzelnen Trägerabtheilungen corrigiren .

103 . — Wenn 2. B. ein continuirlich über mehre Pfeiler Ci

C . . Ci fortlaufender Brückenträger zu berechnen ist , der auch auf

den Endpfeilern A4 und B nur lose aufliegt , so kann man zunächst unter

Voraussetzung eines constanten Querschnitts und eines constanten erfahrungs -
mässigen mittleren Eigengewichts des Trägers pro Längeneinheit , eines ge -

wissen den Umständen entsprechenden Gewichts der Brückenbahn und unter

Berücksichtigung verschiedener Belastungszustände nach Massgabe von Nr . 93 ,

1. Anmerkung , also überhaupt unter der Annahme gleichförmig vertheilter

verschiedener Belastungen

2 9¹ 2 . . . n pro Längeneinheit

in den Strecken 4 Ci CCi Cꝛ2C3 . . . CuB

nach der sub Nr . 93 angegebenen Methode die grössten Werthe von E und N

berechnen , welche in den Abtheilungen :

A Ci CιQο οοσ σf Eunu 61

C¹ C¹¹ Ci¹ 0¹² C¹ C¹3 02

En C , ine

vorkommen , für welche schliesslich constante und sprungweise veränderte

Querschnitte gewählt werden sollen . Hat man dann demgemäss die Quer -

schnitte dieser Abtheilungen passend gewählt , 80 sind dadurch sowohl die

Belastungen pro Längeneinheit “) , als auch namentlich die Trägheitsmomente

*) Auch kann man jetzt ausser denjenigen Belastungszuständen , wobei die beweg -
6 *



85
84 Biegungs - Elasticität und Festigkeit

andere und zwar im Allgemeinen verschieden für die verschiedenen Abtliei -

lungen geworden , etwa :

53 J ͤ¶ ẽbK

P13 J1¹ „½„ din ; Iin .

In ; I ; ͤedee Jumn .

In Folge dessen ündert sich auch die elastische Linie , und ändern sich

also auch die Werthe von 7e und VT für die verschiedenen Querschnitte ,

welche erst gefunden werden , nachdem zuvor die geänderten Werthe der

Reactionen der Stützen berechnet wurden .

Entwickelt man zu dem Ende suecessive die Gleichungen aller

( m αI ) ＋ ( ni 1) . . . ＋ ( n˙ ＋ν 1)

Abtheilungen des Trägers , von A4 angefangen , bezogen auf 4B als Abscis -

senaxe und die Lothrechte durch A4 als Ordinatenaxe , 80 erhält man die -

selben behaftet mit den ( 2 ＋ 2) Unbekannten :

0 Ci 02² G

zu deren Bestimmung ( 1 ＋ 2) Gleichungen dienen : ( 2 ＋ 1) Gleichungen ,

welche ausdrücken , dass die Ordinaten der Stützpunkte

Ci„ „

gegebene Grössen sind , und eine Gleichung , welche durch Elimination der

Reactionskraft B zwischen den beiden Gleichgewichtsbedingungen aller

nusseren Kräfte an dem als starr gedachten ganzen Träger hervorgeht .

104 . — Die zeitraubenden Rechnungen , welche mit dem in voriger Nr .

erklärten Verfahren verbunden sind , machen es wünschenswerth , dasselbe

durch eine kürz ere Methode ersetzen zu können . Zu dem Zwecke liegt

es nahe , analog dem Verfahren sub Nr . 93 zunächst auch hier eine aUl -

gemeine Relation zwischen den Spannungsmomenten der Quer -

schnitte über 3 aufeinander folgenden Stützpunkten Ci, C , Cs

aufzusuchen , weilh, wenn aus den nach Analogie dieser Relation anzusetzen -

den Gleichungen jene unbekannten Spannungsmomente gefunden wären ,

dadurch die Reactionen der Stützen ebenso einfach wie in Nr . 93 bestimmt

sein würden , mithin auch die Schubkräfte 2 und Spannungsmomente MJ für

alle Querschnitte des Trägers dann unmittelbar berechnet werden könnten .

Um eine solche Relation

V. ſcd , fCf , Cn E o

zu finden , kann man bemerken , dass die veränderte Biegung und dadurch

bedingte andere Druckvertheilung auf die Stützen bei dem Träger , dessen

1.

liche Last durch die Stützpunkte begrenzt wird , noch solche der Rechnung unterwerfen ,
Wobei diese Last sich bis zu beliebigen der Zwischenpunkte

6¹ 0² 0³
0¹1¹ 0. 2 0¹35 0 71 1

erstreckt .

Art

meut

f00¹
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Querschnitt nicht mehr constant ist , in weit höherem Grade durch das ver —

underliche Trägheitsmoment 7 , als durch die veränderte Belastung pro Län —

geneinheit bedingt wird , so dass letztere ( abgeschen von solchen Belastungs -

zuständen , wobei die bewegliche Last bis zu den Zwischenpunkten zwischen

den Stützpunkten reicht : ef. Nr . 103 , Anmerkung ) auch hier mit kaum ge —

ringerem Rechte , als früher sub Nr . 93 , in den einzelnen Strecken

4C1 CC i ; CAC E

constant 83 5¹ 2²·

gesetzt werden kann , weil das Eigengewicht des Trägers selbst , welches

neben dem constanten Gewichte der Brückenbahn und der zufälligen , be -

weglichen Last immerhin nur einen Theil von / , Pu, P22 ausmacht ,

zudem bis zu gewissem Grade eine Ausgleichung dadurch erfährt , dass in

den mittleren Querschnitten , für welche am grössten , zugleich 12 i8

die grössten Dimensionen und Gewichte der durch M bedingten Construc -

tionselemente des zusammengesetzten Trägers hier also mit den kleinsten

der durch Y bedingten zusammentreffen ; nur über den Zwischenstützen tref —

fen Maximalwerthe von H und ER zusammen , so dass die Voraussetzung

einer nach wie vor in den einzelnen Strecken h In lz . . . gleich -

körmig vertheilten Belastung nur insofern etwas fehlerhaft sein wird ,

als die Reactionen der Zwischenstützen , insbesondere Ci und Cn ein wenig

zu klein , die Reactionen 4 und B der Endstützen also entsprechend 2zu

gross gefunden werden .

Was ferner das Trägheitsmoment JJ betrifft , so kann dasselbe , wenn es

bei der Ausführung schliesslich auch absatzweise Veränderlich gemacht wird ,

bei der Rechnung doch stetig veränderlich vorausgesetat wWerden , und zwar

—entsprechend dem Ziele , welches bierbei eben angestrebt 5 —der

Art veränderlich , dass für jeden Querschnitt das Spannungsmo —

ment dem Widerstandsmomente gleich ist (ef . Nr . 50 ) , also

E . 84
— εe½ ,

0 4

unter e den grösseren der Abstände und “ verstanden , wenn = H, ge -

setzt wird , oder unter & den kleineren der beiden Werthe L und æ&“ ver -

V 5
standen , wenn „“ e ist , oder endlich unter den für denselben Querschnitt

4
2 -

gleichen Wertli verstanden , wenn , wie bei dem Brückenträger in

der That zu fordern ist , die Querschnitte so proportionirt werden , dass die

Zug - und die Bruek des Materials gleichmässig in

Anspruch genommen werden .

Daraus folgt , dass der Krümmungsradius e der elastischen Linie eines
17He

solchen Trägers oder Stabes von gleichem Widerstande 2
3

mithin pro -
0

portional der Höhe Jdes betreffenden Querschnitts jist ; insbesondere für

6 E .

———2 AlS0 Æι 6.
75 ( ＋ ＋9 wird : 0 YV 8

———— ¶¶¶¶ ¶
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Werden also schliesslich noch Que rschnitte von constanter Höhe

vorausgesetzt , wie es bei Continuirlichen Brückenträgern der Fall zu sein

pflegt , so wird ( constant und sei dann mit „ bezeichnet ; die elastische

Linie besteht dann aus Kreisbögen mit demselben Radius 7

welche in den = 0 entsprechenden Inflexionspunkten mit entgegengesetz -

ten Krümmungen in einander übergehen . Für diesen Fall möge die oben er -

wühnte Gleichung FY = O ermittelt werden .

105 . — Dazu sind analog dem früher bei Voraussetzung eines constanten

Querschnitts angewendeten Verfahren zunächst für den Fall eines beider -

4 seits unter den Richtungswin

keln à und 8 befestigten und

gleichförmig belasteten Stabes

4JB = Idie Spannungsmomente A ]

und [ B] der Endquerschnitte durch die

Winkel d und 6 auszudrücken . Sind

zu dem Ende X und V ( Fig . 15 ) die

Inflexionspunkte der elastischen Linie ,

a , e, 5 die Mittelpunkte der Kreis -

bögen AX , XV , VB mit den gleichen

Radien 2, so sind bei übrigens den -

selben Bezeichnungen , wie in Nr . 61 ,

die Entfernungen æ der Punkte X und

f VJͤvom Punkte 4 die beiden Wurzeln

3 der quadratischen Gleichung :

0 .0 oder — 2 α -2
7 7

*

A ] ＋ A

Wird insbesondere AX uα, BVÆ gesetzt , so ist das Produet bei -

der Wurzeln :
4

* σον 2 555 daraus [ A 8 4 ü=7)

oder mit & 15 , v¹nr, II :
2

1 ) .

Die Winkel 5 und /) sind mit Rücksicht auf Fig . 15 bestimmt durch

die Gleichungen :

„ 2 Sin ( U＋ 5) sννα ] να ,ν sin ( 8 ＋ν ) eiνf5

und CDr 2I cos ( dαανeꝗf =² ( I νοe⁶α) ο = 2ů 1 cos ( 8K V) IYν⏑ο οο 6

oder wegen der Kleinheit aller Winkel :

( 3 ＋ 29 ＋ (6 ＋2

— ² 72

( ＋ 50 ½2 (6
＋1 ) .

S
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Die Einsetzung der hieraus sich ergebenden Werthe von 5 und / in den

obigen Ausdruck von [ A] liefert mit den Bezeichnungen :

y α,5B ; = 4σB :

57 -＋ e=2aͤ 12 —7 ＋ 2

3² Aα

Daraus folgt B ] durch Vertauschung von d mit — J. Wenn man endlich

und qù aus diesen beiden Gleichungen für A] und [ B] entwickelt , so er -

giebt sich auch

7 —oͤ
E 2

als Function von [ A] und [B]I, und zwar bei Wiedereinführung des Werthes

—für J

4 — 4 CILEIN . /TL2ELELEI eLI
6 7 2 „( 245 5 7** ( 12ELA2) ＋ 8 „

106 . — Werden nun alle Stützen als in gleicher Höhe lie -

gend vorausgesetzts ) , so erhält man , bei denselben Buchstabenbezeich -

nungen wie in Nr . 93 , die gesuchte Beziehung zwischen den Spannungsmo -

menten der Querschnitte über drei aufeinander folgenden Stützen , wenn man

in der für 8 gefundenen Gleichung

zuerst 6 P IA 5

mit ) P1 U1 LCII I04

und daun mit 7½ 5 ( CA lE vertauscht ,

endlich beide Werthe von 92 einander gleich setzt ; das giebt :

1 „ V „ IEIQAIN10l
2 1( 1—2 (1 720

( 12¹ 4 0 V ＋21d Eh 81 .
2 02² l2² 0²¹2 5²¹6 . ᷑

Bei grösserer Zahl von Stützen ist freilich auch diese Relation nicht be -

quem zu gebrauchen ; bei wenigen Stützen , d. i. dem gewöhnlich vorkom⸗

menden Falle , kann sie jedoch unter Umständen gute Dienste leisten .

107 . — Sind 2. B. nur 3 Stützen vorhanden , also eine Zwischenstütze

Causser den Endstützen A und B , so hat man wegen IAl2 [ BI2 O zur

Berechnung von [ CI die - quadratische Gleichung :
1 1 15 1 4 1

— — — 2 — — — —

E E)·I0 ( N* 20
von deren 2 negativen Wurzeln die eine absolut genommen kleiner , die an -

) Ungleiche Héhen wären hier in der That ohne Nutzen , während bei constantem

Querschnitte möglichste Gleichwerthigkeit der relativen Bruchquerschnitte dadurch ange -

strebt werden kann : ef. Nr. 91.
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0l² 0¹12 8 8 8
dere grösser als 5ε und 5 ist ; nur die erstere hat praktische Bedeu -

tung . Mit [ C] findet man :

9 11¹ [ CR . .
4Aνfν , 5 5

und damit die Schubkraft und das Spannungsmoment für jeden beliebigen

Querschnitt .

252

Wäre insbesondere I = Ii und Pi , so wäre

5 72 N
[“ 1 ( 1 * * 3 8 051464 5, ,

mithin absolut genommen ungefähr im Verhältnisse 7 : 6 grösser , als bei

8 2
constantem Querschnitte , d. h. als 0,125 P12.

108. Bei 4 symmetrisch angeordnéten Stützen 4 C1 C2 5

und bei symmetrischer Belastung , d. h. für

38 12 und ν

sind die gleichen Spannungsmomente [Ci] und [ Czh welche mit [ C] bezeich -

net sein mögen , wenn zudem

60
.

2

gesetzt wird , bestimmt durch die Gleichung :

133
e A

oder

( 5 4 ＋˙2 —5 ＋

Nur die positive Wurzel welche =

deutung .
Insbesondere flir

statt —0,1 J0 K bei 66551antem Quers

109 . — Schliesslich
5345

im Betreff Biegung unterworfenen

Stabes Von veränderlichem Querschnitte 6 ücklich darauf aufmerksam ge -

macht Werden , dass alle 65 Setze dieses Ca

einer vor Eintritt der Biegung Von den Richtungslinien der äusse -

ren Kräfte rechtwWinkelig geschnittenen g ra den Mittellinie

Entwiekelt sindh , ddass als0 , WO dliese Voraussetzung nicht erfüllt ist ,
jene Gesetze nun mehn oder Weniger ange mähert Zzuttreflen . Wenn 2. B. ein

aus einer Wand heuvorstehlenden , durch Scl zu belasten -

der , Cone h . Von nechteckigem Verticale mitte oben

durch eine 3808 Ebene b e . ist., S0 ist bei einer geneigten Ebene

als unterer Begrenzung zWan die Mittellimie mocll gerade , aber nicht mehr

0

Uitels umter der Voraussetzung
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horizontal , also auch nicht senkrecht zur Richtung der Aàusseren Kräfte

würde gar die untere Begrenzung durch eine krumme cylindrische Fläche

gebildet , sos würde auch die Mittellinie eine krumme Linie . Wenn nun auch

in beiden Füllen die durch die Belastung hervorgerufenen Spannungen ge —

wöhnlich nach den Regeln dieses Capitels beurtheilt werden , so kann es

doch immerhin nur mit einem geringeren Grade von Zuverlässigkeit gesche -

hen , als wenn der beispielsweise betrachtete ( Von der Kraftebene stets sym —

metrisch geschnittene ) Träger oben und unten durch dieselben Cylinder -

flächen begrenzt wird von symmetrischer Lage gegen eine horizontale Ebene ,

in welcher somit die gerade Mittellinie liegt .
Aber selbst wenn die Bedingung einer zur Kraftrichtung senkrechten

geraden Mittellinie erfüllt ist , kann doch die den Rechnungen dieses Capitels

durchweg zu Grunde liegende Voraussetzung , dass mit der Biegung nur

solche innere Zug - und Druckkräfte verbunden seien , welche senkrecht ge —

gen die Flächenelemente der Querschnitte gerichtet sind , bei veränderlichem

Querschnitte nicht mehr genau zutreffen . In der That werden im Umfange

eines Querschnitts jene inneren Kräfte tangential an diejenigen Curven ge -

richtet sein , in welchen die Oberfläche des Stabes von einem durch seine

gerade Mittellinie gelegten Ebenenbüschel geschnitten wird , und werden von

dort aus nach dem Schwerpunkte des Querschnitts hin sich jene Richtungen

nur allmählig derjenigen der Mittellinie nähern ; mit anderen Worten , es

müssten die zur Mittellinie senkrecliten ebenen Querschnitte durch krumme

Flächen ersetzt werden , welche sowohl die Mittellinie , als auch jene vor -

genannten Durchschnittscurven auf der Oberfläche des Stabes rechtwinkelig

schneiden , um nach wie vor mit demselben Rechte annehmen zu dürfen ,

dass in allen Flächenelementen nur normale Spannungen statt -

finden .

Zu einer rechnungsmässigen Rücksichtnahme auf den hier hervorgeho -

benen Umstand , resp . zu einer Correction der bisher entwiekelten Formeln

liegt indessen bei einfachen massiven Stäben , wie solche im Maschi -

nenbau vorzugsweise vorkommen , sowie auch in allen denjenigen Fällen ein

praktisches Bedürfniss nicht vor , Wo auch schon von dem Einflusse der auf

Verschiebung der Querschnitte wirkenden Kräfte ohne in Betracht kommen -

den Fehler abstrahirt wird . Nur bei zusammengesetzten , insbesondere

Brückenträgern , bei denen die den Kraftmomenten I entsprechenden

Spannungen in grösster Entfernung von der Biegungsaxe , nämlich in den

Gurtungen concentrirt und ebenso wie diese gerichtet sind , kommt es we⸗

sentlich in Betracht , kann es dann aber auch verhältnissmässig leicht in

Rechnung gebracht werden , dass , wenn der veränderliche Querschnitt mit

einer veränderlichen Höhe verbunden ist , jene Gurtungen und folglich

deren Spannungen unter veränderlichen Winkeln gegen die Mittellinie des

Trägers gerichtet sind .
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b . Körper von gleichem Widerstande .

110 . — Im Folgenden sind für die beiden Fälle , dass der stabförmige

Körper entweder an einem Ende befestigt , am anderen frei , oder dass er

an beiden Enden unterstützt ist , die Regeln zusammengestellt , nach welchen

er für einige besondere , einfache Belastungsarten und Querschnittsformen als

sogenannter Körper von gleichem Widerstande her gestellt werden Kkann, d. h.

nach welchen gewisse Querdimensionen veränderlich gemacht werden müssen ,

damit in allen Querschnitten zugleich die Maximalspannung 0 oder die
＋/

Maximalpressung “ V. (nachden 75 7
5 oder noch besser zu-

gleich = und 0 “ = I , sei . Dieser Forderung wird entsprochen , wenn

für alle Querschnitte
Me

7
◻

,
4

das grössere der beiden Verhältnisse und
V.*gemacht wird , unter 1

resp . jedes dieser beiden gleichen Verhältnisse Verstanden.
Ausser den Bemerkungen unter Nr . 109 ist dabei noch zu beachten ,

dass , wenn hiernach gewisse Querschnitte unendlich klein gemacht werden

dürften , dieselben doch in Wirklichkeit schon deswegen eine endliche Grösse

erhalten müssen , weil die in diesem Capitel stets vernachlässigte Schubkraft

I einen verhältnissmässig um so grösseren Einfluss ausübt , je kleiner A

ist , dass sie also vorzugsweise oder selbst allein massgebend wird , o N

sehr klein oder gar S 0 ist *

1. Der Körper AB ist einerseits ( bei A) befestigt , anderseits frei .

G. Belastung am freien Ende B durch die Kraft P .

111 . — Ist der Querschnitt ein Rechteck von constanter

Breite “ , so sind dessen Höhen J bei 4 , sowie / in der Entfernung 4

von B bestimmt durch : —. —

VVi

Für Körper von Gusseisen ist diese parabolische Form zwar leicht herzu -

stellen und zweckmässig ( bis auf die nöthige Zugabe an Höhe bei B :

ef. Nr . 110 ) , für Körper von Schmiedeeisen oder Holz wird sie aber an -

gemessener Weise durch eine Trapezform des Längenprofils ersetzt , etwa

1 1 8 8

so , dass für à ν◻ι
die Höhe / = I gemacht wird , wodurch in Ver -

) Wegen der betreffenden Correction siehe das vierte Capitel , insbesondere Nr. 179

bis 181.

8 rr
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bindung mit / ½ für = das Trapez bestimmt ist . Freilich wird dann

auf /½ der Länge , von 4 aus gerechnet , der Körper etwas schwächer , als

1

er sein sollte ; um dies eben zu vermeiden , müsste die Höhe bei BÆε Æν I
2

gemacht werden .

Bei Voraussetzung der vollkommen parabolischen Form des Längen —

schnitts ergiebt sich die Durehbiegung am Ende B :

8PI³

Ebl5

d. i. doppelt so gross , als sie unter sonst gleichen Umständen bei constanter

Höhe /½ sein würde .

112 . — lIst der Querschnitt ein Rechteck von constanter

Höhe 5, so sind dessen Breiten 5 bei A, sowie / in der Entfernung à von

B bestimmt durch :

entsprechend einem Dreieck als Horizontalschnitt , welches aber der vernach -

lässigten Schubkräfte wegen durch ein Trapez auf derselben Grundlinie 5

bei 4 zu ersetzen ist .

Bei Voraussetzung der vollkommenen Dreiecksform des Horizontalschnitts

findet man die Durchbiegung am Ende B :

6 Pl⁸
5

5

d. h. 1,5 Mal so gross , als sie unter sonst gleichen Umständen bei constan -

ter Breite ? sein würde . Die elastische Linie ist hier ein Kreisbogen

(ef . Nr . 104 ) .
Sollten abgesehen von den Verstärkungen bei B die in dieser und der

vorigen Nr . bestimmten Körper gleiches Volumen erhalten , so müsste ö dort

und J½ hier so angenommen werden , dass

3 ——5„¹ Æ
87

ist .

113 . — Wenn alle Querschnitte einer gegebenen Figur ähn -

lich sein sollen (2. B. einem Rechtecke von gegebenem Seitenverhältnisse ,

einer Ellipse von gegebenem Axenverhältnisse , insbesondere einem Kreise ete. ) ,

50 sind durch eine einzige Dimension eines Querschnitts alle übrigen Di -

mensionen desselben bestimmt . Ist / der Werth dieser bestimmenden ho -

mologen Dimension für den Querschnitt in der Entfernung 4vom Angriffs -

punkte B der Kraft B, und à derselbe für den Querschnitt bei 4 , d. h. für

4 = U. 80 jst :
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5 4
Dabei ist m von der Querschnittsform abhängig , nämlich m νυν5 4

für ähnliche rechteckige Querschnitte :
Breéite

αν Hlöhe “

für kreisförmige Querschnitte ( Umdrehungskörper ) :
7r

7¹ —

Sofern übrigens eine solche Körperform weder leicht herzustellen , noch

von gefälligem Ansehen ist , auch am Ende B ohnehin wieder einer Zugabe

an Stärke bedarf , so kann sie durch eine andere von derselben Form des

Guerschnitts , aber constanter Verjüngung , d. h. durch eine abgekürzte Ke -

5
gelform ersetzt werden , etwa so , dass für 2

5
die bestimmende Di -

mension / 4 gemacht wird . Freilich wird dann der Körper auf /8

seiner Länge , von 4 aus gerechnet , etwas schwächer , als er sein sollte ;

um dies zu vermeiden , müsste das Verjüngungsverhältniss 555
constant

5 85 αν

= demjenigen gemacht werden , welches bei der theoretischen Form gleicher

Festigkeit für „⸗= stattfindet , was dadurch geschieht , dass für à = O, d. h.

bei
3

4 gemacht wird .

8. Gleichförmig auf der ganzen Lange 1 vertheilte Belastung Pl .

114 . — Wird dabei ein rechteckiger Querschnitt von constan -

ter Breite “ vorausgesetzt , so ergiebt sich dessen Höhe “ am Ende 4 ,

sowie die Höhe / in der Entfernung von B :

VI L

Eine Verstärkung am Ende B ist hier kaum nöthig , weil die Schub -

kraft Il zusammen mit dem Spannungsmomente M nur allmählig von B

gegen 4 wächst .

2. Der Körper AB ist beiderseits unterstüzt .

. Belastung durch eine in einem Punkte C concentrirte Last P.

115 . — Beide Theile 4 C und 5 C des Körpers verhalten sich wie

wenn sie bei Cbefestigt und bei 4 resp . 5 durch eine Kraft = dem

Stützendrucke angegriflen würden ; ihre der Aufgabe entsprechenden Formen

sind deshalb nach den obigen Regeln sub 1 , zu bestimmen .

Namentlich sind die Endstücke von Wellen , welche nur zu tra —

gen haben , wie z. B. eine Balancierwelle oder die Welle eines Wasser -

SS
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rades , dessen Arbeit durch einen unmittelbar mit ihm verbundenen Zahn -
kranz fortgeleitet wird , nach der Regel unter Nr . 113 àzu gestalten , sofern
hier die Querschnitte alle unter sich ähnlich , insbesondere kreisförmig sein
sollen . Der anderweitig zu bestimmende Zapfendurchmesser begrenzt dabei
die zulässige Verjüngung nach Aussen hin .

116 . — Wenn die Last Y beweglich wäre , so dass ihr Angriffs -
punkt Cjede Lage zwischen A und BB annehmen kann , so ist es zwar nicht
mehr möglich , dass bei jeder Lage in jedem Querschnitte

Me

ist ; allein es lässt sich dann der Forderung entsprechen , dass diese Glei -
chung in dem jedesmaligen Bruchquerschnitte , d. h. im jedesmaligen Quer -
schnitte Cerfüllt sein soll .

Wird 2. B. ein rechtèeckiger Querschnitt von constanter Brèite
5angenommen , so muss zu dem Ende , wenn die Lange 4 B 24 gesetat
wird , die Höhe Y in der Mitte :

3
*

gemacht werden , wonach die Höhe / im Abstande à von der Mitte bestimmt
ist durch die Gleichung :

*

d

d. h. sie ist = der betreffenden Ordinate einer Ellipse mit den Halbaxen
und I .

1;

8. Gleichförmig auf der ganzen Lange AB = 23 Vertheilte
Belastung .

117 . — Bei Voraussetzung eines rechteckigen Querschnitts von
constanter Breite “ sind dessen Höhen / und / in der Mitte des Kör -

pers und in der Entfernung von der Mitte bestimmt durch :

37 . 3
E α

Dieser Körper ist bei gleichen Werthen von 4, “ und I identisch mit
dem unter Nr . 116 bestimmten , wenn P pà ist .

d 5

◻ “ 118 . — Der Träger bestehe aus2
bogenförmigen flachen Gurten mit

constanten Querschnitten Y und V ,
% Welche durch Streben so verbunden sind , dass

ihre vertical gemessene gegenseitige Entfer -

nung von den Stützpunkten 4 und B gegen
die Trägermitte hin wächst . ( Fig . 16. ) Die

Tig. 16 Dicke der Gurte , längs der Biegungsebene
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gemessen , sei s0 klein , dass ohne in Betracht kommende Fehler die Span -

nung des unteren und die Pressung des oberen Gurts als gleichförmig in den

Querschnitten Y, resp . Vl, vertheilt , mithin auch als in den bogenförmigen

Mittellinien concentrirt anzusehen sind ; / und )0, seien die der Abscisse à

entsprechenden Ordinaten dieser Mittellinien für den Mittelpunkt O der Ho -

rizontalen A B als Anfangspunkt und C4A als à - Axe . Beide Curven , sowie

die Querschnitte Y, und V, sollen 80 bestimmt werden , dass die Spannung

des unteren Gurts überall = I , die Pressung des oberen überall =V ist .

Sind ꝙ“/ und ꝙ“ die Winkel , unter denen die Curven in den Punkten

, / und 4, “ gegen die - AMxe geneigt sind , so entsprechen jener Forde -

rung die Gleichungen :
V. Ii cos ꝙi Tu .Iulcos ꝙ- .

Veſ cos ꝙ ( , ＋ N. ) r . ( ar -

Wodurch die Aufgabe noch nicht bestimmt ist , so dass noch eine Beziehung

zwischen beiden Curven anzunehmen ist , welche nach der ersten Gleichung

nur in einem constanten Verhältnisse von cos ꝙ, au cosõ ꝙ“ bestehen kann ;

auch muss für eine von beiden Curven noch ein Punkt ausser A sowie die

Richtung der Tangente in demselben gegeben sein .

Es seien z. B. beide Curven congruent , also

= N .=ꝙ ; J .

und für æ 0 gegeben : ꝙ = 0j3 H.

Dann wird :

2Y² 2—15 55
47 l 4 J

*

Cο⁸& ꝙ Vi ( —850.
Hiernach kann die Curve durch successive Näherung construirt werden ,

indem man als erste Annäherung die Curve :

2*

½1e＋ H 0 — 750
construirt , dann , wenn für diese der Winkel ꝙ mit ꝙ1 bezeichnet wird , als

zweite Annäherung die Curve :

9 Scos ꝙi

und , wenn für diese der Winkel ꝙ mit ꝙ2 bezeichnet wird , als dritte An -

näherung :
2¹

43 C0ο 02
u.

Uebrigens entspricht der ersten Annäherung eine Parabel mit dem Schei -

tel S§, der Axe 80 und der Gleichung :

21 2

J1 da
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wenn J , el Sesetzt wird . Die der zweiten Annäherung entsprechende

Curve kann näherungsweise dargestellt werden durch die Gleichung :

22 2 3
452

„ 1—2˙92 5
5 5 22 ＋2 .

Obige Aufgabe enthält das Princip der Brückenträger nach Pauli ' s

System , abgesehen von dem Einflusse der Schubkräfte und der entsprechen -

den Wirkung der die Gurte verbindenden Streben .

B. Die Richtungslinien der äusseren Kräfte liegen
in verschiedenen Ebenen oder in einer Ebene , welche nicht

Symmetrieebene des geraden stabförmigen Körpers ist .

119 . — Die elastische Linie ist im Allgemeinen doppelt ge -

krümmt ; wenigstens fällt , wenn sie auch einfach gekrümmt ist , ihre Ebene

im Allgemeinen nicht mit der Kraftebene oder die Biegungsaxe irgend eines

Querschnitts nicht mit der Axe des resultirenden Paares M der äusseren

Kräfte für diesen Querschnitt zusammen . Ist die Axe sowie die Grösse

von Vgegeben , so kommt es darauf an , zunächst die Lage der Bie -

gungsaxe , demnächst den entsprechenden Krümmungsradius GKadius
der ersten Krümmung ) der elastischen Linie und endlich die Spannung o

für einen beliebigen Punkt des betreffenden Querschnitts zu finden .

Letzterer werde bezogen auf seine Hauptaxen CV und C für den

Schwerpunkt 0 ( Fig . 17) , welche in solchem Sinne positiv genommen sein

Sollen , dass die A&e einer im Sinne V stattfin -

denden Drehung nach demjenigen Körpertheile hin

gerichtet ist , dessen System von àusseren Kräften

bei ihrer Versetzung an den Punkt 0 das Kräfte -

bpaar M liefert . OA sei die Axe , welche dieses

Kräftepaar in Beziehung sowohl auf die Lage seiner

„ Ebene , als den Sinn seiner Drehung darstellt ; sie

bpilde mit Cy den Winkel , während 6 der

Winkel zwischen CM und der Biegungsaxe Oh ist .

Die zu Anfange dieses Capitels bis Nr . 41 incl . erörterten Voraus -

setzungen werden auch hier beibehalten , und ist deshalb nach Nr . 41 und

mit Rücksicht auf Fig . 17 in einem beliebigen Punkte des Querschnitts im

Abstande ) von der Biegungsaxe OB :

Ee
An die Stelle der zwei Gleichgewichtsbedingungen sub Nr . 43 treten

aber jetzt die folgenden drei , unter dV ein unendlich kleines Flächenele -

ment 2ter Ordnung des Querschnitts verstanden :

ſoοα νο σ ο] Jod F . ÆνMeos a ; Jod F . M] sin g.
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Aus diesen Gleichungen in Verbindung mit dem obigen Ausdrucke von

0 folgt , wenn mit

Y ſſasd H,; = ſihad IV.
die Trägheitsmomente des Querschnitts für die Hauptaxen COV und C0l be -

zeichnet werden , ausser 20 = 0, entsprechend dem Zusammenfallen der

Biegungsaxe mit der neutralen Axe :

coοο M oοõld Sli

79a 22

1 I

oο·‚οονο οο en ανν
0 σ III 6 23 0 390

120 . Mit G 0 oder U 77 10
gehen diese Formeln über in :

6
5 M Æ＋

„
Vresp . 777

in Uebereinstimmung mit Nr . 43 ; die dem Hauptabschnitte dieses Dapitels

sub A. zu Grunde liegende Voraussetzung , dass die äusseren Kräſte in einer

Ebene liegen , welche den Körper symmetrisch theilt , kann sonach dahin

erweitert werden kann , dass die Kraftebene der Ort des einen oder

des andern der beiden Systeme von Schwerpunktshauptaxen

aller Querschnitte sei .

Ist Y = A, so ist immer auch f = d; in der That hat dann jede durch

0 gezogene Gerade in der Ebene des Querschnitts den Charakter einer

Hauptaxe desselben , und zwar mit dem nämlichen Trägheitsmomente V = V.

Ist VY 4 , so ist V überhaupt das kleinste Trägheitsmoment des Quer -

schnitts für irgend eine Axe , und eine Biegung um C “ als Biegungsaxe

ist mit dem kleinstmöglichen Widerstande verbunden . Nennt man deslialb

0 die Axe der leichtesten Biegung , so kann man sagen :

Wenn die Axe des Paares Municht mit einer Hauptaxe für

den Schwerpunkt des Querschnitts zusammenfällt , so liegt die

betreffende Biegungsaxe zwischen ihr und der Axe der leich -

testen Biegung , und zwar der letzteren um 8o näher , je mehr

) Die Ableitung dieser Gleichungen beruht darauf , dass

5 νdV = o] H⁴d α ονννάαανν .

ist , welche Gleichungen den Schwerpunkt und die Hauptaxen charakterisiren .
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die Hauptträgheitsmomente Vund Z verschieden sind . Hat der

Querschnitt eine sehr längliche Form , so können und so sehr ver —

7
schieden sein , dass 6 nahe = obgleich à nahe S O ist .

121 . — Die grösste Spannung
2 Cοο ͤôS＋ M. ma . - ů⸗

1 .

und die grösste Pressung
0 1.M. na .

2 5

finden in denjenigen Punkten des Umfangs statt , welche von der Bie -

gungsaxe : 200 0
4

auf der einen und der andern Seite am weitesten entfernt sind . Beide Maximal -

werthe “ und 0 “ ändern sich im Allgemeinen von einem zum andern Quer -

schnitte , und zwar nicht nur mit M, sondern , wenn die Richtungslinien der

àAusseren Kräfte in verschiedenen Ebenen liegen , zugleich mit a, in welchem

Falle selbst bei gleichen und gleich gelegenen Querschnitten , d. h. bei pris -

matischer Form des Körpers , die Punkte grösster Spannung und Pressung
in den verschiedenen Querschnitten verschieden liegen und ihre Oerter auf

der Oberfläche des Körpers zwei krumme Linien bilden können .

Wenn die secundären äusseren Kräfte , d. h. die Widerstandskräſte der

Stützpunkte , unabhängig von der Biegung durch die Bestimmungsstücke der

primären äusseren Kräfte ausgedrückt werden können , so lässt sich eins der

letzteren oder eine Dimension des Körpers ohne Weiteres so bestimmen ,

dass die Maximalwerthe von 6“ und 6 “ in irgend einem Quersclmitte höch -

stens = gegebenen Werthen resp . A, werden . Es ist dies der Fall , wenn

der Körper an einem Ende befestigt und übrigens frei , oder wenn er in

zwei Punkten unterstütat ist .

Sin e C05

122 . — Ist z. B. der Querschnitt eine Ellipse mit den Halbaxen

und in CY und C4, , so ist
2

995 ⸗. 5500 0

woraus folgt , dass die Biegungsaxe 05B in den Durchmesser fällt , welcher

dem zur Axe OA senkrechten Durchmesser , d. h. dem Schnitt der Ebene

des Paares J conjugirt ist . Die einander gleichen Maximalwerthe 6“ und

6“, finden in den Endpunkten dieses Schnitts statt und sind :

„

Ist der Querschnitt ein Rechteck mit den Seiten 5 und ç parallel

OV resp . CA , so ist auch

V 002ν ＋ νν .

02

95 S α]
Grashof , Festigkeitslehre .
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källt 2. B. der zu CA senkrechte Schnitt der Ebene des Paares Min eine

Diagonale des Rechtecks , so fällt die Biegungsaxe in die andere . Die Maxi -

malwerthe 0“ und 6“ finden immer in zwei gegenüberliegenden Eekpunkten

statt und sind :
0˙ 6N

7 „‚ ˖RRR CSον .
03 6²⁰⁰

5 *

940
2 ＋ — —

123 . — Der Ausdruck von in Nr. 119 dient zur Bestimmung
00

der elastischen Linie , also auch zur Bestimmung der Reactionen der

Befestigungs - oder Stützpunkte , wenn diese von der Biegung des Stabes ab -

hüngen , insbesondere also wenn der Letatere beiderseits befestigt , oder einer -

seits befestigt und andererseits gestützt , oder ausserdem noch in beliebig

vielen Zwischenpunkten gestützt ist . Der erste dieser drei Füälle kann wie⸗

der als Fundamentalfall betrachtet werden , aus welchem der zweite durch

Specialisirung , der dritte durch Combination abzuleiten ist ; praktische Wich⸗-

tigkeit haben alle diese Fälle nicht , und es möge genügen , das Verfahren

der Behandlung des Fundamentalfalls nur allgemein anzudeéuten .

12⁴. 4B sei der stabförmige Körper von der Länge J, welcher an

peiden Enden so befestigt ist , dass die Tangenten der elastischen Linie in

ihren Endpunkten A4 und 5 gegebene KRichtungen haben , welche mit der

Geraden 4 E sehr kleine Winkel bilden . Mit 4 und B seien zugleich die

ikte an den
der Grösse und Richtung nach zu bestimmenden Widerstane

gleich bezeichneten Stabenden , mit [ A] und [ H] die 81 ) banmnungsmomente der

Endquerschnitte bezeichnet , welche hinsichtlich ihrer 0 und der Lagen

ihrer Ebenen bestimmt werden sollen . Die Art der Belastung sei nur an

die allgemeine Voraussetzung dieses Capitels gebunden ( Fr . 38 ) ; die Ver⸗

Anderlichkeit des Querschnitts wird nur durch die Vorausse tzung beschränkt ,

dass vor der Biegung die Hauptaxen der Schwerpunkte aller Querschnitte

des geraden Stabes in zwei Ebenen liegen , welche in der Axe 45 sich

rechtwinkelig schneiden .

Diese beiden Ebenen und die im Punkte A zu ihrer

4B senkrechte Ebene seien die Coordinatenebenen , 4B die 4 - Axe , A Vo

und AJ , die beiden anderen Axen , worauf die Lage eines bele ren Punk -

tes O der elastischen Linie durch seine betreffenden Coordinaten , / , 20

bezogen wird . Der sehr kleine Winkel , unter welchem die Tangente des

Punktes O der elastischen Linie ( genommen im Sinne der Bewegung eines

die elastische Linie von 4 nach B durchlaufenden Punktes ) gegen die

- Axe geneigt ist , habe in der Ebene XJ die Projection ꝙy, in der Ebene

* Vo die 03eökton ꝙ ; dyV und
58

seien die gegebenen Werthe dieser Win —

kel für O , d. h. im Punkte 4, 6 , und 52 dieselben für L5 d. h. im

Punkte B ; A1 diese Winkel 8 . n positiy oder negativ gesetzt , jenach -

dem sie von dem mit der 4 - Axe gleich gerichteten Schenkel aus gerechnet
nach der Seite der positipven oder negativen Axe 440 resp . AVo liegen .
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Ist nun d % der Coutingenzwinkel der elastischen Linie im Punkte O,
So ist mit sehr kleinem Fehler

dS dæ
—

9 9
und wenn man diese unendlich kleine Verdrehung d % um die Biegungsaxe
des betreffenden Querschnitts in zwei dergleichen um die Hauptaxen CV
und C dieses Querschnitts zerlegt denkt , nämlich ( Fig . 17 ) :

Ua.
d ꝙοπνοσ dοοο. oο C0ο um OV

8 G
und dꝙοινο dοꝙο. Sin5 = uſ½ um 045

so ergiebt sich sofort :

55
PYy dQ ε 00⁸

0
0

＋
Gν

2 dz = Sun B.0
5

6

0

Wäre der Punkt 4 nicht fest , so würde er

vermöge dꝙοιν um die Strecke . d ꝙαν nach der Richtung 20 A,
dꝙf 3 5 58 dꝙ „ v„ VoA

von der Tangenteé des Punktes O sich entfernen ; in der Thiat entfernt sichi

umgekehrt der Punkt C von der Tangente des Punktes A

dν
um . d C0os 6 nach der Richtung 40

une , 8
8

Daraus ergiebt sich :
*
96

2⁰ — ̃ν e= C0οõg5
6

0
*

7ÿ 4 A SIg .
9

In diesen Gleichungen ist nach No . 119 :

coοο M oοs⁸õα Sir Iů sin d⸗
CTFFR . . . 8

und weil für == gegeben ist :

9 % 6ν ] P = fa ; ο 0j 9% 05
so erhält man die 4 Gleichungen :

I VHcos d
6 Sar E. ſ ＋

dæ

0
7

6

4
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ken von I/coͥαε und Main t vorkommenden 4 un -

bekannten Grössen , n ch A, LA und die 2 Winkel , WOdureh die Rich -

tung von A und die Richtung der Ebene von [ A] bestimmt sind , sich fin -

den lassen . Die entsprechenden 4 Unbekannten für das andere Stabende

findet man dann aus den Bedingungen des Gleichgewichts aller äusseren

wWoraus die in den Ausd

Kräfte am ganzen Körper .



DRITTES CAPITEL .

Jusammengesetzte Biegungs - Elasticität und

Festigkeit ,

125 . — Es wird hierunter der Fall verstanden , in welchem die àusse -

ren Kräfte sich für jeden Querschnitt des stabförmigen Kör —

pers durch eine resultirende Kraft Jund durch ein resulti -

rendes Kräftepaar Mersetzen lassen so , dass der Querschnitt

sowohl in seinem Schwerpunkte von der KRichtungslinie der

Kraft P, als auch von der Ebene des Paares Mrechtwinkelig

geschnitten wird . Die Wirkung der in die Ebene des Querschnitts fal -

lenden Kratt ER, von welcher freilich das Kräftepaar im Allgemeinen un -

vermeidlich begleitet ist , wird hier wie im vorigen Capitel ausser Acht ge -

lassen (ef . Nr . 37 ) .
Die Voraussetzung des vorigen Capitels ( Fr . 38 ) , dass die Rich -

tungslinien der äusseren Kräfte die Mittellinie des Körpers

schneiden , muss auch hier beibehalten werden , dagegen darf das Schnei -

den unter beliebigem Winkel , selbst unter dem Winkel ⸗ Null statt -

fünden . Es wird also nur Vorausgesetzt , dass die Richtungslinie jeder

äusseren Kraft mit jeder PTangente der Mittellinie in einer

Ebene liege ; letztere muss deshalb nicht mehr nothwendig eine gerade

Linie , sondern sie darf auch eine ebene Curve sein , sofern nur in diesem

Falle alle äusseren Kräfte in derselben Ebene , nämlich in der Ebene der

einfach gekrümmten Mittellinie liegen .

Die Bezeichnungen : elastische Linie und Biegungsfläche , Bie -

gungsaxe und elastische Fläche haben hier dieselben Bedeutungen wie

im vorigen Capitel ; auch wird hier wie dort im Allgemeinen vorausgesetazt ,

dass die Deformation sehr gering sei der Art , dass alle Tangenten

der elastischen Linie mit den entsprechenden Tangenten der ursprünglichen

NMittellinie Sehr kleine Winkel bilden , sowie auch , dass die materiellen

Querschnitte beständig eben und zur elastischen Linie senk⸗

recht bleiben . ( Cf. Nr . 38 und 40 . )
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A. Gerader stabförmiger Körper .

126 . — Wenn man jede àussere Kraft , deren Richtungslinie nach der

Voraussetzung mit der Axe des Stabes in je einer Ebene liegt , an ihrem in

oder ausserhalb der Axe liegenden Angriffspunkte in je zwei Componenten zer -

legt , wovon die eine die Axe rechtwinkelig schneidet , die andere mit ihr zu -

sammenfällt oder parallel ist , so kann man die Spannung , welche vermöge

des ersten Systems von Kräften in irgend einem Punkte nach der zum Quer -

schnitte senkrechten Richtung hervorgerufen wird , nach dem vorigen Capitel

berechnen , zu welcher dann die vermöge des zweiten Systems von Kräften

in demselben Punkte nach derselben Richtung verursachte Spannung nur al -

gebraisch addirt zu werden braucht , um die resultirende Spannung daselbst

zu erhalten .

Es wird deshalb hier die Untersuchung auf die Voraussetzung beschränkt ,

dass überhaupt nur das zweite System von Kräſten vorhanden sei , und weil

zudem deren Wirkungen , sofern es sich nur um die resultirenden Spannun —

gen handelt , bei Voraussetzung einer sehr geringfügigen Biegung sich wie -

derum nur einfach addiren , so wird die Aufgabe weiter darauf beschränkt ,

dass der Stab nur durch eine einzige Kraft Pangegriffen wird ,

deren Richtungslinie mit seiner vor der Biegung geraden Axe

parallehist , wobei die beiden Fälle zu unterscheiden sind , ob der An -

griffspunkt der Kraft ausserhalb der elastischen Linie oder in der derselben

liegt . Ersterer Fall möge als excentrische Zug - oder Druekbe —

lastung bezeichnét werden ; letzterer , welcher als Grenzfall des ersteren be -

trachtet werden kann , gehört überhaupt nur unter der Voraussetzung hierher ,

dass die Kraft P als Druck wirkt und bei grösserer Länge des Stabes eine

Biegung desselben verursacht , und es hat dann dieser Fall mit Rücksicht

auk die Art des schliesslich herbeigeführten Bruchs den Namen der Zer —

knickungsfestigkeit erhalten .

Von dem Eigengewicht des Stabes darf hier immer abgesehen werden .

I . Excentrische LIug- oder Druckbelastung eines geraden Stabes

von constantem Querschnitte .

127 . — 4 B sei die Mittellinie des Stabes , AX die feste gerade Linie ,

mit welcher sie vor der Belastung zusammenfällt , D der Angriffspunkt der

belastenden Kraft P. Wenn die Mittellinie 4 5 als elastische Linie sich

krümmt , so soll doch die Richtungslinie von JY beständig parallel AX & bleiben

und der Punkt I stèets dieselbe Lage in der durch ihn ursprünglich hin⸗-

durchgehenden Querschnittsebene , insbesondere also auch einen unveränder -

lichen Abstand 5 von dem Schwerpunkte dieses Querschmitts , d. h. von der

Mittellinie 45 behalten .

Wenn der Angriffspunkt Y) nicht in einer der beiden Ebenen H und Hi

läge , welche , in der Axe AX des noch geraden Stabes sich rechtwinkelig
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schneidend , die Schwerpunktshauptaxen aller Querschnitte desselben enthal -

ten , so würde die Biegungsaxe irgend eines Querschnitts nicht mit der Axe

des von der Belastung herrührenden Kräftepaares Mausammenfallen (ef . Nr. 119 ) ,

und wenn zudem die Ausweichungen der Punkte der elastischen Linie aus

der Geraden AX nicht etwa sehr klein im Vergleich mit p wären , 80

würde mit der Axe des Paares J zugleich auch die Biegungsaxe in den

verschiedenen Querschnitten eine merklich verschiedene Lage erhalten , so -

mit die elastische Linie eine Curve von doppelter Krümmung werden können .

Hier wird vorausgesetzt , die Ebene YA & falle , sofern nicht etwa die

Hauptträgheitsmomente V und 2 der Querschnitte ( Nr . 119 ) gleich gross

sind , mit einer der beiden Ebenen V und Hi zusammen , sei also in der

Regel eine Symmetrieebene des Stabes ; dann ist die elastische

Linie eine ebene Curve , und es fällt ihre Ebene , die Biegungs -

ebene , mit der Kraftebene UAX zusammen .

128 . — Wenn man die an den Schwerpunkt 0 eines Querschnitts ver -

setzte Kraft P in zwei Componenten zerlegt , tangential und senkrecht zur

elastischen Linie , so ist , da letztere nach der Voraussetzung einen sehr Klei -

nen Winkel mit AX bildet , die erste Componente mit Vernachlässigung

einer kleinen Grösse der 2ten Ordnung F , die zweite als kleine Grösse der

Iten Ordnung Null zu setzen ; der durch die Vernachlässigung der Schub -

krätte begangene Fehler ist deshalb hier nur dann von gleicher Ordnung

mit demjenigen , welcher bei den Problemen des vorigen Capitels dadurch

begangen wurde , wenn Widerstandskräfte von Stützpunkten vorkommen ,

welche senkrecht gegen die Axe AX gerichtet sind .

Die Kraft P verursacht Spannungen oder Pressungen , welche als gleich -
4

körmig im Querschnitte vertheilt vorausgesetzt werden , also ⁊ 77 gesetzt wer -

den dürfen , unter V den Flächeninhalt des Querschnitts verstanden .

Das Moment M erzeugt Spannungen und Pressungen , welche propor -

tional dem Abstande von der Biegungsaxe wachsen , in welcher Hinsicht

die Resultate sub Nr . 43 ohne Weiteres auf vorliegenden Fall zu übertra -

gen sind à) .
Die resultirenden Spannungen und Pressungen ergeben sich durch alge -

braische Addition derjenigen , welche durch J , und derjenigen , welche durch

bedingt werden ; sie sind am grössten 0“ resp . 0 “ in den Punkten ,

) Der Umstand , dass é nicht Null ist , ändert die Gleichung

— π
8

nicht , wie schon in der Anmerkung zu Nr. 43 bemerkt wurde ; wenigstens nicht mit

derjenigen Aumnäherung , mit welcher es gegen 1 vernachlässigt , also

N 0
τν S2ο (1 80) — Qeeο- —

9
gesetzt wird : cf. Nr. 41.

D
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welche auf der convexen resp . coneaven Seite der elastischen Fläche den

grössten Abstand «“ resp . e “ von der Biegungsaxe haben :

N . ＋ „ NM¹

FFHFCC * R .

unter J das auf die Biegungsaxe bezogene Trägheitsmoment des Querschnitts
8 8 8 *

60 ◻

verstanden , und wobei die oberen oder unteren Zeichen gelten , jenachdem 7“

als Zug oder als Druck wirkt .

Ist J klein , so kann es jedoch der Fall sein , dass alle Spannungen im

Weiteren Sinne von einerlei , nämlich von derjenigen Art ( Spannungen im en

geren Sinne oder Pressungen ) sind , wie solelie durch hervorgerufen wer

den ; dieser Umstand , welcher dadurch charakterisirt werden kann , dass die

der Biegungsaxe parallele neutrale Axe ganz aus dem Querschnitte heraus -

rückt , wird durch einen negativen Werth von “ oder 6 “ angeézeigt .

Aufgabe ist es in jedem Falle , die grössten Werthe von 0und 0 “

zu finden , um alsdann der Forderung entsprechen zu können , dass das

grössere der beiden Verhältnisse

mdds . G. mdidb. C“.

7
und

7

1 sei . Die Maximalwerthe von o “ und 6 “ können im Allgemeinen in zwei

verschiedenen Querschnitten stattfinden , für welche / ein relatives Maximum

ist ; am vortlieilhaftesten ist es aber , Wo möglich eine solche Form des Quer -

schnitts zu wählen , dass in jedem einzelnen

7⁷ Ii

ist , dass mithin auch diese beiden Verliältnisse gleichzeitig 1 und so die

Jug - undedie Druckfestigkeit des Mateèrials in gleichem Grade

verwerthèet werden . Die Bedingung dafür ist :

. I 1N
„ ＋

V ,

insbèsondere für & ν I :

2 2
I

Wobei wieder die oberen oder unteren Zeichen gelten , jenachdem Y als Zug

oder als Druck wirkt .

chbhiegung der elastischen Linie ist sehm Klein

ArSleich mit der Excentricität p der belastenden

Kraft P

129 . — Unter der Durchbiegung der elastischen Linie in irgend einem

Punkte ist die Ausweichung dieses Punktes aus der Geraden A X verstan

den , welche alle materiellen Punkte der elastischen Linie vor der Belastung

enthielt . Ist diese Ausweichung überall sehr klein im Vere

wird dann zunächst vorausgesetzt , der Stab sei am einen Ende 4

DSeSSn — —

eich mit p, und
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1 bekestigt , am anderen frei und hier belastet

4
2

1 ( Fig . 18) , so kann für jeden Querschnitt

N ö 3 5
„4＋ 22

J 8
gesetat werden , so dass auch o“ und o “ in allen Quer -

schnitten gleich gross sind , nämlich :

5

(A◻̊4 50 „
A

73
6 . ( E=A

5 7 „

8 Hb .
Dergleichen excentrische Belastungen müssen mög -

Fis. 18. lichst vermieden werden , weil selbst im Falle , dass
1nur klein im Vergleich mit “ und «“ ist , doch 6“ç für die Z1 6

kür die Druckbelastung wesentlich grösser sein kann , als wenn die Rich -

tungslinie von 7 mit der Axe des Stabes zusammenfällt .

130 . — Hat 2. B. eine excentrisch belasteéte Hängesäule , d .h. ein in
vertiealer Lage oben befestigter und unten durch ein excentrisch angehängtes Ge-
wicht Y belasteter stabförmiger Körper , einen rechteckigen 0 nerschniittmit den Seiten 0 und J (0 parallel den Biegungsaxen ) , so ist

6“ 67 1)„ ö
J E

2. B. miit pß· ··

Dadurch , dass die Richtungslinie von 7 in die Oberfläche der Säule fällt ,
wird also ihre Anstrengung 4mal s0 gross , als bei centrischer Belastung ;

sie würde verdoppelt schon bei Æ

Hat der excentrisch gezogene Stab einen kreisförmigen Querschnitt
mit dem Radius v, wie 2. B. der cylindrische Schaft eines Kettenhakens ,
80 jist :

0* 33 47 1
25

„ „

8 6⁰2. B. mit P r2 . 5 = 2 —12 e
Es ist also wichtig , durch passende Krümmung des Hakens möglichst 5

auf Null zu reduciren .

131 . — Wenn die Kraft P als Druck wirkt , indem sie z. B. eine
lein Schwerkraft und die Säule 45 in verticaler Stellung von Unten her ( bei 4 )
en gèstützt ist , 2o kann der Angriffspunkt Y der Kraft Y am Ende eines Sei -

tenarms C = ο sich befinden , welcher an einer mittleren Stelle Cin den

Abständen A4 C = α und BC = von den Enden mit der Säule 45

verbunden ist , und es kann ausserdem die letztere an ihren Endpunkten
noch von der Seite her gestützt oder auch befestigt sein . ( Fig . 19. ) In einem

solchen Falle giebt es melire Querschnitte , für welche Jein Maximum ist :

jedenfalls die beiden Querschnitte unmittelbar ober - und unterhalb der Ver -

bindungsstelle Czwischen Säule und Seitenarm , event , ausserdem die Quer -
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schnitte an den Enden 4 und B , sofern daselbst nicht einfache Stützung ,

sondern Befestigung stattfindet .

Nimmt man 4 V in der Biegungsebene senkrecht zu der in Nr . 127

bezeichneten Axe AX und zwar positiv nach der Richtung CV , so seien

4und B die Widerstandskräfte bei 4 und B, positiy oder negatiy , jenach -

dem sie die Richtung VA oder A4M haben ,

A] und [ ] die Spannungsmomente der Querschnitte 4 und B,

[ Ci] und [Ci] die Spannungsmomente der Querschmitte unmittelbar ober —

und unterhalb C, welche Momente positiv oder negativ gesetzt wer

den , jenachdem die elastische Linie an den betreffenden Stellen nach der

Richtung VAoder A concav gekrümmt ist .

Kennt man die Spannungsmomente [ Ci] , [ Ci ] und , sokern sie nicht

Null sind , A] und [ ] , so findet man die entsprechenden 2 resp . 3 oder

4relativen Maxima von o“ und 0 “ nach den Formeln sub Nr . 128 . Welche

von diesen Werthen die absolut grössten , mithin massgebenden sind , hängt

ab von dem Verhbältnisse : bund von der verhältnissmässigen Grösse der

zionen des Stabes . In den
Excentricität Y, verglichen mit den Querdimer

folgenden Paragraphen sind nur jene relativ grössten Spannungsmomente an -

gegeben , woraus die weiteren Folgerungen in jedem gegebenen besonderen

Falle leicht gezogen werden .

Jedenfalls ist A negativ , B positiv und

=IUCνν

Bei Cfindet eine plötzliche Aenderung der Krümmung der elastischen

Linie statt , entsprechend einer Stetigkeitsunterbrechung 31er Ordnung ihrer

Ordinate /

N
5 5

132 . — Die excentrisch belastete Säule 45

255, ist oben und unten gestützt : Fig . 19. Hier ist :

EAE

24
— — 5

0ιε ε αν

[C41 Æ C01 Pο —— ＋7 Py .

133 . — Die excentrisch belastete Säule 4B ist unten ( bei A)

nach der Richtung 45 befestigt , oben gestützt . Hier ist nur

0

Ist ) der Winkel , unter welchem die elastische Linie bei C gegen die

„ Axe geneigt ist , J die Ausweichung des Punktes C aus der Axe nach

Von



—
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der Richtung IA (ef . Fig . 19 die punktirten Linien ) , so kann man nach

den Formeln für 4 und [ BI sub Nr . 61 , indem man darin

8 0
P2 99 — 1

setzt , A und [ Ci] durch 5 und d ausdrücken ; desgl . auch B und [ Ci] nach
den Formeln für 5 und [ A] sub Nr . 71 , wenn man darin

5 6

setzt . Die Relationen

A ＋ B O und [ICII [ Cif F
liefern dann 2 Gleichungen zur Berechnung von 5 und d, und die Substitu -
tion ihrer Werthe giebt :

3 ( à ＋ 20 )
27⁵ 2

340 ( 4 ＋ 25
[ C1 Q

133 PyY

8 2 48 ＋3420 ＋2053
[ Cil⸗ = — 8

Endlich ist :

42 ＋ 20 ( αe . H
AlBl P⁰ 8

Ebenso wie im vorigen Falle sub Nr . 132 ist auch hier immer [ Ci ]
positiv , [ Ci] negativ , d. h. es findet bei Cein Wechsel im Sinne der Krüm -

mung statt . Das Spannungsmoment [ A] ist positiv oder negativ , jenachdem
0

55

ist ; letzteren Falls ist der Absolutwerth von [ A] stets kleiner , als derjenige
von CIl und es sind deshalb dann die Maximalwerthe von 6“/ und 6 “ nur
in den Querschnitten unmittelbar ober - und unterhalb Czu suchen .

— — 1＋ J5 ᷣ0,732

134 . — Die excentrisch belastete Säule ist an beiden Enden

Aund BB nach den Richtungen 45üresp . BAbefestigt . Haben

„ und ꝙ die in der vorigen Nr . erklärten Bedeutungen , so lassen sich 4

und [ Ci] wie dort durch ) und d ausdrücken vermittels der Formeln für 4

und [ ] sub Fr . 61 ; dieselben Formeln liefern aber hier auch die Ausdrücke

von 5 und [ CI] durch ) und ò, und zwar mit den Substitutionen :

0 0

Die Einführung der aus den Gleichungen

A＋B Oj lCil = C = Æ
entwickelten Werthe von / und d giebt dann :

5 6 4
Bů 15
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4 ( d α Aτ 4 0²
Pp

B⁰A
[ CI⸗

5 Py .

Endlich ist :
26

EI =lLC %ε Bο
2

Pb

5 2 0

AY=ICil Aa —— PV .
7

[ Ci ] ist immer positiy , [ Ci] immer negativ ; ein positiver Wertl von [ B]

ist stets =[ Ci ] , ein negativer Werth von [ A] absolut genommen — Cil

Die Maximalwerthe von 6“ und 6 “ sind also , wenn 4 2 “ ist , auf keinen

Fall im Querschnitte bei P5, und wenn „ 2 % ist , auf keinen Fall im Quer

schnitte bei A4 zu suchen .

h. bie Durchbiegung der elastischen Linie ist nicht sehr

Klein im Vergleich mit der Excentricität p der

helastenden Kraft P .

135 . Der Stab 4B sei bei 4 befestigt , übrigens frei und

am freien Ende B belastet . Ist dann die Ausweichung F dieses End

punktes 5 der elastischen Linie aus der Geraden N nicht gegen die Ex K

centricität B = ν des Angriffspunktes I au vernach -

4 lissigen , so verhalten sich die beiden durch Fig . 18

7 dargestellten Fälle Wesentlich verschieden : siehee Fig . 20 .

‚ 4 Wirkt Pals Zug , so findet eine solche Biegung

statt , dass M von 5 nach A abnimmt ; der grösste

und deshalb massgebende Werth von im Quer —

schnitte bei B ist aber ebenso gross , als ob 7 ver

33
schwindend klein wäre , nämlich Ip , sofern der Un

3
schied zwischen P und seiner Prajection auf 4 V als

4 eine im Vergleich mit 5 kleine Grösse 2ter Ordnung

4
Vvernachlässigt wird . Mit Solcher Annäherung sind also

Fig. 20. auch die Maximalwerthe von 0 und 0“ den in Nr . 129

ingeführten gleich .

136 . — Wirkt aber Fals Druck , so nimmt M von B nach A zu,

und es ist hier
mah . NL ( ο α .

ein Ausdruck , dessen Werthbestimmung die Kenntniss der Gleichung der
8

elastischen Linie erfordert . Aus der Momentengleichung :

ο I
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U

oder mit der üblichen und in den Fällen der Praxis meistens zulässigen

6 Näherung : “
13 4

4 4 1 Uοοο

findet man aber durch Integration mit Rücksicht darauf , dass

5
5 0

den Bedingungen der Aufgabe gemäss zusammengehörige Werthe sind :

U „ ( VP νυ
—j — 608 4*

55 5

daraus mit :

— = cos ( * 4 oder 3 „
E＋J, 7 5

C08 ( J
15. 7

kolglich auch

eht Sehr
888 —

. — 55 *◻
J0e(C08 200

als Gleichung der elastischen Linie . Die Substitution von

266 —87b — — .

Ma .
NI * 5

J . cos ( V
5 5 73 535 8 1
Mddb. C

* 5 75
2

NJ . eos 7 —

0
f

II . Lerknickungsfestigkeit .

n. Gerader Stah von coustantem Ouersehnitte .

137 . — Wenn ein gerader Stab 45B am Ende Abefestigt ist
und am anderen , freien Ende durch eine genau im Endpunkte
5B der geraden Mittellinie 45 angreifende und nach 54 ge -
richtete Kraft YUgedrückt wird (2. B. vertical stehend und oben durch
ein Gewicht belastet ) , so ist zwar an und für sich kein Grund vorhanden ,
weshalb der Stab eine andere Deformation , als eine blosse Zusammendrückung
bei gerade bleibender Mittellinie erfahren sollte ; allein es kann bei verhält⸗
nissmässig grosser Länge des Stabes und starker Belastung jener Gleichge -

——
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710 A7 A 51 0 1* ler 361 A8 8 3 „ 1 4 7 „Iio .
Wichtszustand ein der Art labiler sein , dass durch den geringsten zufälligen

Urnstand , z. B. durch einen zufälligen Seitendruck oder wegen mangelhafter

Homogenität des Materials eine bleibende Biegung eintritt , wodurch neue

Spannungen und Pressungen verursacht werden , die mit den im Querschnitte
7

gleichförmig vertheilten Pressungen =
7

sich combiniren .

Ein solcher Gleichgewichtszustand bei gekrümmter Mittellinie und unter

der Voraussetzung einer auch bei der Biegung constant bleibenden Richtung

der Kraft kann als Grenzfall des in Nr . 136 besprochenen Falles betrachtet

werden , entsprechend dem Uebergange von 7 in die Grenze Null , während

Feine endliche Grösse behält . Indem aber damit

1 „

1
3

lim .
8 G07 als0 cos

05 * 2000 — 0

6058 1 5

0

wird , erhielte man
0 1 0 1

4 7 3 9. N 8 0
RA 5 6 70 P ; ma . 0

6 10 55

also unbestimmte Werthe , woraus man schliesst , dass , wenn die Verhältnisse

der Art sind , um das Gleichgewicht bei gekrümmter Mlittellinie Überhaupt

möglich zu machen , dasselbe bei jedem Werthe von „stattfinden könne ,

80 dass man keinerlei Sicherheit dafür haben würde , dass die Biegung und

die entsprechenden Spannungen nicht so gross werden , um den Bruch des

Stabes durch Zerknickung herbeizuführen . Man folgert also weiter , dass ,

um jene Gefahr zu vermeiden , P jedenfalls kleiner genommen werden miisse ,

als der kleinste Werth , bei welchem eine noch so kleine Biegung überhaupt

5
6058 0 VSO) — 0

werden kann ; dieser Werth ist

bestehen , d. h. wodurch

3 75 24

und wird sonach als diejenige Kraft betrachtet , durch welche der Stab zwar

nicht nothwendig zerknickt werden muss , aber doch bei der geringsten Zu—

fülligkeit zerknickt werden kann 1

Natürlich ist im Allgemeinen anzunehmen , dass die Biegung in dem

Sinne eintritt , für welchen der Widerstand dagegen am kleinsten ist ; be -

deutet also hier das kKleinste Trägheitsmoment des Querschnitts für irgend

eine Biegungsaxe .

—

138 . — Der Bedingung : c0os 7 * I 0 0 kann auch genügt wer -
5

7¹² H 7¹² 7¹2² H

2 3j 5
15 8 *3 ( 21＋ 1) ² 7²

den durch :

) Eine strengere Prüfung dieser Schlussfolgerungen enthält Nr. 142 —144 .

***
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entsprechend dem Umstande , dass die elastische Linie ( Fig . 21 ) ,
6 deren Gleichung nach Nr . 136

5

0
1 — C0Os V0

ist , bis zu irgend einem der unendlich vielen Punkte

E*V B . reicht , für welche / = ist ebenso wie für den Punkt B.
— Ist freilich der Stab am belasteten Ende frei , so ist der Ein -

5
tritt einer solchen weniger einfachen und eine grössere Kraft

erkordernden Biegung nicht anzunehmen ; dagegen führt diese

Betrachtung zu dem Ausdrucke für die Bruchbelastung P bei
einer anderen Art der Stützung oder Befestigung der Stab -

18. 21.
enden : Nr . 140 .

139 . — Befinden sich die Stabenden unter solchen Verhältnissen , dass
die elastische Linie mit beiden Endpunkten in der Richtungs -
linie von P bleiben muss , jedoch ungehindert ihre Neigung ge⸗
gen dieselbe ändern kann (32. B. eine Schubstange , an beiden Enden
um Zapfen drehbar ) , so verhält sich jede Hälfte des Stabes gerade so wie
der ganze Stab im Falle sub Nr . 137 , und es kann also , wenn mit ( immer
die ganze Länge des Stabes bezeichnet wird , die Zerknickung erfolgen durch
die Kraft :

5 „—
I 2

6

140 . — Ist die elastische Linie genöthigt , nicht nur mit ihren

Endpunkten in der Richtungslinie von P zu bleiben , sondern
auch von dieser daselbst berührt zu werden (2. B. eine Säule ,
welche beiderseits befestigt oder auch nur flach abgeschnitten und gegen
entsprechende ebene Flächen gestützt ist ) , so stimmt bei der einfachst mög -
lichen Biegungsweise die elastische Linie überein mit den unteren /½ der
Curve 4 52 ( Fig . 21 ) , und es jist also die Kraft , wodurch der Stab zerknickt
werden kann :

7¹² A LN
3. — 25—＋ 5N 47¹. —Q

( 4⁰

141 . — Endlich kann es noch der Fall sein , dass der Stab am einen
Ende sich wie sub Nr . 139 , am anderen wie sub Nr . 140 verhält , dass
also die elastische Linie genöthigt ist , mit beiden Endpunkten in der

Kichtungslinie von P zu bleiben und zugleich im einen End -

punkte 4 von ihr berührt zu werden , während am andeèeren
Ende 5 eine ungehinderte Neigungsänderung stattfinden kann .
Die einfachste , also wahrscheinlichste und gefährlichste Biegung für diesen
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*
Fall zeigt Fig . 22 ; sie ist , weil ausserhalb AX ein dureli

J =O charakteérisirter Inflexionspunkt Cliegen muss , nur
J.

3 dadurch möglich , dass das Stabende 5 durch eine Führung

in AX zu bleiben gezwungen wird . Dadurch wird ein ge -
wisser Seitendruck v der Führung als mitbestimmend auf die

Werthe von M für die verschiedenen Querschnitte des Stabes

eingeführt , welcher sonach an die Stelle der Unbekannten /

in dem Fundamentalfalle sub Nr . 137 und den daraus abge -

leiteten Füällen tritt und , ebenso wie dort / , nur mit Hülfe der

J elastischen Linie , wenn überhaupt , bestimmt werden kann .

Der Differentialgleichung der elastischen Linie :
Fig. 22.

entspricht das Integral :

33

5 = A. sin ( VV ＋ B . cos ( V 55 57 ( ( = )

und zur Bestimmung der Constanten 4 , B sowie der Unbekannten ) sind

den Bedingungen der Aufgabe gemüss die zusammengehörigen Werthe :

49
„„

gegeben ; es zeigt sich aber , dass die 3 dadurch gelieferten Gleichungen nur

die Verhältnisse , nicht die Absolutwerthe von A4, 5 und bestimmen , wäh

rend die Möglichkeit des Zusammenbestehens dieser Gleichungen , somit die

Möglichkeit der Biegung überhaupt an die Bedingung :

3
9— VI .0 0 17

geknüpft ist . Analog der Schlussfolgerung in Nr . 137 ist daraus zu schliessen ,
dass der kleinste Werth von J , welcher dieser Bedingungsgleichung ent

spricht , nämlich

HA N
P 20,19 2046 1 7

die Zerknickung des Stabes herbeiführen kann .

142 . — Die auffallenden Resultate der letzten Nummern , welche darauf

anstattberuhen , dass der Krümmungsradius der elastischen Linie 1 :4 8

—497N

K4YUν·

gesetat wurde , erfordern eine nähere Prüfung . Es werde dabei der Fun -

damentalfall des einerseits befestigten , anderseits freien und am
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freien Ende B belasteten Stabes vorausgesetzt : Fig . 23 . Ent⸗

sbrechend dem vollständigen Ausdrucke :

＋
ö

3
88 80)

0
der Ausdehnung e im Abstande ) von der Biegungsaxe eines

Querschnitts (el. Nr. 128 , Anmerkung ) werde dabei die Momen -

tengleichung in der vervollständigten Form :

E4 UA＋e 8

zu Grunde gelegt , dabei aber 2 , was streng genommen von

4 B nach A4 etwas wächst , als eine Constante behandelt :
3 2

Fig. 23.

Mit der kürzeren Bezeichnung :
2

LE ( IJ＋ eo)

ferner bei Einführung der Veränderlichen 2, welche zu / in der Bezie -

hung steht :
5

, ͤ e ,
2 •8= ee , we e

lässt obige Momentengleichung sich schreiben :

4α

dα

und sie liefert durch eine erste Integration , deren Constanteé durchi

— — 2 2

02

beéstimmt ist :

CA. 17 G 0

oder
2

17 e

9 G .
d² 22

VIOEIEöe
Die zweite Integration kann mit Hülfe einer Reihenentwickelung ausge -

deNν Pd̃ν—e2 ) ei 5 ichbare , j 5führt werden , indem 42 ( 72 —22) eine mit
55 (250 vergleichbare , jeden

falls kleine Grösse ist ; setzt man

2 74 9. 4 6553 2ů0,
Grashof , Festigkeitslehre . 8
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80 wird :

4³U R „„5

4

2 4 3 05 1 . 3 ½½
⏑ ((‚(˖1 4 ) - U 1I 2416 “ 4

24 Vaιν I 2 8 24 24 15

3 4¹
( IÆενενν 6¹¹² 93

24 475 2 —

3 5

Wi ee

Durch Ausführung der Integration , wobei alle einzelnen Integrale auf

das bekannte

d
a 77 16—

zurüickgeführt werden können , und wobei die Constanté durch

„ % bĩÄ0
bestimmt ist , ergiebt sich als Gleichung der elastischen Linie , wenn

schliesslich für 7 sein Werth wieder eingeführt wird :

71²

23 00 ＋ 85 6 6² ( 5½ — 22 ＋ 9 4² 72¶⸗•
1 3 222 7

E1 .,ν ＋ 55 5νε⁰ εͤare cοο

Ist insbesondere 1 die Abseisse des Punktes B, d. h. die Projection

der elastischen Linie auf die &- Axe , so ist ( mit 3 = ) :
3 5

2 = ( 2 .
7

143 . — Die Gleichung der elastischen Linie ist an und für sich ohne

Interesse für den vorliegenden Zweck ; worauf es ankommt , ist die Be—

ziehung zwischen 4, 7 und der Länge des Stabes , zunächst also die Bezie -

hung zwischen 4, 7 und der Bogenlänge 4 = si der elastischen Linie .

Wegen
FCN

2 0
US d 3 ＋8800 S dν V. 15 8 —35

A da
3

2
ist aber nach Nr . 142 :

2＋
f1

— dem früheren Ausdrucke von du , nur mit dem Unterschiede , dass hier

˙
8
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ist . Mit dieser Modification hat also auch si1 denselben Ausdruck wie oben 415
d. h. es ist :

und indem endlich si zu der Länge des Stabes in der Be -

ziehung steht : ((1 500%
8⁰ erhältilt man bei Einsetzung 405 Werthes von à :

E2 P 7 3N2 25 07 27 0 E 8
Die schnelle Converganz der Reihe ist daraus zu beurtheilen , dass

15LVCI＋
ist , unter o den Krümmungsr 90 der Linie im Punkte A ver -
standen .

14 . — Bei Vernachlässigung des sehr kleinen Bruchs éæ gegen 1 l(er ist
im Allgemeinen

1
erhält man :

8 1 2 55V 2 D4 6 0 104. ＋4
Lässt man bis Null abnehmen , so ist in der Grenze :

772 H. J

und es war also richtig , diese Kraftgrösse in Nr . 137 als die kleinste

zu bezeichnen , bei welcher eine Biegung des Stabes überhaupt

möglich zu werden anfängt ; dagegen ist die Unbestimmtheit der Durch -

biegung 7 durch die genauere Analyse beseitigt worden , indem vielmehr

Fstéetig zunimmt , wenn Püber jene Grenze Eshinaus wächst .
In den praktischen Anwendungen sind freilich die Verhältnisse meistens

von solcher Art , dass nur wenig VJo zu sein braucht , um eine unzu -

lässige , nämlich solche Grösse der Durchbiegung F zu bewirken , welche eine

übermässige Anstrengung oder gar die Zerknickung des Stabes zur Folge
haben würde . In der That ist mit

2 —3

IFii : οσεεσ νif D
iꝛ;

ist also 77 ν 1642 , z. B. bei rechteckigem Querschnitte mit der Seite /. in

4
der Biegungsebene : 7½ Ji2, oder bei kreisförmigem Querschnitte mit dem

Durchmesser d : /% S dla, ist also Überhaupt ＋ nicht wesentlich grösser , als
die Dicke des Stabes , was in den praktischen Anwendungen der gewöhn⸗
liche Fall ist , so darf schon das zweite Glied der Reihe mit demselben
Rechte vernachlässigt werden , mit welchem so, d. h. höchstens etwa 0,001
gegen 1 vernachlässigt wird , so dass man mit dieser Annäherung dann doch
wieder auf die Kraftgrösse

8 *
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für jeden zulässigen Werth von zurückkommen , mithin ein praktisches

Bedürfniss zur Correction der Resultate sub Nr . 137 —141 nicht vorliegen würde .

Nur wenn Fwesentlich grösser Werden kann , als die Dicke

des Stabes , ist eine Correction nöthig ; wenn man dabei nur das zweite

Glied der Reihe berücksichtigt und in diesem zudem für 7 den ersten Nä -

herungswerth Po setzt , 8o erhält man als zweite Nälhierung :

7¹²⁰7
„ „ 5 „ * * . . .

für den Fall sub Nr . 137 , also

23
E4J 7 7¹² 7

833

kür den Fall sub Nr . 139 , unter F im letzteren Falle die Pfeihöhe des gan —

zen von der elastischen Linie gebildeten Bogens verstanden .

145 . — Dem Vorhergehenden zufolge vermag auch die genaueste Ana -

lyse nicht zu hindern , dass die sogen . Zerknickungsfestigkeit eine schwache

Seite der praktischen Festigkeitslehre ist ; man muss darauf verzichten , der

in Fr . 5 bezeichneten allgemeinen Hauptaufgabe entsprechend hier die Ver —

hältnisse s0 zu wählen , dass die Maximalwerthe von o“ und 6“‘ durch die

Biegung des Stabes gegebenen Werthen „ und J , gleich werden , weil dann

erung von P oder Joder eine sehr geringeeine àusserst geringe Vergröss

Verkleinerung der Stabdicke schon hinreichen würde , um mit / zugleich G.

und 6 “ bis zur Gefahr der Lerknickung zu steigern . Es bleibt nur übrig ,

die Verhältnisse so zu wählen , dass erst durch das fache der gegebenen

Kraft JY die theoretische Möglichkeit irgend einer Biegung eintreten und da -

mit die Gefahr der Zerknickung nahe rücken würde ; die Wahl des Sicher -

heitscoefficienten u ist dabei ganz der Willkür anheingegeben , indem er le -

diglich zufälligen oder einer rationellen Berücksichtigung sich entziehenden

Umständen Rechnung zu tragen hat , insbesondere einer etwaigen Abweichung

des Angriffspunktes und der Richtung der Kraft “ von der vorausgesetzten

Lage und Richtung , einer etwa mangelhaften Homogenität des Materials ,

zufälligen Seitenkräften oder Erschütterungen ete .

146 . — Wenn die Kraft P , welche nach der Theorie die Biegung des

Stabes ermöglichen würde , grösser ist , als die einfache Druckfestigkeit

IIV , so schliesst man , dass thatsächlich die Biegung und die Zerknickung

in Folge derselben nicht eintreten könne , weil zuvor schon der Stab durch

gleichförmige Compression zerdrückt wäre . Der Grenze zwischen beiden

Füllen , d. h. dem Uebergange von der einfachen Druek - zur Zer —

kKniekungsfestigkeit entspricht ein gewisses Verhältniss der Länge zur

Dicke des Stabes , welches vom Material , von der Form des Querschnitts und

von der Art der Stützung resp . Befestigung des Stabes abhängt , indem es

bestimmt ist durch die Gleichung :
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worin für die in Nr . 137 —141 besprochenen Fälle

72 2 2 2
m

Æ
712 ; 2,046 712 ; 4712

zu setzen ist . Mit Vis folgt daraus :

U 7

3
— 77² 7 0

insbesondere für den Fundamentalfall sub Nr . 137 :

„ *

in den übrigen Fällen aber im Verhältnisse

133 * 2233˙6

grösser . Mit den in der Tabelle sub Nr . 14 angegebenen Mittelwerthen

von /½ und K “ ergiebt sich danach im Fundamentalfalle jenes Grenz -

verhältniss

für Holz , Gusseisen , Schmiedeeisen

5 38,kKK ; 37555 .

Ist 2. B. der Querschnitt ein Rechteck , I dessen zur Biegungsaxe senk -
2

rechte Seite Dicke des Stabes ) , so ist 22 =
12⁵

also :
2

7 6,79 52 10,84 ;

„„
ist er ein Kreis mit dem Durchmesser ch so ist à2 16⁵ also :

5
5,88 ; 4,53 ; 9,39 .

147 . — Wenn man nun einen Stab auf einfache Druckfestigkeit oder

5
auf Zerknickungsfestigkeit berechnet , jenachdem 5

kleiner oder grösser , als

jenes in voriger Nr . ermittelte Grenzverhältniss ist , so ist dies immerhin doch
nur als ein Nothbehelf zu betrachten , weil es erfahrungsmässig nicht eine

bestimmte Lünge Jgiebt , von welcher an die Bruchbelastung eines Stabes

plötzlich abhängig von /zu werden anfinge , während sie bis dahin unab -

hängig von ( gewesen wäre . In der That findet man die Bruchbelastung ““

stetig abnehmend , wenn das Verhältniss = von Null an wächst , frei⸗

3
lich so , dass für = 0 auch

7
ist . Diesem Verhalten würde es besser

entsprechen , wenn die Bruchbelastung Y für alle Werthe von à durch di e-
selbe ( empirische ) Function ausgedrückt würde , welche so beschaffen sein

5455
müsste , dass sie immer kleiner , als &“ I , und als n 3 ist , dass sie sich

ferner diesen Werthen als Grenzen nähert , wenn
1

ohne Ende ab - resp .
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4
zunimmt , und dass zugleich 4½

ist Eine solche

Function ist :

LJ
KF . 5

„6
5 1² LKH . mie m I H

„„
I

KI m
2 2

* 1n
In

oder

wenn = ½ und das in Nr . 146 bestimmte Grenzverhältniss = d ge—
75

setzt wird .

Nach dieser empirischen Formel wäre für = an die Bruchbelastung “

4 *
schon auf

2
K“ In herabgesunken ; auch würde

1 : 4 : 4 . 2,046 : 16

nicht das Verhältniss der Bruchbelastungen des

genannten 4 Fälle , sondern vielmehr das Verhältniss derjenigen Werthe von

²
„ Vsein, welchen bei einerlei Material und Querschnitt A derselbe Werth
25

elben Stabes für die mehr -

von P in jenen 4 Fällen entspricht .

148 . — Versuche über die Zerknickungsfestigkeit , welche bei

it sind , hat vor -den Mängeln der Theorie hier von besonderer Wichtigk8 8
führt mit Stäben von

Gusseisen , Schmiedeeisen und Holz . Die Hauptresultate dieser Versuche ,

auf das Centimeéter als Längen - und das Kilogramm als Gewichtseinheit re —

ducirt , hat Hodgkinson für die beiden Fälle , dass die Stabenden entweder

zugeschärft und beweglich ( 2 ter Fall ) oder dass sie eben abgeschnitten

und unbeweglich sind ( Ater Fall ) , in den folgenden empirischen Formeln

zugsweise Hodgkinson in ausgedehntem Masse ausg

zusammengefasst , wobei sich

Nr . 1 auf eine massive cylindrische Säule aus Gusseisen ,
JIv 0Nur 2ͤ „ „ hohle 3 5 5

Nr . 3 „ „ massive 95 5 „ Schmiedeeisen ,

Nr . 4 „ „ quacdratische Säule aus Eichenholz ,

N „ 5 5 5 „ Fichtenholz

bezieht , und wobei ferner

P das zerknickende Gewicht ,
die Länge der Säule ,
dden Durchmesser , beziehungsweise den àusseren Durchmesser der

massiven resp . hohlen cylindrischen Säule ,

di den inneren Durchmesser der hohlen Säule ,
die Seite des quadratischen Querschnitts
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bedeutet . Endlich gelten die Formeln für den 2 ten Fall nur unter der Vor —

aussetzung , dass

5

5
77

— 15,

4. für den Aten Fall nur unter der Voraussetzung , dass

Jresp . 4
30

ist .

Nr . Ater Fall . Ater Fall .

151625
03,76

7
613. 55

151625
U17

P 546548
ii

15,76 — C13¼76 3,55
2. P = 132201 1 „ 548775

25

(J3,76
f E =1214038

77. 5 A44614184 7 .

4. ö
248338

½

4

5. 5 177125

Für den Fall des einerseits zugeschärften , anderseits eben abgeschnittenen

Stabendes ( 3ter Fall , vorausgesetzt , dass durch geeignete Mittel beide End -

punkte der elastisclien Linie in der Richtungslinie des belastenden Drucks

erhalten werden ) wurde die Bruchbelastung ungefähr = dem arithmetischen

Mittel derer für den 2ten und Aten Fall unter sonst gleichen Umständen ge -

funden . Für solche Fälle endlich , in denen JJresp . 4 kleiner , als 15 im

2ten resp . 30 im Aten Falle , immerhin aber noch ziemlich gross ist , giebt

Hodgkinson die empirische Formel :
⏑ 85

3

— KIn 4. 1
7

in welcher Li den betreffenden Werth nach obiger Tabelle bedeutet “ ) .

*) Folgende Beispiele mögen zur Vergleichung der Hodgkinson ' schen mit den

in den vorhergehenden Nummern angeführten Formeln dienen . Es ist dabei mit

1) das Resultat nach Hodgkinson ,
m EF.

„ der Formel =
8 . 1

Cr . 147) ,

3) „ „ .
bezeichnet , und zwar sind die Werthe sub 2) und 3) auf Grund der in No. 14 angegebe -

nen mittleren Constanten E und K für Hola , Gusseisen und Schmiedeeisen berechnet .

A. Quadratischer Stab von Holz ; die Werthe sub 1) mit dem mittleren Coefficienten
248338 177125

—
2

berechnet . Werthe von 72
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149 . — Eine schmiedeeiserne Schubstange von der
kreisförmigem Querschnitte habe den Druck Pvon dem einen zum anderen
der an den Enden von ihr umfassten Zapfen zu übertragen . Soll ihre Dicke 4
so bestimmt werden , dass sie voraussichtlich erst durch den nfachen Druck 25 zer -
knickt werden würde , so kann nach Nr. 147 gesetzt werden :

1 „,
5

* ILT
7²

33
3
K “F＋ H2

7²

U
für —

C
1)
2)
3)

5 35 5B. Cylindrischer stab von Gusseisen bei = ben Durchm. Werthe von 25
2 ter Fall . Kier Fall⸗

für — 15 20 25 30 40 500
1 1288 790 540
2) 1578 1005 685
30 5 2155 11 775

; 25C. Cylindrischer stab von Schmiedeeisen bei d = 6en Durchm . Werthe von 71
2Fall⸗ 141 Fall .

für — 15 20 25 30 40 500
3510 18974 128854 2289
1673 1287 1677 U

3) 2422 1550 .
0 1 8 5Gei dem schmiedeeisernen Stabe ist für = 15 im 2ben resp . 30 im 4ten Falle

Enoch m = ui und deshalb die Formel PÆ in 2 ohne Bedeutung . )
Die Werthe sub 3) sind hiernach immer zu gross . Die Werthe sub 2) stimmenziemlich gut mit denen sub 1) bei den Stäben von Holz und Gusseisen ; sind auch siefür den 4½n Fall im Allgemeinen noch etwas zu gross , so hat dies zum Theil vielleichtdarin seinen Grund , dass die charakteristischen Bedingungen des 4ten Fall

suchen von Hodgkinson nicht vollkommen erfüllt wurden .
Bei dem schmiedeeisernen Stabe freilich sind im 2 ten Falle die Werthe sub 2) wesent ,lich kleiner , als die nach der Hodgkinson ' schen Formel berechneten ; indessen dürften dieletzteren kaum grosses Vertrauen verdienen , weil sie ein Schmiedeeisen von ganz abnorm

grosser Druckfestigkeit voraussetzen würden . Mit dem Mittelwerthe —. N 00 wäre selbst

es bei den Ver -

38 U 2 5für ein verschwindend Kleines
7738 also für reine Druckfestigkeit nur 7 * 2749 und für1 0

12 nach Angaben von Navier nur 8/8 80 gross , also hier 1718 . Ohne specielle
Kenntniss der Constanten E und K für diejenigen Materialien , mit denen Hodgkinsonexperimentirt hat , ist eine sichere Ve rgleichung überhaupt nicht möglich .

r Länge mit
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Woraus , wenn in runder Zahl 10 für u2 gesetzt wird ,

32nP 5 E d
1¹ 8 ( SK . 4)⁴

sich ergiebt . Zum Zweck einer einfachen Constructionsregel ist es aber Vorzu -

ziehen , dieses d in Verhältniss 2u setzen zum Durchmesser ꝙ der von den Schub -

stangenköpfen umfassten , gleichfalls schmiedeeisernen Zapfen , welche als einfach

und einerseits angeheftet , anderseits frei hervorstehend hierbei vorausgesetzt

werden ; ist dann J die Zapfenläuge und K der sogenannte Coefficient der Bruch -

festigkeit , d. h. diejenige Maximalspannung , bei welcher der Zapfen abbrechen

Würde , falls die Elasticitätsgesetze bis zum Bruche gültig blieben , so ist für

ut fache Sicherheit (of. Nr. 52 ) :
1 05 16N¹ο 1

. 2 395 daraus 901 3

Durch Division der Gleichungen für dt und 9“ folgt mit 15 am und wenn
5

2000000 ; K 4000 ; K“ 3125⁵; ＋＋

gesetat wird :
4 4²
— 5 * 55
5 0,1 Ven 0 400 40 4

(J)

und mit dem vorläufigen Durchschnittswerthe ＋7 20 :
01 —

d
8 1

— 0 , 1 5 ——
5 5 Vun 5

Eine Formel von solcher Form hat Redtenbacher mit den Abmessungen

gut ausgeführter Schubstangen verglichen und daraus die Regel :

400259 *0 0

abgeleitet ; ihr würde m 2,29 d. b. eine 2,29 Mal so grosse Sicherheit der Schub -

stange gegen Zerknickung , als des Zapfens gegen Bruch entsprechen , abgesehen

von der üblichen Verjüngung der Stange nach den Enden hin , wodurch ihre

überwiegende Sicherheit etwas vermindert wird , indem dann d ihren grössten

Durchmesser in der Mitte bedeutet .

Die Redtenbacher ' sche Formel lässt sich schliesslich verbessern , indem

man den ihr entsprechenden Werth von d als ersten Näherungswerth auf der

rechten Seite von Gl. ( 1) Zzusammen mit m 2,29 substituirt ; dadurch wird :

5 — 00 „/Y0 0 0

5
Für

*
20 stimmt diese Formel natürlich mit der Redtenbacher ' schen

überein , bei abweichenden Verhältnissen aber trägt sie diesen Abweichungen in

angemessener Weise Rechnung ; sie liefert 2. B . )

) Ohne die für alle Verhältnissmässigen Längen als gültig aufgestellte empirische
2

Formel sub Nr. 147, welche hier benutzt wurde , müsste für — 12, also 1 685 580

14 die Stange nach einer anderen Regel , als für grössere Längen , nämlich auf einfache

Druckfestigkeit berechnet , folglich 5 constant gesetat werden , bis mit zunehmender Länge “
0
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7 5 90„ 20 10
0
4 5 0 3
0* — 0585 1,02 1534

5 4 79 5während nach Redtenbacher 9,79 1,02 1,45

150 . — Gusseiserne Schubstangen haben gewöhnlich ( abgeschen voneinem Stücke = der Kurbellänge von mehr oder weniger abgeflachter Form zur
Gestattung des dichten Vorbeistreifens der Kurbeh
Querschnitt mit bogenförmiger
Kreuzrippen : Pig . 24.

einen kreuzförmigen
Ausfüllung des Winkelraums zwischen den

Angenommen , die Dicke 5 der KRippen sei s0o ge -
wählt , dass das Trägheitsmoment ) des mittleren ( gröss -
ten ) Querschnitts demjenigen des Quadrats A1 B¹1 CI O,
gleich ist , dessen Ecken mit den Mittelpunkten der

Seiten des umbeschriebenen Quadrats 4C zusam -
‚ menfallen . Ist dann à die Seite des inneren , / diejenige

des äusscren Quadrats und haben

W1 RR
dieselben Bedeutungen wie in Nr. 149,

grösserem Rechte , als dort , die Bruchbelastung
E4

2

S0 darf hier mit

—

35 4 8gesetzt werden , weil
* jedenfalls grösser als 12, also — grösser als 17 ist , wäh —4

5rend nach Nr. 146 schon mit — 10,5 die Grenze zwischen einfacher Druck -0◻
und ZerknickungsTestigkeit erreicht sein Würde , und weil auch die Bestimmungdes Verhältnisses

N
RNR —

727¹
nach praktischer Erfahrung vorbehalten bleibt . Aus

u 71¹2folgt dann durch Elimination von Y mit — m und d2
E70¹

NI 3m KN / dN
6 ** 10

die Grenze zwischen Druck und JZerknickungsfestigkeit erreicht wird , was 1nier bei ungefähr

7
19 der Fall ist (ok. Nr. 146) . Eine solche Unterscheidung wäre aber , wie schonU1

bemerkt , dem thatsächlichen Verhalten kaum entsprechend .

—

—

——
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und mit 2 — 1000000 , K — 4000 , — :

U V557 7 350

Diese Formel liefert Werthe , welche bewährten Ausführungen sich an⸗

schliessen , wenn entsprechend τ ρ 2,4325 ) gesetzt wird :

7 12⁷

Die obige Voraussetzung , dass das Trägheitsmoment des kreuzförmigen

Querschnitts demjenigen des Quadrats 4B101D1 gleich sei , würde genau zu -

trefken , wenn die Bögen aus den Eekpunkten des Quadrats 45 CD als Mittel -

0
die zwischen O und 1 liegende8

punkten beschrieben wären und dabei —

Wurzel der Gleichung

somit à = 0,411 , also I2 g909178
15

8 5 J
1

wäre . In der That pflegt 25
etwas kleiner und zwar im Durchsebnitt =

17
1

C(0,143 zu sein .

b. Körber von gleichem Wäderstande .

151 . — Wenn auch die Spannungen , wWelche unter der Voraussetzung

einer sehr geringen Biegung in den Verschiedenen Punkten des Stabes her —

vorgerufen werden , zugleich mit der Grösse dieser Biegung wenigstens vom

praktischen Gesichtspunkte aus unbestimmt bleiben , indem sie sehr schnell

wachsen , wenn die belastende Kraft Y von einem gewissen Grenzwerthe aus

nur sehr wenig zunimmt , und wenn auch deswegen die Verhältnisse s0 ge -

wühlt werden , dass der Eintritt irgend einer Biegung bei der vorausgesetz -

ten Belastung theoretisch unmöglich wird , so könnte man sich doch die

Aufgabe stellen , den Querschnitt des Stabes nach einem solchen Gesetze

veränderlich zu machen , dass , wenn infolge übermässiger Belastung den-

noch der Stab gebogen werden sollte , dabei die Maximalspannung ,

mithin die Gefahr des Bruchs durch Zerknickung in allen

Querschnitten gleich gross sei . Bei einer Schubstange z. B. hat man

diesen Zweck im Auge , indem man sie von der Mitte nach den Enden hin

verjungt , und das rationelle Gesetz dieser Verjungung ist eben in der Lö-

sung jener Aufgabe enthalten .

) Diese noch grössere relative Sicherheit der Schubstange , als im vorigen Falle

(FJr. 149) , ist nur scheinbar , weil hier die Bruchbelastung u2
2 grösser in Rechnung

gestellt wurde , als dort nach der Formel sub Nr. 147 .

) Auch aus diesem Grunde ist also die Widerstandsfähigkeit der Schubstange etwas

au günstig in Rechnung gestellt worden und dadurch mit die scheinbar grosse relative

Sicherheit m 2,43 begründet .

————
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seits kfreien und am freien Ende belasteten Stabes
zichtungslinie der Kraft Y parallel der Tangente A X an die elas

Schubstange befindet , wenn ihr Querschnitt von der Mitte gegen beide En -
den hin in gleicher Weise veränderlich gemacht wird , so entspricht der
Forderung , dass die grösste Pressu ng in allen Querschnitten =
sein soll , die für jeden Querschnitt zu erfüllende Gleichung :

αάE˙/) e 3 5

unter die Entfernung des am stärksten gepressten Punktes von der Bie—
gungsaxe verstanden .

Vorausgesetzt wird , dass die Axen des kleinsten Trägheitsmomentes
aller Querschnitte unter sich parallel sind , somit Biegungsaxen werden ; fer —
ner sei „ eine homologe Dimension aller Quersclmitte , zu welcher deren
übrige Dimensionen , sofern sie nicht constant sind , constante Verhältnisse
haben . Dann sind e, V und 7 gegebene Functionen von , und es ist also
durch obige Bedingungsgleichung „ als Function von / —

„* ꝙ ( ＋ — /
bestimmt . Die Aufgabe , „ als Function von 4 2u finden , erfordert sonach
die Bestimmung der elastischen Linie . Zu dem Ende hat man :

—6⁰05
einer bekannten Function von 7 = 7 , weil J als Function von 7 auch als
Function von 7 — bekannt ist . Durch Integration dieser Differentialglei -
chung , wobei die Constanten durch die zusammengehörigen Werthe :

630
* 0j / S0 ; 355 0

bestimmt sind , findet man die Gleichung der elastischen Linie , und wenn
sich daraus „ „
entwickeln lässt , so ist :

„ οI νο e ) l ,
worin schliesslich / bestimmt ist durch die Gleichung :

„ „
unter 21 die Abscisse des Endpunktes B der elastischen Linie verstanden .

Letztere Gleichung liefert mit 7 =O ohne Zweifel auch hier , wie in
Nr . 144 bei constantem Querschnitte , einen gewissen Grenzwerth von P,
über welchen hinaus die Biegung erst möglich wird , und es entspricht die -
sem Grenzwerthe auch ein solcher von

2

U¹1
wenn Vei den äussersten Querschnitt oder die Endflache des Stabes bei B
bezeichnet .

Wird dabei der Fall eines einerseits bei 4 befestigten , ander -8 9
und die

ische Linie
bei A vorausgesétzt ( Fig . 23 ) , in welchem Falle sich auch jede Hälfte der8 8

—

—
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Wenn man aber gar mit einer ähnlichen Annäherung , als mit welcher

1 (12
41 geseétat werden kann , vieder

◻ααν Setat und damit 7 unbestimmt
0

findet à) , so wird damit die Aufgabe überhaupt unbestimmt und zwar nicht

nur in Beétreff der absoluten , sondern selbst in Betreff der verhältnissmässi -

gen Werthe von v, welche zugleich von dem bestimmten Drucke und von

dem unbestimmten Momente P ( ◻π αν] abhängen würden . Um dies zu ver -

meiden und wenigstens bestimmte Verhältnisse der Werthe von u für die

verschiedenen Querschnitte zu erhalten , könnte man sich damit begnügen

Wollen , denjenigen Theil der Maximalpressung für alle Querschnitte gleich

zu machen , welcher blos von dem Momente Y( ,7 = / , also von der Bie -

gung des Stabes herrührt ; allein dies würde darauf hinauslaufen , in dem

Ausdrucke

4 5

den zweiten Theil gegen den ersten , z. B. bei kreisförmigem Querschnitte

1 4 ( = 5
„

oder gegen 4 ( 7 - )

zu vernachlässigen , was ganz unzulässig wäre , da F - zwischen den Gren -

zen O und / liegt und selbst der Maximalwerth 47 bei den in der Praxis

vorkommenden Verhältnissen keineswegs viel Mal grösser , als 7 ist .

152 . — Um für die Verjüngung einer Schubstange mit kreisförmi —

gem Querschnitte von der Mitte nach den Enden hin eine wenigstens einiger -
massen rationelle Regel zu gewinnen , kann man sich darauf beschränken , der For -

derung zu genügen , dass dieselbe Kraft B welche den Stab im mittleren Querschnitte
zerknicken kann , ihn an den schwächeren Enden zerdrücken würde . In Betreff

des Gesetzes , nach welchem der grösste Radius des mittleren Querschnitts bei

4 Cig . 23 ) in den kleinsten Radius „1 am Ende B stetig abnehmend übergeht ,

möge dabei irgend eine willkürliche Annahme gemacht werden , welche die

Schwierigkeit der Integration der Gleichung

10 EEN
4

möglichst zu vermindern geeignet ist und welche nur dem Umstande entspricht ,
dass der Axendurchschnitt des Stabes auch in der Mitte eine stetige Krümmung

hat , dass also
0 öde 0

) Die nähere Untersuchung wird dadurch sehr schwierig , dass die Gleichung
1SR 1

＋ V. 3
aus wWelcher 4 behufs der Einsetzung in die Differentialgleichung der elastischen Linie :

⁹
Gονν

entwickelt werden müsste , in Beziehung auf 5 eine nicht reine cubische Gleichung ist ,
wWelche je nach dem Werthe von / zwischen den Grenzen 0 und / entweder eine oder
drei reelle Wurzeln haben kann ; jene Differentialgleichung erhält dadurch eine solche Form ,
dass von dem Versuchèe einer Integration abgestanden werden muss.
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ist . Setzt man zu dem Ende

iie , also 71 =. 0 (1 In/ ) n,

80 liefert die Gleichung :
49 30
1 LJ % ( I mi ) n

durch eine erste Integration , wenn

da; 1I - —Mον Æε 2
3 65

11
1 —m , 6 K α

5 J.

gesectzt wird , mit Rücksicht darauf , dass für den Anfangspunkt der Coordinaten

d æ
2 ◻ HlI; — 2 0

ist:
0. 0 I

—2423 ( —— — —— — ———osñ — — — 5
( 2 - 1 ) 2—1 (6¹e- 2) 1 —1 1 —2

vorausgesetzt , dass n nicht 1 oder 2 genommen wird . Wird deshalb die

nächsteinfache Annahme : n 3 gemacht , 80 folgt :
1

Die Integration dieser Gleichung zwischen den sich entsprechenden Grenzen :

* O , 2 1 uͤnd =ν h A gé,
unter J vorläufig die halbe Länge der Schubstange verstanden , liefert , wenn

1
3 are sin ( 1—o )

5

̊ l
e Ha )

gesetzt wird :
00 7

eine Gleichung , welche für bestimmte Werthe von und 21, also auch von «
7* 4 3 — 32

( 3 die Bedingung dafür ausdrückt , dass die Kraft Y den Stab bei irgend
0

einer kleinen Biegung überhaupt im Gleichgewichte erhalten könne ; in der That

ist für den Specialfall eines constanten Querschnitts , d. h. für « ü1: F (
22 8 5 5

in Uebereinstimmung mit Nr. 137 . Weil aber die Grösse der Biegung ,

nämlich / unbestimmt bleibt , so ist wie früher zu schliessen , dass jene Grösse

von / auch schon genüge , um den Bruch des Stabes durch Zerknickung herbei⸗

zuführen .
Bei kleineren Werthen von Igenügt aber dazu jedenfalls ein noch kleinerer

Werth von J als jener , bei dessen Ableitung auf die von der Biegung unab -

hängige Pressung keine Rücksicht genommen werden konnte , und wenn deshalb

analog der bewährt gefundenen empirischen Formel sub Nr. 147 der corrigirte
Werth der Kraft , welche bei irgend einer Länge der Schubstange ihre Zerknickung
im mittleren Querschnitte J bewirkt ,

L.7
K. l F . - F ( )

I T F ( 5
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gesetzt wird , so muss dieser Ausdruck =ε K gesetzt werden als Bedingung
dafür , dass dieselbe Kraft gerade im Stande sein soll , an den Enden die Schub —

stange einfach zu zerdrücken . So ergiebt sich :

4Kl²

oder , wenn jetat mit die ganze Länge der Schubstange , mit d ihr Durchmesser
in der Mitte , mit di derselbe an den Enden bezeichnet wird :

5 700. E(4)
4¹ —und daraus endlich mit

60
8

0

* X—ͤ XT18 —1 00 ◻⁷οοσ (32
insbesondere für eine sehmiedeeiserne Stange :

JIXNX2 9
7 150 . F( a) ,C

entsprechend E Æπ2000000 , K“ 3333 .
Wenn man hiernach für verschiedene Werthe von à die entsprechenden

4 8 5Werthe von
＋

und von 2 = g berechnet , so erhält man daraus umgekcehrt0 0

— 10 0¹ 8für gegebene Werthe von 15
die entsprechenden von durch Interpolation .0 0

Man findet für :

3 0,8 0„6 0,5 0,4

＋ 0 7,78 11,56 15,02 18,50 22,78 28020

2 1 0,924 0,846 0,765 0,682 0,595 0,503 .0

B. Einfach gekrümmter stabförmiger Körper .

153 . — Die Mittellinie des Stabes sei ursprünglich ( vor der Belastung )
eine Curve von einfacher Krümmung ; ihre Ebene enthalte die Rich -

tungslinien aller äusseren Kräfte (ef . Nr . 125 ) . Es wird ferner vor -

ausgesetzt , dass diese Ebene und die in der Mittellinie selbst sie rechtwin -

kelig schneidende Cylinderfläche die Oerter der Schwerpunktshauptaxen aller

Querschnitte seien , was insbesondere dann der Fall ist , wenn die Ebene
der Mittellinie den Stab in zwei symmetrische Hälften theilt ;
bei der Belastung bleibt dann die Mittellinie eine ebene Curve , und die

Biegungsebene , d. i. die Ebene der elastischen Linie oder deformir —
ten Mittellinie fälit mit der ursprünglichen Mittellinie zusammen .

Vor der Belastung sei :

O0rν = Ads ein Bogenelement ,
„ der entsprechende Krümmungshalbmesser ,
dꝙ der entsprechende Contingenzwinkel

der Mittellinie , also dds νι ꝙ .
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/ und Fi seien die den Punkten C und 0 . entspreéchenden

Querschnitte ,
der Abstand eines Punktes A in J von der Biegungsaxe , positiv

auf der convexen , negatiyv auf der concaven Seite der Nit⸗

tellinie ;
dann ist der gegenseitige Abstand AAi zwischen Y und Vi , von A aus

lings einer um die Krümmungsaxe mit dem Kadius 7 α α beschriebenen

Vlinderfläche gemessen :

d οαν ναν dsναν

und wenn er infolge der Belastung um die verhältnissmässig kleine Grösse

4dsn 4ds 4 . 4dꝙ

sich ündert , so ist die Ausdehnung & und entsprechende Spannung 6 im

Punkte A:

Ads , AdsS ＋ν . Adꝙ 5
3 We

deSn dS ＋ . dGꝙ
oder mit

— C 8 — 0
G 0 00

2
8 ＋ 0 75

753
1＋ *

5

154 . — In diesem Ausdrucke von & müssen èos und ꝙ mit Rücksicht

auf das Gleichgewicht zwischen den Spannungen der verschiedenen Flächen -

elemente von Y7 und dem System der äusseren Kräfte für diesen Querschnitt

ausgedrückt werden . Ist zu dem Ende

JV die algebraische Summe der zu V senkrechten Componenten der

Ausseren Kräfte , positiv oder negativ , jenachdem sie einem re -

sultirenden Zug oder Druck entspricht ,

Mdie Momentensumme dieser äusseren Kräfte in Beziehung auf die

Biegungsaxe des Querschnitts J , positiv oder negativ , jenachdem

auf Verstärkung oder Verminderung der Krümmung ( Verkleine -

rung oder Vergrösserung von 2) hinwirkend , und ist

I , ein unendlich schmaler Flächenstreifen des Querschnitts , im Ab -

stande ) parallel der Biegungsaxe ,

) Bei einem ursprünglich geraden Stabe ist do O, aber
ds ( 14 e

dοο = 9—250 59
50

unter cden Krümmungsradius der elastischen Linie Verstanden ; also

80fll

J. fl

Wüe

Garc

80

Ode
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80 sind die Gleichgewichtsbedingungen ( abgesehen von der in die Ebene von

Ifallenden resultirenden Schubkraft Je : ef . Nr . 125 ) :

IE ſod I ; MõHi .
Bringt man den Ausdruek von & zuvor auf die Form :

8S = e ＋ ( 0 =g0 ) fE ＋ (oο E0 ) — ( —
3 7

So liefert die Substitution von 6 /i in obigen Gleichungen mit Rücksichit

darauf , dass
3 1 52375J7¹dl 0

ist , und wenn

Juĩd H Hfz ; ſijsd I Iuge ; fν,VV Ehe . .

9³ 7¹⁴
01

gesetzt wird :
„＋

05

155 . — Die Substitution dieser Ausdrücke von o und o in

„
62* ＋ (Oο eo)

7＋＋

giebt für die Spannung in einem beliebigen Punkte eines belie⸗

gen Querschnitts :
A*

75 7α ννN4 7
Die grössten Absolutwerthe von d finden in denjenigen Punkten eines

Querschnitts statt , welche von der Biegungsaxe am weitesten entfernt sind ;
diese grössten Abstände seien ei für die convexe , e für die concave Seite

der elastischen Fläche , sofern nicht ei e ist und dann mit e bezeich -

net wird .

Ist der Krümmungsradius der elastischen Linie im Punkte O,
d. h. der durch die Deformation der Mittellinie geänderte Werth von , 80

ergiebt sich aus
= R

4dE 4dꝙ 47

6
7 *

%ο 7.
oder

0 7

38
und daraus :

III
0 5

„

Grashof , Festigkeitslehre . 9
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156 . — Wenn die Biegungsaxe den Querschnitt in zwei symmetrisch

Hälften theilt , so jist :

Jisd F Æε ο να,ιρ . . .

und

72 7¹⁴
43*E=

7² 7 33

Insbesondere für einen rechteckigen Querschnitt findet man :

1 64 1 E66
53

und für einen Kreis oder eine Ellipse :
1 22 2 5 656

.

Der Bruch
5

ist gewöhnlich klein genug , um die Glieder mit den hö-

heren Potenzen , als der vierten , vernachlässigen zu dürfen .

157 . — Die Grössen P und M, welche bekannt sein müssen , um nach

der Formel in Nr . 155 die Spannung ç in jedem Punkte berechnen zu kön —

nen , enthalten neben den gegebenen primären auch die secundären Ausseren

Kräfte , d. h. die Reactionen von Stützpunkten und Befestigungen , welche

häufig nur mit Rücksicht auf die Deformation der Mittellinie gefun —
den werden können .

Sind zu dem Ende ( Fig . 25 ) C & und

O rechtwinkelige Coordinatenaxen in der

Mittelebene ,
A und A zwei Punkte der Mittellinie

mit den Coordinaten 4 , / und à, ½

%ο% und ꝙꝙ die Winkel der - Axe mit den

Normalen Ae No und Ader Mittellinie

in den Punkten A4ο und A4,

So ist die Aenderung , welche die gegenseitige

Neigung dieser Normalen durch die Defor -

mation der Mittellinie erfährt :

1
4 ( ꝙ Qꝙo) 0hοdꝙ

6o⁰
und wenn diese Aenderung für ein Paar von Punkten A4ç und A den Be —

dingungen der Aufgabe gemäss gegeben ist , so erhält man dadurch bei Sub- ⸗

stitution des Ausdruckes von ç nach Nr . 154 eine Bestimmungsgleichung
für die in Y und M vorkommenden unbekannten Constanten .

Nöthigen Falls können ferner die Aenderungen

4 ( — vo) und 46 / — J0 )
der Coordinatenunterschiede in Betracht gezogen werden , welche vielleicht
für dasselbe oder für ein anderes Paar von Punkten Ae und A gegeben
sind . Dieselben sind bedingt durch die kleinen Aenderungen o und és für

Hbel e

gioht

kolglte

Well
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alle Elemente des zwischenliegenden Bogens A40½½ zusammen genommen .

Was zunächst die Differentiale

14 ( α Æ ο)ο und d04( • ⁰/ 7%0)
betriftt , welche von der Aenderung 4d % des Contingenzwinkels und der

Ausdehmung ées des Bogenelementes bei 4 herrühren , so wird vermöge der

einer Drehung um die Biegungsaxe 4 gleich kommenden Aenderung 4d0

der Punkt A40 relativ gegen den Punkt Anach der Richtung 45 der Senk -

rechten zur Sehne 4 4 verschoben und zwar um die Strecke AAo . Adꝙ ;

vermöge der Ausdehnung éso dagegen erfolgt eine relative Verschiebung pa⸗

rallel der Tangente 47 im Punkte A4 um die Strecke οd . Daraus er —

giebt sich , wenn der Winkel 4 % SX mit / bezeichnet wird :

d4 ( h⁰ νοο α . 4dꝙ . cos Qνν＋ eοαMs . Sun

A4ꝙ ˙ =- ＋οο) Sοα

d4˙ν = ) AAον Adꝙο . sin eοα . cosꝙ
4 0Uꝙ 2322N— 4 ＋ 80 437;

folglich :
05 6＋ *

4 ( O fαο ονονοο νοννννο ανσα ανάνοEο d
7⁰ 6⁰ 4˙⁰

4 4 4
46 % — J ) = ααοσ‚ dꝙσ π‚ ονιοοναασ αν νοMuν

＋ο Go 9⁰
worin für so„ und die Werthe aus Nr . 154 einzusetzen sind . Diese Glei

chungen sind nur näherungsweise richtig , wenn unter den auf den rechten

Seiten vorkommenden Coordinaten diejenigen der ursprünglichen Mittellinie

verstanden werden ; meistens ist aber die Deformation so gering , dass die 80

gewonnene erste Annäherung völlig ausreicht .

I . Krumme stabförmige Körper von constantem Querschnitte .

158 . — Berechnung von Ringen , insbesondere Kettenringen ,
welche diametral gezogen werden .

7 Die Mittellinie des Ringes ( Fig . 26) ist
eine in Beziehung auf zwei rechtwinkelige
Axen C & und C symmetrische geschlossene
Curve mit den Halbaxen CA = a , CB = b .
Bei B und BI wird der Ring , welcher im Sinne

der 4 - Axe im Allgemeinen mit einem einge⸗
setzten Stege versehen sei , durch die gleichen
Kräfte 20 nach den Richtungen C resp . CBI

gezogen . In den vier Quadranten sind unter

diesen Umständen alle Verhältnisse gleich , und

es brauchen dieselben nur für einen solchen

Quadranten 45 untersucht zu werden ; insbe -

sondere ist es die Aufgabe , die Spannungen 61
und zu ermitteln , welche im äussersten und

innersten Punkte des beliebigen Querschnitts

Pig. 26. bei 0 ( in den Abständen ei resp . ez von der

9 *
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ziegungsaxe ) stattfinden , zu welchem Zwecke zuvor die Grössen und für
diesen Querschnitt gefunden werden müssen .

25 /sind die Coordinaten des Punktes 0,

ꝙ ist der Winkel zwischen der Normalen OM und der à- Axe .
Am Zustande des Quadranten 43 wird nichts geündert , wenn man den Ring

im Querschnitte B befestigt und im Querschnitte 4 zerschneidet , in der Schnitt —
fläche aber die äussere Kraft nach der Richtung YC wirkend anbringt , ferner
die Kraft 8 nach der Richtung CX wirkend = üdem halben Gegendrucke , den
der Steg dem auf ihn ausgeübten Drucke entgegensetat ( die andere Hälfte wirkt
an dem weggeschnittenen Quadranten 4½5t ) und endlich ein Kräftepaar [A] ,
welches , positiv oder negativ jenachdem einer Verstärkung oder Verminderung
der Krümmung entsprechend , dem Spannungsmomente des Querschnittes 4 gleich
ist . Hiernach hat man :

P Ocos ꝙ ＋ν Ssin g
M = IA σ (αο-ο= ο ̃ονο ν I . Qr = Sy ,

wenn

NM. [LA] ＋
gesetzt wird .

Werden 4 und B als die in Fig . 25 mit 4 % und 4 bezeichneten Punkte
angenommen , so ist für sie 46%/ ) ν , also

7

2
0 77 6 J .

0
Ist der Ring ohne Steg , also 8S = 0, so jist durch diese Gleichung die einzige

Unbekannte . bestimmt ; anderenfalls ist noch eine zweite Bestimmungsglei⸗
chung der Unbekannten / und & nöthig , welche dadurch erhalten wird , dass
die Verkürzung der Halbaxe CA:

Aαο = ε = Agαοερο υεUiεεe· 2 )
Unter 4% = d und = 0 die 4- Coordinaten derselben Endpunkte 4 und E ver —
standen , auf doppelte Weise ausgedrückt werden kann .

Einmal ist nach Nr. 157 :

2 0
— Aαο =ε νe = ⁰ 7— 0 Uν teodlæ.

0 4
Anderseits ist — 4ad die Verkürzung des halben Steges unter der Einwirkung
des Druckes 28 , zu deren Berechnung mittlere Verhältnisse vorausgesetzt wer —
den mögen , wie sie bei derartig ausgesteiften Kettengliedern vorzukommen Pflegen .
Ist der Querschnitt des Steges ein Rechteck ,

3 dessen constante Breite ( senkrecht zur Ebene X gemessen ) ,
„ die veränderliche Dicke oder Höhe im Abstande 6 von der Mitte C,
u% die kleinste Höhe in der Mitte , also für ?5= 0 ,
1½ die grösste Höhe am Ende für ?5 di , unter
ai ( etwas = a) die halbe Länge des Steges verstanden ,

S0 ist , wenn noch Ei den Elasticitätsmodul des Materials des Steges ( gewöhnlich
Gusseisen ) bezeichnet :

WoUit

Etatere

gesetlges

Leite

Poffi

pötde

gen

udle
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Daraus ergiebt sich , wenn

no80 1 —n82
als Gleichung der das Profil des Steges beiderseits begrenzenden Curve ange -

8* 5 2
nommen und die Constanteé n so bestimmt wird , dass /1 ρ 3 0 ist :

2

Wo mit ½ der Kleinste Querschnitt ν beézeichnet ist . Wird endlich dieser
letztere zum Querschnitte “ des Ringes in das Verhältniss

I 16

Nl
gesetzt ( entsprechend dem gewöhnlichen Falle , dass /i ein Quadrat und dessen

02 8Seite =ε ν Æεσεστε vvom Durchmesser des cylindrischen Keétteneisens jist ), so folgt :
8

84¹— A4ανsε ◻ενL1 28
wofür schliesslich mit sehr kleinem Fehlers ) gesetzt werden kann :

38a
— 44 Æ ◻

LF -
Die zweite Bestimmungsgleichung der unbekannten Constanten Me und 8

ist dann :

9

5 eOUC.

159 . — Kreisförmiger RKRing ohne Steg .
In diesem einfachsten Specialfalle ist à = τπ dem Radius 1 der kreisförmi -

gen Mittellinie ;
Pcos ꝙ; = Ie Cr cos ꝙ.

7
2

Aus der Gleichung 0 ◻ιν ergiebt sich :
0

0) 7

2 1 2

( L
8

a0

¹

und damit :

Die eminenten Werthe von à finden statt in den äussersten und innersten

Punkten ( J = ei und / == e ) der Querschnitte bei 4 und ( % = 0 und ꝙ =

7¹ 1 8 d:
2)j;

sie sind :

) Ist auch im Allgemeinen 30 etwas 1 d , so ist doch zu berücksichtigen , dass

die Verkürzung der Dimension CA d streng genommen nicht von der Zusammen -
drückung des Steges allein herrührt , indem der Pruck 28 sich mehr oder weniger in die

Masse des Ringes hinein erstreckt und ausserdem auch schon durch die unmittelbare
Wirkung des Zuges eine Zusammenziehung des Ringquerschnitts bei 4 bedingt wird .
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3 2 1 61 2

ö
61 2101. — — — — — —- —- ——ũ — ee , —.( 1＋ gͤ) 0 6 ( I＋ a) ννr＋ ei L

2 1 2 232E 155 ( 101 9 — 3
12 2 2

„ 7¹ 3 2
5 ( Ia ) i α ＋ e¹ J.

bei B
2 326% RE3 ( 4 elνα ,

Ist 2. B. der Querschnitt des Ringes ein Kreis mit dem Radius

9.8—el en τνe , so findet man die Coefficienten von
75⁵

welche angeben , wie viel

Mal die betreffende Spannung grösser ist , als die gleichförmig vertheilte Spannung
eines durch die Kraft & centrisch gezogenen Stabes von demselben Querschnitte
Vsein würde , für :

A 3

6¹1 02 01 02 *
„ τ 36 [ —- 2563 7,124 5,892 — 9,928
„ A4e 4,010 ] 8,353 8,403 —12,334 .

Ist „ = 4e , so behalten die 4 eminenten Spannungen immer dieselbe Reihen -
folge hinsichtlich ihrer absoluten Grösse wie für „ = 4e, und es ist also über⸗
haupt in allen vorkommenden Fällen 6. 3 % die negative Spannung des inner⸗
sten Punktes bei B absolut genommen die grösste von allen . Ihr Absolutwerth
elässt sich auf die Form bringen :

2 „ 3 —
„

und es ergiebt sich danach bei Vernachlässigung der niclit geschriebenen Glieder
der Reihe ,

7

2, B, k 3 4 5 62

988 3 5 48 7 369,85 125,30 14,80 17,32

160 . — Ovale Kettenglieder von Rundeisen .
zei gegebenen Halbaxen CAÆ d und ChHÆ der ovalen Mittellinie Fig .

26 ) und unter sonst gleichen Umständen hat eine kleine Aenderung des geome -
trischen Charakters der Mittellinie ohne Zweifel nur einen untergeordneten Ein -

fluss auf die Tragfähigkeit des Kettenglie -
des , und es wird insbesondere wenig darauf
ankommen , ob die Curve 43 als der Qua -
drant einer Ellipse oder als aus zwei Kreis -
bögen zusammengesetat betrachtet wird , de -0 ren Mittelpunkte Vund Vi in CA und CB

XN liegen , und welche in einem gewissen Punkte
Oi mit einer gemeinschaftlichen Tangente in
einander übergehen : Fig . 27. Die letztere
Form , welche hier vorausgesetzt werden Soll ,II—

— Kgestattet nicht nur eine leichtere Rechnung ,
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sondern ist sogar bei zweckmässiger Wahl der Verhältnisse der Ellipse vor -

zuziehen .
Sind NIr und MBri die Radien der beiden Kreisbögen 401 und

B Oi und ist BD e der Radius des Querschnitts des Rundeisens , Woraus die

Kette gebildet ist , so müssen , um ein Klemmen der in einander hängenden

Kettenglieder zu verhüten , jene Kreisbögen , deren es bei gegebenen Werthen von

à und b unendlich viele giebt, jedenfalls so gewählt werden , dass ND
5

e, also

71 2e

ist : man erhält aber eine Form , welche sich der Ellipse mit den Halbaxen d und

bei möglichst grossem Werthe von 11 nahe anschliesst , wenn man die Radien

„ und vi der Bedingung gemäss bestimmt , dass

˙1— ε pnmd.
7

ist . Diese Forderung führt zu den Verthen :

42 ＋ 52 4 . 142
7*222 — — —

8 2⁵⁰

entsprechend der folgenden Construction ( Fig . 27 :

4FÆ b = a ; BGÆ FGH NNi senkrecht zu 4 B im Punkte 6.

Diese Construction vorausgesèetzt , wird der Bedingung

F1i1

entsprochen , wenn die Verhältnisse
0 0

4 und 2
6

50 gewählt werden , dass :

—( 4- —à ) ( 42 2

ist Dem entspricht eine Berührung der beiden aufeinander

folgenden Kettenglieder in dem einzigen Punkte D, dem Gleichheitszeichen aber

15 Grenzfall einèe gegenseitige Berührung in 2 Kreisbögen , die sich im Punkte

Y rechtwinkelig schneiden ; DE (EPig. 27) ist die Häalfte eines dieser Kreisbögen .

Diesem Grenzfalle möglichst nahe zu kommen , ist vortheilhaft , weil dadurch die

Verstärkung der Krümmung des Bogens B Ol , welche mit Vorzugsweise gefähr -

lichen Spannungen im Querschnitte bei B verbunden ist , fast ganz verhindert

wird .

161 . — Bei einem Kettengliede ohne Steg muss jedenfalls « 2 und

= 3 sein ; mit dem üblichen Werthe 4 = 255 liefert die Gleichung

8 % — 4̊ 0 C 60 — 0

16 K J351 3,595
6 1,739 .

Die einzig hier brauchbare grössere Wurzel entspricht , auch den üblichen

Verhältnissen . Mit == 2,5 und 5 3,6 findet man

—2. 4,8 ; — 2 2
e 6

und , wenn ( Pig . 27 ) CN = c, CN . Aei und Winkel CNVI = oi gesetzt wird ,

C

2

233 ; u16; 9¹ ar10%A. —34050.6
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Wenn nun auch unter diesen Verhältnissen von einer Veränderung der
des Bogens B Oi keine Rede sein kann , so schliesst das doch nicht

aus , dass der materiell gedachte Querschnitt bei 01 wegen der Ausdehnung der
äusseren und der Zusammendrückung der inneren Theile des dem Bogen 5 01
entsprechenden Kingstücks eine ( jedenfalls negative ) Aenderung 4 % seiner Nei -
gung gegen die à - Axe erfahren kann . Indem also hier für irgend einen Quer — Jet
schnitt des Ringstücks 401 nach Nr. 158

Ꝙν AQscos; M NMe — Qα ν I . οσοõ = Lieh
ist , so hat man zur Bestimmung von . die Gleichung :

91
49¹ οd ,

0
woraus mit dem Ausdrucke von o nacli Nr. 154 und wenn

LVJ 0 447 410⸗= — — — —
1 61

gesetzt wird , sich ergiebt :

.o.
15 69¹ 832

04 971¹ 7„ lieund dann durch Einsetzung der Werthe 55 und M nach Nr. 155 :
Sin b 1 Iin 4= 9p⏑D νεε ⁊ ο 4 — cosν .26 0 60¹ 0 40% 4 00. U＋6¹ 3

Dieser 0 worin den oben bestimmten Verhältnissen des Ringes ent -
sprechend

ö1 Sin 67¹ R4 c001109 ; 90,1713 092924f 00 ( 14 4077¹
lliist , gilt natürlich nur für 0 α = Ji ; innerhalb dieser Grenzen finden ihmzufolge 6die eminenten Werthe von ç in den äussersten und innersten Punkten der Quer —

schnitte bei 4 und 01 statt , und es werden dieselben , wenn vorläufig 4/1, also
auch 9 Null gesetzt wird , wie folgt gefunden :

6
01 —0,171 3

7Querschnitt bei 4
93 2,608 —77

„ 6 0 Ꝙν2,615 57
Querschnitt bei 01 “

* —— —
1„5643＋

Eine rationelle Berechnung von 4/1 ist Wohl kaum W 1 nimmt manaber an, dass die Spannungsverhültnisse , wie sie im Querschnitte bei Skatt
ſinden , insbesondere also auch die ewinenten Spannungen

61 τ nẽ — und 6,2 τν mu275
in unveränderter Weise bis zum Querschnitte bei B sich
ausgesetzt , dass die materiellen Querschnitte überhz⸗der Winkel

fortsetzen , So ist , vor -
aupt eben bleiben und wenn

BN01 Æ 2 0¹ 6¹

gesetzt wird , offenbar :
13

2 C αe =ν ο — 66e 025 G6mi- m˙
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1 0 92 5 85
also 0 = (3 = mο ει⏑ ε ◻ 008782 ( 3m¹ mn) .

2 1＋ 61

Wenn man nun vorläufig m1 = 2,615 und ½ = = 1,643 setzt und mit dem

so béestimmten 9 die obigen 4 eminenten Spannungen auf ' s Neue berechnet , 80

indet man wesentlich audere Werthe , denen dann auch wieder ein anderer

Werth von 9üentspricht u. s. f ; setzt man diese Kechnung fort bis zwei auf-⸗

einander folgende Werthe von 9 in 4 Decimalstellen übereinstimmen , 80 ergiebt

sich schliesslich : )

Querschnitt bei 4

2³⸗2 3̟,766 55

0

60

Querschnitt bei 01
l

02 0,486 „

162 . — Bei einem Kettengliede mit Steg muss jedenfalls 3 = 3
2

Höhe

des Steges sein , und mit dem durchschnittlich üblichen Verhältnisse g =4 liefert

die Gleichung : 86 - A-= ) G＋τe =

259
Von der ziemlich umständlichen theoretischen Bestimmung der Maximalspan -

nuug ist hier kaum ein praktischer Gewinn zu erwarten , indem bei den üblichen

Verhältnissen von dergl . Kettengliedern ihre Tragkraft nur wenig Kleiner ist , als

diejenige eines geraden Stabes vom Querschnitte 2F . Nach Versuchen über

die Tragkraft von Ankerketten mit ausgesteiften Gliedern , welche

die englische Admiralität anstellen liess , ergab sich die Zugkraft , durch welche

die Kette zerrissen wird , im Durchschnitte

202 1,6 K

Ob dieser Maximalwerth : 3,766 5 oder der 4 %1 = 0 entsprechende : 2,615 8
Wahrheit näher kommt , ist wohl nur durch vergleichende Belastungsversuche eines sol-
chen Kettengliedes und eines gleich dicken geraden Rundeisenstabes aus demselben Eisen

zu erttscheiden , wobei es hauptsächlich darauf ankommen würde , diejenigen Belastungen
zu ermitteln , welche eben eine merklich bleibende Deformation zur Folge haben .

Schlieper in Grüne bei Iserlohn machen , wie Redténbacher ( Maschinenbau I,

P. 129 ) anführt , für die von ihnen verfertigten Ketten die Angabe :
d 0,032 J20 ,

unter d den erforderlichen Durchmesser in Centimetern des Ketteneisens für die Maximal -

zugkraft 2 0 Kilogr . der Kette verstanden , und sie garantiren dabei Vierfache Sicher -

heit gegen Lerreissen . Nach der ersten der obigen Rechnungsv isen ( 4%1 = O) würde

sich die Maximalspannung der so proportionirten Kettenglieder 1626 , nach der zweiten
2341 Kilogr . Pro Quadratcent . ergeben , was, wenn jene Angabe zuverlässig ist , eher

zu Gunsten der ersten , als der zweiten Rechnungsweise sprechen würde . Die Bruchbe -

lastung giebt hier übrig selbst abgeschen von anderen Umständen , schon deswegen
keinen sicheren Anhalt für die Beurtheilung der Theorie , weil die Dimension d sich Vor
dem Bruche wesentlich verkleinert und dadurch auch die Maximalspannung wesentlich
Kkleiner wird .

In Allgemeinen wird es zu empfehlen sein , den für die gegebene Maximallast 2 0
der Kette passenden Durchmesser des Koetteneisens nach der Formel :

113
8320

25 20 %
zu berechnen , entsprechend einer Maximalspannung = 1040 resp . 1498 Kil . pro Qua -
dratcentimeter nach der ersten resp . zweiten Rechnungsweise .
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unter K die absolute Festigkeit des betreffenden Eisens verstanden , welche im
Mittel etwa 4300 Kil . pro Quadrateentim . betrug . Bliebe das Vertheilung
der Spannungen bis zum Bruche unverändert , so würde hieraus bei ir
auf das Kettenglied ausgeübten Zugkraft 20 die Maximalspannung

25—1,25 75

Lesetz
end einer

zu folgern sein .

163 . — Berechnung eines Schwungringes , d. h. eines um sei
metrische Axe , mit welcher er durch symmetrisch vertheilte , radial
gerade Arme verbunden ist , mit einer g
runden Ringes .

Wissen Geschwit
Die belastende Kraft ist hier die Ce

der unmittelbaren Wirkung der Schwere abgesehen wird .
Der Querschnitt - Vi jedes Arms wird eber

Ringes als constant vorausgesetzt , und es se
% die Winkelgeschwindig

der Radius , vvο die Peripheriegeschwindigkeit der Mittellinie
des Ringes ,

E der Elasticitätsmodul , m die specifische Masse Masse der Volum -
einheit ) des Materials , woraus der Ring besteht ,

Li und mi die entsprechenden Grössen für das Material der Arme ,
27 der Winkel , unter welchem die Mittellinien C und CBI ( Pig . 28)51

keit rotirenden kreis -
trifugalkraft , indem von8 7

Ss0 wie derj
en ferner :

zweier aufeinander folgender Arme gegeneinander geneigt sind .
Ist CA die als æ- Axe angenommene Mit⸗

tellinie dieses Winkels , so brauchen nur die

Spannungsverhältnisse des Ringstücks 4B un -
tersucht zu werden , indem sich dieselben

Mal wiederholen . 0 sei ein beliebiger
„

Punkt des Bogens 45 der Nittellinie , Winkel
OCXR Æ , , Oi ein Punkt des Bogens 40 ,
Winkel 0001

Im Querschnitte bei 4 findet keine Schub -
kraft , sondern nur eine resultirende Normalspan
nung = P und ein resultirendes Spannungs -

Tig. 28. moment = M. statt , welche , äusserlich an der
Schnittfläche angebracht , das Ringstück 45 in unveränderter Art im Gleichge -
wichte erhalten , wenn durch den Querschnitt bei 4 ein Schnitt geführt wird .

Ist Cd / die Centrifugalkraft eines Ringelementes zwischen zwei unter dem
Winkel du, gegen einander geneigten Querschnitten , so findet man mit den in
Nr. 154 erklärten Bezeichnungen :

Cd / 0. m. dÆ 0

ferner , wenn

gesetzt wird :

I cο 0 ＋ Cd . Sin i = Acos 0
0
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0
M. Fer (1 —cos ꝙ) .,/ Cd . u sin / τν Acos ꝙ)

0
und damit nach Nr. 155 :

1
E B ( 355 ＋ Acos ꝙ)

8 ＋ 7

Hieraus erkennt man , dass die eminenten und desbalb einzig zu berech -

nenden Spannungen in den äussersten und innersten Punkten der Querschnitte

bei 4 und stattfinden ; um sie aber berechnen zu können , müssen zuvor die

Werthe der Constanten 4 und B ermittelt werden , welche statt der ursprüng -

lichen Unbekannten B und Me eingeführt wurden . Zu dem Ende hat man nach

Nr. 154 :
B 1 8

E EI5 E ( U＋νιο ν Acos ꝙl

und weil die Querschnitte bei 4 und B ihre gegenseitige Neigung nicht ändern ,

80 ist

7
0 — 00d⁰ 5

0

wWoraus die erste Bestimmungsgleichung :
0 LE ( U ν

hervorgeht . Eine zweite ergiebt sich daraus , dass die Verlängerung 4½r des

Arms CB auf doppelte Weise ausgedrückt werden kann . Erstlich ist nach Nr.

157 , wenn hier 4 und B als die dort ( Fig . 25) mit 4 % und 4 bezeichneten Punkte

angenommen werden ,
*

4( % — ) Ar , sin , —. οοννν⁰ ν νυνν οun
ͤ· J αάν —. —

woraus durch Entwickelung des Integrals wit à οννο und wenn

05 ,
R

ο

gesetat wird , unter Berücksichtigung von Gl. ( 1) die Gleichung hervorgeht :

EFE B⁵Ü
2

vbesteht aus 2 Theilen :

5 3

Der erste Theil riihrt her von der nach C5 gerichteten Wirkung Je des

Ringstücks , von welchem B die Mitte ist , nämlich ( wenn bier der Winkel / von

C aus gerechnet wird ) :
2

* Cdi coõ,ν = u2Iα srnν⁰ ν 2 Asin
0

und es ist also , wenn der Arm als von der Axe bis zur Mittellinie des Ringes

reichend in Reéchnung gestellt wird :
2 Asin /＋

der zweite Theil ist bedingt durch die Centrifugalkraft des Arms selbst und wird

unter derselben Voraussetzung gefunden :
42 2 C1 77² L 52
— 7 12

55 Ei Fi 3
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Die zweite Bestimmungsgleichung der Unbekannten 4 und B ist danach : * )
EV.

Ei i
( 2 Asin Ci1) 3 A 8

164 . — Gewöhnlich sind die Querdimensionen des KRinges im Vergleich mit
» klein genug , um mit einem nur sehr kleinen Fehler

72
0 (ef. Nr. 154 )7˙2

set zen zu können , besonders wenn der Querschnitt 7“ symmetrisch in Bez iehungauf die Biegungsaxe ist (ef. Nr . 156) . Wird dann noch
LIi. 1LE 00⏑ ]00 ] ‚ ο½; - - —- — οοe....

3 alS0
5

LEV 25 67
0 2

gesetzt , so erhält man aus den Gleichungen (1) und ( 2) der vorigen Nr. :

4³ = — 40
＋ (1 ＋ q) ⁰ 25 Sin /α

1 — 4
853³⸗ — —

1＋7
8

und endlich mit C =m In˙

0 ＋* 3 6 = 1＋ àcos ꝙ) mv (1 ＋ c)0 3
Kilogr . pro Quadratmeter , wenn undev durch das Kilogr
Einheiten ausgedrückt werden .

Es sei 2. B. „ 300 0,52360 , also /6 = »00500169, 6 Armen entsprechend ,ferner

amm und Meter als

14E E und mi Æ m, also =

entsprechend einerlei Material von Ring und Armen ,

37
also p cQ3,

der Querschnitt Y ein Rechteck , dessen radiale Dimension —

6 1 1
＋5 alS0

1 „
588 (ef. Nr. 156) ,

s0 findet man

4 0,1345 ; 5 0,8700
3 0600 588 ( 0,1300 0,1345 . 6%h8 0)—. ‚ — n ( IA ꝙ,

) Zur Ausgleichung des Fehlers welcher dadurch begangen wurde, dass die wirke8 „ gang „same Länge des Arms v, also etwas 2u gross géesetat wurde , kann man bei der An-
wendung seinen Querschnitt I etwas grösser in Rechnung stellen , als er wirklich ist .
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also mit ꝙ = 0 und 300, „ e:

61 ◻ 1,0464 . mn (1 ＋ )
62 = C0,6665 .

b 61 0,3408

( ε = 1 , 4805 .

Die Maximalspannung des Armes ist :

bei 4
—

N ib mi¹˙ Æ9

I
Ist das Material Gusseisen , so ergiebt sich schliesslich die Maximalspannung

des Ringes , welche im innersten Punkte des Querschnitts bei B stattfindet ,

1 . 4805 7200
10000 . 9,81 5880 %5%

wenn » in Metern pro Secunde ausgedrückt ist . “)

K̃0,9026 mrꝛ ( 1 4 a) .

C0,1088 v2 Kil . pro Quadrateentimeter ,

II . Krumme Körper von veränderlichem Auerschnitte .

165 . — Als Beispiel diene ein Seil - oder Kettenhaken : Fig . 29.

Der Veränderlichkeit des Querschnitts liegt die Idee

zu Grunde , möglichst einen Körper von gleichem Wider -

stande herzustellen . Die Bestimmung des dieser Forde -

rung entsprechenden Aenderungsgesetzes führt indessen , in
der erforderlichen Weise angegriffen , zu Schwierigkeiten ,
welche mit der beschränkten Wichtigkeit der Sache nicht in

Verhältniss stehen ; jedenfalls dürften die Wirkungen der
Schubkräfte dabei nicht ausser Acht gelassen werden und
würde dann die Aufgabe in das siebente Capitel gehören .

3
Für das praktische Bedürfniss genügt es indessen , nur

88 die beiden Querschnitte bei 4 und B zu bestimmen , in
deren erstem die Schubkräfte fehlen , während sie im an -

22

deren allein massgebend sind , und dann beide mit willkür⸗
lich stetigem Uebergange zu verbinden . Hier handelt es

Fig. 29. sich nur um den Querschnitt bei 4 . “ )

„) Bei Vernachlässigung des Einflusses der Arme erhielte man mit
F0 1

8 0 5
3

nο

für jeden Querschnitt , und die Maximalspannung in allen Punkten des inneren Umfangs :

02
5

mvꝛ,
7 — e

2. B. für den oben durchgerechneten
1 720⁰0

0 ◻υεε ◻ 12 ◻ 05,0790 5210000 5 8
Kilogr . pro Quadratcentimeter 0,726 der walren Maximalspannung .

) Wegen des Querschnitts bei B siehe Nr. 182 .
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Ist à der Radius des Kreises , nach welchem der Mittelschnitt ( Fig . 29) des

Hakens von Innen begrenzt ist , so lässt sich für den Punkt 4 der Mittellinie

setzen : ＋ dα .rf. e2
und es ist also nach Nr. 155 , wenn P die den Haken belastende Kraft ist , wegen

5 ＋ P,; M Fe

4 1 24

„
insbesondere im äussersten und innersten Punkte des Querschnitts bei 4 :

1 6E¹ 35 1 62 2

7

3 8
ae a

166 . — Bei kreisförmigem Querschnitte des Hakens mit dem Radius

e bei 4 ist e1i e2 = e und o2 der grösste Absolutwerth von 6. Wird derselbe

= b gesetat , so erhält man mit Rücksicht auf den Ausdruck von & nach Nr. 156,

Wovon hier wenigstens 3 Glieder berücksichtigt werden müssen , also
5 . J‚ 1 6 5

35 64 3 —

zur Berechnung von e2αν die Gleichung :

33 * * * * 33 3 1 * 2 5 4 7 4

Ist d der Durchmesser des Ketteneisens einer mit dem Haken zu verbin -
denden Kette von gleicher Tragkraft mit dem Haken , also nach Nr. 161 :

6 — —
1S 2 e

55
so nimmt man passend d = ε ͥ bis 2* 4

1735 3
—25 bis 50

und wenn d der Durchmesser eines in den Haken einzuhängenden Hanfseils von
derselben Tragkraft , also nach Nr. 29 :

138
0 133

3
ist , s0 pflegt 4 57 bis d

bis 9.N◻¹
genommen zu werden . Mit à = 1400 als der nach Nr. 14 keinenfalls zu über -
schreitenden Spannung des Schmiedeeisens findet man dann für den Ketten -
haken 8

mit ◻ρd —
2

4

e 1,392 4 Æ b0,944 4
260,111 05 26 ̃0,113 U

und für den Seilhaken

mit ⸗ 44 a = d

e 0,703 a e ( 0,549 4
26 C0,122/ùP .

4. Bezich

107. —

Rt/d

chende,dl
E
Iudemmar

desPulltez

ul e



VIERTES CAPITEL .

Schub - Elasticität und Festigkeit .

A. Beziehungen zwischen den Constanten der Schubelasticität

und der Zug - oder Druckelasticität .

167 . — Jede Aenderung der relativen Lage der materiellen Punkte

eines Körpers kann auf positive oder negative Ausdehnungen e« zurückgeführt

werden , welche in den verschiedenen Punkten des Körpers nach verschiedenen

Richtungen hin stattfinden ; eine Verschiebung ꝙ(ef. Nr. 7) ĩst nur der Inbègriff eines

bestimmten Systems von Ausdehnungen e in demselben Punkte nach allen

möglichen Richtungen , und es sind deshalb die Constanten der Schubelasti - ⸗

cität nothwendiger Weise von denjenigen der Zug - oder Druckelastieität

abhängig

Ist ydie Verschiebung im Punkte A einer Ebene VJ/, so wird das entspre -
chende , durch ) individualisirte System von Ausdehnungen im Punkte A bestimmt ,
indem man die Ausdehnung e nach der beliebigen Richtung A4 B ausdrückt ,

44 welche eine gegebene Lage gegen die Ebene

Iund gegen die Verschiebungsrichtung der -

selben hat . Es seien zu dem Ende AX , AV ,
2 4 rechtwinkelige Axen , AX und A in der

. Ebene J , A & von gleicher Richtung mit der

— Ve : erschiebung . Die Richtung 4 B bilde mit

2 . 4 A den Winkel ꝙ und die Projection A45

auf die Ebene XV mit A X den Winkel .

Fig. 30. Sind dann noch de , dſ , de die Coordinaten

des Punktes B, AB ds , so ist die Verschiebung von B gegen V:

B

und die Ausdehnung é nach der Richtung 4B :

BBI . cos ( EAXN ) yde , Sin ꝙ coααν
15

5 3

*

su ꝙ cos⁸ ο .
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7Sie ist am grössten oder kleinsten für / O, ꝙ⸗= aund 2war :
4

5 maæ . S 3
1 2

3 Oäernit Ver
. —

2 *
Diese Beziehungen gelten allgemein , von welcher Art das Mateérial des

Körpers sein möge ; ist es aber insbesondere isotro P, für welchen Fall allein Wird z
die gegenseitige Abhängigkeit der betreflenden Constanten hier nachgewiesen
werden soll,à ) so folgt , dass der höchstens zuläissige Werth von für irgend
eine Ebene XVund irgend eine Verschiebungsrichtung AX derselben doppelt
80 gross ist , als der kleinere der für irgend eine Richtung A45 höchstens
zugelassenen Werthe von “ oder “ . Oder auch , wenn bei einem isotropen
Material

Jder höchstens zugelassene Werth von Ee , . ud aus
I . 77 77 Eel,7³ 77
Ieder event . kleinere beider Werthe / und * 5

der Schubelasticitätsmodul (ef. Nr . 12 ) ist , so ist der höchstens
zulässige Werth teiner Tangentialspannung2 :

6
5o N22 l .
11
Alolge

168 . — Das Verhältniss
＋* ist hiernach bedingt durch das Verhältniss Gäic

der beiden Modul & und I . Um letzteres zu finden,s *)
sei das Quadrat 45 A15 ( Fig . 31 ) der zu dem einen

Iſ , Kantensysteme senkrechte Schmitt eines Würfels , von wel -
chem jede Kante I ist . Werden an den gegenüberliegen -

2

den Seitenebenen 45 und 41 Bi dieses Würfels die b 0

normalen Zugkräfte 6 angebracht , so geht das Quadrat

4 1 4A45BAEi in ein Rechteck über mit den Seiten :
„

4 B 1＋E A -I Eel.Nr.1) ;
Fig. 31.

＋ 4 4
90fhlot ar80folgt

gleichzeitig ſindet in allen Punkten der Diagonalschnitte
AAi und B Bi eine Verschiebung y nach der Richtung AAt resp . B5I lit A
statt , welche nach Nr . 8 = der kleinen Aenderung ist , die der ursprüng -

2

U◻85

) Das Holz als dasjenige technisch wichtige Baumaterial , welches auch nicht nä⸗
herungsweise als isotrop gelten kann , hat zugleich eine solche Structur , welche es nöthig
macht , die für jeden Fall in die Rechnung einzuführende Constante aus besonderen Ver -
suchen abzuleiten , welche eben diesem Falle entsprechen . Ein stetiger Zusammenhang der
Kleinsten Theile nach allen Richtungen ist beim Holze nicht vorhanden , sondern es kom-
men zweierlei Widerstände ganz verschiedener Art in Betracht ; die Hlasticität und Festig -keit der Holzſasern an und für sich und des Bindemittels , wodurch sie unter sich au-
sammenbängen .

Aukg

Süinmend' f
VonW. 1

lür Y
fir b
Grashet

) Ck. Olebsch , Theorie der Elasticität ſester Körper , g. 3.
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lich rechte Winkel der Diagonalen AAi und 5 BI erfahren hat . Es ist
also : 2

vr 7
1

5
49 ( 5514 ) — 49 ◻

8
2

„
7

—

3*3

oder mit Vernachlässigung kleiner Grössen höherer Ordnung :
4 1 m ＋1

* e 4 ＋ 5 5
8 ν 8.

Wird aber der Würfel in der Diagonalebene B BI zerschnitten , So er -
fordert das Gleichgewicht die Anbringung einer Normalkraft und einer

Tangentialkraft in der Schnittebene , letztere 1pro Flächeneinheit von
Solcher Grösse , dass

1 1
BBI . I AB . o . „ also 5 0

93 2 1 0 5ist , und aus dieser und der obigen Gleichung folgt mit 0 und — = :

1 m
3 .

2

169 . — Die Constante mn, welche durch theoretische Entwickelungen
von Navier , Poisson , Cauchy , Dienger u. A. übereinstimmend 4
gefunden wurde , scheint den Versuchen von Wertheim und Regnault
zufolge in der That etwas kleiner , auch für verschiedene Körper nicht ganz
gleich zu sein . Bei diesen Versuchen wurde zugleich die Längen - und
die Volumänderung hohler Stäbe infolge eines der Länge nach ausgeübten
Zuges gemessen , die Volumänderung dadurch , dass die Höhlung mit einer

Flüssigkeit angefüllt und mit einer Capillarröhre von bekannter Weite ver —
bunden wurde , in welche die Flüssigkeit hineinreichte . Sind

„ d, „ die Länge , die Weite und das Volumen der Höhlung im ur -

sprünglichen Zustande ,

4 % Ad, 4 deren Aenderungen infolge des ausgeübten Zuges ,
80 folgt aus der Gleichung

＋ . : Y A . ( dA. Ad
Id²

40 113 8 15 3 R
mit und bei Vernachlässigung kleiner Grössen höherer Ord -

00

nung :

W

T

Auf solche Weise fanden Wertheim und Regnault nahe überein -
stimmend für Kupfer , Messing und Glas : m = 3. Nach späteren Versuchen
von Wertheim ergab sich

für Messing : m 2,8d bis 3,05 , im Mittel m = 2j,94
für Eisenblech : m 3,25 bis 4,05 , im Mittel m = 3,64

Grashof , Festigkeitslehre . 10
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Bis auf Weiteres kann nur gesagt werden , dass für isotrope Körper

im Allgemeinen
m 3 bis 4

sei , und ist damit nach Nr . 167 und 168 :

n. 3˙
W .
J M ＋ 1 4 5

6 5 3 2

‚

170 . — Die inneren Zustände , welche nach Ueberschreitung der Hlasti -

citätsgrenze eintreten , entzichen sich der theoretischen Untersuchung ; insbe -

Sondere kann zwischen der Schubfestigkeit 7 und der Zug - oder Druck⸗-

festigkeit K und K “ eines Materials ein einfacher Zusammenhang nicht er -

wartet werden .

Directe Versuche über die Schubfestigkeit sind gleichwohl nur selten

mit anderen Materialien angestellt worden , als mit Sehmiedéeeisen ( Wichtig

wegen seiner Verwendung zu Keilen , Bolzen , Nieten etc . ) , wobei sich im

Durchschnitte 7 nur wenig kleiner , als die unter sich selbst nahe gleichen

Werthe K und K “ ergeben hat , zuweilen indessen auch nur 22 Einige

Versuche üÜber die Schubfestigkeit des Holzes beziehen sich auf den Fall der

Abschiebung nach der Richtung der natürlichen Fasern und haben insbesondere
für Tannenholz nach Barlow ergeben :

I 42 Kil . pro Quadratcentim . “ )

B. Stabförmiger Körper unter dem Einflusse einer im

Querschnitte wirkenden Schubkraft R .

I . Gesetz , nach welchem die Tangentialspannungen im Quer -

schnitte vertheilt sind .

171 . — Die Kraft ER, von welcher vorausgesetzt wird , dass ihre Rich -

tungslinie , in der Ebene des Querschnitts V liegend , durch den Schwerpunkt

0 desselben geht , bedingt Tangentialspannungen in den Flächenelementen

von V, deren Resultante = I ist . Dieselben können im Allgemeinen unter

gewissen Winkeln gegen die Richtung von Ie geneigt sein , also in je Zwei

Componenten nach der Richtung von E und senkrecht dagegen zerfallen , s0

dass die Summe der ersteren Componenten ist , während die letateren

für alle Elemente des ganzen Querschnitts zusammengenommen sich gegen -

*) Hiernach sind 2. B. die erforderlichen Dimensionen des unteren Zapfens eines

Dachsparrens sowie des Brüstungsholzes vor dem Zapfenloche zu beurtheilen , damit durch
den horizontalen Sparrenschub weder der Zapfen ab- , noch das Brüstungsholz hinausge -
schoben werde .
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seitig aufhleben (ef. Nr . 249 —252 ) ; hier soll von den letzteren Componenten
abstrahirt werden .

Um das Gesetz zu erkennen , nach welchem diese wie I2 gerichteten Tan -
gentialspannungen von einem zum anderen Flächenelemente sichl ändern , wird
vVorläufig ein stabförmiger Körper von endlicher Länge vorausge -
setzt , auf welchen äussere Kräfte wirken von solcher Art , dass sie sich für
einen Querschnitt Y ersetzen lassen durch die oben genannte Resultante 1e
in Verbindung mit einem Kräftepaare M, dessen Ebene den Querschnitt in
der Richtungslinie von 17 rechtwinkelig schneidet . Letztere sei zudem eine
Hauptaxe für den Schwerpunkt C von V, so dass die Biegungsaxe mit der
anderen Hauptaxe und der Axe des Paares zusammenfällt (el . Nr . 120 ) .Von C aus werden die rechtwinkeligen Coordinatenaxen GN Oο50 gezogen , dass die Ebene V in den Querschnitt und die Axe OV in
die Biegungsaxe füllt . dV sei ein Flächenelement des Querschnitts im Ab -
stande 2 parallel CV , seine Länge ½, also UH = .

Es wird angenommen , dass die Tangentialspannung 2 ebenso wie die
Normalspannung 6 in allen Punkten des Fläüchenstreifens gleich gross
sei ; *) sie ist zudem in jedem Punkte von einer ebenso grossen Tangential -
spannung begleitet , welche in dem durch den betreffenden Punkt parallelder 2 % - Ebene gelegten Schnitte nach der Richtung der 4 - Axe stattfindét

DTx: El. Nr . 10) .

a . Gerader stabförmiger Körper .

172 . — Betrachtet man das Körperelement , welches vom Querschnitte
V, von einem im Abstande dæ davon entfernten zweiten Querschnitte und
von einem im Abstande 2 mit der % Ebene parallel geführten Schnitte
begrenzt wird , 80 müssen , indem nach der &- Axe gerichtete Aussere Kräfte
nicht auf das Körperelement wirken , die entgegengesetat gerichteten Normal -
spannungen der beiden erstgenannten Begrenzungsebenen

L

ſod Is. und „Jod I. (Jod V) GU

( unter den Maximalwerth von 2 verstanden ) mit der gleichfalls nach der
- Axe gerichteten Tangentialspannung der dritten Begrenzungsebene

Sπν ] dα
Mæim Gleichgewichte sein , woraus mit 6
3 ( Tr . 43 ) absolut genommen

folgt :

8
2 ( Vodl ＋ (Sdhedk).

) Auch dies ist im Allgemeinen nicht, nöthig und in der That nicht genau der Fall,wie die strengere Untersuchung im siebenten Capitel ( Ir . 249 —252 ) lehrt .

10²
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8
UI ſſ

Dabei ist ( Nr. 42 und 58 ) absolut genommen 77 Ie , also auch , Ĩl,

wenn der Querschnitt constant ist :

dF . 1f

Diese Gleichung , welche bei veränderlichem Querschnitte nur als Nähe -

rungsformel zu betrachten ist ( der Wahrheit um so näher kommend , je

kleiner die Aenderungen der Querdimensionen im Vergleich mit der Kende -

rung von à sind ) , lehrt , dass 2 % von der Biegungsaxe aus nach beiden

Seiten abnimmt , also auch 2, wenn nicht abnimmt . Wenn aber die Breite

selbst von der Biegungsaxe aus abnimmt , so kann eés sein , dass 2 àuerst

zunimmt und seinen Maximalwerth in einer gewissen Entfernung auf beiden Oder

Seiten von der Biegungsaxe erreicht Für 3 = ist jedenfalls 2 = 0˙*) , folglich 5

eine Querschnittskorm , für welche 2 constant wäre , nicht möglich .
5

80

173 — Nach der Formel :

„
Jα H

77 8 Ents

lindet man 2. B. für einen rechtèeckigen Querschnitt , dessen Seiten ibtt

parallel OV und C sind : 69

333 2²N
„

42˙0
5 7 8

maal . νονο V
kür 01

Für einen Kreis mit dem Radius “ ist im Abstande à von der Biegungs -

mddb. 1 Æπ

Ist aber 2. B. der Querschnitt ein Üübereck liegendes Quadrat

( Diagonalen mit den Axen OyY und 04 zusammenfallend ) , so ist nicht

melr 1 in der Biegungsaxe am grössten , denn man findet :

85 I *
3

75 4 15 2.
9 4

„ „ Muer
dd . 1

8 7⁵
für

4· dun
lie

A080

3 8 0 775

*) Wäre / = 0 für e , so würde aus der Gleichung 05 folgen ; allein für VId.

eLd ' z wäre :
Bann

I* 45 ERE
17 ονiιν ε,ε πεν νιοmũdi; = ν d7 7 νσd. i 1

7
dde,

d. h. verschwindend klein . In der That wäre das Gegentheil nur dadurch möglich , dass ik.

an der Oberfläche des zwischen zwei unendlich nahen Querschnitten enthaltenen Körper -
elements eine äussere Kraft von endlicher Grösse nach der Richtung der v- Axe wirkte .
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Wenn die Breèite des Querschnitts in der Biegungsaxe am kleinsten

ist , so kann der ebendaselbst stattfindende Maximalwerth von 2 viel Mal
Ie

grösser sein , als
J5.

Bei einem doppelt - Tförmigen Querschnitte

5. ( Fig 5, Ir . 1 und d = dli :
3 5˙² U —4 ) . 6

MNddb.T 4

3 [ be - OEq, ] . 0 9 - ) . F2
ie h

2
Der Coefficient von 5 hat 1 zur Grenze , wenn 4 in die Grenze 6

oder / in die Grenze übergeht ; er wächst dagegen ins Unendliche , wenn

*
bis Null abnimmt , und zwar um so schneller , je kleiner gleichzeitig 6

ist .

174 . — Wenn man von den verschiedenen Punkten der 2 - Axe aus die

entsprechenden Werthe von und 2 als gerade Linien parallel der - Axe

abträgt , so werden die Endpunkte der ersteren Linien durch eine Gerade

0C die Endpunkte der letzateren durch eine Curve 45 ( Fig . 32 ) verbunden ;
für den Fall eines rechteckigen oder kreisförmigen

aQuerschnitts 2z. B. ist 45 eine Parabel mit der

Hauptaxe OX . Durch das Zusammenwirken von

und e2 in demselben Punkte wird nach den Re -

geln der zusammengesetzten Elasticität ein Maxi -

malwerth der Ausdehnung ébnach einer gewissen

Richtung in jenem Punkte bedingt (of. Nr . 253 ) , und

es ist nicht nöthig , dass der grösste dieser Maximal -

werthe von é mit dem grössten Werthe ²ivon

( für σν οder mit dem grössten Werthe = von 2 ( in der Regel für 2 0)
zusammentreffe . Wenn aber ebenso , wie für G = immer 2 0 ist , auch

umgekehrt für 1 = t ( wie u. A. beim rechteckigen und kreisförmigen Quer -

schnitte ) 0 ist , und wenn ferner die Curve 45 nicht etwa bis a2u

verhältnissmässig grossen Werthen von 2 nahe parallel der à2- Axe verläuft

( wie es bei einem in der Mitte eingeschnürten , z. B. dem doppelt - T förmigen

Querschnitte der Fall ist ) , so lässt sich a priori erwarten und es wird durch

die nähere Untersuchung ( Nr . 259 ) bestätigt , dass behufs Ermittelung des

absolut grössten Werthes von e resp . Ee ein nur kleiner Fehler begangen

wird , wenn entweder die Tangentialspannungen oder die Normalspannungen

ganz vernachlässigt werden , je nachdem nur wenig
1

A νν ͥ el . Nr . 160 )

ist .

Wenn insbesondere der Körper von der Länge “ an einem Ende be -
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festigt und am anderen , freien Ende durch eine Kraft Y senkrecht zur

Längenrichtung ( zur - Axe ) angegriflen ist , so findet man , dass

m ＋ 1 4 5
Eeiit, .n 3

0·; 3 f 7
ist , wenn für den rechiteckigen Querschnitt 12

3
J1

2
„ „ kreisförmigen 5 3

9
J

ist , unter die nach der à - Axe gemessene Höhe des Rechtecks resp . den
Durchmesser des Kreises verstanden .

Man sieht daraus , wie verhältnissmässig Kklein bei solchen Querschnitts -
formen die freie Länge eines stabförmigen Körpers schon werden darf , be -
vor die Vernachlässigung der Schubkraft & bei den Aufgaben des zweiten
und dritten Capitels mit einem wesentlichen Fehler verbunden ist , und dass
bei den dort bestimmten Körpern von gleichem Widerstande die Correction
der Querschnitte sich auf die nächste Nähe desjenigen Querschnitts be -
schränken darf , für welchen V2 O ist .

bh. Einfach gekrümmter stahförmiger Eörper .
175 . — Es sei ( Fig . 33 ) 001 νds ein Bogen -

element der Mittellinie , deren Ebene , welche zugleich
die Ebene des Momentes M ist , den krummen Körper
symmetrisch theilt ; C sei der entsprechende Krüm —

mungsmittelpunkt , COꝶr der Krümmungshalbmesser ,
0001 = Uσν der Contingenzwinkel . 4A1 BBI Sei
ein unendlich kleines Körperelement , enthalten zwischen

Aden den Punkten 0 und Oi entsprechenden Querschnit -
ten und zweien um die Krümmungsaxe mit den Radien
„ E und v＋ de beschriebenen Cylinderflächen .

Die positiven Axen OX , OV , CVFr . 17 / seien
s0 genommen , dass OX die Richtung 001 , Cl , die

Fig- 33. Richtung C0 , OV die übliche Richtung der Axe einer
im Sinne N stattfindenden Drehung hat . Die Kraft I und das Kräftepaar 11
seien algebraisch verstanden in der Weise , dass , wenn Ie und V betrachtet
werden als Resultat desjenigen Systems der äusseren Kräfte , welche an dem
vom Querschnitte V aus nach der Richtung OGXgelegenen Körpertheile
angreifen , It positiv ist , wenn nach 04 gerichtet , I dagegen positiv , wenn
seine Axe nach 0 ] gerichtet ist ; ein positives M verstärkt dann die Krüm -
mung der Mittellinie bei O, und es ist :

Die Schnittflächen

45 4Ai 4151 5Bh57. ,
Wodurch das Körperelement begrenzt ist , sind

20 d / e ) 0ꝙ

Helkich

dpaud
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multiplicirt mit den betreffenden Breiten :

e
und wenn die mit den Breiten multiplicirten Spannungen , welche auf die

Seitenflächen 4 5B und A4 41 des isolirt gedachten Körperelements nach den

zichtungen der Pfeile o, 7 und 2 (CFig. 33 ) wirken , mit

0%% 73/ 250

bezeichnet werden , so sind die entsprechenden , entgegengesetzt gerichteten

Spannungen der gegenüberliegenden Seitenflächen A1BI und BHImit

40ο⁹ 40 % 7)4
67/ ＋

20
dꝙ 25˙ ＋

3 GCꝙοr 27 4

zu bezeichnen .

Wegen des Gleichgewichts der Kräfte an dem betrachteten Körperele -

mente muss nun u. A. ihre Componentensumme nach O & X= 0 sein , und

diese Bedingung führt bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen höherer

Ordnung zu der Gleichung :

„ „ „
oder mit dSνσ :

2402 42 — οο
4 r＋ νιν ds

176 . — Für eine gerade Mittellinie geht diese Gleichung mit

Sο dsS du

über in :

0α ⁰

„„F„

d % UOοννσα οAi
* ERXC

*) Von den beiden übrigen Gleichgewichtsbedingungen des hier Vorliegenden Systems
von Eräften in einer Ebene führt die Null gesetzte Componentensumme nach der

Richtung C uu der Gleichung :

dh
und bestimmt sonach das von 2 nach der Richtung ORX, velches übri -

gens von selbst sich ergiebt , wenn erst für jeden einzelnen Querschnitt 2 als Function

von 3 beékannt ist .
Die Momentengleichung für irgend eine auf der Kraftebene X senkrechte Axe

führt zu einer identischen Gleichung ; sie würde die Relation 1½ vu geliefert haben ,

wenn dieselbe nicht schon im Ansatz der Gleichung als bekannt vorausgesetzt worden

Wäre. —
Es muss übrigens bemerkt werden , dass die Gleichung

269
0 00

nur durch die Amahme hier überflüssig wird , dass das Vertheilungsgesetz der Normal -

spannungen ꝙ dasselbe sei , welches sich in den Vorhergehenden Capiteln bei Vernach -

lässigung der Schubkraft h auf Grund der Voraussetaung eines stets eben und zur ela -

stischen Linie senkrecht bleibenden Querschnitts ergeben hatte . Wenn nun auch streng
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Woraus , weil 2) / O ist für 2 e,
2

— Z Jod V

8
AdA. 7 8

folgt , d. i. dieselbe Gleichung , welche für diesen Fall in Nr . 172 schon an -

geführt wurde , und welche auch näherungsweise gelten kann , wenn „ im

Vergleich mit e sehr gross ist .

177 . —Ist aber nicht sehr gross , so hat man nach Nr . 155

it 20
N

1
132

33 ατεαννυ
W

also mit
7585 I , wenn sowohl der Querschnitt , als auch der Krümmungs - ⸗

radius 7 constant sind oder wenn näherungsweise von der event . geringen
Veränderlichkeit dieser Elemente abgesehen wird :

5V

Daduich wird die in Nr . 175 gewonnene Differentialgleichung zur Bestim -

mung von 2:

4 %j 2

I . 7* ＋ 2 9

Ihre allgemeine Form ist :

60 ( ⁹
— ＋ 2Cð Fοο ε ꝙοσρ

mit dem bekannten Integral ( unter e hier die Basis der natürlichen Loga -
ritlimen verstanden ) :

— ο dæ 2 (2). d
5

„ 5 e, ,
und die Einsetzung der Werthe von Y6 ) und ꝙ (U) liefert :

45 „ 1 5
ee HidU) C

Die Constante Cist bestimmt

für positive Werthe von 2 durch : — 6¹3 ² „ 0

„ negative 5 „ „ „ : 2 ⁰ννε 0
damit wird , wenn im einen oder anderen Falle i resp . e2 durch e bezeich -
net wird :

Ie „„
„ AFTRß ( Lal fel )

genommen diese willkürliche Annahme eben durch jene Gleichung ersetzt werden müsste ,5 3 8 5 8 32 5um so ein System von zwei Differentialgleichungen zur gleichzeitigen Bestimmung der sich
gegenseitig bedingenden Spannungen undez zu erhalten , so ist doch ein praktischesBedürfniss zu einer solchen Complication der Aufgaben einstweilen nicht vorhanden .

Allgrös

derBie
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oder , wenn 3 absolut

„
E7 Fah Fedl) .F ( 0

Beim Durchgange 5 die Biegungsaxe ( Breite daselbst e) fände

hiernach ein plötzlicher Zuwachs von 2 statt um den Betrag :
21 62 U

F4 Van;)⁰ 0 0 J0

Inwiefern etwa dieses auffallende Resultat der Unvollkommenheit der

Theorie zur Last fällt , möge dahingestellt bleiben ; im Folgenden soll ein -

facher gesetzt werden :
L 2

7⁷ ν — I ,
EKA

wodurch die Bedingung , dass 2 % 0 sein muss für 2 e resp . e2, gewahrt
bleibt unter Beseitigung der Discontinuität der Spannungen in der Biegungs —

axe , und wodurch jedenfalls ein um so geringerer Fehler begangen wird , je
sser „ ist . Denn wegen

ne

geht sowohl die oben entwickelte , als die hier dafür substituirte Formel in

die Gleichung :

f
7⁴ ν

1 5 20UF (Ir . 172)

über , wenn man „ uohne Ende wachsen lässt .

178 . — Für einen rechteckigen Querschnitt findet man hiernach

I . Zd ( T5
831 5

am grössten auf der concaven Seite der Mittellinie im Abstande — — von
75

der Biegungsaxe , also

22

72
‘ . T ν

20 92
17＋

7

) Wollte man setzen :

1

so würde , wie die Probe lehrt ,

15ναν de Fel d. — ( 4 ＋d0 Æ

sein anstatt = IH, wie es sein muss 11 wie es sowohl bei der oben entwickelten , als
bei der hier dafür substituirten Formel der Fall ist .



oder mit
3 5

3 ά
1

2 62
)RA F55 ＋ 5 75

E „

Für einen kreisförmigen Querschnitt ist :

NR
» 3‚οπε

92
am grössten auch auf der concaven Seite im Abstande = ε von der Bie -

gungsaxe : 02

72
WMUMU. T —. —— 8

30 92

1 22
Jr. 156) ;oder mit d

＋ 7³
.

8
(Tr. 156 )

2
1 45 ＋ 64

Mad . 1
3 75

＋ 2 72 16 7⁴ 83

II . Einfache Schub - Llasticität und Festigkeit eines stabförmigen

Körpers .

179 . — Darunter wird der Fall verstanden , dass das auf Biegung hin —

wirkende Kraftmoment verschwindend klein ist gegen die

Schubkraft I , und dass mithin durch letztere allein die Anstrengung des

Materials bedingt ist . Da das im Vorhergehenden sub IJ. ermittelte Verthei -

lungsgesetz der Tangentialspannung im Querschnitte von der Grösse des

Momentes / picht abhängig gefunden wurde , so muss man schliessen , dass

es auch im vorliegenden Grenzfalle = O noch zutreffe .

Die betreffenden Werthe der grössten Tangentialspannung 7 mögen zu —

nächst dazu benutzt werden , die frühere Untersuchung einiger vorzgusweise

auf Biegungs - Elasticität in Anspruch genommener Körper gleichen

Widerstandes insofern zu corrigiren , als ihre früher nur angedeutete er —

forderliche Verstärkung in den Querschnitten = O näher bestimmt werden

soll . Ist aber

der Werth der veränderlichen Dimension in demjenigen Querschnitte ,

für welchen Jam grössten ,

di derselbe in demjenigen Querschnitte , für welchen = O ist ,
＋ der Maximalwerth von d im ersteren ,

55 55 „ 7 im letzteren Querschnitte ,
so ist , wenn in beiden das Material in gleichem Grade in Anspruch genom -

men werden soll , das Verhältniss
5

bestimmt durch die Gleichung :

m＋1

70 160 ) ,

Solerl

I

fürdenF.

M. I

ͤt

Vefhatben

tigt und

Würden:

Et.

Wischen

Sesctat
in de V
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solern von der im ersteren Querschnitte gleichzeitig etwa vorhandenen Schub —

kraft ohne in Betracht kommenden Feliler abgesehen werden kann .

180 . — Wenn insbesondere der Körper 45 bei Abefestigt
und am freien Ende B durch eine Kraft senkrecht zur Längen —
richtung 456 = ( langegriffen ist , so findet man für den Fall eines

rechteckigen Querschnitts von constanter Breite ( Fr . 110 , wenn
li die Höhe bei 4 ,

J11 5* 57 55 5 ist :

J1¹ 1 7
— 8

J „

für den Fall eines rechtéeckigen Querschnitts von constanter Höhe
I ( Fr . 112 ) , wenn

Ydie Breite bei 4 ,
21 5 „ „

0¹ N＋1 J. 1 N²

kür den Fall eines kreisförmigen Querschnitts ( Fr . 113 ) , wenn
„ der Radius bei 4 ,

155 5 „ Bist⸗
◻⏑ Y

— V 15 * mlit 777 3 .
＋ 5 5

181 . — Der Körper 45 sei beiderseits unterstütnzt .
Bei Belastung in einem gewissen Punkte Czwischen A und B ( Fr . 115 )

verhalten sich ! dann beide Theile 4 C und 5 Cvie wenn sie bei Cbefes -

tigt und bei 4 resp . 5 durch eine Kraft ddem Stützendrucke angegriffen
würden : ef. Nr . 180 .

Ist aber die Last beweglich , so dass ihr Angriffspunkt Cjede Lage
zwischen A und annehmen kann ( Fr . 116 ) , so muss für den Fall eines
rechteckigen Querschnitts von constanter Breèite , wenn

J. dessen Höhe in der Mitte von A B,

„ an den Enden 4 und B,
4die halbe Länge A4B ist :

J41 1 J 892 J.
1

sein . Dasselbe Verhältniss entspricht der Forderung für den Fall einer

gleichförmig auf der ganzen Länge 45 = 24 vertheilten Be -

lastung bei gleichfalls rechteckigem Querschnitte von constanter
Breite ( Fr . 117 ) .

Besteht aber in diesem Falle gleichförmig vertheilter Belastung der
Träger A5B = 24 aus zwei bogenförmigen flachen Gurten mit con -
stanten Querschnitten ( Jr . 118 ) , die hier einander gleich V voraus -
gesetzat werden sollen , und ist / die Bogenhöhe ( halbe Höhe des Trägers )
in der Mitte , so muss der rechteckige Gesammtquerschnitt 2 I der ver -
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einigten Gurte an den Enden A und mindestens so gross gemachit wer —

den , dass
E uIun 1745 „ „ . . 8 it
V. 1 4

ist ; eine Verstärkung der Gurte wird also hier nöthig , wenn 4 4½/ ist .

182 . — Als Ergänzung der Berechnung eines Seil - oder Kettenhakens

mit kreisförmigem Querschnitte ( Fr . 166) ist noch der erforderliche Radius

ei des Querschuittes bei E ( Fig . 29) , in welchem die Belastung 7 lediglich als

Schubkraft wirkt , zu bestimmen . Setzt man zu dem Ende

ei ; afel⸗ ( I ) a,
so ist nach Nr. 178 die grösste Tangentialspannung im Querschnitte B

— 2 3 15 „
8 2 77¹ 8 4und indem dieselbe auch - z sein soll , unter à die grösste N

77¹7
rmal -

spannung 6 im Querschnitte 4 ( Radius e ) verstanden , so hat man für 7 die

Gleichung :
8 1

1
7

7—7 — — — —— — — —
Jabal 2 ( 5 16 6 7 5

Daraus ergiebt sich mit u = 3 und h 1400
177ε55 3 —

„
25

U bis
50

ei O0,518 6 0,341 4

ne0,361 e5

für den Kettenhaken mit 4

für den Seilhaken mit 5 pis 5 2

ei 0,244 6 „ 0,182 a
oO0,347e „ 0,331 e.

Zur Sicherung gegen eine zufällig etwas schiefe Richtung der Kraft P, wo—

5 5 2
durch auch im Querschnitte B ein Moment M hinzukommt , kann man etwas

0 4

grösser rechnen .

183 . — Verniétung von Bleèchen .
Bei dem gewöbnlichen Verfahren der warmen Nietung , wobei das Niet roth -

glühend durch die sich entsprechenden Nietlöcher getrieben und aus dem vorste —
henden Theile des Schaftes der Schliesskopf durch Hämmern gebildet wird , ist es
nicht die auf das Niet wirkende Schubkraft allein , welche seine Spannung bei
der fertigen und belasteten Construction bedingt ; zum Theil ist diese Spannung
eine durch die Zusammenziehung des erkaltenden Nietes verursachte Längen —

spannung , und es kann infolge der dadurch bedingten ebenso grossen
Pressung zwischen den vernieteten Blechen und den Nietköpfen sogar der Fall

sein , dass die dieser Pressung entsprechende Reibung die Schubkraft ganz auf ,
hebt und die Tangentialspannung im Nietquerschnitte gar nicht zur Entwickelung
kommen lässt .

Die Grösse jener Längenspannung ist indessen von so verschiedenen und
zum Theil nur so unsicher in Rechnung zu stellenden Umständen ( von dem

Temperaturgrade , dem Ausdehnungscoefficienten und der Länge des Nietschaftes ,

LemVolld

gelbende

8 h6

JtcentWundrateI

SichOhmeE

eiuereinfa

derNet

Sünmenu
Netlöeben

NI.
mit eine

di



Schub- Elasticität und Festigkeit . 157

von dem bei der Stauchung des Schliesskopfes auf den Setzkopf des Nietes aus -

geübten Gegendrucke , von der Miterwärmung der umgebenden Blechtheile durch

das heisse Niet , von der Zusammendrückbarkeit des Blechs ete . ) abhängig . dass

es nur durch Versuche und zwar indirect durch Messung der entsprechenden

Reibung möglich ist , ein sicheres Urtheil darüber zu gewinnen . Solche Versuche

haben ergeben , dass die Reibung in jeder der beiden einem Niete angehörigen

Reibungsflächen wenigstens 500 , also die Längenspannung des Niets bei einem auf

höchstensæ 5 zu schätzenden Reibungscoefficienten wenigstens 1500 Kilogr . pro
3

Quadrateentimeter des Nietquerschnitts beträgt , eine Spanungg , bei welcher schon an

sich ohne Hinzutritt einer Tangentialspannung die Elasticitätsgrenze erreicht ist . “)

Unter diesen Umständen ist man genöthigt , die Widerstandsfähigkeit der

Niete auf Grund specieller Versuche zu beurtheilen , bei welchen die Belastung

bis zum Bruche gesteigert wurde . Solche Versuche , welche u. A. besonders von

W. Fairbairn angestellt worden sind , haben ergeben , dass , damit der Bruch

einer einfachen Nietung mit gleicher Wahrscheinlichkeit durch die Abscheerung

der Niete wie durch das Reissen des Blechs herbeigeführt werde , die Niete zu -

sammen ungefähr denselben Querschnitt haben müssen wie das zwischen den

Nietlöchern übrig gebliebene Blech . Bei der Berechnung einer Vernietung Pflegt

man hiernach so zu verfahren , als ob die ganze auf relative Verschiebung der

vernieteten Bleche hinwirkende Kraft eine in den Nietquerschnitten gleichförmig

vertheilte Tangentialspannunger hervorriefe , welche infolge entsprechender Wahl

der Verhältnisse üder im Bleche selbst hervorgerufenen grössten Normalspannung

„ sein Soll. Dazu kommt als zweites Erforderniss einer rationellen Vernietung ,

dass durch dieselbe das Blech so wenig geschwächt werde , als mit Rücksicht

auf die jeweiligen Umstände , insbesondere 2. B. die Forderung eines sehr dichten

Abschlusses der Fuge möglich ist .

184 . — Ist bei der einfachen Vernietung ( UDeberblattung der Bleche

mit einer Nietreihe zwischen den Blechrändern )

Ydie Blechstärke ,
der Durchmesser der Nietbolzen ,

die Entfernung zweier aufeinander folgender Nietlöcher von Mitte zu Mitte ,

80 entspricht der Forderung ν α ( Fr . 183 ) die Gleichung :
1U1

— (e — 0 J,

) Bei Versuchen , welche in England bei Gelegenheit des Baues der Britannia - Brücke ,
und béi anderen , welche später in Frankreich angestellt wurden , hatte man zwei Blech -

streifen mittels zweier die Stossfuge von beiden Seiten überdeckender Stossplatten durch

zwei Niete so zusammengenietet , dass die Nietbolzen in den gestossenen Blechplatten Spiel -
raum hatten , und fand dann die Zugkraft , welche das Gleiten der letzteren zwischen den

sie einklemmenden Stossplatten bewirkte , = 1000 bis 1400 Kil. pro Quadratcentimeter
des Nietquerschnitts . Bei Versuchen , welche im Auftrage der französischen Regierung
über die Anwendung des Gussstahlblechs zu Dampfkesseln angestellt wurden , ergab sich

jene Jugkraft für rothwarm angetriebene Gussstahlniete im Mittel aus zwei Versuchen
1310 Kil. , und als zwei Blechstreifen , der eine mit ovalem Nietloche , direct mit über -

greifenden Rändern durch ein Gussstahlniet , verbunden wurden , im Mittel aus zwei wei⸗
teren Versuchen = 1730 Kil . pro Quadratcentimeter , welcher bedeutend grössere Werth
ohne Zweifel der in diesem Falle etwas schiefen LZugrichtung und der dadurch bedingten
einseitigen Pressung der Nietköpfe gegen die Bleche zuzuschreiben ist . In allen Fällen

war bierbei die Reibung in zwei Reibungsflächen zu überwinden .

23
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7
woraus folgt :

2 lie
0 4 8 J0 7

und die verhältnissmässige Verschwächung des Blechs ist :
2 d4 1

ie

„*
Ausser durch Abscheerung der Nietbolzen oder dureh Reissen des Blechs

zwischen den Nietlöchern könnte die Verniectung auch dadurch zerstört Werden ,
dass die zwischen dem Nietbolzen und dem Blechrande befindliche Masse hinaus -
geschoben wird , wenn die Entfernung 4 dieses Randes vom Mittelpunkte des A50 eise
Nietloches zu klein ist . In der That ist freilich der Vorgang hierbei nicht s0
einfach , sondern es ist wahrscheinlicher , dass event . nur eine einzige Kissfläche

— 85 „ an der schwächsten Stelle sich bilden und durch Biegung des Blechs

eine Oeffnung für den Durchgang des Nietbolzens darbieten würde .
aber sicher , wenn etwa

Man geht

12
4 —4 „ also 4 ee α

gesetzt wird .

35Das Verhältniss ist im Allgemeinen = 1,5 bis 2,5 ; je kleiner es ge-
„ 6 * 1nommen wird , desto kleiner wird

5⁵
desto dichter also die Fuge ; je grösser es4

4 e2 d 0 10genommen wird , desto grösser wird — desto geringer also die Verschwächung6
des Blechs . *) Man findet

2
25für

5 13 2 2,5

„ 5,14 7,417 7 7

0 — 0
5 5 1 3,14 4,91

—4
— 651 0,61 0,66.2

) Nit dieser geringeren Schwächung des Blechs in Betreff des Widerstandes gegeneine Zugkraft ist freilich eine andere Gefahr verbunden , bestehend in einer übern ässigenGrösse des Normaldrucks zwischen dem Nietbolzen und seiner halbcylindrischen Stützflächeim Nietloche . Wird dieser Normaldruck consta 5nt pPro Flächeneinheit dieser Stütz -fläche angenommen , 80 ist 5 Aνdem resultirenden Drucke dividirt durch Y ] sollte also Uus
P nicht grösser , als 1 sein , so müsste anden

42˙ αα 4 eiten iiETI 0
Wuaftunt8 . 0 2gemacht werden , während bei dem Verhältnisse

75 2,5 schon p fast doppelt so gross , Redettten
0 0als c oder 1 wäre . Dieses Verhältniss 2,5 ist deshalb als eine keinesfalls zu Nerthelt

überschreitende Grenze zu betrachten , weil sonst d
den Nietlöchern zu befürchten Wäre, wenn
nicht bis zum Maximum ihrer

as Entstehen aufgeworfener Ränder an
auch die übrigen Theile der Vernietung noch

zulässigen Sparnung angestrengt sind .
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Dieselben Regeln gelten auch für jede der beiden Nietreihen einersein -

fachen Bandvernietung Gtumpf an den Rändern zusammengestossene Bleche

mit einem die Stossfuge überdeckenden Blechbande ) , vorausgesetat , dass die Bleche

der Einwirkung einer äusseren Kraft unterworfen sind , welche sie auseinander zu

ziehen strebt ; wenn aber umgekehrt die Bleche in der Stossfuge gegeneinander

gepresst werden , ein Fall , für welchen die Bandvernietung besonders zweckmässig

ist , so entzieht sich die geringe und fast nur durch Zufälligkeiten der Ausführung

bedingte Anstrengung der Niete ganz der Berechnung , und kann in diesem Falle

0 8 4
der kleinste obiger Werthe von

5
mit dem grössten Werthe von

1 combinirt ,
4 2

1
also etwa 5 15 Dei 7,5 gesetzt werden .

0 0

185 . — Bei der doppelten Vernietung ( Ceberblattung der Bleche mit 2

gegen einander versetzten Nietreihen zwischen den Blechrändern ) mögen di , ei

und di dieselben Bedeutungen haben wie d, eund d bei der einfachen Vernietung .

Dann ist zu setzen :

2
W ) d Wiet

e
—j— 23 , Al8se 55 E

4 3 88 0 2 0 0

7 112 5—
4¹ ◻ 4 aAls0 41

8
Man findet für 1,5 2 2,5⁵

7 5 ; 03 8. 28 12,32
7

4¹ 7
3 1777 3,14 4,91

61 — 1 1
o⁰ 0,76 0,80 .

Noch etwas grösser stellt sich in Beziehung auf die geringere Schwächung
des Blechs der Vortheil der doppelten Vernietung heraus , wenn man dabei ebenso

viel , aber verhältnissmässig dickere Niete anwendet , als bei der einfachen Ver -

nietung ; denn für ei 2 2
0

und 1,5 2 25⁵

findet man 1,75 2,26 2,77
0

— d
0 . f3 0,78 0,81 .

6¹
Dieselben Regeln gelten auch für eine doppelte Bandvernietung ( stumpf

an den Rändern zusammengestossene Bleche mit zweien die Stossfuge von beiden

Seiten überdeckenden Blechbändern ) , vorausgesetzt , dass die Bleche einer àusseren

Kraft unterworfen sind , welche sie auseinander zu ziehen strebt ; im entgegen -
4 333 *

gesetzten Falle kann 15 =1,5 bei 15 12 gesetzt werden . Die Schubkraft

vertheilt sich hier unter 2 Querschnitte desselben Nietbolzens .
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186 . — Fach der Definition in Nr . 18 wird hierunter derjenige Fall

verstanden , in welchem die äusseren Kräfte sich für jeden Querschnitt des

stabförmigen Körpers durch ein resultirendes Kräftepaar ersetzen lassen ,

dessen Ebene dem Querschnitte parallel ist und dessen Moment hier mit M

bezeichnet werden soll . Die Mittellinie des Körpers wird im Allgemeinen

als eine gerade Linie ( geometrische Axe ) vorausgesetzt , gegen welche

die Richtungslinien der äusseren Kräfte rechtwinkelig und windschief ge -

richtet sind , so dass sie in Ebenen liegen , welche die Axe rechtwinkelig

schneiden . Denkt man die Kräfte in diesen Ebenen an deren Schnittpunkte

mit der Axe versetzt , so erhält man ausser einem Systeme von Kräftepaaren im Wule

Allgemeinen noch ein System von Kräften , welche den Körper auf Biegungs —

Elasticität und Festigkeit in Anspruch nehmen , von welchen aber ebenso

wie von dem eigenen Gewichte des Körpers in diesem Capitel

abstrahirt wird .

Für jeden Querschnitt eines zwischen den Ebenen zweier auf einander

folgender Krüftepaare liegenden Stücks A h5 des Körpers ist das resultirende

Moment J gleich gross der algebraischen Summe der Momente der von

dort bis zum Ende des Körpers angreifenden Kräftepaare . Ein constanter

Querschnitt eines solchen Stücks 45 , wie er im Folgenden vorausgesetat

wird , entspricht also hier zugleich der Forderung eines Körpers von gleichem

Widerstande .

Sind 4 und A1 zwei correspondirende materielle Punkte der unendlich

nahe benachbarten Querschnitte 77 und F1i ( AAi parallel der Axe vor der

Einwirkung von W) , so lässt sich die durch J bewirkte relative Verdrehung

von / . und /i betrachten als das Resultat eines gewissen Systems von Ver -

schiebungen / , welche der Richtung und Grösse nach mit der Lage der

Punkte A und Ai sich ändern und für gewisse Punkte C und C1 Null sind .

Der Drehungsmittelpunkt 0 hat in allen Querschnitten des Stabstücks

45 dieselbe Lage , und der Ort dieser Punkte 0 ist also eine mit der
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geometrischen Axe parallele oder zusammenfallende Gerade : Drehungs -
à xe .

Den Verschiebungen ) in den verschiedenen Punkten 4 eines Quer —
schnitts entsprechen Tangentialspannungen 2 von derselben dichtung und
welche der Grösse nach zu 7 ein constantes Verhältniss haben , Sofern , wie

vorausgesetzt wird , der Körper entweder isotrop ist oder homogen mit einer

ausgezeichneten Elasticitätsaxe im Sinne der geometrischen und der Drehungs
axe . Den Maximalwerth von 2:u zu finden , welcher in irgend einem
Punkte des Querschnitts bei gegebener Form desselben und bei gegebenem
Drehungsmomente M stattfindet , ist die Hauptaufgabe dieses Capitels ; indem
derselbe einem gegebenen Werthe F sein soll , ist die erforderliche Grösse
des Querschnitts oder die zuliissige Grösse des Moments / beéstimmt .
Ausserdem ist der specifische Drehungswinkel 9 zu bereéchnen , d. i.
der Winkel , um welchen zwei materiell gedachte Querschnitte V und Vi in
der Entfernung 001 = 1 gegeneinander verdreht werden .

A. Gewöhnliche Theorie .

187 . — Man geht gewöhnlich von der Annahme aus , dass bei der

Verdrehung die materiellen Querschnitte vollkommen unverän -
dert , insbesondere auch vollkommen eben bleiben . Die Ver -

schiebung und PTangentialspannung 2 im Punkte 4 eines Querschnitts
sind dann senkrecht gegen 0 A gerichtet und dem Abstande GAS vom

Drehungsmittelpunkte O proportionalh , so dass , wenn / und æ die Coordinaten
des Punktes A sind bezogen auf die im Querschnitte angenommenen recht —

winkeligen Axen 0 V und 04 , und wenn ferner 21 der Werth von 7 für
„ S= 1 ist , für die Componenten von 2 nach den Richtungen CV und OAa
die Gleichungen gelten :

77² 7I1 2 ZTy 7

vorausgesetzt , dass 1 gerichtet ist im Sinne einer Drehung von 0 N. gegen
8O . Hiermit folgt aus den beiden ersten der 3 Gleichgewichtsbedin -

gungen :
Jαα . dIl . = 0 ; Hh d = ο νι ‘ M.

worin I = diuj de ein unendlich kleines Flächenelement 2ter Ordnung des

Querschnitts bedeutet :

Jανσ ο ůund Jid
d. h. der Prehungsmittelpunkt 0 fällt mit dem Schwerpunkte

von V, die Drehungsaxe OX mit der geomeètrischen Axe Zu —
SAmmen .

) Nach der Bezeichnungsweise in Nr. 10 würden diese Spannungscomponenten mit
r und 2π u bezeichnen sein , wofür aber ebenso wie in der Folge die kürzeren Bezeich -
nungen 22 und 2, gewählt sind : cf. Nr. 211 .

Grashof , Festigkeitslehre . 315



Drehungs - Elasticität und Festigkeit

Aus der dritten Gleichung folgt , wenn mit

A4 H

das Trägheitsmoment von 7, in Bezichung auf O&N bezeichnet wird , und

wenn der Maximalwerth von 7' ist :

My. Ne
＋. Æ

4 3 Müdb. 7 ν .

Sind B , ν u,ν , οοο ſ½²d V die Triigheitsmomente von V in

Beziehung auf CV und n so ist :

42BT C.

Ist der Querschnitt ein reguläres Polygon , s die Seite , e der Radius

des umbeschriebenen Kreises , so ist (ef. Nr . 47 ) :
L. 8²

= 5 4 — 2)
insbesondeére für einen Kreis vom Radius « oder Durchmesser d. :

Freeec
4 Q= L

188 . — Der specikische Drehungswinkel 9 ist = der Verschie -

bung ) 1 im Abstande = 1 von C, also

71 NM 8
9υν ꝗ4

in Graden ausgedrückt :

3⁰ R — 9.
7r

Für Metalle , überhaupt isotrope Körper , ist hierbei nach Nr . 169

K
E = 3 E bis 5 L

zu setzen ; für Hölzer kann die Constante & nur aus Versuchen über die

Verdrehung selbst entnommen werden , und ist danach im Durchschnitte zu

Setzen :

6 j7000 für Kiefernholz ,
ε S8000 „ Eichenholz ,
2 12000 Buchenholz .79

189 . — Eine Transmissionswelle mit kreisförmigem Querschnitte

habe ein Kraftmoment = Kilogramm - Centimeter oder M Pferdestärken bei u

Umgängen pro Minute zu übertragen ; soll dabei mααν. ,˙r˖ =² Kilogr . pro QJCenti -
meter sein , so ist nach Nr. 187 der erforderliche Durchmesser :

3 ＋r46ͤä 16 . 71620
◻ — . VI 9 4 2 Centim .

7rL 11· *

Wird also nach Redtenbacher im Durchschnitt gesetat
für schmiedeeiserne resp . gusseiserne Wellen :

2 οννοοοοðð 2—16½/* 1
7

iusbesonde

Setzt1
Fohniel

Auduit

d. b. U
giebt1
NEI

Venn

gelte.

LAg
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8o ist entsprechend . 7 π 211 resp,t89 ,
23 838

Als0 a , ‚d 02ο , 4 ug,385 U⁹ Ä)
Dabei ist nach Nr. 188 der Verdrehungswinkel in Graden pro 1 Centimeter

Wellenlänge :

9⁰ :
6—

insbesondere für Schmiedeeisen und Gusseisen
mit 5 55 89
und iiiiees 400000

394

190 . — Bei sehr langen Wellenleitungen kann es unter Umständen
der Fall sein , dass zugleich die Rücksicht auf einen nicht zu grossen Verdre -
hungswinkel bei der Wahl des Durchmessers dein Betracht kommt ; ist aber

180 180 I

1
2²

9⁰

gegeben , so folgt :

A J180 . 32 . 71620 N
43 — = σ QQ12 9 772 90 7*

Setzt man nach Redtenbacher für dergleichen lange Transmissionswellen aus
Schmiedeeisen :

80 ist entsprechend : d 05734 U
4

und mit = 800000 : 9
397

d. h. nahe 1“ Verdrehung auf 4 Meter Wellenlänge . Diese Constructionsregel
giebt natürlich nur daan grössere Sicherheit , als die frühere sub Nr. 189 , wenn
NÆn ist .

191 . — Die den obigen Formeln zu Grunde liegende Annahme , dass
die materiellen Querschnitte des Stabes bei seiner Verdrehung vollkommen

eben bleiben und dass mithin die Tangentialspannung 2 in jedem Punkte

Ades Querschnitts senkrecht zu dessen Verbindungslinie mit dem Drehungs -

mittelpunkte oder Schwerpunkte 0 gerichtet sei , ist übrigens nur in dem

einzigen Falle gerechtfertigt , dass der Querschnitt ein Kreis ist . Denn

wenn insbesondere 4 ein Punkt im Umfange des Querschnitts , 47 PTan -

gente , AN Normale desselben und A8 senkrecht zur Querschnittsebene
JAdie betreffende Seite der cylindrischen Staboberfläche ist , so kann

) In Betreff der für einen gegebenen Fall passenden Werthe von ( ist der Beur -
theilung der jeweiligen Umstände ein ziemlich weiter Spielraum zu lassen ; bei Winden
2. B. und anderen durch Kurbel und Menschenkraft bewegten Maschinen , sowie in man⸗
chen anderen Fällen , in denen heftige Stösse nicht zu befürchten sind , darf t wesentlich
grösser genommen werden , als 211 resp . 89.

115
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bei dem Fehlen entsprechender àusserer Kräfte in der Berührungsebene 748

keine Tangentialspannung , insbesondere auch keine solche nach der Richtung

AS stattfinden , es muss also (ef . Nr . 10 ) zus = 0, mithin auch 7ν = , d. h.

es muss die Tangentialspannung im Querschnitte für jeden

Punkt seines Umfangs nach der Tangente desselben gerichtet

sein .

Dieser Bedingung entspricht die obige Annahme in der That nur dann ,

wenn der Querschnitt ein Kreis ist ; in allen anderen Fällen muss die Rich -

tung von 2 sich von der zu der Verbindungslinie CA senkrechten Richtung

um so mehr entfernen und der Richtung der Tangente am Querschnittsumfange

um so mehr nähern , je mehr der Punkt A in einem von 0 aus geèzogenen
Strahle sich von C entfernt und dem Schnittpunkte dieses Strahls mit dem

Umfange nähert , ein Verhalten , womit dann offenbar auch eine unveründert

ebene Beschaffenheit des materiellen Querschnitts nicht mehr verträglich ist

B. Corrigirte Theorie .

192 . — Es wird hierbei vorausgesetzt , dass der Querschnitt zwei

zu einander senkrechte Symmetrieaxen habe , welche zur Bestim -

mung der Lage eines Punktes AI im Querschnitte “ als Coordinatenaxen CV

und 0, , angenommen werden ; 0 ist der Schwerpunkt von 7 , O & die

geometrische Axe des Stabes .

5 I und C 2. / 9 G

seien die Trägheitsmomente von 77 in Bezichung auf CV und 0HA.

Als selbstverständlich darf a priori angenommen werden , dass die

Drehungsaxe mit der geometrischen Axe OXR zusammenfällt

und dass die materiell gedachten Symmetrieaxen CY und 07½

irgend eines Querschnitts auch bei der Verdrehung stets zu
einander und zu O & senkrechte gerade Linien bleiben .

Die Verdrehung eines Querschnitts gegen einen anderen wird dann ge—
messen durch den Winkel , welchen die Symmetrieaxen beider Querschnitte
miteinander bilden .

I . Die Maximalspannung .

193 . — Im Punkte 4 mit den Coordinaten ,
seèi

= Ez die Tangentialspannung nach der Rich -

tung 0 V,
— 11ε , die Tangentialspannung nach der Rich -

tung 04 ;

1, und 2, sind Functionen von / und æ, und zwar
ist der vorausgesetzten Symmetrie wegen ( Fig . 34 )
der Ausdruck von 22 nothwendig 80 beschaffen , dass
er ungeändert bleibt , wenn entgegengesetzt ge⸗

10

uers
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fuden8
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Wuiche0
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nommen wird , dass er aber selbst entgegengesetzt wird , wenn s entgegen -
gesetzt genommen wird .

Nimmt man also an , es lasse sich 2, in eine nach ganzen Potenzen
von / und 2 fortschreitende Reihe entwickeln , so kann dieselbe nur solche
Glieder haben , welche gerade Potenzen von und ungerade Potenzen von

Renthalten , und wenn man demgemäss

22 νπε muν,ν ' Æ ννE

setzt , so sind dabei nur die Glieder von der öten Ordnung inel . an wegge⸗
lassen . In gleicher Weise ist

77 ντνσνν οατ να ＋ν νẽ ’ , ‘
zu setzen . Zur Bestimmung der Coefficienten dienen :

I ) die Bedingungen des Gleichgewichts zwischen den Spannungen im

ganzen Querschnitte und dem àusseren Kraftmomente IJ ;
2) die Bedingungen des Gleichgewichts der auf die Oberfläche eines un -

endlich kleinen Körperelements wirkenden inneren Kräfte ;
die Bedingung , dass die Spannung 2 im Umfange des Querschnitts
tangential an denselben gerichtet sein muss ( Nr. 191 ) . * )

194 . — Das Gleichgewicht zwischen den Spannungen im

Querschnitte und dem äusseren Kraftmomente Mwird ausgedrückt
durch die Gleichungen :

JA . GI 05 de 0 ; U v ) d I . M.
Werden darin für 27 und z, die Ausdrücke aus Nr . 193 substituirt , so

tinden sich die beiden ersten Gleichungen mit Rücksicht auf die Symmetrie
des Querschnitts unabhängig von den 6 Coefficienten und u erfüllt ; die
dritte Gleichung aber liefert als erste Bedingung :

m A αν,]⸗ m1 . 22 (l I . A. . /ſhd I . 1n,αα M. ( 608

195 . — Wenn man vom Punkte 4 als Eckpunkt aus ein unendlich
kleines Parallelepipedum construirt denkt , dessen Kanten du , du , d & resp .
den Axen OR , CV C parallel sind , so wirken auf die zur - Axe senk -
rechten Seitenflächen die Kräfte :

4
— 2½ Und 22 ＋

2
d nach der Richtung CV

— 2 und 2 3— 5 04 ,

auf die zur / - Axe senkrechten Seitenflächen die Kräfte :

— 1½ und 22 ＋ 75 d , nach der Richtung O&X

und auf die zur 2 - Axe senkrechten Seitenflächen die Kräfte :

◻
— 27 und 27 ＋ ＋2 de nach der Richtung CX,

) Wenn die 6 Coefficienten und n sich diesen 3 Bedingungen entsprechend nicht
bestimmen liessen , s0 müssten noch weitere Glieder mit höheren Potenzen von und 2
hinzugenommen werden .
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alle Kräfte auf die Flächeneinheit bezogen , also beziehungsweise noch mit

dydæe , dæda , dud , νν mpmultipliciren . Dem Gleichgewichte dieser

inneren Kräfte entsprechen die Gleichungen : “ )

1 ‚ dlus 4
Gznl ce, In Iin

die beiden letzten sind dadurch erfüllt , dass die Coefficienten der für 27 und

1 angenommenen Ausdrücke ( Nr . 193 ) als constant ( unabhängig von 4 im

Bereiche eines Stabstücks , für welches YJ constant ist ) vorausgesetzt werden ,

die erste Gleichung aber führt zu der zweiten Bedingung :

mI ＋ n ο. . (2) .

un. Allgemeine Näherungsformel .

196 . — Die noch übrige Bedingung , dass die Tangentialspannung

im Umfange des Querschnitts tangential an denselben gerichtet

sein muss , führt bei verschiedenen Querschnittsformen zu verschiedenen

Bestimmungsgleichungen der Coefficienten n und ; wenn man aber für

das Rechteck und für die Raute als zwei extreme Fälle die betreffende

Rechnung durchführt , so wird man das Resultat derselben , insoweit es für

beide Fälle übereinstimmt , als näherungsweise gültig für jede convexe Quer -
schnittsform betrachten dürfen , welche zwei zu einander senkrechte Sym -
metrieaxen hat .

Wenn insbesondere für das Rechteck

die der / - Axe parallelen Seiten 20 ,

„ »„ 2 - Axe 77
gesetzt werden , so muss

1. 0 sein für / = 4 U und jeden Werth von 2
2

απάe ν⁰a2 ＋ε- „ 57
Daraus folgt :

— 98

n 7²
m1ε =7 mn 05 25 1n2 ,

und es jist also jetzt :
22

22 νν 0 5 1 27 α ( 05
während die Gleichungen ( 1) und ( 2) zur Bestimmung von u und u über -

gehen in :
1 n

α ( —17) JihædI M

7*

Durch diese 3 Gleichungen werden die algebraischen Summen der Krafte nach
den Richtungen OR, OT, Ol Null gesetzt ; die 3 Momentengleichungen werden iden
tisch , weil durch die Bezeichnungen

rn für x und à , 2/ für Tu und 223
die aus eben diesen Momentengleichungen sonst hervorgehenden Relationen

1 ◻ iαε und 1 ν t̃nach Nr. 10 als bekannt vorausgesetzt Wurden .

Wäbren

gchen
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die letzte Gleichung kann wegen
4 0

5 85 C8 ; 0⸗ 6³6
EE

auch geschrieben werden :
uC＋m5BSO .

197 . — Für die Raute sei

die in der / - Axe liegende Diagonale = 20 ,

Axe S 205

2 Die Bedingung , dass in allen Punkten der

5
Seite 50 ( Fig . 35 ) die Richtung der resultiren -

768 N den Tangentialspannung mit ihr zusammenfallen

muss ( worin mit Rücksicht auf die der Symmetrie

angepasste Form der Ausdrücke von 25 und 2, zu -

5 gleich liegt , dass dieses auch in allen Punkten der

8 anderen drei Seiten der Fall ist ) , wird hier durch

die Gleichung ausgedrückt :
7 — E2 : Ty 5 : C oder α ＋ b¹ν2 = ,

welche durch alle Werthe von und 2 erfüllt wer⸗

den muss , die der geraden Linie B C entsprechen ,
also durch jeden Werth von falls

8 2
2 5 (1240

gesetzt wird . Durch diese Substitution wird die linke Seite der obigen

Gleichung eine ganze Function 3ten Grades von / , und indem die Coefficienten

von /e , / /2 und /s einzeln gesetzt werden , erhält man 4 Gleichungen ,
woraus folgt :

858

7¹ 8 *. 7⁰²
N1 5²

2 mm² =
33

7²⁰ 7¹

e
Damit wird jetat :

972 22 3
„5„ (1 — 2 * ˙

6²8 2 6²

72 22 22
3õõ 9 6 3) 9 5

während die Gleichungen ( 1) und ( 2) zur Bestimmung von m und „ über -

gehen in :

10C◻ MBA ( 2
15

Jhe - d—25 Jied Is . eid hI1
5

n 7.

55 gi
die letzte Gleichung kann wegen

3 6³0
2 —

3 7 —
3

auch geschrieben werden : mhbgü O.D
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198 . — Die in den beiden vorigen Nummern für das Rechteéck und die
Raute gefundenen KResultate lassen sich zur Uebereinstimmung bringen ,
wenn die vorübergehend berücksichtigten Glieder der 3ten Ordnung in den
Ausdrücken von 27 und , nachträglich wieder weggelassen werden , wenn
also gesetzt wird :

5 „ „ 5 „ 5ͤů···
Gl . ( 1) geht dadurch über in :

* ανα = Au,
wodurch in Verbindung mit der für Rechteck und Raute übereinstimmend

gefundenen Gleichung )
* * CÆMmE O

die Coefficienten νπund , mithin

N

2 26 U

bestimmt sind . Die resultirende Tangentialspannung 2 im Punkte ( / ) ist

sonach :
„ FF

„
. ＋ 2 52 455

f
Mau¹uαννe ⏑ man .22

Mit 5 = Cwird 2 =
275 *32 3

ν

in Uebereinstimmung mit Nr . 187 , und es hat also der hier gefundene all —

gemeine Ausdruck von 2 dieselbe Bedeutung als Näherungsformel für

ungleiche Hauptträgheitsmomente 5 und Cdes Querschnitts , wie jener
frühere Ausdruck für B C.

b. Besondere OCuersechnittsformen .

199 . — Ein Ausdruck von 2, welcher für andere Fülle dieselbe Berech -
I9 .— F * — —tigung haben soll , wie die Formel 2

8
für den Kreis , muss für jede

Querschnittsform besonders abgeleitet werden .
Für das Rechteeck ist nur die in Nr . 196 begonnene Rechnung durch -

zuführen . Wegen
90 5 4 5² 1327l 2 7 5 3922 C

FNE /.gje d , ,dꝗ
1

55 C̃
7 6 8 3

erhält man „ und aus den Gleichungen :

* = m

n½ο νο

) Diese aus der Gl. (2) bervorgegangene Gleichung wäre nicht gefunden worden ,wenn man von vornherein die Glieder von der 3 ten Ordnung in den Ausdrücken von 12und zu weggelassen hätte .

7

NM

Velcle!
WCuune.

U Uil

Wä51Aht
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3 4 420 85 30—106 6 15

3 A4 Qö

0 106 530 9

9 ＋ 22 7 79 ο

9 1 —50
Ist ö So , so ist 2 am grössten für / = A4 und 2 0, d. h. in den

Mittelpunkten der längeren Seiten , und zwar
0 0

16 620

und damit :
⁰

—

200 . — Bei der Ellipse wird , wenn und 2 die Coordinaten des

Umfangs sind , die Umfangs - oder Oberflächenbedingung 3) sub Nr . 193 aus -

gedrückt dureh die Gleichung :8
27 dæ

2

welche mit Rücksicht auf die Ausdrücke von 2, und 2 und auf die Glei -
chung : 72 228 9

6² 02²

der Ellipse ( I und e Halbaxen ) übergeht in :

* ＋ u ＋ 72˙⁵7 62

m T＋ mi 7½ ＋ ο⸗ -
Sie wird erfüllt , wenn

NI Ni0
und οσ ε νον, . oder wegen

0 15356
8

4 7 3 —
4

* Æο˙2 O

gesetzat wird . Weil nun hierdurch zugleich die Bedingung ( 2) erfüllt ist
während Gl. ( 1) in

7

* f˙

übergeht , so erkennt man , dass die in Nr . 198 für irgend einen doppelt -
symmetrischen Querschnitt gefundene Näherungsformel :

) Sind 61, 42 und 4 die Werthe von t mdm. nach den Formeln sub Nr. 187,198 und 199, so ist immer ti = t tz,

Aliliel 42 5² ＋ 62
1 biDämliehkk 8 8——

71
bis 00

63 3
̃ 06 . bis 1,5

6
wenn — Hl bis 0.

0
—— „ 5 5Die Formel „ Æ

16 52 ,
ist zugleich am richtigsten , am sichersten und am einfachsten .
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bei dem elliptischen Querschnitte allen gestellten Anforderungen entspricht ,
Me.

mithin hier dieselbe Berechtigung hat wie die Formel 2 für den Kreis .

Der Maximalwerth von 2 findet in den Endpunkten der kleinen

Axe statt und ist für “ 0: 5
2N

mdh . Y 57702

II . Der Drehungswinkel .

201 . — Zur Ableitung einer corrigirten Formel für den specifischen

Drehungswinkel 9 ist die Bemerkung vorauszuschicken , dass die in Nr . 8

erklärten Verschiebungen , welche in irgend einem Punkte A eines Körpers

bei dessen Belastung und entsprechender Deformation stattfinden , sich fol -

gendermassen ausdrücken lassen durch die mit der Deformation verbundenen

kleinen Aenderungen E, / , & der rechtwinkeligen Coordinaten , / jenes

Punktes :
C—

0 4
8 d

Vur Nr dæ de

E 0h
unã d I dæa -

Wenn in der That A4 d/j und AC = de zwei im ursprünglichen

Justande parallel der / - Axe und der 2 - Axe von A aus gezogene unendlich

kleine materielle gerade Linien sind , so ist

4 5 5 1 f
5 d die relative Verrückung des Punktes C gegen den Punkt A im

Sinne der / - Axe und

0 5 5

49 di , die relative Verrückung des Punktes B gegen den Punkt A im

Sinne der 2 - Axe , also

4¹ — 18 5
45 die Drehung von A4 C um A im Sinne Z V,

d4 75
47 5 5 „ und somit

„ 33
3

＋
7

die Verkleinerung des ursprünglich rechten Winkels 45 C,

Welche nach Nr . 8 auch 7 Vay ist .

*) Wird dieser Werth mit ½ bezeichnet zum Unterschiede von 41Æ◻

ebenso wie beim Rechtecke :
62 52 ＋ C

1 bihis
11 2 bC

5

5
für — I bis 0.

5

* *

U l 8
V. 9 0
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202 . — Ist nun insbesondere 4 ein Punkt des Querschnitts VVdes der

Verdrehung unterworfenen stabförmigen Körpers und A1 der entsprechende

Punkt (mit denselben ursprünglichen Coordinaten ) des im Sinne der

- Axe um du von jenem entfernten Querschnitts VIHi , sind ferner 45

= di / und A1BIι d ursprünglich parallel der / - Axe , so erfahren diese

unendlich kleinen materiellen Geraden 45 und A151 durch die Verdrehung

des Körpers im Allgemeinen eine sehr kleine Neigung gegen die /3 Ebene

und eine unendlich kleine Verdrehung gegeneinander .

75 da : ist die Verrückung des Punktes Ai gegen den Punkt A im
Aα

Sinne der - Axe , also

4α
dad/j der Ueberschuss der Verrückung von Bi gegen B über die

CG Cνιν 8 8

Verrückung von Ai gegen A im Sinne der Axe , und

642 2 2 8 8

4⁵ CCα der Winkel , um welchen in der / - Ebene die Prajection
d dy /

von Ai Bi gegen diejenige von 45 im Sinne V verdreht

wurde .

Setzt man in diesem letzten Ausdrucke , welcher eine Function von /

und 8 ist , Null , so ist
d²R

( 2200 d
CY ( 7. 30

die Verdrehung der Hauptaxe 01 Vi gegen 0 im Sinne VJ . Ebenso ist

4¹
— (Ird⸗)G dE , 3

die Verdrehung von O1 IJi gegen Cim gleichen Sinne VV, und da diese

beiden Drehungswinkel = d sind , so hat man :

Læ ded dſj/ο‚ ddd
20

203 . Aus den Gleichungen :

22 LXy —8 69
N

3

folgt jetzt durch Einsetzung der allgemeinen Ausdrücke von 27 und 2, nach

Nr . 193 sowie von und / %½ nach Nr . 201 :

E 0¹
mæ ＋ miy ＋ mα —

C, dα

r 4
*2% ＋ νeαε α σ = = —4 4 5 de

*

und wenn die erste Gleichung nach 2, die zweite nach / abgeleitet , dann
in der ersten /0 , in der zweiten 2 = 0 gesetzt wird , mit Rücksicht auf
Nr . 202 : 4²ỹ

m ＋ 3mν ν . E
8

9
C 523=—0

* ＋ 372 3 0
N2²³⁹̊8 G54) 26]

E3.
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Setzt man endlich in der ersten dieser Gleichungen noch = 0, in der e

zweiten noch / 0, so folgt durch Subtraction beider :

5 52 6

204 . — Für die Ellipse und näherungsweise für irgend einen doppelt -

symmetrischen Querschnitt ist nach Nr . 198 und 200 :

N N

55

als 1 A7
92 25 80825 duene

Mit B C wird dieses 9 3 5 in Uebereinsti mi H
456 obereinstimmung mit

Nr . 188 8). m11

Für die Ellipse insbesondere wird , wenn “ und e die Halbaxen sind :
1 1 62 ＋ 02

„ „

Für das Rechteck ist nach Nr . 199 nur cstatt M zu setzen , f1

also: 35 17
R * begt

„ Iöö
5＋CN

unter Y und ç die halben Seiten verstanden .

205 . — Die Gleichung der krummen Fläche , in welche der
materielle Querschnitt durch die Verdrehung übergeht , wird

erhalten , indem man die Verrückung § eines beliebigen Punktes des ur —

sbrünglich ebenen Querschnitts YV im Sinne der à - Axe als Function seiner 9
Coordinaten ½ ausdrückt . Wird angenommen , diese Function lasse sich 667
in eine nach ganzen Potenzen von / und æ fortschreitende Reihe entwickeln ,

1

2 UitHzſe
s0 können , damit F = O werde für / O oder 2 = 0 d. h. für alle Punkte
der Symmetrieaxen (ef. Nr . 192 ) , nur solche Glieder vorkommen , welche

zugleich / und 2 enthalten , und wenn sonach bis zu den Gliedern von der
Aten Ordnung

5 2 dheα ο,νU ci⁰ τννανν α‚ ειαν² ＋ s

Uulgin!
flher

Uugnz

nals K.
Volche

= Aso ist , wenn dalt u
N

— 4 Dur
ee e Uidpen

5
gesetzt wird , efinden

92 B4. G) 2 f
55 „ 435 %

1 bis ο

— AÆl bis 0
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gesetzt wird , so folgt aus den Gleichungen ( Nr. 203 ) :

( , m ＋ 3m7²2 40
d dæαι 6 850

* ο1 5220
² , 1 ＋ 3129⁰2

9
2

S„
Ii⁴/ dæ

0
6

* ＋ u382
i2• O ; dC =

„ „ FF

bleibt unbestimmt , muss aber O gesetzt werden , weil die Symmetrie

erfordert , dass der Ausdruck von S entweder nur gerade oder nur ungerade

Potenzen von / und à enthält . Demnach ist

% fin ＋ οο , JA =Æ ν ＋ 71279— m/e˙2 ) .

Für einen rechteekigen und einen elliptischen Querschnitt ist

me m O und

1 1

* ＋n u½ ＋τ 2 N .
26sĩ m 1

EFEFFREERRR

folglich : iili
5 9 . /2

Der gekrümmte Querschnitt ist also eine windschiefe Fläche , welche aus 4 Sym -
metrischen Theilen besteht , die durch die Axen CV und von einander

getrennt werden und von denen zwei gegenüberliegende vor der Ebene VV
die beiden anderen dahinter liegen . Diese Fläche ist um so stärker ge -
krümmt , je grösser 9 ist und je mehr B und Cverschieden sind ; mit BÆε

geht sie , wenigstens für Rechteck und Ellipse , sonst aber näherungsweise in
der Nähe des Mittelpunktes 0 , in eine Ebene über .

206 . — Die Prüfung der hier dargestellten Theorie der Drehungselasti -
eität durch Vergleichung mit den Ergebnissen von Versuchen kann nur
mit Hülfe des Ausdrucks für den Drehungswinkel geschehen , weil die Span -

nung im Inneren eines Körpers sich nicht beobachten lässt ; auch Versuche
über das zum Abwürgen eines Stabes erforderliche Kraftmoment in Verbin —

dung mit der anderweitig bekannten Schubfestigkeit des betreffenden Ma -

terials können keinen Aufschluss geben , weil dabei Zustände eintreten , auf

welche die ein vollkommen elastisches Verhalten voraussetzende Theorie
selbst nicht näherungsweise mehr passt .

Durch Messung des Drehungswinkels prismatischer Stäbe aus

isotropem Materiale , insbesondere aus verschiedenen Metallen , hat Wertheim

gefunden , dass , wenn G 5 Ll ( ef . Nr . 169 ) gesetzt wird , die Formel

9
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eine gute Uebereinstimmung gewührt für Kreisförmige , kreisringförmige und

elliptische Querschnitte ; dagegen liefert jenen Versuchen zufolge die oben

für den rechtéckigen Querselmitt entwickelte Formel :

—

B＋0C

im Allgemeinen etwas zu grosse Werthe , um so mehr , je mehr das Rechteck

einem Quadrate sich nähert , für welchen Grenzfall der Coefficient von ¶V nur

etwa = 1 ,2 zu setzen ist . Wird allgemein

IA

gesétzt , so ist also mit G 5 ( isotroper Körper ) *) durchschnittlich :

4 =1 für kreisförmige und elliptische ,

Q= 152 für quadratische und

6ſ =1,2 bis 1,5 für mehr und mehr längliche rechteckige Querschnitte .

Uebrigens wurde dieser Correetionscoefficient à nicht nur von der Quer -

schnittsform , sondern zugleich einigermassen von V und von der Länge “

des Stabes abhängig gefunden : à nimmt etwas zu , wenn zunimmt oder

abnimmt ; auch wurde schon bei mässiger Grösse von Mein Theil von 9

nach der Entlastung bleibend gefunden , welcher mit M rasch zunahm und

unter sonst gleichen Umständen bei längeren Stäben verhältnissmässig grösser

War , als bei kurzen .

Diese letzteren Thatsachen hängen zusammen mit der bei der obigen
Theorie ausser Acht gelassenen Compression in transversaler Rich —

tung , wWovon die Verdrehung eines Stabes stets in gewissem , und zwar ,
wie es scheint , von der Länge abhängigem Grade begleitet wird ; die ent -

sprechende Volumenverminderung bestimmte Wertheim durch die

Flüssigkeitsmenge , welche aus dem mit der betreffenden Flüssigkeit erfüllten

Inneren eines hohlen Stabes bei dessen Verdrehung hinausgetrieben wurde

(ef . Nr . 169 ) , und fand sie bei isotropen Körpern proportional 92.

207 . — Eine Spiralfeder von constantem Querschnitte , deren Mittellinie
auf einer beliebigen Umdrehungsfläche liegen möge , sei am einen Ende be -

lestigt , am anderen durch eine KraftP angegriffen , deren Richtungs —
linie mit der Axe der Spirale , d. h. der Axe jener Umdrehungsfläche zu -
sammenfällt . Es soll die Ausdehnung oder Zusammendrückung 9 be -
rechnet werden , welche die Spiralfeder in der Richtung ihrer Axe
erfährt .

Diese Aufgabe , welche der Anwendung von dergl . Spiralfedern zu Feder -

wagen und anderen Dynamometern , zu Eisenbahnwagenpuffern etc . zu Grunde

) In Betreff der für einige Holzarten einzusetzenden Werthe von C. siche Nr. 188.

lit der

fllr
dieGrls

Modiftcn

A8
U8
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liegt , ist streng genommen ziemlich complicirt , lässt sich aber näherungsweise
unter gewissen Voraussetzungen , die bei den genannten Anwendungen meistens

zutreffen , auf die blosse Verdrehung der einzelnen Längenelemente der Feder

um ihre als geradlinig zu betrachtenden Mittellinien ( nämlich die Bogenelemente
ds der ganzen spiralförmigen Mittellinie ) zurückführen .

Die Axe der Spiralfeder werde vertical stehend gedacht , und von einem

beliebigen Punkte 0 ihrer Mittellinie aus sei

O nach der Tangente ,
O nach dem Krümmungshalbmesser gerichtet ,
04 senkrecht zu C&X und 0 F.

Die Normalebene YZ enthält den Querschnitt der Feder , welcher in Be -

ziehung auf 0 und 04 gewöhnlich symmetrisch ist . In einer dureh C gelegten
Horizontalebene sei

OAnach dem Durchschnittspunkte 4 dieser Horizontalebene mit der

Axe 4 der Spiralfeder gezogen ( 3 Angriffspunkt von Y) ,
Oei die Horizontalprojection von CX, Winkel HO & RÆ
ON senkrecht zu 04 , Winkel HON = , Winkel XCONÆu ;

dann ist Cοαν Ꝙν cοs ,. cos ſi .
◻ σαο ) sei die Polargleichung der Horizontalprojection der Spirale für

den Durchgang der Axe 45 durch die Projectionsebene als Pol , der Winkel 9
gerechnet von demjenigen ( gewöhnlich grössten ) Fahrstrahle raus , welcher
nach dem festen Endpunkte der Spirale hin gezogen ist .

Nun ist 9 bedingt durch die Deformationen der einzelnen Längenelemente
00ο D=σds ; um letatere auf ihre elementaren Bestandtheile zurückzuführen , werde
die Kraft Y von ihrem Angriffspunkte B an den Punkt 0 versetzt und hier zer -

legt in die Seitenkräfte :
IB fVsind nach der Richtung C & und

B = ꝰPcos in der Querschnittsebene FZ .
Das durch die Versetzung von Peingeführte Kräftepaar

* = 9
mit der Axe ON werde zerlegt in die Seitenpaare :

V. Docos mit der Axe O & und

Me Vosinn , dessen Axe in der Ebene V liegt .
E bewirkt eine Aenderung der Länge von 0•
Ii eine Verschiebung der Endquerschnitte dieses Längenelements ,
Ms eine Verdrehung desselben um seine Axe OX,
MVas eine Veränderung seiner Krümmung .

Streng genommen wirken alle diese Umstände zusammen , um die Ausdeh -

nung oder Zusammendrückung ꝙ der Spiralfeder hervorzubringen , wozu noch

kommt , dass die Gleichung Q= νο ) mit dem Belastungszustande der Feder
sich etwas ändert , besonders wenn der Angriffspunkt B der Kraft P frei zur
Seite ausweichen kann , während , wenn er geradlinig in der Axe der Spirale ge -
führt wird , dadurch Seitenkräfte in den Führungen hervorgerufen werden , welche
die Grössen

B Pru M Mys
modificiren .

208 . — In Betreff der seitlichen Ausweichung des Angriffspunktes B resp .
des Seitendruckes der Führung heben sich die Wirkungen je zweier Federelemente ,
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welche den Winkeln uund / entsprechen , grösstentheils gegenseitig auf , so
dass die Gesammtwirkung mit um s80 geéringerem Fehler vernachlässigt werden

kann , je weniger der Maximalwerth von , d. h. der gesammte Windungswinkel
der Spirale sich von einem ganzen Vielfachen von 2 unterscheidet oder auch

je weniger der etwaige Unterschied wegen einer sehr grossen Zahl von überhaupt .
vorhandenen Windungen verhältnissmässig ins Gewicht fällt . Eine solche

Spirale vorausgesetzt , werde ferner angenommen , dass und „ νsehr kleine

Winkel sind , so dass näherungsweise
I = 0j; Eν I ; M. = 1˙0 M 0

gesetzt werden kann .
Die Wirkung des Momentes M. besteht in einer Verdrehung des Feder -

elementes um seine Axe C , und zwar nach Nr. 206 um den Winkel :

430
A0

Die entsprechende Drehung um CN beträgt :
αοα . coοοο Qοον

und bewirkt eine Verschiebung des Punktes B nach der Richtung der Axe B A

*
0 0²α —

4 0³dα .

wenn die Funetion Agesetzt wird .

Die Kraft P. , = bewirkt Verschiebungen der Querschnitte gegeneinander ,
die zwar auch eine gewisse Verrückung des Punktes B nach der Richtung der
Axe zur Folge haben , indessen ist diese , verglichen mit der durch M bedingten
Verrückung des Punktes B, nur eine kleine Grösse der zweiten Ordnung , wenn ,
wie hier noch angenommen werden soll , die Querschnittsdimensionen klein
im Vergleich mit sindk . ) Sonach ist näherungsweise zu setzen , wenn u die
Zalil der Windungen bedeutet :

N. 277
L /.

0 =Æ A, ſoun.
0

) Diejenige Verrückung des Punktes 5 nach der Richtung der Axe , welche durch
die gegenseitige Verschiebung der beiden Endflächen = ＋ des Längenelements dis der
Spiralfeder bedingt wird , ist :

8 70 Oνο ,
unter % die specifische Verschiebung im Schwerpunkte O verstanden (of. Nr. 265) , also
ein Ausdruck von der Art :

in welchem ai ein der Einheit vergleichbarer , übrigens von der Querschnittsform abhän -
giger Lahlencoefficient ist . Wird nun hiermit die durch M. bedingte Verrückung des
Punktes B:

39 6
i

verglichen , wobei 4 ◻ Fd gesetzt wurde , also d eine den Querschnittsdimensionen ver-
gleichbare Länge bedeutet , so folgt :

8“ Y Æε

Jst 41 d2
33 α
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Für die cylindrische Spirale ist mit = Const . ◻n :
* E

91 = 2gunn A *
für eine oonische Spirale mit

O „4—1＋74

„ M5705
durchschnittlich etwa 92 0,3 Ji1 entsprechend 11⸗ = 8

Ist insbesondere der Querschnitt der Feder ein Kreis vom Durchmessser d
oder ein Rechteck mit den Seilen 5 und c, so jist

P 73

Y 726602 C)
5³ 0

Die durch die Belastung hervorgerufene grösste Tengentisls
ist sowohl bei der wie bei der conischen Spiralfeder :

t — trresp. t =
— —

6 =
7

5 2 D
Sind 2. B. Y 9, · und der Querschnitt gegeben , so findet man aus der

Gleichung für 6, danneu aus der Gleichung für o.

mit « 1: 01 64m

„ ( 1,5 : 61 = 9ι Q

A üübnd
Lornnm

—
L

2
KaRLSR

decbd . .
eieeeeneee ,

3—

Grashof , Festigkeitslehre . 12
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SECHSTES CAPITEL .

Allgemeine Beziehungen zwischen den Spannungen ,8 S 8

Ausdehnungen und Verschiebungen im Inneèren

eines durch äussere Kräfte angegriffenen elastischen

Körpers .

A. Die Spannungen .

209 . — 4 , sei ein beliebiger Punkt des Körpers mit den Coordinaten

/ 2, bezogen auf ein rechtwinkeliges Axensystem OX , 0Y , C von
fester Lage gegen den Körper , wozu mit Rücksicht auf die Veränderlichkeit
der Form des Körpers unter der Einwirkung der äusseren Kräfte erforderlich

und genügend ist , dass ein Punkt des Körpers , die durch diesen und durch

einen zweiten Punkt gehende Gerade , endlich die durch diese Gerade und U0l

durch einen dritten Punkt gehende Ebene feste Lagen gegen die Coordi -

natenaxen haben ; die genannten 3 Punkte können dabei unendlich nalie

beisammen liegen .
F sei eine beliebige durch A4 gelegte Ebene , deren Normale 4 B die l

Winkel d, 6, 7 mit den Coordinatenaxen bildet ,

5 die Spannung im Punkte 4 der Ebene V, d. h. der auf die Flächen -
einheit bezogene Zug oder Druck , welchen bei der Belastung des Körpers
die an die Ebene Y beiderseits angrenzenden Körpertheile bei A4 gegenseitig
auf einander ausüben (ef . Nr . 9) . Die Zweideutigkeit der Richtung von 5
wWird dadurch beseitigt , dass ꝓ betrachtet wird als derjenige Zug oder Druck ,
welchen der nach der Richtung 4 B gelegene Körpertheil auf den jenseits
Iliegenden ausübt .

Die so bestimmte Richtung von p bildet mit der Richtung 4 B einen
Winkel ꝙ, der jeden Werth von 0 bis zr haben kann ; J , 1 , » seien die
Winkel zwischen der Richtung von ꝓ und den Coordinatenaxen .

σ doοs ist die Normalspannung im Punkte 4 der Ebene V
oder im Punkte A nach der Richtung A4B ; sie ist positiv oder negativ ,
eine Spamnung im engeren Sinne oder eine Pressung , einem gegenseitigen
Zuge oder Drucke entsprechend , jenachdem ꝙ spitz oder stumpf ist .
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= ν Snꝙ ist die Tangentialspannung im Punkte A der Ebene

Jöů; sie ist absolut wie P, kann aber in der Ebene V in Componenten nach

gewissen Richtungen zerlegt werden , die dann positiv oder negativ sind ,
jenachdem diese Richtungen mit der Richtung von 2 spitze oder stumpfe
Winkel bilden .

Werden durch den Punkt A4 insbesondere 3 Ebenen

VA KAX

parallel den Coordinatenebenen gelegt , so seien

2 * PD⁰ 2
die Spannungen im Punkte 4 jener Ebenen , der Richtung nach betrachtet
als Krüfte , welche von den nach den Richtungen AX , 4 V„ IV gelegenen
Körpertheilen auf die jenseits der bezeichneten Ebenen liegenden Körper —
theile ausgeübt werden .

Y˙liisst sich zeilegen in eine Normalspannung o und in eine Tangen -
tialspannung , welche wiederum nach den Richtungen A und 4VlJ in die

Componenten 2½ und 2%½ zerlegt werden möge . Wird ebenso mit Y und 2
verfahren , so ergeben sich 9 Spannungscomponenten :

Ebene YAA ; pos mit den Componenten σ ε 2

15 ZAR , B „ 57 NDο νν
5 „ 99 0˙ D¹ & Tay.

210 . — Diese 9 Spannungscomponenten sind durch 6 Gleichungen verbun -
den , zu deren Herleitung der folgende Hülfssatz vorausgesclickt werde :

Ist F ein nach jeder Richtung unendlich kleines Element der Spannungs -
ebene J , so ist die Momentensumme der Spannungen in / für jede dureh
den Schwerpunkt von 7 gehende Axe eine unendlich Kkleine Grösse von der
Aten Ordnung .

Selbstverständlich ist diese Momentensumme unendlich klein von der
3ten Ordnung für jede durch einen beliebigen Punkt von J genogene Axe ;
dass sie aber insbesondere unendlich klein der Aten Orduung wird , wenn
man jenen Punkt mit dem Schwerpunkte von ＋ zusammenfallen Iässt , ergiebt
sich leicht aus der Definition des Schwerpunktes und mit Rücksicht auf die
stetige Veränderlichkeit der Spannung von Punkt zu Punkt der betreflen-den Spannungsebene .

211 . — Denkt man nun vom Punkte A als Eckpunkt aus ein unend -
lich kleines Parallelepipedum construirt , dessen Kanten da , d , de den
Coordinatenaxen parallel sind , so sind die Kräfte , mit welchen die umge⸗
bende Körpermasse auf die diei um den Punkt AI herumliegenden Seiten -
flächen nach den Richtungen AX , AV , AV einwirkt , bei Vernachlässigung
unendlich kleiner Grössen höherer Ordhunz:

Richtung AX AV A4A.

αν αοι d —Luy CU, de

νν de dæ — oνν d d

LFR d d½ỹ —FLiy du di / ο α d⸗

2 3 2
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und diejenigen Kräfte , welche auf die 3 übrigen Seitenflächen ausgeübt

werden , die um den Eckpunkt herumliegen , dessen Coordinaten 4 ＋ da ,

„ ＋d , &＋Æ de sind :

4 9

( ＋* 40) d / da ; ( 5 40) dj dæ ; ( ＋* 75 a) dliidaæ

druyx J⁰ 4 4( ＋ 2 5 4 % e ; (5 5 5 4 % ( ＋ di,d da

( ＋ 185 d. bααν ονν ] ( 5 5 4.) Cαο αα ] 8 4⸗) Uαα ＋.

Endlich kann auf die Masse des Parallelepipedums selbst noch eine

Aussere Kraft wirken ( insbesondere 2z. B. die Schwerkraft ) , deren Compo —

nenten nach den Coordinatenaxen sind :

X dæ dj dæ Ada dy daæ,
unter X, V, V die Componenten dieser auf die Volumeinheit bezogenen

Kraft verstanden .

Das Gleichgewicht aller dieser 21 Kräfte an dem Parallelepipedum wird

durch die bekannten 6 Gleichungen ausgedrückt . Die drei ersten derselben

geben nach Division mit dem gemeinschaftlichen Faktor d d da :

d oÆ
, we ,

GU dioο dοgνε
⁰ 4 dæ „

GD d 4 2

i e
Die drei übrigen Gleichgewichtsbedingungen , nämlich die Momenten -

gleichungen für 3 Axen , die man durch den Mittelpunkt des Parallelepipe -
dums parallel seinen Kanten gezogen denken möge , führen mit Rücksicht
auf den Hülfssatz sub Nr . 210 zu den einfachen Beziehungen (ef . Nr . 10 ) :

7＋2 ν uy ; Tzx ν LxI; j Lxy Tyx.
In der Folge möge kürzer

yu Tay mit 2
mit

TXy Lyr mit 22
bezeichnet werden ; dann sind also die 6 Spannungen

VVW,tfl
an die folgenden 3 Gleichungen gebunden :

e e , : 5
,

ads , de .

d%ν d (J)

d0
775 d % 7

E 0
7

212 . — Durch die 6 Spannungen

nd

cuun

Die

liese

FOII.

SPpant
dul.

sind

45,
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ist die Spannung 2 der Richtung ( Winkel mit den Axen J , V, v) und

Grösse nach bestimmt , welche im Punkte A einer Ebene VJIstatt -

fkindet , deren Normale 45 die Winkel a , 6 , y mit den Axen bil -

det . Schneidet man nämlich von der durch die Ebenen YAZ , IAX ,
XAV begrenzten körperlichen Ecke ein unendlich kleines Tetraeder ab

durch eine zu 45 senkrechte Ebene , welche die Kanten AX , A4V, 44

in den Punkten , O, e schneiden möge , so sind , wenn die Seitenebene

ahον = νν cgesetat wird , die drei übrigen :
AC ſFeos d ; Aa ffoos 8 ; 4A4 S foos y,

und das Gleichgewicht der Kräfte an diesem Tretaeder führt zu den Glei -

chungen :

Ycο σν ασνοοεα τ? ανονν ＋＋ναο½

Y cos ε ονοο οεꝰαοαοαττνεάCαοeνονο . . ( IJ .

ꝓcοιν αοunαοεοννο. ,ανο νοg ατ νενοõu
Die auf die Masse des Tretaeders selbst wirkende àussere Kraft kommt in

diesen Gleichungen nicht vor , weil sie mit dem Volumen unendlich klein

von der 3ten Ordnung ist , während die auf die Begrenzungsflächen wirkenden

Spannungskräfte mit diesen Flächen unendlich klein von der 2ten Ordnung

sind .

Sofern die rechten Seiten der Gleichungen (II ) beziehungsweise gleich
sind den Componenten von Pe , Py , P (ef . Nr . 209 ) nach der Richtung

A5 , so liegt darin das folgende Gesetz :

Sind 45 und 4Czwei beliebige Richtungen , so ist für den

Punkt A die nach 435B genommene Spannung in der 2u 40

senkrechten Ebene der nach 40 genommenen Spannung in

der zu A5B senkreèchten Ebene . Es ist dies die Verallgemeinerung des

Gesetzes , welches für zwei sich rechtwinkelig schneidende Richtungen durch

die Gleichungen :

2½ Ty ; Tü Txz j Tu = Æα ( Nr. 211 )

ausgedrückt wurde .

213 . — Wenn man die Gleichungen (II ) quadrirt und dann addirt , 80

erhält man mit

( 0½ öe ,

( o ＋ o ) 12 ＋ L 77

5 iεανορꝰα,ατ ναο,,ẽ/quß ; ＋ ονẽ= os2 ) ＋ 2 Hrcoσ Cαονꝙνοατ FEeοsSpy coσu
＋ ꝗ2VuCos d coõg .

Werden nach Analogie dieser Gleichung die Quadrate der Spannungen

pl , 52 , Ps ausgedrückt , welche im Schnittpunkte 4 von 3 beliebigen sich

rechtwinkelig schneidenden Ebenen stattfinden , so liefert die Addition dieser

3 Ausdrücke die Gleichung :

bis K P e
d. h. die Summe der Quadrate der Spannungen in 3 Ebenen ,
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welche in einem Punkte A sich rechtwinkelig schneiden , ist

für diesen Punkt constant .

214 . — Man erhält eine geometrische Darstellung des Aende -

rungsgesetzes der Grösse von p mit der Lage der zugehörigen

Spannungsebene für einen gegebenen Punkt 4 , 7 indem man auf jeder

von 4 aus geézogenen Richtung 45B eine Länge / dem reciproken

Werthe der Spannung in der zu AB senkrechten Ebene abgetragen und
die Endpunkte dieser Strecken „ durch eine stetige Fläche verbunden denkt .
Sind

S uοσο&
die auf die Axen AX , AV , AA benogenen Coordinaten eines solchen End -

punktes , also eines beliebigen Punktes der Fläche , so ergiebt sich ver -
mittels der Gleichung für 2 sub Nr . 213 die folgende Gleichung dieser
Fläche :

Fesse ; S αο,5 ;
X*

1 ¹22 * P 7 ＋ P⁴ — ＋ 223 8＋ 2 5 85 2 575
d. i. die Mittelpunktsgleichung eines Ellipsoids . Würe dasselbe gegeben , 80
fände man die Grösse der Spannung „ im Mittelpunkte 4 irgend einer
Diametralebene sofort dem reeiproken Werthe des zu ihr senkrechten
Radius .

Auch ergiebt sich , dass diejenigen beiden Ebenen , in welchen im
Punkte 4 die Spannung 5 am grössten und am Kleinsten ist , sich recht⸗
winkelig schneiden , indem sie mit zweien der 3 Symmetrie - oder Haupt -
diametralebenen des Ellipsoids zusammenfallen .

215 . — Die Normalspannung 6 im Punkte A nach der Rich -
tung 45 bildet mit der resultirenden Spannung Y in der zu A5 senk -
rechten Ebene im Allgemeinen einen gewissen Winkel ꝙ (FJr . 209 ) , und
es ist :

πναονσοσετρ‚ντ εονf αοαα＋ά ? coνν αοε ‘ σ˙＋ν coοαν ο ? 7
also mit Rücksicht auf die Gleichungen ( I :

0 ν α cονν Æτ o ονν ＋ oαονν = ε 2 , eο 6 coν ον 2πνοο cos c

＋2αο,Gy coSg .
Diese Gleichung , welche in Beziehung auf c, 5, ) von derselben Form

ist wie die Gleichung für 52 in Nr . 213 , gestattet ähmliche Folgerungen wie
dort ; insbesondere ergiebt sich , da

7

ss für jeden Punkt die ( algebraische )
Summe der Normalspannungen nach je 3 sich rechtwinkelig
schneidenden Richtungen constant ist .

0 * ＋7 —216 . — Zur geometrischen Darstellung des Aenderungs -
gesetzes von d mit der Richtung

1
dem reciproken Werthe der Quadratwurzel aus dem Absolut -

werthe von & abg

A5B möge auf dieser die Länge

etragen und ebenso mit jeder anderen von 4 aus zu Zie -

und

Mes

flin

Ie 1

Tall

bül

Jiud

Hein

Von
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henden Richtung 4 5 verfahren werden . Sind dann wieder 5 7, & die auf
die Axen AX , Ay , A4 benogenen Coordinaten der Endpunkte dieser
Strecken „ oder der sie verbindenden stetigen Fläche , so ergiebt sich die

Gleichung der letzteren aus dem Ausdrucke von 6 ( Fr . 215 ) :
* 1 orE J. or 1½ K 0 dr4 2 UC＋ 277 K6 4 277 6 ,

d. i. die Mittelpunktsgleichung einer Fläche 2ten Grades , welche , wenn sie

gegeben ist , die Normalspannung d im Mittelpunkte 4 nach der Richtung
1

eines Radius 7 sofort 4 = bestimmt .＋ 72
2Eine Fläche 2ten Grades hat 3 zu einander senkrechte Hauptaxen , für

welche als Coordinatenaxen die Glieder mit den Producten der Coordinaten

aus der Gleichung der Fläche verschwinden , für welche also hier

33ͤ .
ist . Daraus folgt , dass es in jedem Punkte A4 des Körpers 3 2zu
einander senkrechte Ebenen giebt , in welchen die Tangential -

spannungen für diesen Punkt - Null und zu denen also die be -
treffenden Spannungen p senkrecht sind . Diese Spannungen , deren

KRichtungen mit den Hauptaxen der vorgenannten Fläche 2ten Grades zu -

sammenfallen , heissen die Hauptspannungen für den betreffenden Punkt
und seien mit

60¹ 02 03
beézeichnet .

217 . — Die Normalspannung nach der Richtung 45 , welche mit den

Richtungen der Hauptspannungen die Winkel d, 6, 7 bildet , ist jetat :
0 Cοõνeα˖ ατν ο ονõ9 - ＋ 03 C082

und die Gleichung der Fläche 2ten Grades , deren in 4B fallender Halb -

messer ↄ
8 ist , wird für die Richtungen der Hauptspannungen als Coor -

dinatenaxen :
＋ 1 0152 ＋ 02˙½ ＋. 03 &2.

Sind alle Hauptspannungen positiv , so gilt hierbei das Zeichen , sind

sie negativ , so gilt das Zeichen —; in beiden Fällen ist die Fläche ein

Ellipsoid und o ist nach jeder Richtung im ersten Falle positiv , im zweiten

Falle negativ .
Sind aber die Hauptspannungen theils positiv , theils negativ , so gelten

beide Vorzeichen , und die den beiden Gleichungen entsprechenden Flächen

sind 2 Hyperboloide , welche sich gegenseitig ergänzen und, durch einen ge -
meinschaftlichen Asymptotenkegel mit der Gleichung :

eeee
von einander getrennt sind ; die Normalspannung d ist positiv , negativ oder

Null , je nachdem die Richtung 45 das eine oder das andere Hyperboloid
trifft oder aber in der Kegelfläche liegt .

In allen Fällen ist unter den 3 Hauptspannungen die grösste positive
und die kleinste negative ( dem Absolutwerthe nach folglich auch grösste )
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Normalspannung enthalten , welche im Punkte 4 nach irgend einer Richtung
stattfindet .

218 . — Mit 21 2 ½ 0 wWird auch ( Fr . 213 ) :
2 . 33 „ 0

und es fallen sonach die Hauptaxen des in Nr . 214 besprochenen Ellipsoids
mit den Richtungen der Hauptspannungen zusammen . Auf letztere als

Coordinatenaxen bezogen wird die Gleichung jenes Ellipsoids :
1 612 FC2＋ 0²² 0 — 632 U²

und für die Spannung p in der Ebene , deren Normale die Winkel a, 5, )
mit den Richtungen der Hauptspannungen bildet , erhält man die Gleichung :

57²2 0i2 Cοα‚ τ? COοε ‘ ＋ν ο ? C082 5.

219 . — Durch das Ellipsoid
1 F2 ＋ 022 7 ＋ 032 8²

wird nur die Grösse der Spannung p geometrisch dargestellt , welche im

Punkte 4 irgend einer Ebene V stattfindet , deren Normale 4 B die Winkel

q, 5, „ mit den zu Coordinatenaxen genommenen Richtungen der Haupt -

spannungen bildet , und selbst wenn die Fläche

4 1 O1 S2 ＋02 ＋03 82
zur Darstellung der Normalspannung d nach der Richtung 45 zu Hülfe

genommen wird , s0o ist dadurch die Richtung 4 Cder Spannung 5 noch

nicht bestimmt , sondern nur ihr Winkel ꝙ = ane 60n mit der Rich -

tung 4B .

Zur geometrischen Darstellung von p nach Grösse und

Richtung zugleich dient die gleichfalls auf die Richtungen der Haupt -
spannungen als Coordinatenaxen bezogene Fläche :

52 7j g2

655
welche einem Ellipsoide oder zwei sich ergänzenden Hyperboloiden ent -
spricht , je nachdem die Hauptspannungen gleiche oder ungleiche Zeichen
haben . Ist nämlich C ( Coordinaten : C, ½ d) der Durchschnittspunkt dieser
Fläche mit der Richtung 40 ( Winkel mit den Axen I , u , 1) , Vi die
Berührungsebene im Punkte C, B der Schnittpunkt von Vi mit AB,
ferner

e , ieE ,
80 jist :

EeE οι N S reosu ; & reoον
und nach dem Satze sub Nr . 212 :

608 C1Cοα , Pανοοοανe 02CO⁸SB; PCοαον πν 0J3Cos .
Sind also à, V, die Winkel , welche die Normale der Fläche im Punkte

Cmit den Axen bildet , so verhält sich :

eoοõα : coSg : cos ) ,

cosdαον CHοαο-οοινο αοC.?⁰ne

ient

Wind,
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woraus folgt , dass Ji parallel “ und dass mithin die Spannung ↄ
nach dem der Spannungsebene Fconjugirten Durchmesser der

obigen Fläche gerichtet ist .

Durch Substitution in der Gleichung der Fläche erhält man ferner :

( 5 4
008 2

9
555

5 3
8885

0¹ 02 03 5
und mit 7αοꝰỹuñꝙᷓιρα,ßpÆ =σs:

YPÆ s .

Für die Normalspannung d und die Tangentialspannung 2 hat man :

0 ν PcosꝙÆ 12 ——

8 4
7 οοενꝙο 2 —

220 . — Zur Bestimmung der Hauptspannungen nach Grösse

und Richtung vermittels der auf beliebig gewählte Axen bezogenen

Spannungen :

Oο οε ι I 7

dient die Erwägung , dass in den Gleichungen ( II )
= a , U B, Y = Æ

wird , wenn eine Hauptspannung ist . So erhält man die Gleichungen :

(Oαυάο ) ον’ ονο οα ?fencoοfg̃ ＋τ y oονννν 0

22 Cοα ο ( 0y = -) coοεο οα Cοενο ε

17 cοͥNα ＋ Cοe ＋ ( 02= ) ονσ‚τν 0 ,

l

woraus folgt :
oOoöα : oo⁸S8 : coνν

( oy - 0 ) ( 0 =ο) εe : ν = ＋z ( 02 ): 22σ ½ ( 0 = )

2 * T 22 ( O2C) : ( 02 ) ( αEσ ) αν : 25 ¹ ( Gα )
f2e Ly ( Oy- C) : 25 7 ( = O) : ( Oα =0) ( Gν= ) 122 .

Die Substitution der ersten , zweiten oder dritten dieser Verhältniss -

werthe für oo⁸Sαν οfο αοε’νο in der ersten resp . zweiten oder dritten der obi -

gen 3 Gleichungen liefert die cubische Gleichung :

( 0 ) ( 0 — 0) ( 0 ο ) ( πσ u — ( ν ( ½⁰

A2U ,

l

deren nothwendig reelle Wurzeln

den Hauptspannungen gleich sind . Zur Bestimmung der Winkel g, 5, )

irgend einer dieser Hauptspannungen mit den Coordinatenaxen kann jedes
der obigen 3 Doppelverhältnisse :

coSdα : Co⁸Sß5: coS )
in Verbindung mit der Gleichung :

00õ²α ＋ C025 ＋ Cονν . u
dienen , indem man für den Werth der betreffenden Hauptspannung sub -

stituirt . Uebersichtlicher gestaltet sich die Bestimmung dieser Winkel , wenn
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man aus jenen Doppelverhältnissen durch Combination noch die folgenden
Ableitet :

Coαν : cονοεε : ooõινν ᷓg

( oν =0) ( 0ο ) ε: ( 05 0 ) ( αε ) : ( G ( 65- 0) — 722
und cof5ů co⁸ꝙον: coõ ) oo⁸õοα: co⁸ vοꝙf S

ννσντον νοα 0 ) 0 : 22 8 47 ( )οꝗ2127 72 ( 02 0) .
Aus ersterem folgt mit

* ( οανe ( o - —ο) ＋ ( 7O ) ( Gνο ) ο ( ασe ( νν . 42 772 222

( • . 9ονσ ο.
C0οN] tεt . / —

Bei einem dieser 3 Wurzelwerthe kann das Vorzeichen beliebig ge⸗
nommen werden , wonach dann die Zeichen der beiden anderen durch das
Doppelverhältniss der Cosinus - Producte oder durch die ursprünglichen Dop -
Pelverhältnisse der einfachen Cosinus béstimmt sind

B. Die Ausdehnungen und Verschiebungen .
221 . — Es seien im Punkte 4 ( Coordinaten : % :

Ex ey 62 die Ausdehnungen
nach den Richtungen AX A4V 44J ;

5 und ½½; 7½ und y%, ; Yar und Jr die Verschiebungen
der Ebenen . . VA EAX 831
nach den Richtungen AV und 4½ ; A und AX ; A & und AV .
Die letzteren sind zu 2 und 2 einander gleich (of. Nr . 8) , und zwar

„
⸗beziehungsweise den Kleinen Aenderungen der ursprünglich rechten Win⸗
kel der vorgenannten Ebenen an den Kanten AX , A V, AA ; in der Folge
soll deshalb Kkürzer

7¹¹ S ¹α mit 55

Jar νε mit 57
„ YX NyxXmit 7²⁴

bezeichnet werden .
Sind ferner S, 1, & die mit der Deformation verbundenen kleinen Aen -

derungen der Coordinaten , / , & des Punktes 4 , so ist :

d 435
e 4 %

49

Wäbrer

en U

lolgt

Und

d
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In Betreff der Verschiebungen ef. Nr . 201 . Was die Ausdehnungen

betriflt , so ist , wenn auf AX die unendlich kleine Länge A4A12da abge -

ͤ 8 5 3
tragen wird , 7, d die relative Verrückung von 41 gegen 4 nach der

2 33

5
Richtung AX , d. h. die totale Ausdehnung , mithin die specifische Aus -

dehnung von 4A41 .

222 . — Durch die 6 Grössen

lässt sich die Ausdehnung eim Punkte Anach der Richtung 45 ,
welche mit den Axen die Winkel a, 6, y bildet , ausdrücken . Ist

nämlich B ein Punkt dieser Richtung mit den Coordinaten

* ＋ dαν. , /＋ dν , 2 ＋ da ,
so sind deren Aenderungen :

FH
S1 ν S e eh

4h— 6
I een Lde

5383 J2
4 ꝙ74 * 4. de ,

während die ursprüngliche Länge 45 = ds in ds ( 1 ＋Té ) übergeht . Aus

den Gleichungen :

ds2 ( 1 ＋ 5) 2 = ( d 51 - 92 ＋ (di / 12 ＋ ( dæ ＋A - = 2
und dsa ν =r dννjſiꝑde⁊

folgt dann bei Vernachlässigung der kleinen Grössen von der 2ten Ordnung :
SdS2 ( FEiI - g) dν α? αe = d/˙άe dd dæ

und daraus durch Einsetzung der Werthe von Fi, Ji , &, ferner mit

60⁰ 2 00⁸5 3 C00587 S 3

und mit Rücksicht auf die Gleichungen ( W:
e ex Cο2d ＋＋ey coS253 ＋ e Co⁸2 eο⁶g Cοσνο ν uyy Co⁸ν οοεα Æ

＋ 7 Cο⁸α οοεf .

223 . — Dieser Ausdruck von & hat in Beziehung auf q, 6, 5 dieselbe

Form wie der Ausdruck von d sub Nr . 215 , gestattet also auch àhnliche

Folgerungen , wie jener . Insbesondere ergiebt sich zunächst , dass für

jeden Punkt die Summe der Ausdehnungen nach je 3 sich recht -

Wwinkelig schneidenden Richtungen constant ist .

Jugleich hat hier diese constante Summe eine bemerkenswerthe Bedeu -

tung . Da nämlich der Inhalt des Parallelepipedums dæ diide nur durch

die Aenderungen der Abstände , nicht durch die gegenseitigen Verschie -

bungen seiner parallelen Seitenflächen sich ändert , so ist der geänderte
Inhalt bei Vernachlässigung kleiner Grössen höherer Ordnung :

d ( ＋ eανν di ( 1 ＋ ey ) . dæ (1 ＋ E) dd diꝗ dæ ( 1 EτeανNτ ea ) ,
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und es hat also die constante Summe

SX ＋ SEy＋ E2
die Bedeutung des Volumenausdehn ungs - Coefficienten in dem be—
treflenden Punkte .

224 . — Auch lässt sich E wie 6 durch den Positiv oder negativ ge-
nommenen reciproken Werth des Quadrats des Halbmessers einer Fläche
2ten Grades geometrisch darstellen ( Fr . 216 ) . Wird diese Fläche auf ihre
Hauptaxen als Coordinatenaxen bezogen , so verschwinden aus ihrer Gleichung
die Glieder mit den Producten der Coordinaten , wird also

J * νꝘπν . ν⁰ = Oʒ
es giebt sonach in jedem Punkte 3 zu einander senkrechte Ebenen , deren
Verschiebungen für diesen Punkt 0 sind und welche natürlich dieselben
sind wie diejenigen Ebenen , in welchen

Zx νꝘνY 2 0
ist . Die Ausdehnungen nach den zu diesen Ebenen
nach den Richtungen der Hauptspannungen heissen II
und seien mit

senkrechten , d. h.

auptausdehnungen

61 52 83
bezeichnet ; unter ihnen befindet sich die grösste und die kleinste
Ausdehnung ( algebraisch verstanden ) , welche in dem betreffenden
Punkte nach irgend einer Richtung stattfindet .

Nach einer Richtung , welche mit diesen 3 ausgezeichne
die Winkel q, B, ) bildet , ist :

“ ν bi C0S24 ＋ E2 C05 26 ＋ 6830082 7.

ten Richtungen

225. — Zur Bestimmung der Hauptausdehnungen nach Grösse
und Richtung vermittels der auf beliebig gewählte Axen bezogene
dehnungen und Verschiebungen

ber ee e , I
dient die Erwägung , dass eine Hauptausdehnung als ein Maximal - oder
Minimalwerth von é charakterisirt werden kann , welcher sonach unverändert
bleibt , wenn die Richtung unendlich wenig geändert wird . Setzt man also
in der Gleichung für e sub Nr . 222

e(eoSαYαπ ονστꝗ＋ cοννινο für 8
und differenzirt die Gleichung nach einander in Beziehung auf ç, 5 und 5,so wird , wenn man dabei & als Constante behandelt , dieselbe ebendadurchals eine Hauptausdehnung charakterisirt , für welche so die folgenden 3
Gleichungen erhalten werden :

2 ( 6s ) cο⁸α , 7 cof˙ ＋ ν οενeσ
7 Co⁸α 2 ( ν = e) cοõfBD ιꝗαιονσν gε

Jy cos Æ Yν cοσ⁵g 2 ( ε αd αοννο ge=rε .
Sie unterscheiden sich von den Gleichungen zur Bestimmung der Haupt -

spannungen ( Nr. 220 ) nur dadurch , dass 26 an die Stelle von und „ an

n Aus- ⸗

Drud

Etwa

Hauf
olch
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die Stelle von 2 getreten ist ; durch dieselben Substitutionen erhält man

deshalb auch für é die cubische Gleichung :

4 - 0 5 - 0 E0 —( e . e ) . Cer - e ) 12 =( E 0 7ig

ινναο)ο‚ ‚ ‚ ‚¶NNαα

sowie die dortigen entsprechenden Ausdrücke von cosd , cosg3 , coõ⁶ο”h.

C. Beziehungen zwischen den Spannungen , Ausdehnungen
und Verschiebungen .

226 . — Die in diesem Capitel unter A. und B. dargestellten Gesetze

sind unabhängig von der physikalischen Beschaffenheit des Körpers ; die

Beziehungen aber , welehe zwischen den Normal - und Tangentialspannungen
einerseits und den Ausdehnungen und Verschiebungen anderseits stattfinden ,
sind wesentlich durch die Molekularbeschaffenheit des Körpers bedingt .
Hier werden nur isotrope Körper vorausgesetzt , weil das Holz als das -

jenige unter den technisch verwendeten Materialien , welches auch nicht

näherungsweise als isotrop gelten kann , seiner discontinuirlichen Molekular -

beschaffenheit wegen überhaupt kaum Gegenstand von allgemeinen Unter -

suchungen der nachfolgenden Art sein Kkann , sondern vielmehr bei seiner

verschiedenartigen Verwendung als Constructionsmaterial den betreffenden

Rechnungen nur solche Erfahrungswerthe mit Sicherheit zu Grunde zu

legen sind , welche aus Versuchen unter Verhältnissen abgeleitet wurden , die

denen des betreffenden Falles der Anwendung ganz analog sind .

Wenn auf einen solchen isotropen Körper nur nach einer Richtung
ein Ausserer Zug ( algebraisch verstanden , so dass ein negativer Zug einen

Druck bedeutet ) ausgeübt wird , so ist die dadurch nach dieser Richtung ,
etwa nach der Richtung der - Axe , hervorgerufene Normalspannung eine

Hauptspannung S ci und zwar oi Heès, sofern die Stärke des Zuges eine

solche Grenze nicht überschreitet , dass das Verhältniss der Spannung zur

entsprechenden Ausdehnung é dem Klasticitätsmodul gleich gesetat
werden darf ( Fr. 11 ) ; zugleich ist damit nach jeder zur Zugrichtung senk -

E
rechten Richtung eine Ausdehnung = 5 verbunden . )

Ebenso ist für einen nur nach der Richtung der / - Axe ausgeübten

Zug : o e , und nach jeder dazu senkrechten Richtung die Ausdehnung

) Dieselbe Betrachtnng , welche hier zur Bestimmung der Hauptausdehnungen benutat
wurde , hätte auch in Nr. 220 in Betreff der Hauptspannungen zu Grunde gelegt werden
können , und würde dann die Analogie der Gleichungen für c1 0½ und ei ez eg3 schon aus
der Analogie der Gleichungen für à und æ sub Nr. 215 und Nr. 222 haben gefolgert
werden können . Sie kann auch so ausgedrückt werden , dass é an die Stelle von ç und
1 8

ν n die Stelle von ꝛtritt .

*) U¹eber den Werth von n ef. Nr. 169 .
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IWbes
A 155 sowie für einen nur nach der Richtung der 2 - Axe ausgeübten

Lug : o Her und nach jeder dazu senkrechten Richtung die Ausdehnung
E2

— 8
7N
Finden die genannten 3 Zuge gléichzeitig statt , so bleiben die

Spannungen oi , o , Hauptspannungen , die Hauptausdehnungen aber
werden :

87 ＋ E2
1e1r . = οιιι analog e2 und eg, 1

Woraus zur Berechnung der Hauptausdehnungen durchedie Haupt — U68U

spannungen die Gleichungen folgen : Aen

02 ＋ 03
Lei 0

7¹7⁴ *
63 ＋ C¹

Eeꝛ O „ F

0¹ ＋
EE3 = „ 0

Zur umgekehrten Berechnung der Hauptspa nnungen durch die
Hauptausdehnungen hat man nur diesc Gleichungen nach 01, C2, 653
aufzulösen und findet so , wenn der Volumenausdehnungs - Coefficient

81 ＋ 82 ＋ 53 ◻
und die Constante üt

1 n 2 0 ö—
2 mn＋r1

Sesetat wird æ) :
4

f0618 26 0 ＋ 5 45
7* 2 0

dir02 2 82 ＋ 285—2
10 vod03 2d (ei＋ = g ) .5＋

n —2 ö

lie 9
227 . — Diese Gleichungen gelten aber nicht nur für die Richtungen

der Hauptspannungen , sondern für beliebige 3 zu einander senkrechte Rich -

tungen ; denn für eine beliebige Richtung , welche mit denen der Haupt⸗
spannungen die Winkel d, f , 7 bildet , ist

0 dᷣ0 Cοοναν ＋ ον οεe ＋ οσν ] ν nach Nr . 217

00
2 0 cο⁰?. ανουτν Cοfe A＋e Cοετν＋ε pach Nr . 226

10 7 U Ju. 968 fdnmenr 22 ö260 ＋220 nach Nr

) Dass dieses & der Schubelasticitätsmodul ist , wie schon in Nr. 168 durch eine be-
sondere Betrachtung gefunden wurde , braucht hier nicht als bekannt Vorausgesetzt zu werden,Wird sich vielmehr aus dieser allgemeineren Untersuchung von sel den: Nr. 228.bst erg⸗
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insbesondere also aueh rechtwinkelige Coordinatenaxen :

Cy/ ＋ ,
2 EE260

22
— C2 ＋ OÆ

0 ( ——i 82 Her

8 ＋ 026 ( 2 32 Een 2

1ν α Ey ＋E3.
Mit o/ = g =O folgt hieraus : Eν Iu && als Verallgemeinerung

des Pid von welchem in Nr . 226 ausgegangen wurde für
den besonderen Fall , dass o eine Hauptspannung ist .

228 . — Die Bedeutung der Constanten &. ergiebt sich daraus , dass die

Normalspannung nach einer Richtung , welche mit den beliebigen Coor⸗
dinatenaxen die Winkel , 8, 5 bildet ,

5 A
6 2226 ＋ i

7˙² - 7 nach Nr . 222 auch
⸗.

33 (— 2 eοσνινά α eνyαοο ] g ＋ en Cοενν ατ αναονh⁵ ooο⁰ν =? ν “ αιοο oõ

＋ 7⁴οο,◻es ονY⁰ ＋ „ — ( oo αꝘ＋? coονα˖ ＋＋Cονε 1
ist , während nach Nr . 215 :

0 αειονν Ꝙαπσν σονάν ＋τ α αο,jn ＋ 2νννοe⁶ß cο⁸ο ? 2̃Co⁸⁶οο οs

＋222 Co⁸G 00ö5
ist . Aus der Vergleichung beider Ausdrücke von 6 ergiebt sich mit Rück -
sicht auf Nr . 227 :

( Cνν ſν ceοs BeονQα . ꝗνν vνν ᷣο %Cονα＋ ( G%½= u2½ oo⁸Gο⁸᷑f 0
für q̃ede Richtung a, 6, / also :

TX Æ Gr, ; 7² C y
wodurch & als der Schubelasticitätsmodul charakterisirt ist .

Mit Rücksicht auf die Gleichungen ( ( V) lassen sich schliesslich
die Spannungen U e ,
folgendermassen durch die Coordinatenänderungen

ausdrücken :

Jd * ,E5 ) ; 2⸗
˖

8
NAE n - = E2 dlæ

426 —

WM .
„

Id
237 5 3 6 700Je m 2 4¹0

„ 4
d dοανν die⸗i 2 m＋1

„ e
13 5 68

J3 „ 664ο O1t9
(A5 ＋ 4

Ie



SIEBENTES CAPITEL .

Jusammengesetzte Elasticität und Festigkeit .

229 . — Die in Nr . 5 bezeichnete allgemeine Hauptaufgabe der Festig -
keitslehre erfordert die Ermittelung der Maximalwerthe von &“ und 6½/, d. h.

der grössten Absolutwerthe der positiven und der negativen Ausdehnung ,
welche in einem beliebigen Punkte eines Körpers nach irgend welchen

KRichtungen stattfinden , wenn die Gestalt und die Art der Belastung des

Körpers gegeben sind . Diese Ermittelung ist (ef . Nr . 224 ) enthalten in der

Bestimmung der 3 Hauptausdehnungen für den betreffenden Punkt ,
welche im Allgemeinen auf folgende Weise gefunden werden .

Die Ausdrücke ( Nr . 228 ) :
5 7

26( 45 K 51 ) 60(44 ＋4%d m - 2 da 99
6 1 d 3

05 26 ( 4% 4 „ ) 5 56 ( d 45 (Y)h,

Jd & 1¹ 56. 26 ( A2 N 205 * 6 1009
5 E 33 8

worin ο
＋ 47 33

und 6＋ 1
L

ist , werden in die Gleichungen ( r . 211 ) :
dO 3 dr

dæ *
4 —

dOo 15 0 09

G0 Ur̃ 18
„ „ „

eingeführt , welche dadurch 3 simultane partielle Differentialgleichungen 2ter

Ordnung für die Functionen F, ½ & der ursprünglichen Coordinaten &, 4
des betrachteten beliebigen Körperpunktes werden . Durch die Integration
dieser Gleichungen werden Constante oder vielmehr im Allgemeinen Fune -
tionen eingeführt , welche nur in Beziehung auf diejenige Veränderliche
constant sind , d. h. diejenige Veränderliche nicht enthalten , nach welcher

c

bedin

(oöI

flr dü

durch

geg0
Pres

kutw.

nach

Ad

Ulet

mitt

Uud

Aler

bels

Wud

Tal

Uun

Uun
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eben integrirt wird , und diese Functionen sind durch die Oberflächen -

bedingungen bestimmt , nämlich theils dadurch , dass die Spannungs -
componenten

pcoοννε . οοννuν , Pcον, /
in den Glei chungen ( Fr . 212 ) :

Pcos , dοõα ?ν οννο l vαον

Pcο&/ινο σ OοOyοονf· τ ο,αανο ανεαειοενσινο . . . (II )
PYco⁸öο οε ααονννο απ νεεοσeͤ‚＋ ινεαονẽ

für die Punkte der Körperoberfläche gegebene Werthe haben , theils da -

durch , dass C, , & selbst für gewisse Punkte gegeben , insbesondere S Null

gege ben sind (feste Unterstützungspunkte ) oder auch zu den betreffenden

Pressungen in gewissen Beziehungen stehen ( nachgiebige , elastische Unterlagen ) .
Wenn 5, 7, & so als Funetionen von æ, , & gefunden sind , findet man

entweder

CVνν Oο LX Ty 72
nach ( V) , dann die Hauptspannungen als Wurzeln der Gleichung ( Fr . 220 ) :
( o . o ) ( on0 ) ( br0 )—(G-0) 12 ( G0 ) 151 ( =) r
und endlich die Hauptausdehnungen ( Fr . 226 ) :

Eei 0— 924. 09
7

63 ＋C¹Eez 2 7

61＋2
Ee3 —

7**.

oder auch die Ausdehnungen und Verschiebungen

e
mittels der Gleichungen ( Fr . 221 ) :

4 0

„
0 435

„ 4 % . e

8 82

und dann die Hauptausdehnungen als Wurzeln der Gleichung ( Nr. 225 ) :

46ſ οοεοννοεεσεο οερνεονν ( eν e ) 17 — ( en ) J42 4

＋ VÆr)/y72 (III,a) .

230 . — Von besonderen Fällen sind namentlich diejenigen bemer -

kenswerth , in welchen die Gleichung ( III ) oder ( III , a) sich in eine lineare
und eine quadratische Gleichung zerlegen lässt . Dies ist erstlich dann der

Fall , wenn für eine der Coordinatenaxen die Tangentialspan -
nung = Null ist und für die beiden anderen die Normalspan —
nungen gleich sind , wenn also 2. B.

* » und % 0

Grashof , Festigkeitslehre . 13
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ist . Dann zerfüllt Gleichung (III ) in die beiden Gleichungen :

0 οσ O und ( o =d) ( oν ο)ο νν α ,
Woraus folgt , wenn

IU
gesetzat wird : C1 αον

0 dο A U ( o

3
das obere Zeichen der Wurzel entspricht o , das untere o3. Bildet ferner

die Richtung
der ersten Hauptspannung oi die Winkel G. 51 71

„ weiten
57 02 „ „ d2 62 72

„ dritten 55 03 „5 55 a3 63 7³
mit den Axen der æ, / , &, so findet man nach Nr . 220 :

2* 5
coSA, ] 0 co⁸51 85 0ο9ον . 53

6915 ( α100(0 ⸗
„

3
6³%

5

die letzteren Ausdrücke , worin

· O ＋ 22

ist , liefern die Cosinus der Richtungswinkel der zweiten oder dritten Haupt⸗-
spannung , jenachdem darin 6 = o oder G2 ol½ gesetzt wird .

Es lässt sich hieraus folgern , dass die erste Hauptspannung 01 parallel
der Ebene V senkrecht zur resultirenden Tangentialspannung 2 gerichtet
ist , dass also die beiden anderen o und og in der Ebene liegen , welche
durch die Richtungslinie von 2 parallel der Axe geht ; in dieser Ebene
ist ihre Lage bestimmt durch den Winkel zwischen o2 und 2, für welchen
man findet :

02 —C. CXx . CX Cνn
96 a0 — . 18 ( 5) ,2

Vorausgesetzt , dass der Winkel ( 2, oz) gerechnet wird von der Richtung 2
durch den rechten Winkel zur positiven - Axe und eventualiter darüber
hinaus .

Mit Hülfe der Gleichungen ( W ergiebt sich endlich :

8 1 n - 1
Lei „ e6
82 1 m - 3 EEEEE2( %0 Im I IY＋r e

Ist insbesondere oν = Gιο , Ss0 wird :

IJ= L0E2 42202
0¹

03 2

50%0 89 ( 5550 ⸗
· . —j

1 82 m —1 I4 * 4＋m rñ E
83 2m Y = ＋

2 Vo A

Uit d

diud

ürx

Punlb

Toclt

Ca5ß

Unhrl
Men

leitn

Deudl
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231 . — Die Gleichung ( III ) zerfällt auch dann in eine lineare und eine
quadratische Gleichung , wenn zwei der Tangentialspannungen
20 ＋) 72 = Nullusind . Ist 2. B.

1 0
80 zerfällt Gleichung ( III ) in :

οε ο und ( 0/ — 0) ( ½ ο)ο 2 ,é
Woraus folgt :

01 = f8

62 ( ꝗ＋ᷓ IC - ½ ) ＋. 125
03 2

Die erste Hauptspannung 0i fällt auch der Richtung nach mit Or, d. h.
mit der 2 - Axe zusammen ; die Richtungen von o2 und Cà in der %e - Ebene
sind dann bestimmt durch den Winkel 62, den o mit der „ Axe bildet und
für welchen man nach Nr . 220 findet :

ö 75 6 53
1966—

802 —0 2* 2 8 23
Die Hauptausdehnungen ergeben sich nach Gl . ( W:

0ν ＋ 0.
Eei —. —

n

„ %/2 1 m1 W
——— — — —072 22( 0 2n (oy ) 2mn Vor - d ) R T 4 .

A. Gerader stabförmiger Körper .

I . Allgemeines Problem .

232 . — O sei ein Punkt der Mittellinie des Körpers , also der Schwer⸗
punkt des betreffenden Quersclinitts Y. Er wird zum Anfangspunkte eines
rechtwinkeligen Axensystems OX, OV, Cꝗ, genommen von solcher Lage ,dass O & mit der ursprünglich geraden Mittellinie , die Ebene Y mit dem
ursprünglich ebenen Querschnitte V zusammenfällt , und zwar sollen die
Axen CMyY und O4 in den Hauptaxen des Querschnitts liegen , dessen Träg⸗
heitsmomente

für die Axen OX CV / 04

resp . mit 4 2 6
bezeichnet werden .

Wegen der Deformation des Körpers unter der Einwirkung der be -
lastenden Kräfte erfordert indessen das Axensystem eine bestimmtere
Fixirung nach Massgabe von Nr . 209 , und zwar werde festgesetat , dass,
wenn im ursprünglichen Zustande P ein Punkt der Axe im Abstande d /
von C, Qein Punkt der „ Axe im Abstande de von 0 ist , immer 0 der
Anfangspunkt , P ein Punkt der / Axe und ein Punkt der / - Ebene sein
soll , wie auch diese materiellen Punkte 0, J , Yverrückt werden mögen .
Diese Art der Fixirung des Axensystems gegen den seiner Form nach ver -

13³



196 Zusammengesetzte Elasticitüt und Festigkeit .

aänderlichen Körper wird dadurch ausgedrückt , dass für den Anfangspunkt ,
d . h . für

0

gesetzt wird : 52 0 780 83 0

15 1
4 4²e
d%%— C9

E

Unter den äusseren Kräften für den Querschnitt VV werden alle die -

jenigen verstanden , welche den von diesem Querschnitte an gerechnet auf

der Seite der positiven &- Axe gelegenen Theil des stabförmigen Körpers an-

greifen ; es seien

Nx R 3

die Componentensummen dieser Kräfte , algebraisch verstanden , so dass

positive Wertle den Richtungen CX , CV, O4 , negative den entgegenge -

setzten Richtungen entsprechen , und

N NV

die Momentensummen in Beziehung auf die Axen , in der Weise algebraisch

verstanden , dass positive Werthe den Drehungsrichtungen VI , VX , XN

entsprechen .
Wenn nun noch Form und Grösse 77 des Querschnitts V gegeben

sind , so besteht die Aufgabe zunächst darin , die Spannungen aZu er —

mitteln , welche in den verschiedenen Punkten des Querschnitts

hervorgerufen werden .

233 . — Offenbar ist die Aufgabe , in dieser Allgemeinheit ausgesprochen ,

noch nicht bestimmt . Vor Allem könnten , sofern nur der einzelne Quer -

schnitt und die durch die 6 Grössen /r und J charakterisirten àusseren

Einwirkungen gegeben wären , dadurch , wenn überhaupt , jedenfalls nur die -

jenigen Spannungen : 0 77 22

bestimmt sein , welche sich auf die Flächenelemente dieses Querschnitts

selbst als Spannungsebenen beziehen , während die Spannungen

% 0%%

unbestimmt blieben , und es ist also nöthig , ein gewisses Stück des Körpers

zu betrachten , welches sich vom Querschnitte Ybis zu einem um 001 ν -

im Sinne der positiven - Axe von jenem entfernten Querschnitte erstrecken

möge . Die Form dieses Körperstücks , welche vollständig gegeben sein

muss , sei cylindrisch , alss der Querschnitt constant ; für einen ver -

änderlichen Querschnitt gélten dann die Resultate der folgenden Unter -

suchung nur näherungsweise und unter der Voraussetzung , dass O01 Æ

unendlich klein ist .

Denkt man den Körper durch den Querschnitt Ji bei Oi zerschnitten

und an der so entstandenen Endfläche des betrachteten Körperstücks 001

die Kräfte R , N , HNz
und Kräftepaare M ÆH, I '
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angebracht , worauf sich die jenseits des Querschnitts J angreifenden
àausseren Kräfte reduciren lassen , wenn sie an den Punkt Oi versetzt wer⸗

den , so ist dadurch der Gleichgewichtszustand des betrachteten Körper⸗
stücks immer noch nicht bestimmt , weil es unendlich viele Systeme von
äusseren Kräften , in den Elementen der Endffäche Vi angreiſend , giebt ,
die sich auf

die Kräfte Ie ρh HR am Punkte 01
und die Kräftepaare MHν , M '

reduciren lassen , desgl . unendlich viele Systeme äusserer Kräfte , an den
Elementen der cylindrischen Oberfläche und an den Massenelementen im
Inneren des betrachteten Körperstücks angreifend , welche zusammen mit
den 3 Kräften I7 und 3 Kräftepaaren , sich auf

die Kräfſte H. F , F im Punkte 0

und die Kräftepaare Me IV, II
redueiren lassen , und weil jedem besonderen solchen Kräftesysteme auch
ein besonderer Gleichgewichtszustand des betrachteten Körperstücks ent -

sprechen muss .

Abgesehen davon indessen , dass bei solcher Specialisirung des Systems
der äusseren Kräfte die wünschenswerthe Allgemeinheit der Lösung ver -
loren ginge , ist man auch bisher kaum in irgend einem Falle überhaupt im
Stande gewesen , die Probleme der Elasticitätslehre in solchem Sinne streng
durchzuführen ; man sieht sich vielmehr genöthigt , die Aufgabe umzukehren :
eine gewisse Art des Gleichgewichtszustandes vorauszusetzen
und die äusseren Kräfte zu bestimmen , welche denselben
herbeiführen würden , um daraus schliesslich die freilich nur mehr
oder weniger angenähert richtige Folgerung zu ziehen , dass ein System
von Kräften , welches dem gefundenen bezüglich der Wirkung
an dem starren Körper äquivalent wäre , den vorausge -
setzten Gleichgewichtszustand des elastischen Körpers zur

Folge haben werde .

234 . — Entsprechend den Annahmen , welche den Untersuchungen über

stabförmige Körper in den vorhergehenden Capiteln zu Grunde liegen ,
werde nun auch hier ein solcher Gleichgewichtszustand des betrachteten

Körperstücks vorausgesetzt , dass in allen Punkten desselben

Cν ν ν ͤ 0

ist , dass also die fadenförmigen Elemente von der Länge lund

vom Querschnitte dyde , woraus man das Körperstück beste -
hend denken kann , keinerlei Zug oder Druek aufeinander aus -

üben , noch auch eine Verschiebung , d. h. eine Aenderung
der vollkommen rechteckigen Beschaffenheit ihrer Quer -
schnitte erleiden . “ )

) Das Problem , betreflend die Bestimmung derjenigen äusseren Kräfte , welche einen
solchen Gleichgewichtszustand zur Folge haben , ist in voller Allgemeinheit von de Saint -
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Damit dies möglich sei , dürfen weder auf die eylindrische Oberfläche

noch auf die Massenelemente im Inneren Kräfte wirken , welche senkrecht

zur æ- Axe gerichtet sind ; hier soll aber die noch weiter gehende Voraus -

setzung gemacht werden , dass überhaupt keine Kräfte auf die

cylindrische Oberfläche , noch auf das Innere des betrachteten

Körperstücks nach irgend einer Richtung wirken , wodurch ins -

besondere auch von der eigenen Schwere abstrahirt wird und die äusseren

Kräfte auf diejenigen reducirt werden , welche in der Endfläche Fi an-

greifen .

Entsprechend der Voraussetzung :
4 4 1 d5

/ S C O ist nun : 47 4 45
232

während man nach den Gleichungen ( VI ) mit Rücksicht auf ( U) hat :

8 26 —1 4 . A
m d AR

857 8 4„ 6 ( 4545
56 ( 57 40).

Die Einfühlrung dieser Ausdrücke in die Gleichungen ( I ) zusam -
men mit

und entsprechend 2

ο 0
liefert mit Berücksichtigung der Relation ( I ) :

248 „ ee
4 (49, de2

( ²s (12²27
dadοον ονε ( 4

, ²84 5
5 „„E

Zu diesen Gleichungen ( 1) bis (5) , welche in jedem Punkte erfüllt
sein miissen , kommen zur Bestimmung der Funetionen F, / , & wodurch
dann auch die gesuchten Spannungen , =, und 2u bestimmt sind , noch
die Grenzbedingungen , und zwar erstens diejenigen , welche die Lage
der Coordinatenaxen gegen den Körper charakterisiren ( Tr . 232 ) und welche
mit Rücksicht auf Gl. ( 2) dahin erweitert werden können , dass im Anfangs -
punkte , also für 2 υε sein muss :

8
e , e de , e

Vénant behandelt worden . Die folgende Darstell
von Clebsch ( Theorie der Elasticit
Behandlungsweise an.

ung schliesst sich in der Hauptsache der
ät ſester Körper ) dem Problem zu Theil gewordenen

Fun.

Vold

Unle

Mit

Mit
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und zweitens die Gleichungen (II ), welche für jeden Punkt der eylindri -

schen Oberfläche erfüllt sein müssen , wenn man darin p =O setzt . Mit

0ο ον u 0 und c0oSα = 0, entsprechend der zur à - Axe senkrechten

Richtung jeder Normalen der cylindrischen Oberfläche , werden aber die

beiden letzten der 3 Gleichungen ( II ) identisch , während die erste wegen

cos / = sing *) die Oberflächenbedingung :

FE A ‚
( I7 45 ) cof˙ ＋ (2 45ꝑ

liefert .

235 . — Durch die Combination der Gleichungen ( 1) bis ( 5) in voriger

Nr . erhält man :

0³R 6 ? 2 3
ds Oj

dανεανε
o dedſi Oůdu das

d / dF d , dö d d² 4f
oder

J ( 4 5 (450 (45) (450
85

Oα )

welchen Gleichungen dadurch genügt werden kann , dass
J einer ganzen

Function von , / 2 gesetzat wird , die jede einzelne dieser Veränder -

lichen höchstens in der ersten Potenz enthält , während auch ein Glied mit

dem Produkte / nicht vorkommt . Die allgemeine Form einer solchen

Funetion jist :

15
Frrr

woraus nach Gl . ( 1) folgt :

4h A 1

35 f. un ( 4 a¹¹ν aνοο ν “ ν 1⁰ Kb25

und durch Integration resp . nach æ, / , 2:
2

5 r à( afdνυν ααονν ν b1ᷣN e) ＋.Fe )

) Während in den allgemeinen Gleichungen (II ) die Winkel à, f, „ nur von 0 bis 2
gerechnet sind , setzt die Ersetzung von „ durch 3 vermittels der Relation coõ , sin g
Voraus , dass der Winkel 5 jetzt parallel der Ebene V im Sinne von der positiven 3/ Axe
durch den rechten Winkel zur positiven 2 - Axe von 0 bis 2 gerechnet Werde .

**) Die erste dieser Gleichungen ergiebt sich, wenn unter den Ziffern die damit be-
zeichneten Gleichungen der vorigen Nr. verstanden werden , aus der Combination :

46 ) dd ) 46 )
dæ d / da

mit Rücksicht auf Gl. ( I ) ; die zweite aus der Combination :
d⁰ο 465 )— — — —

4 d %
mit Rücksicht auf Gl. (2) ; die beiden letzten endlich aus :

260 m 200 —400
α 49⁰ 2 4³f

mit Rücksicht auf (1) und auf die schon gefundene Gleichung : 18 0 .
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21 72 A
6 ＋00 ＋ 41 1 41⸗) 07 ＋ 61¹ 2 — 190 ＋ ( „ )

1 22 . 22
8 22 ( a¹ . 2) 83

75 ( Obe 11342) 45 VIL, ) .7*

Vollständig entsprechen diese Gleichungen vorläufig nur der ersten der

7 Gleichungen in Nr . 234 , und es bleiben die Functionen / ꝙ, noch den

übrigen gemäss zu bestimmen .

236 . — Abgesehen zunächst von den Grenzbedingungen müssen die

Functionen ꝙ und / in den Ausdrücken von und & den Gleichungen (2) ,

( 4) und ( 5) in Nr . 234 entsprechend gemacht werden . Aus ( 4) und (5)
7

folgt aber mit Rücksicht auf den Ausdruck von 75 in voriger Nr . :
42

7² I7/dx0 U —85 K 7 — 4d1 —0¹⁰⁰7372
— —

4 % 1

4²6⁰ R
4⁴ A12 (ai d =b2ο

2 2³
also ꝙi ( /e ) ＋ . ꝙ2 ( J2 ) — 41 2 — 57•0

4*
Fi S OHον] v. Ve —9ο ο 56 ·

Die Vergleichung dieser Ausdrücke von ) nnd à mit den in Nr . 235
erhaltenen lehrt , dass die Functionen ꝙu1 und ꝙ½ kein / , ½Jiund /2 kein 2
enthalten können , und dass mithin zu setzen ist :

1 7 ＋ 741⸗ 3 (52 ＋ 61˙2 ＋* 5750

*3

6

4ꝛ
＋ ¹ * . 02 ( 2) 155 91

2² 93 22
8 Æ＋3 5 ＋ 4¹⁹ / ＋ 4 2) — — ＋ 651⁰ ＋ 1242)77²,

7˙2 3˙3

. OR .UCY— beg.
PDurch die Einführung dieser Ausdrücke , welche Vorläufig erst den

Gleichungen (1) , ( 4) und ( 5) genügen , in die Gleichung ( 2) erhält man :

82 62 8
αοο νάενοντνναννjuᷓ 4 .

41 6¹
5 05

mm²
ο

νf,εννε νeν ασ. 1200

also

0
91 E) dο,＋ 9 GE) S be4A7².

f d2 6
Wi 5½ο b

l

4150

8

ge

Uäl

mr

U
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22² f 6¹ 22

ie
*2 52² V

I ) a dοννᷓ 17 7 ½οοοe 5“ —5 % ＋. 7

und damit endlich :

1 U
4 ＋ 41

2 —22 1 72 —e2
2 4 %) — 15 ( Ili 2 16205

*3

beha2² — 22—7/2

(ae ＋ 4¹ο⁰e ＋ ꝗ4ꝗ· 2 —51. ( ＋ Bg⸗ ＋ b2² 3
＋ 4ε fdoο / ( 5⸗ . 5 % 2

.
6

Die Function 7 ( %= ) im Ausdrucke von 5 ( Fr . 235 ) muss nur der

Gleichung ( 3) in Nr . 234 entsprechen , welche dafür die Bestimmungs -

gleichung :
42 4

liefert ; dieselbe wird einfacher , wenn

b E iebelhe . FCHi

also 5S ( a＋＋ αιν Æ uα ) ＋τ 2 3 ＋ 6517 ＋ 0²² —

72Ce27
3 51⁰ 52/2 ＋ F ( ½e )

gesetzt wird . Dann ist nämlich die Function V( 6%e ) an die Gleichung

gebunden :

% ,

237 . — Durch die Grenzbedingungen wird die Function Y ( ½ 2)
näher bestimmt , sowie auch die in den Ausdrücken von E, Y, & vorkom -
menden Constanten

dl d dοο

i ee
dadurch auf eine geringere Zahl reducirt werden .

Zunächst folgt aus den Bedingungen (6) sub Nr . 234 :

0 03 40 20

MF. dlA.

( 0,05 83— 158

wobei der Zeiger o den Werth der betreffenden Function für den Anfangs -
punkt der Coordinaten bezeichnet , oder vielmehr für / = , da à in der
Function nicht vorkommt .

Die Oberflächenbedingung (7) in Nr . 234 erhält eine einfachere Form ,
wenn H( Ch ⏑- = οιE = ε Q5
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gesetzt wird , unter eine neue Function von / und 2 verstanden , welche

der Differentialgleichung

des

entspricht und die Eigenschaft hat , für / O zu verschwinden , während

die obigen Gleichungen

JdlV. nWV( . O und E 0

jetzt ersetzt werden durch :

„ 4 d85 37 38 23
Die zur näheren Bestimmung von 2 dienende Gleichung ( 7 ) aber

wird :

＋1 9 ＋＋2¹]m - 1 ) 22 2m ＋Æ 12( 5—1 5 5 02
5

—. —
5Heceß

1 2 22 24 . hang⸗0.

238 . — Den Bedingungen für die Function kann dadurch entsprochen
werden , dass gesetzt wird :

2 9 ＋ 6 Qο＋ ¹ ˙ ＋ 52 Q25
unter 9, Co, Ei und 2 Functionen von und 2 verstanden von solcher
Art , dass dieser Ausdruck von Q allen jenen Bedingungen genügt , welche
Werthe die Constanten ö, b , 51 und 02 auch haben mögen , insbesondere
also auch dann , wenn je 3 derselben = Null gesetzt werden . Diese Zer -

legung der Function Q ist zunächst dadurch wichtig , dass sie den Werth
der Constanten ö - = Null ergiebt . In der That müsste , wenn o 51 52 20

gesetzt wird , die Function 9 so beschaffen sein , dass für alle Werthe von
und 2

dνjr d

und für diejenigen Werthe von / und 2, welche dem Umfange eines Quer -
schnitts angehören ,

N＋10

% cang ＋＋2 8⁰
70 ( Jeosß & Ssinß )

ist , unter 6 6 Winkel der Normale dieses Umfangs mit der „ - Axe ver -
standen ; allein es lässt sich zeigen , dass diese beiden 0 ein -
ander widersprechen , dass also ꝙ unmöglich ist , mithin 5 0 gesetzt wer⸗
den muss .

Es bleibt sonach nur übrig :
= b Q ＋ 51 Q1 ＋ 52 Q25

unter C, Ct und 2 Funetionen von und ſe verstanden , welche für

/3e = 0 verschwinden , welche ferner für alle Werthe von und 2 den
Gleichungen :

ü„ü⸗E⸗Æ

—

l

elte

Uir

Ve

W

lie
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9N. 0
0

—ẽ 3
—

d² 2D1 4

qia dæza -

d242 Q2 4² 2

4νά
2

de :

und insbesondere für den Umfang des Querschnitts den Gleichungen :
0 10 5

75 coõS8 ＋ — sing sinß ecον

40 08 . „„ 7½79( 2m 1 ) 22 2m＋π 5

5
cosB E — cos 5 Sn5

402 d %οj 2μ 10 2064
45

Cοf ＋ 73 15 nſg¼οανν εε e vοẽ

entsprechen und dadurch wesentlich von der Form des Gncbisür ab -

hängig sind .

239 . — Die Einführung der in den beiden vorigen Nummern erhaltenen

Werthe :
65

LG . N 150
57 ( 0 ( 9) .4—— de

in die für S, / , § sub Nr . 236 gewonnenen Ausdrücke liefert :

*τ 52
F ( d＋ dαιe Æαανẽgi9) ＋ 65¹¹ (3J ε ˙1 - α̊

92 92

(45) . —(a5.
G 2 /ẽ — 22 7 %

123 - ( 2 4 ⁊
Pο 37¹̊ꝗ22 4 / 2 402

due ( H L ) — . (40).

3
22 —

0 —42
— 8¹ — 2ά (5 ＋ 25 ＋ ＋ ( 4) .

und endlich damit nach den ( Jr . 234 ) :
dx

— 4 ( IAn 8 ( 440
die Spannungen in einem beliebigen Punkte des betrachteten Körperstücks :

1

I
C df diιν,Hdl ＋ ( 61 / ＋T629 .

—
22 ＋( 2m —) * 2 42

F
7 b0 %/ — 61 — —62 N . 55

1 671 675 —1 ) 2² 2m＋rν 42
F 7h =61 — 0²

m ναοσοε

RDess
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Die Spannungen für einen beliebigen Punkt des Anfangs -

querschnitts ergeben sich daraus mit = O, wodurch aber nur c
einen besonderen Werth annimmt , während 25 und 2 in entsprechenden
Punkten aller Querschnitte des betrachteten Körperstücks gleich sind .

240 . — Das Stattfinden des vorausgesetzten Gleichgewichtszustandes
erfordert nun streng genommen , dass in den Flächenelementen der End -

fläche In des betrachteten Körperstücks C01 solche àAussere Kräfte

wirken , welche sich durch Multiplication von d %de mit den obigen
Werthen von chν 2, und 22 für σ ergeben . Ist aber das System der

äusseren Kräfte für den Querschnitt nach Nr . 232 nur durch

. , M.

gegeben , so lassen sich näherungsweise die Spannungen im Querschnitte V

nach Nr . 233 den obigen für ⸗= 0 gleich setzen , falls nur die übrig ge -
bliebenen 6 Constanten

nn52
s0 bestimmt werden , dass

Nr H oν . d V. R＋ tu .d V. E . r , dN

M = οννν αννιανα＋ο] Me ſeæ o. d ; . ſijν d Nñ
ist , die Integrale über den ganzen Querschnitt Y ausgedehnt gedacht .
Diese Gleichungen reichen zur fraglichen Bestimmung gerade aus und

geben mit Rücksicht darauf , dass nach den Annahmen und Bezeichnungen
in Nr . 232

Jid V ſi d = fο,˖dd . o

B ſend V; CS fα ; E ; 4BC

42. —N . My
aυρο a⁰

sowie für H0, bi und 52 die Gleichungen :

7⁹ 1
2m 4

K B ＋ ( 2m - 1 ) C 42
3 20n 4 2

AE ( AM＋1 ))7½ 2 1 ) 22
8F = beA- 51 2 A

4 1 ) 2² (2 —1 ) ½
15 0 m＋I )

3
( 2m EEah J 4 4%) l .n 72

241 . — Die Constanten bo, 51 und ö2 erscheinen hiernach als abhängig
von den Functionen Co, Ci und Qe, auf welche die Function

bo Q ＋ 51 C1 ＋ 5202 ( Fr . 238 )
zurückgeführt wurde ; indessen ist es ein bemerkenswerther Umstand , dass ,
wenn auch diese Functionen selbst nur für bestimmte Ouemchnit
bestimmbar sind , doch die beiden Integrale

VOI

50
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40 % 40
J J½%

m

und damit auch die Constanten bi und 52 allgemein ausgedrückt
werden können . Auf Grund der Bedingungen , denen die Function Q

unterworfen ist ( Jr . 237 ) , findet man nämlich mit Hülfe eines gewissen Ver -

fahrens der theilweisen Integration :

75 4 7b ＋—29 ) 4
49 d

40 452
7＋

d64 )
—‚ ) 4

dæ 64—aę
8

worin

2＋ 2qe 1 ) 22 2 ＋＋71
V = Boe 51 38 — ＋ 52 12

5 2mε 22 ＋ ( 2 —1 ) /2

2. bell b. 1 4 5.

ist . Die Einführung dieser Werthe liefert dann mit :

/d I d H = d Æ ο , BSfρανν , CEEd H
ο

„ C80 C＋νm - 1 ) 5B
d＋ b — ＋ifß . . . —

Jν 2mn

6 3 B97 ( 2m - 1 ) 85F 2e

folglich nach Nr . 240 :

‚ Ry E ů
2 6 2 mrH E LE ·

Somit lässt sich nur die Constante bo nicht ohne Speciali -

sirung der Querschnittsform allgemein ausdrücken ; zudem ist es

bemerkenswerth , dass , während

die Constanten dĩi d2 61 62

nur resp . von AF. IH , IA, HN H

abhängen , die Constante o dagegen im Allgemeinen nicht nur von M.
sondern zugleich von 51 und 52, also von Fe , und EN, abhängig ist .

242 . — Die Einführung der in den beiden vorigen Nummern gefunde -
nen Werthe der Constanten

gi ͤ d di1 57
in die Ausdrücke von o , 25, und 27 für ⸗=0 , d. h. für den Querschnitt
V liefert mit Rücksicht auf

b0%Qο ＋ 511 ＋ 52N2

EI NV.
◻τυν ＋ 2

2 — 55 7

d ο 1· mn R,685 ( .0 m1 6 ( „„„0, .
„ 4 Ee22＋ ( 2m 1 ) 40‚

2 —2 mf
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1 1 FEF, Fd
Gb ( b99 ( 40

2 —＋＋1
n

40
dy

(45＋ 2 ππτœ/œ o ( d/

40¹ „ d1 ) /1 . N He I 4²2 . —40 2IBU

Dabei ist :

1 „

II . — mL CLI 6
65⁰³

400⁰ 52 470 CI

( Em ＋1) ,e= 2m =1) 2

1 — =◻ 2n 83
* 2

777 Em＋I ) = A 1)
2n

Der allgemeine Charakter dieser Formeln besteht darin , dass die re —

sultirenden Spannungen in irgend einem Punkte des Quer —
schnitts die Summen derjenigen Spannungen gleicher Art sind ,
welche von den Einzelwirkungen

He E, R . M IH, II

herrühren ; ebenso verhält es sich mit den Verrückungen 5 ½ 5
welche nach Nr . 239 lineare Functionen der Constanten

a e ,
und somit auch der Grössen und M sind .

Die Normalspannung c hängt nur von

ER MV, und IM3

ab , und zwar von M, und M in gleicher Weise ; die Tangentialspannungen
25 und 22 hängen nur von

Mr, E, und H
und zwar von Je , und It , in gleicher Weise ab .

243 . — In den meisten Fällen der Anwendung ist der Querschnitt in

Beziehung auf eine der Schwerpunktshauptaxen CV und 0Z oder in Be-

ziehung auf beide symmetrisch .
Ist C “ Symmetrieaxe , so ist cos5 eine ungerade , Sin5 eine gerade

Function von / ) ; den Grenzbedingungen der elonen ⁵ Qi und 02
( Tr . 238 ) ist es dann entsprechend , mit den allgemeinen Bedingungsglei -
chungen dieser Funetionen aber nicht im Widerspruche ,

und 2i ungeraden Funetionen ,
Cr einer geraden Function von

gleich zu setzen . Sofern nun , unter 5 ( / eine ungerade Function von
Verstanden , das Integral

JFV GCF2 0

) 5 Nist eine gerade Function von , wenn / ( - ννο = 0
„ ungerade 5 „ Æοο νοσοist . Der Differentialquotient nach ) ist im ersten Falle eine ungerade, im zweiten eine

gerade Function von .

5

kh J

Un

li0

Vunt

g0

0⁰

der

ben

0u



Zusammengesetzte Hlasticität und Festigkeit . 207

ist , wenn es über den ganzen in Beziehung auf die - Axe symmetrischen

Querschnitt ausgedehnt wird , so verschwindet in diesem Falle das Glied mit

Le in dem Ausdrucke von 0 ( Fr . 242 ) , und es wird also :

15321

0 [ 0 % —40ar2 m ＋1 2 3 . 6 4 —4 —
o

4 7 4 VI

Ist OVYSymmetrieaxe , so ist cos5g3 eine gerade , sing eine ungerade
Function von 2;

Qoo und Qn2 sind ungeraden Functionen ,

Ei ist einer geraden Funetion von 2

gleich zu setzen , und im Ausdrucke von 0o0 verschwindet das Glied mit Ry.
Ist endlich der Querschnitt in Beziehung auf beide Schwer -

punktshauptaxen symmetrisch , so ijst

O ungerade für / und 2,
i ungerade für / gerade für æ,
2 gerade für / , ungerade für 2

und die Constante ö% ist dann nur noch von M. abhängig , nämlich :

1
Gbj eee

4 Iουά —. 9 I

244 . — An der Lösung des allgemeinen Problems fehlt jetzt nur noch
die Bestimmung der Functionen Oo, Ci und 02 . Zu dem Ende
kann man bemerken , dass der gemeinschaftlichen partiellen Differential -
gleichung

d , dhf
d % des

Welcher nach Nr . 238 diese Functionen entsprechen sollen , allgemein genügt
wird durch die Function :

V ) Eꝙ V Hei ) ＋ ( i —eij ,
unter ꝙ und / beliebige Funetionen verstanden , während zur Abkürzung
VZIzi gesetzt ist . Ein particuläres Integral von algebraischer Form,
welches zunächst wenigstens dem Falle entspricht , dass der Querschnitt
durch irgend welche algebraische Linien begrenzt wird , ist :

5 65
＋ 35 *

8
IONÆ Hνν ν οσαε

wWo unter den Summenzeichen alle Summanden begriffen sind , welche aus
der allgemeinen Form durch die Substitutionen

50 , 1% „ „
bervorgehen . Werden dabei die entsprechenden Werthe der Constanten

und 53 mit

a und 83, gi1 und 6¹n G2 und 52, ds und 653
bezeichnet , so liefert die Entwickelung :

G b

0 ,
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JOie ) Sa taig hie 4 u - G, e ) A . 29 K

＋ 45 ( % — 3½5 ) ＋ f ( 39 % —el ) *

＋ 4 . ( /½1- 6 / ＋ 24%) ＋ 54 ( 4 %8 — 4%/88 ) P . . . . .
eine Function , welche auch leicht nachträglich durch Ausführung der Diffe -

rentiationen als der vorausgesetzten Differentialgleichung entsprechend veri -

ficirt werden kann .

Ist nun der Querschnitt von algebraischen Linien begrenat ,
so dass wegen

Sing 4
00 5

1
Folle

cosõf und sing ganzen algebraischen Functionen von ) und æ proportional

sind , so können die Constanten

aü

den Grenzbedingungen ( Fr . 238 ) entsprechend bestimmt werden ; wegen der

gemeinschaftlichen Eigenschaft der Functionen Co, Qi und Q , für /

zu verschwinden , ist & immer O.

Wäre der Querschnitt von transcendenten Linien begrenzt ,
so könnte man dieselben näherungsweise durch algebraische ersetzen oder ,
Was auf dasselbe hinausläuft , die Proportionalwerthe von cosg und sing in
Reihen entwickeln , welche nach ganzen Potenzen von / und 2 fort -

schreiten , dabei aber die Glieder von einer gewissen Ordnung an vernach -

lässigen .

II . Besondere Fälle .

un. Einfache Fälle .

245 . — Die einfachen Fälle sind diejenigen , in welchen von den 6
Grössen

d , e , .
alle ausser einer = Null sind ; nur 4 von diesen 6 Fällen sind wesent -
lich verschieden .

Ist 1) nur K nicht = Null , so wird nach Nr . 242 :

47 3

im ersten Capitel ist dieser Fall ausführlicher behandelt worden .
Ist 2) nur MW oder M. nicht - Null , so wird :

/ —A .
oder

σν 3

in Uebereinstimmung mit den Fundamentalgleichungen , welche den Unter -

suchungen des zweiten Capitels zu Grunde gelegt wurden .

2⁴6. — Ist 3) nur M nicht Null , so ist nach Nr . 242 :

18
0 % = G (1j ＋ ( 4
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und bei Voraussetzung eines doppelt symmetrischen Querschnitts
nach Nr . 243 :

G 5 —

Die Function Co ist ungerade für und & (Fr. 243 ) , deshalb nacli
Nr . 244 :

Cον αν αα¹¹ ˙ 2f˙ενν αεννỹ = 53²⁶ ＋ 461 ( % — J%
105

7 S dl＋ 252 ＋ 33 / ＋ 454 ( 3 %/ — 23) .

100
g A. 267½/ — J686s . 464 U 30½60) L .

und 1 in diesen Ausdrücken vorkommenden constanten Coefficienten sind
dadurch bestimmt , dass nach Nr . 238 für 3 Punkt des Umfangs

50 ( E ev0

sein muss , eine Gleichung , welche auch geschrieben werden kann :

27 ( le

33
c0¹

856
und welche mithin ausdrückt , dass die resultirende Spannung 2 in allen
Punkten des Umfangs tangential an denselben gerichtet ist (ef . Nr . 191) .

Die Kesultate , zu denen man auf solche Weise gelangt , stimmen über —
ein mit denen , welche im fünften Capitel sub B. von einem weniger allge⸗
meinen Gesichtspunkte aus direct erhalten wurden .

247 . — Für die Ellipse z. B. mit der Gleichung
52 22

f
83

in 5 C⁴, 62
38 A Vomit man findet :

6˙ d οι
62 —62

8. ei AE %%, G bοn
6 M

M .
*

in Uebereinstimmung mit Nr . 200 . Wegen

%) , Jοοο8609 C

ist ferner nach Nr . 239 :

M „„
also der specifische Drehungswinkel nach Nr . 202 :

f 6 6²7 1(37 5
„

3

14Grashof , Festigkeitslehre .
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in Uebereinstimmung mit Nr . 204 . Endlich ist nach Nr . 239 die Gleichung
der windschiefen Querschnittsfläche :

2
8 5- —C
5 650 ⁰ 90 0 9. %/

in Uebereinstimmung mit Nr . 205 .

248 . — Für das Rechteck mit den Seiten 25 ( parallel der - Rxe )
und 2 % ( parallel der - Axe ) ist in allen Punkten der Seiten 26 des

Umfangs :

005 ‚I1 ‚Yοn ο S ꝗ＋ b,
womit die Grenzbedingung liefert :

¹ ＋ 30²⁴α² ; 252 ＋ 1 J 12023 , 0 ; 6 . 2 0 ,
falls die Entwickelung der Function Co nur bis zu den Gliedern von der
Aten Ordnung inel . fortgesetzt wird . In allen Punkten der Seiten 25 des

Umfangs ist :

cοõg5 0 ; Sin5 A . 1 ;
womit die Grenzbedingung giebt :

6¹ 3 62 65 0 ; 252 1 - 12½ 6 0 ; 6ʃ120 .
Demgemäss kann G1 3 51 ν◻3 5⁴4 = 0 gesetzt werden ; was aber

52 betrifft , so erlält man dafür 2 Werthe , die sich widersprechen , und es
wird dieser Widerspruch auch dadurch nicht beseitigt , dass die Entwicke -
lung der Function C bis zu einer grösseren , aber endlichen Zahl von

3 8 400Gliedern fortgesetzt wird . Wenn man aber in den Ausdrücken von 55
1und 125 ( Fr . 246 ) den Gliedern mit æ8 und 9: Coefficienten beilegte , welche

von 64 verschieden sind , um dadurch möglicher Weise dem Einflusse der
fortgelassenen folgenden Glieder Rechnung à2u tragen , so ergeben sich diese
Coelficienten = 0 und somit :

42 5 410
d % 2522 4 1254/2 f 72 252⁴0% 125⁴ 72

wodurch der Gleichung :
d² N⁰ d2 Q⁰

nicht widersprochen wird und sich ergiebt :
62² — 62 2

25 = 5ITöi5 126 . FL5
9 62 ＋ 2

88

und in Uebereinstimmung mit Nr . 199 :

„ „ 9.
16 7⁵σ 7 22 ³

16 560 .
13

Damit wird : G5

ferner nach Nr . 239 :
= Hobe , 55 4˙g5

9 Nsonach 9 . O 0⁰ 32

ler ö

N.

VO

II

deit
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Wenn man endlich im Ausdrucke von Co auch noch die Glieder von
der Aten Ordnung fortlässt , also

J2

in Uebereinstimmung mit Nr . 205 .

249 . — Eine nähere Untersuchung erfordert der Fall , dass

4) nur Fy oder Ez nicht - Null

ist , nachdem in dem von der Schubelasticität handelnden vierten Capitel die

Vertheilung der Tangentialspannungen im Querschnitte nur unter Abstrac -

tion von den zur Richtung der resultirenden Schubkraft ER, resp . Nz senk -

rechten Spannungen 2u resp . 2: und auf Grund der Annahme untersucht

worden ist , dass die einzig berücksichtigten , nach I5 resp . Iz gerichteten

Spannungen 22 resp . 27 blosse Functionen von / resp . 2 seien .

Es sei insbesondere I allein nicht =ANull , und es werde angenommen ,
dass zugleich die Hauptaxe CJ den Querschnitt symmetrisch
theilt . Nach Nr . 243 ist dann ö0 = 0 und deshalb nach Nr . 242 :

1 m N dο 22 ＋ ( 2m 1 ) —„ 2 jfn 2 m

1 „ I . ( 40 2 410
9

5

Nach Nr . 243 ist Q2 eine gerade Function von „ und deshalb nach

Nr . 244 :

hli ＋ ( — 22) ＋ 53 ( 3/½ — 28) ＋ d4 ( / — 6 % 2＋ Eο

122 5

d %
2 44 K. EBOU AG% ) 60

1622 5 8 2 2 2 2 3J . hi - 24⁴ ＋ 359 C% — 20 ＋ 444 39 3 ＋ 2 . —. 5

wobei die Constanten àO und 6 bestimmt sind durch die Grenzbedingung

(ef . Nr . 238 ) :

d40e 2m ＋ d 22 ＋ ( 2 ̃0 οt( A 1⸗ 00⁶6 ＋ (A2 „ SIn 5

welche ausdrückt , dass die resultirende Tangentialspannung 2 * 25˙ ＋ 722

in allen Punkten des Umfangs nach der Tangente desselben gerichtet
sein muss .

Als Gleichung der gekrümmten Querschnittsfläche erhält man aus dem

Ausdrucke von & in Nr . 239 mit 2 und = 2 Q :

42 102
5 b2 — 9 ＋ C ( A7 8 ( Jo.

2
= In ( Ihee Gr - hie ) .

14⸗
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Diese Fläche wird nicht nur von Ebenen , welche der ene , sondern

im Allgemeinen auch von solchen , welche der 4½ %Abene parallel sind , in

krummen Linien geschnitten .

Wenn auch die - Axe den Querschnitt symmetrisch theilt ,
so ist Q2 eine ungerade Function von 2 (ef . Nr . 243 ) , also :

250 . — Für einen elliptischen Querschnitt mit der Umfangs —
gleichung :

92
1²

findet man , wenn

gesetzt wird ,

22311 ᷓ 3 U 27%⁰f
alle üibrigen Coefficienten von 2 Null ; damit :

13 àοY I

„
K

31 40 J5.
5 3 3 5Wenn insbesondere die Ellipse in einen Kreis übergeht , so ergiebt sich

8
mit ννννιν und wegen V

＋
3 R, /

In
m＋2 N 7
mI V 17

Die Wertlie von z5 und Tz; Sowie von 2 welche sich

hiernach mit mn 3 für einige Punkte des Querschnitts ( im Umfange und
in der æ- Axe ) ergeben , sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt
zur Vergleichung mit denjenigen hier mit 21 beéezeichneten Werthen von
＋resp . zy , welche nach Nr . 173 denselben Werthen von entsprechenwürden .

22
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325 75 4 75

30 „ r2 ον’ οσ Yο οσρει̃au - =ε,,r . 173 )

0 1,375 0 1375 • 128 15333
1 3 8

1 1,289 1,172 0 0,303 1289 1210 1,25

1 3 6 1
„ [ 15031 0,937 0 0541 1031 E

—— 1 7 0,602 0,547 0 6„ 620 0,602 0,827 0,583

◻r 0 0 0 0 0 0 0

251 . — Wenn man für einen rechteckigen Querschnitt mit den

Seiten 25 parallel C und 2% parallel C die Entwickelung der Function

D22 auf die Glieder bis zur Aten Ordnung incl . beschränkt ( welche freilich

wegen der Symmetrie bezüglich auf die /Axe verschwinden : ef. Nr . 249 ) ,
S0 findet man die Grenzbedingungen , welche die der Axe parallelen Seiten

des Umfangs liefern , unverträglich mit denen , welche die anderen Seiten

ergeben , und es wird dieser Widerspruch auch dadurch nicht gehoben , dass

die Entwickelung von C2 bis zu einer grösseren , endlichen Zahl von Glie -

dern fortgesetzt wird . Beide Umfangsbedingungen lassen sich aber vereini -

0
gen , wenn im Ausdrucke von - ( Fr . 249 ) dem Gliede mit / ein von 383

verschiedener Coefficient beigelegt , nämlich

42 2222 2 4 3 — 80
40 663⁰ 2 3 13 —ů—6¹ — 3632² 354 %

geschehen kann . Dann folgt :
277¹

5 ＋ 2—1—N＋
— — 363 —3 2

und damit wegen 5 H

0
23 5

in Lebereinstimmung mit Nr . 173 .

252 . — Der Ausdruck von 2 in Nr . 172 ist im Allgemeinen nur ein

Mittelwerth von 25 für die verschiedenen Punkte einer zur Richtungs -
linie der Schubkraft J/ , senkrechten Geraden des Querschnitts . Die Bei -

spiele der beiden vorigen Nummern lassen aber erkennen , dass die Sub -

stitution dieses Mittelwerths 2 für das veränderliche 2, unter gleichzeitiger

Vernachlässigung von 23 mit einem um so kleineren Fehler verbunden ist ,
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je weniger die Tangenten des Umfangs in den Endpunkten der betreffen -
den zur 2 - Axe ( au Ies ) senkrechten Geraden gegen die - Axe geneigt sind
und je weiter zugleich diese Gerade von der Axé entfernt ist , weil in der
grössten Entfernung von der „ = Axe sich alle Tangentialspannungen auf
Null reduciren . Die Beibehaltung des in Nr . 172 ermittelten , für alle Quer —
schnittsformen gültigen , angenäherten Vertheilungsgesetzes der durch eine
Schubkraft J , bedingten Tangentialspannungen im Querschnitte ist also
besonders dann vom Gesichtspunkte des Praktischen Bedürfnisses aus unbe -
denklich , wenn der Umfang des Querschnitts von der Axe aus nach bei —
den Seiten hin zunächst nahe parallel der - Axe bleibt und nur in grösserer
Entfernung von der „ Axe einen grösseren Winkel mit der - Axe bildet ,
also dort , wWo überhaupt die Tangentialspannungen kleiner werden und
deswegen einen bestimmenden Einfluss auf den Maximalwerth der Ausdeh -
nung é, der aus der Verbindung mit etwa gleichzeitigen anderen Einwir —
kungen resultirt , in geringerem Grade ausüben .

Bei einem doppelt - Ttörmigen Querschnitte ( Fig . 5, Nr . 48)
2. B. ist es ganz richtig , für den schmalen Mitteltheil die Tangentialspan -
nung in allen Abständen 2 von der Axe ( Biegungsaxe bei dem gleich -
zeitigen Vorhandensein eines Kraftmomentes Mr. ) nach Nr . 172 zu berech -
nen ; nur bel der plötzlichen Verbreiterung des Querschnitts zu den beiden
Flanschen würde dies fehlerhaft sein : hier muss eine wesentlich ungleiche
Vertheilung von 25 nach abnehmender Grösse Von der - Axe aus seitwärts
eintreten und zugleich eine Seitenspannung 75 hinzukommen , womit zugleicheine Krümmung der Flanschen nach der Seite hin verbunden ist .
That aber wird hier auch — abgesehen von
Verwerfung ,

In der

jener Tendenz zur seitlichen
der bei sehr breiten und dünnen Flanschen durclh . entsprechende

Absteifungen entgegengewirkt werden kann — der Einfluss der Tangential -
spannung ohne Bedeutung für die resultire nde Anstrengung des Materials ,welche vielmehr nur in der schmalen Mittelwand wesentlich dadurch be -
dingt wird .

hb. Lusammengesetzte Fälle .

253 . —Bei dem im Vorhergehenden ( Fr . 232 u. fl . ) untersuchten all -
gemeinen Problem war in jedem Punkte irgend eines Querschnitts des
geraden stabförmigen Körpers

0.
oder Absolutwertli der Normalspannung o und mit

νιιαινννονν die resultirende Tangentialspannung bezeichnet wird , 80sind die grössten Werthe à“ und 6“ der Ausdehnung und der Zusammen -
drückung in dem betreffenden Punkte nach Nr . 230 bestimmt durch :

Wenn also mit
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Wobeéi die oberen oder unteren Zeichen gelten , jenachdem d eine Spannung

im engeren Sinne oder eine Pressung bedeutet . Beide Werthe Heé“ und He “

ändern sich von Punkt zu Punkt , und es soll

maꝶ . ( Le! ) S I, ; mad . ( Lel ) H.

Sein . Ist V I , = oder sind und “ in geringerem Verhältnisse ver -

schieden , als die Maximalwerthe von ZEe“ und Le “ , so ist nur der grössere

dieser beiden Werthe massgebend , nämlich

madd . ( Le) mdd . ( I 5
*9＋? νιιh¹

welcher höchstens E sein soll , wenn I , = I gesetut wird , oder höch -

stens V resp . A“, jenachdem d eine Spannung im engeren Sinne oder eine

Pressung ist .

Von den Combinationen , welche die unter a . betrachteten einfachen

Specialfälle 1) bis 4) zulassen , haben besonders die folgenden praktisches
Interesse :

1) und 2) : Zug oder Druck und Biegung ,

1) und 3) : Zug oder Druck und Verdrehung ,

2) und 3) : Biegung und Verdrehung ,

2) und 4) : Biegung und Verschiebung .

Die erste dieser 4 Combinationen ist schon im dritten Capitel als zusam -

mengesetzte Biegungs - Elasticität und Festigkeit ausführlich behandelt worden .

1. Zug oder Druck und Verdrehung .

254 . — Ist J die nach der Axe des geraden Stabes ziehend oder

drückend wirkende Kraft , M das auf Verdrehung um die Axe wirkende

Kraftmoment , so erzeugt P eine gleichförmig im Querschnitte vertheilte

Spannung 6, M aber eine Spannung 2, die in einem gewissen Punkte des

Umfangs am grössten ist , und in diesem letzteren Punkte findet deshalb

auch der grösste Absolutwerth von Le statt .

Ist insbesondere der Querschnitt ein Kreis mit dem Radius v,

80 ist : 23 2N1
0 ee ( Jr . 187 )

H 4NN2
mad . ( Le )= 72 2 * ( E.

255 . — Nach dieser Formel ist z. B. die Anstrengung zu beurtheilen ,
welche eine Schraube auszuhalten hat , wenn sie oder die zugehörige Mutter

entgegen dem Widerstande P durch das Kraftmoment M gedreht wird ; unter „
ist dabei der innere Radius des Schraubengewindes , d. h. der Radius des vollen
Schraubenkerns zu verstehen .

und P stehen hierbei in einer gewissen Beziehung zu einander , und zwar
ist , wenn

d der mittlere Radius des Gewindes ,
der mittlere Steigungswinkel ,

1½ igo der Coefficient der Gewindereibung ist ,
für eine Schraube mit flachem Gewinde :
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—2 — 3 —ç 10 ( α 00I¹ I1 - σiιοa
und für eine Schraube mit scharfem Gewinde , wenn noch 25 dessen Kanten -

winkel oder 9 — den Neigungswinkel der Axe gegen die Erzeugungslinie der

Schraubenfläche bedeutet :

N 0αα αο!, —e] 1 ＋ 9 2 797
1 —4 in 1 10 2 1926

oder näherungsweise wegen der Kleinheit von à und bei Einführung eines üblichen
Mittelwerthes von g3:

N 0CονꝘιν1,12 %
F6 II,LZο

Zum Anziehen der Mutter einer Befestigungsschraube ist zwar , um den
Druck auszuüben , wegen der hinzukommenden KReibung an der Grundfläche
der Mutter ein grösseres Kraftmoment , als dieses M, erforderlich ; doch wird nur
durch den hier mit bezeichneten Theil dieses Kraftmoments , welcher der Steigung
der Schraube und der Keibung im Gewinde entspricht , der Schraubenbolzen auf
Verdrehung in Anspruch genommen .

2. Biegung und Verdrehung .

256 .— Auf den geraden stabförmigen Körper wirken Kräfte , welche
rechtwinkelig und im Allgemeinen windschief gegen die Axe
gerichtet sindz für einen beliebigen Querschnitt Y geben sie ein auf
Biegung wirkendes Moment Mi , dessen Ebene rechtwinkelig zu V, und ein
auf Drehung wirkendes Moment Me, dessen Ebene parallel Y' ist . JI1
ändert sich im Allgemeinen beständig von einem zum anderen Querschnitte ,
Me nur plötzlich in denjenigen Querschnittsebenen , in denen solche Aussere
Kräfte liegen , deren Richtungslinien die Axe nicht schneiden .

Die durch MI bedingte grösste Normalspannung d des betrachteten
Querschnitts findet in dem von der Biegungsaxe entferntesten Punkte Al,die durch Ve bedir gte grösste Tangentialspannung 2 im Allgemeinen in
einem anderen Punkte 42 des Umfangs statt ; fallen die Punkte Ai und 42
zusammen , so ist ebendaselbst auch & am grössten .

Sind die Hauptträgheitsmomente und des Quer⸗schnitts einander gleich = J , so ist (ef . Nr . 188 ) näherungsweise
( treng genommen nur für den Kreis ) :

e
n

in demjenigen Punkte Ae , dessen Entfernung vom Schwerpunkte am gröss -ten = eſist ; liegt dieser Punkt in der Ebene des Momentes I , so fällt er
mit Ai zusammen und es ist :

Idd . Y

Mieé
Mdb . G

5 / un —1 m＋ *nda . ( Ve) 7 ( A 2 VI ＋ III2 2n.
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257 . — Nach dieser Formel ist insbesondere die Anstrengung einer Prans -
missionswelle zu beurtheilen , wenn bei grösserer Länge der Welle die Schwer⸗
kräfte und Theilrisskräfte von Rädern , Riemscheiben etc . nicht so klein sind oder
nicht so nahe bei den Lagern angreifen , dass ihre biegende Wirkung gegen die
verdrehende Wirkung des übertragenen Kraftmomentes vernachlässigt werden darf .
Indem bei der Rotation der Welle die Ebene des Momentes Mi ihre Lage im
Raum nicht ändert , geht der Punkt des Umfangs , in welchem 2 am grössten ist ,
abwechselungsweise auf der einen und anderen Seite der Biegungsaxe durch diese
Ebene von Mi hindurch , und es ist deshalb der obige Ausdruck von maæ. ( Ee )
wechselsweise = maαν. Ee ) und mada. ( Yet ) . Ist also I der kleinere der beiden
höchstens zugelassenen Werthe und Y von Eel resp . Eel , so sind die Dimen -
sionen des Querschnitts der Bedingung

( I 1 25 I N227 2m

gemäss zu bestimmen , worin für Mi der 998 Werth des Biegungsmomentes
für irgend einen Querschnitt desjenigen Wellenstücks zu setzen ist , wodurch das
Drehungsmoment ½ übertragen wird . ) Für eine cylindrische Welle vom Durch -
messer d ist insbesondere

2 32

3. Biegung und Verschiebung .

258 . — Für irgend einen Querschnitt sei V das auf Biegung wirkende

Kraftmoment , I die resultirende Schubkraft ; die Ebene von Ttheile den
Querschnitt in zwei symmetrische Hälften , und der Schnitt ( die Symmetrie -
axe ) sei die Richtungslinie von K. Die Biegungsaxe ist dann senkrecht zu
diesem Schnitt , und wenn

*) Zur angenäherten Berechnung eines Ausdrucks von der Form V2 4 772 ist esnützlich zu bemerken , dass man setzen kann :

* 2²̃ duοσο＋5 %,
wenn nur den Coefficienten à und ö angemessene Werthe beigelegt werden , welche um 80

richtiger bestimmt werden können , zwischen je engeren Grenzen das Verhältniss — liegend
Vorausgesetat wird .

Ist nur — 1 gegeben , so ist zu setzen :

½ O0,96 ＋0,4mit einem Fehler von hochstens 4 Procent des wahren Werthes der zu berechnenden Wurzel⸗
1

grOSSE; für 2 —
* ist :

½ o0,9862 ＋ 0,23
933 1mit einem Fehler von höchstens = Procent , für I :

3 *

＋α Æ wLC,816 0,59
2mit einem Fehler von höchstens — Procent des wahren Werthes .
0
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das Trägheitsmoment des Querschnitts in Beziehung auf die Bie -

gungsaxe ,
die Breite im Abstande æ« von der letzteren ,

den Maximalwerth von 2,
AIn ij dæ einen der Biegungsaxe parallelen Flächenstreifen bedeutet ,

80 ist in allen Punkten der Breitenlinie :
Me

und näherungsweise nach Nr . 172 :

23
ad ]

folglich nach Nr . 253 für den ganzen Querschnitt :

2
2P) .2

ů— 2 11 Slat⸗ I anmadr . ( Hie )S 7

Der dem Maximum entsprechende Werth von 2 ist von der Form des

Querschnitts und von dem Verhältnisse zwischen J und J/e abhängig .

259 . — Es sei 2. B. ein parallelepipedischer Körper , dessen

Querschnitt ein Rechteck mit den Seiten ) und ist ; am einen Ende be —

festigt , am anderen frei und hier , im Abstande 4 von der Befestigungs -
stelle , durch die parallel den Seiten « wirkende und die Axe rechtwinkelig
schneidende Kraft Y angegriffen . Die gefährlichste Wirkung findet dann
in dem unmittelbar an der Befestigungsstelle liegenden Querschnitte statt , ſinl
und zwar ergiebt die obige Formel mit

VV
5 FFDÆ 5 =ÆY53 =ÆI α³3 *2 4

2 12
6

5
für eine Breitenlinie im Abstande 2

2 Von der Biegungsaxe jenes Quer - d.

schnitts :

m ＋＋ * 0²
5 ) .

2. B. mit m 4:

„ 3 „
ELe νν

453 F( öN) ; =86α Vν 1 5 ul

Die Art und Weise , wie sich / ( g ) mit à ündert und wie dieses Aende -

rungsgesetz durch den Werth des Verhältnisses 3Fbedingt wird , macht die

folgende tabellarische 2Zusammenstellung
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6 1 2 4 4 0 4 6 85
1 16 IIi4

0 F( d) ＋F(öN) F( N) F( ö) F( d) F( N)

40 210 8 6667 5

051 39,903 20,106 10,2138,236 6,919 5,275

19813 10,252 8,345 7,078 5,503

0„3 8 fi1qones 38333 740 5,691
0,4 E 33382 7,146 5,852

0,5 i 7,090 6,007
0656 S 835868 7,734 7. 016 6,186
0,7 S 3 . 285 7,4766,9796,430
0,8 5781 7. 329 7,065 [ 6,786
9 8,590 7. ,585 7. 450 7,375 7,299

1 8 8 18 8 8 8

Hi T ist für : ( 0 ) 2) =ν˙ • /ũ ) 8 und zwischenHiernact ist für
3156 2

— 614)

5 1 7 8
F00 ) und . 7 ( 3 liegt ein Maximum , zwischen (2) und / ( 1) ein Mini -

27
mum von J ( q) .

1 8Für grössere Werthe von 4 bleiben zwar das Maximum und das Mini

322 0
schon für —

0 8
wird das Maximum kleiner , als der unveränderliche Grenzwerth 7 ( 1) 8.

mum einstweilen noch bestehen , allein sehr bald , 2. B.

2 0 —* — —Wird — noch grösser , so verschwinden das Maximum und das Minimum von6
1

FV( d) gänzlich , und 2. B. schon für 7 findet eine beständige Zunahme

statt von 7( 0) bis 5( J ) .

Wird
16

80 wird zunächst das Maximum verhältnissmässig weni⸗

ger von F( 0) , das Minimum verhältnissmässig weniger von 7 ( I ) verschie -

8 0 . 5 3den ; alsbald bei weiterer Abnahme von Jverschwindet zunächst das Mini -

— — 33 0
mum gänzlich , z. B. schon für

0

1

8⁵ sbäter auch das Maximum , 2. B.

C＋
schon für

7
C
FJeine beständige Abnahme von 7 ( 0) bis 5( 0) stattfindet .

5 8 1Uebrigens ist das etwa noch vorhandene Maximum für 2
6

nur so wenig ( I ) und für

nachdem

346

1

16 bei welchem wie bei jedem noch kleineren Verhältnisse

stets

0 5

5
stets nur so wenig (O), dass man

mit einem für praktische Anwendungen meistens unwesentlichen Fehler , je⸗
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4 5 n
155

ist , das grösste J ( 4) ν ) oder Æπ ο0) setzen , d. h. den Körper auf blosse

Biegungsfestigkeit oder auf blosse Schubfestigkeit berechnen darf .

260 . — Das rechteckige Gewinde einer Schraube von schwacher
Steigung , welche nach der Richtung ihrer Axe den Druck auszuüben hat , ist ,
soweit es in der Mutter enthalten ist , als ein prismatischer Körper wie der in
der vorigen Nr. untersuchte zu betrachten , dessen Dimension Y die beiden anderen
bedeutend übertrifft ; es ist nämlich ) = dem Umfange des Schraubenkerns multi -
blicirt mit der Anzahl der in der Mutter enthaltenen Windungen , « = der Dicke
des Gewindes zu setzen .

Wenn das Gewinde ohne irgend einen Spielraum in das entsprechende Mutter —
gewinde passt , so ist eine Biegung unmöglich , die Maximalanstrengung folglich
nach der in der Anhaftungsfläche hervorgerufenen grös
zu beurtheilen , welche nach Nr. 173 :

sten Tangentialspannung

3 *

2 be
Ist aber ein Spielraum vorhanden , der bis zu einem gewissen Grade eine

mndæ. T

ist .

5Biegung zulässt , so ist die Dimension à der vorigen Nr .— der halben Tiefe

( dem halben Vorsprung ) des Gewindes zu setzen , wenn man 105 Druck P in der
mittleren Schraubenlinie concentrirt denkt , in in der That nahezu die
entgegengesetzt gebogenen Gewinde der Schraube und der Mutter sich berühren

· E** 5 nmüssten ; sofern nun : Sc ist , wäre 3 — — 2◻ , also gewiss - das20 0 2 Am
Gewinde folglich nur auf Biegung zu berechnen , wodurch die grösste Spannung :

38
2 35

Mdth .G 3
8

hervorgerufen wird . “ )
Ist d der Durchmesser des Schraubenkerns ( der innere Durchmesser des

Gewindes ) , à die Höhe der Mutter , so kann man auch setzen :
II

. 5 85

8 35und deshalb im 1e Falle : maν . 1 ◻ . ε
rdA

8 6Pt . 65
im 2˙ Falle : mau . ◻ιε ‘ ε ◻⏑ν,] mit c.1αu 21d

* AZur Ermöglichung einer die Elasticitätsgrenze nicht überschreitenden Biegungbedarf es nur eines äusserst geringen 8Spielraums ; W38
freilich die Belastung bis zum

Bruch gesteigert wird , so kann es sein , dass jener Spielraum nicht mehr genügt und
deshalb die schliessliche Zerstörung des Gewindes 885 durch Abschiebung, als durch
Biegung erfolgt .
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Dieselben Formeln gelten für das Muttergewinde , wenn unter d der äussere

( grössere ) Durchmesser verstanden wird ; die Mutter läuft also geringere Ge—
fahr einer übermässigen Anstrengung , sofern nicht etwa die Festigkeit des Ma-
terials , woraus sie besteht , in bedeutenderem Masse , als im Verhältnisse des
inneren zum äusseren Gewindedurchmesser , kleiner ist , als die Festigkeit des
Materials der Schraubenspindel .

261 . — Aus der Untersuchung in Nr . 259 ist zu schliessen , dass auch
in anderen Fällen , sofern nur nicht der Querschnitt in der Bie -

gungsaxe sich auf eine geringere Breite zusammenzieht und
deshalb 2 erst in grösserer Entfernung von derselben mit wachsendem 2
merklich abnimmt , der Körper ohne grossen Fehler auf blosse Biegungs -
festigkeit oder auf blosse Schubfestigkeit berechnet werden darf , jenachdem

Ee für à ρ He für 2 0

ist , folglich , mit Rücksicht auf die allgemeinere Formel für Ee in Nr . 258,
jenachdem

2E
2U T.

Me n m ＋
äeee, ,„ I . IE %/09˙ -

ist , unter /o die Breite in der Biegungsaxe verstanden . ( Cf. Nr . 174. ) Dass
insbesondere für den Kreisförmigen Querschnitt diese Bemerkung mit un -
gefähr demselben Rechte gilt , wie für den rechteckigen , folgt aus dem ana -
logen Abhängigkeitsgesetze zwischen 2 und 2 in beiden Fällen : ef . Nr . 173 .

262 . — Bei einem doppelt - Tförmigen Queèrschnitte ( Fig . 5,
Fr . 48) , der in Beziehung auf die Biegungsaxe symmetrisch vorausgesetzt
werden möge ( 5 51 und d di ) , darf man die Dimensionen , d und e
blos mit Rücksicht auf das Biegungsmoment I bestimmen ; die Dimension
4 dagegen ist von Mund I zugleich abhängig zu machen , nämlich von
dem grössten Werthe von e, der irgend einem Werthe von 2 F ( Se = d )
entspricht . In dieser Beziehung genügt es , den grösseren der beiden Grenz -
werthe von Le , welche 2 0O und æ Fentsprechen , als massgebend zu
Grunde zu legen ; dieselben sind :

* ů
α] —8

85*
„ „ „„ * HNV

5 Res ( n Jl . UfiE4 ( 472) )
R L⁰ 4 ) ＋750

Hi ad N bd — 5
3

0
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Welcher von diesen beiden Grenzwerthen der grössere ist , hängt von

I
den Dimensionsverhältnissen und von dem Verhältnisse

7⁴ ab ; man findet

Lei Heo jenachdem
1 - m 1 He M ( in 4 1 Hos —II12

F α

oder Im 1 1 / 25 1 47
II . 2 — in Ili2

ist , für m 3 2. B.

＋ . 4 — Æ —
77 307 2 Llo ＋ WIIIIli ; ).

263 . — Die rationellste Querschnittsform wäre diejenige , bei

welcher in jedem Abstande « von der Biegungsaxe
Me

oder: m—- 1 m ＋¹ * *

2 2m 45 9 0UI

ist , eine Bedingung , welche , wenn

m — 1 3
Sde und 1 — — gg . (ö

n 3

gesetzt wird , auf die Form :

Le

A91ſhadαꝰ F( a )

gebracht werden kann und zu der Differentialgleichung führt :

n＋1 1 N

47⁊
/ (αοο 7I

0d

Ĩ ( 00
Die Integration giebt , wenn q den W 5 von für à = 0 bedeutet :

19 25 9, ( a ) — 1.. 90 )

—1 2 — —1

9 ( ) 0,43429. . (v4. 1) 1 (00)—278 (ucon ae oin
—

11I1)
Die Logarithmen sind gemeine . Insbesondere für m = 4 sind die

4 = 0,1 ; 0 „ 2 . . . 059 entsprechenden Werthe von — ( 9. / ( α und ꝙ ( , s0 wie

8 5 3 9
auch die Werthe von 47

welche sich damit ergeben , wenn beispielsweise

gesetzt wird, * ) in der folgenden Tabelle zusammengestellt .

6

) Wenn ein an beiden Enden unterstützter Balken in der Mitte die Last P trägt ,
8

5Pe , wenn etwa80 wächst 1
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a 19 F %) ꝙαt ＋Æπ

0,1 0,017520,002801,040

0,2 0,0378660,01144 1,085

0,3 0,06175 0,026771,139
0,4 60,0902360,049381,203

0,5 „ 12494 0,08065 1,285
0 , 6,16862 0,12256 1,394
0,7 0,22642 0,17811 1. ,552

0,8 05,30990 0,25337 1,816

0„9 0,455930,36348 2,417

223

3 333Für d = 1 ergiebt sich — 0 , und es ist deshalb vollkommen diese ideale

Querschnittsform nicht zu realisiren .

264 . — Eine nur angenäherte Verwirklichung ist übrigens auch
schon dadurch geboten , dass das hier zu Grunde liegende Vertheilungsgesetz
der Tangentialspannung 2 selbst nur angenähert richtig ist und um so un -
richtiger wird , je mehr sich der Umfang des Querschnitts gegen die 2 - Axe

neigt , während à der Grenze 1 sich nähert (ef . Jr . 252 ) . Begnügt man sich

2
deshalb , nur von d2 0 bis & = di der Forderung HDe aau entsprechen ,
Während von d = di bis G2 1 die Breite / constant 5 gemacht wird , 80
ist mit / Ad , unter A die in voriger Nr . bestimmte , von dem Verhältnisse

.

Iu abhängige Function von d verstanden :

2 1 g1 1 — 2Je²d efαν er ( Hlada 2 )0 0 0
2 — 41 83

JI = dgeονανα = Le8 (AAcade ＋ 5 — ).0 0 0 8
Ist nun der von & = O bis ⸗=di constante Werth von Le , welcher

insbesondere für 62 = O den Ausdruck :

mάI R e

755 Jαd I6
0

7. *

hat , = e gegeben , so sind durch die beiden Gleichungen
„ F565

0
„

= ͥοe oder die Länge das 10 fache der Höhe wäre ; R Wäre dabei constant —
2

Nalso
3

0 bis 10, so dass die Voraussetzung .
5 dem Mittelwerthe oder demjeni -

gen Querschnitte eines solchen Balkens entspräche , welcher auf 1/ der Länge vom Endeaus gerechnet liegt .
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2E
mit Rücksicht auf die obigen Ausdrücke von /νν und I zWei der 4 Grössen

0
4 6 4¹

bestimmt , wenn die übrigen gegeben sind . Sind etwa „ und d1 gegeben , 80
sind à und 5 bestimmt durch

77²⁷ III α1

5 mAI Jee W
6

2
und

5 1 — 6¹³ N4 2 8 88Ad Aα ＋τν 3 227

01 4¹
Die Integrale Adαᷓα und Adsdò sind dureh mechanische Quadratutö 0

,zu berechnen , nachdem die Zahlenwerthe von 4 = für den betreffenden
◻

Querschnitt und für eine Werthreihe von & nach der V
wurden . Für das dort gerechnete Beispiel findet man

mit 1 = 0,8 oder 0,9
6

＋
* 19,8 resp . 35,6 .

origen Nr . berechnet

Weil aber und
Ie Von einem zum anderen Querschnitte eines Trä⸗

gers sich ändern , so miisste die ganze KRechnung für eine Reihe von Quer -
schnitten wiederholt werden , um 80 2u derjenigen Trägerform zu gelangen ,
bei welcher die Widerstandstähigkeit des Materials den Umständen gemiiss
s0 vollkommen als möglich verwerthet ist . “)

265 . — Schliesslich ist zu bemerken , dass auch die Biegung eines
geraden stabförmigen Körpers unter der Einwirkung von
Kräften , welche seine Axe rechtwinkelig schneiden , zum Theil
durch die verschiebende Wirkung der Kräfte I für die verschiedenen Quer-
schnitte bedingt ist .

Sind C und CO1 zwei Punkte der Axe eines Prismatischen Stabes in der
Entfernung von einander , und wird O als Anfangspunkt der Coordinaten -
axen angenommen , so dass O1 in der positiven - Axe liegt , so erhält man
die Verrückung von O1 gegen 0 nach der Richtung CAJ , d. h. die auf die

) Es bedarf wohl kaum der Erwähnung , dass diese Aufgabe mehr ein theoretisches ,als praktisches Interesse hat , indem die Modeell oder sonstigen Herstellungskosten eines
solchen Trägers ohne Zweifel die Materialersparniss im Vergleich mit einem gewöhnlichen
doppelt - Tförmigen Träger mehr als aufwiegen würden . Bei einem Blechträger wird bis
zu einem gewissen Grade schon von selbst der theoretischen Form entsprochen durch die
Winkeleisen , welche die Mittelwand mit den Gurtungen verbinden .

il
7
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4 - Ebene und die - Axe bezogene Durchbiegung bei Oi aus dem Ausdrucke

Von & i Nr . 239 mit 0

42 48 2
— ⁰²ο2 )

oder weil nach derselben Nr .

d 20(A5).
ist , unter 20 den Werth von zy für /παε und unter 70 die entsprechende

Verschiebung verstanden , auch :

2 423
* 33 —62˙6˙ ＋ 70 A.

Dabei ist nur vorausgesetzt , dass zwischen den Querschnitten bei 0

und Ci keine äusseren Kräſfte auf die Oberfläche des Körpers wirken , und

es ist nach Nr . 240 und 241 :

N I

4 . i bν ,
wenn J ( positiv für die Drehungsrichtung æν I ( positiv für die Richtung
C ) und J die in Nr. 258 erklärten Bedeutungen haben .

Wenn insbesondere auf den von der /8 - Ebene nach der Richtung OGX
hin liegenden Stabthieil keine anderen Kräfte wirken , als eine in O1 angrei -
fende und nach der æ- Axe gerichtete Kraft P, so ist

R = und

23

Der erste Summand ist hier diejenige Durchbiegung , welche sich nach
den Formeln des zweiten Capitels ergiebt , der zweite folglich die Correction
mit Rücksicht auf die Verschiebung der Querschnitte , und es ist daraus all -
gemein zu schliessen , dass die nach den Regeln des zweiten Capitels in
irgend einem Falle berechnete Durchbiegung durch einen Summanden von
der Form

1
Hudæ æ t˙da

corrigirt werden muss . Mit

7⁰

nach Nr . 172 ( % = Breite in der Biegungsaxe ) ist aber für den obigen spe- ⸗
ciellen Fall :

‚◻ 38 87˙⁷ͤ ι 5/ùdL Gesdl
und

G10 7 di eine kleine Grösse der 2 ten Ordnung , wenn die Querschnitts -

dimensionen klein im Vergleich mit der Länge & sind . In solchen Fällen kann
deshalb üiberhaupt ohne wesentlichen Fehler von der fraglichen Correction
Abstand genommen werden .

Grashof , Festigkeitslehre . 15
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B. Plattenförmige Körper .

266 . — Es häufen sich hier die Schwierigkeiten einer strengen Behand -
Iung , so dass man darauf hingewiesen wWird, vor Allem zu
sten Specialfälle zu untersuchen , deren Resultate

lust die einfach -

dann als Anlls
für die Beurtheilung weniger einfacher Fullle dienen können .

Ausser einer solchen Vereinfachung , worauf schon die Untersuchung der
stabförmigen Körper sub A. beruhte und Welche in der Vorauss
Körperformen und Belastungszustände bestellt ,
6 Spannungen

Itspunkte

g Solcher
die es gestatten , gewisse der

CX C 02 Tx 77 22
mit voraussichtlich nur kleinem Fehler für alle Punkte des Körpers a priori
Null zu setzen , wird aber eine weitere Vereinfachung durch die Vorams
setzung solcher Körperformen und Belastun
Sich a priori Schaaren von Linien oder von F

Szustäinde herbeigeführt , wobei
jäachen der Art im Körper angeben

lassen , dass in allen Punkten je einer solchen Linie Oder Fl.
Spannungszustand , sowie

nche derselbe
eine gleich grosse und senkrecht zu der betreffen -

den Linie oder Fläche gleicher Spannung
stattfindet . Die im Allgemeinen drei Verrückur
den dadurch offenbar im Falle der Linien gleic
im Falle der Flächen gleicher Spannung

In einem solchen Falle ist es dann a n, das rechtwinkel
Coordinatensystem durch ein anderes zu tzen , welches
oder Flächen gleicher Spannung anschliesst „ sowie den Körper in entspre⸗chend andere Elemente zu 26 egen , wodurch natürlich die Bedingungen des
Gleichgewichts zwischen den Spannungen und

chen Körperelements von andere
chungen (J) in Nr. 229 .

gerichtete Verrück

gscomponenten 5. 1, C wer⸗
her Spannung auf nur 2 wW. ei ,

auf nur eine reducirt .
ch ang
1

96ige
sich den Linien

der äàusseren Kraft eines 80l -
r Form werden , als die Allgemeinen Glei -

L Kugelschale mit gleichformiger Die ke und Symmetrischer
Belastung .

267 . — Die gleich förmig dicke Wand
Gefässes sei einem gleichförmig
maldrueke ausgesetat ;

eines kugelförmigen
en inneren und äusseren Nor -

21 Sei der innere , 22 der àussere Radi 85
„ „ Druck auf die Ei

Eine beliebige zwischen den beiden Oberfl⸗
Concentrische Kugelflache deren Rac
Spannung ;

für
einen beliebigen Pun

6die Verrückung nach der Richtung des Radius % Positiyv, Wwenn aus⸗Wärts gerichtet ,

it der Ober
ichen liegend

1

6 Re.

„ müt ihmen
u½ν sei , ist eine F

ben sei
ache gleicherfi

Cr die Normalspannung in radialer
Cꝙοdie nach jeder tangential

tung ,
on Richtung g eich grosse Normalspannung⸗
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Alle diese Grössen sind Funetionen blos von 7; or und cοσ sind Haupt -
spannungen .

Für einen beliebigen Punkt der Kugelfläche mit dem Radius „ ist
ferner :

4

3 die Ausdehnung nach der Richtung des Radius ,614

83— die Ausdehnung nach jeder tangentialen Richtung ,

also der Volumenausdehnungscoefficient :

4 0◻g6
Grn

823
5

und nach den Gleichungen hnN . 229

ſdo 10 26
0 4 2—. ( 2 TL n e —

26/9 26
062 (-A4 ( a„* 27 2

Denkt man nun von zwei Radien , welche den Winkel dꝙ mit einander
bilden , den einen um den anderen gedreht und dadurch aus der Kugel -
schale , deren innerer Radius Eν und deren äusserer Radius 2 7 ＋Adr ist ,ein unendlich kleines Körperelement herausgeschnitten , so wird dass elbe
begrenzt von den als eben zu betrachtenden Calotten :

1ν,νꝙον ˙QUundτπτσννυπ νοναν, ? e
und von der Kegelfläche : 2777 dꝙ dY . Die Spannungen dieser Flächen
sind Normalspannungen und auf die Flächeneinheit bezogen resp .

Cr U

GOr
Sſor ; ar Eß dr ;

Abgesehen von einer auf die Masse des Körperelements
etwa wirkenden äusseren Kraft wWird nun das Gleichgewicht der
Spannungen seiner Oberfläche ausgedrückt durch die Gleichung :

Gor( 47 ·Ir ( Æτ dr ) ꝛ dꝙ oν . 7döꝙαν οάοꝙο . 2αe dꝙᷓ du ,
welche bei Weglassung der unendlich Kleinen Glieder von höherer , als derdritten Ordnung , sich auf die folgende Gleichung reducirt , die sonach hieran die Stelle der Gleichungen ( ) in Fr . 229 tritt :

2

7 3 ( bD Or) 8

Mit Rücksicht auf die obigen Ausdrücke von cr und 0% geht sieüber in :

d. 0.
40 8 75 ꝗ0 0J⁴ αννε

= o und liefert :
„

Woraus durch eine zweite Integration , wodurch eine neue 0 onstante o ein -geführt wird , folgt :

E 0
7* 3 7˙30 Cn.

3
3

8
7¹3 7

15²
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folglich :

33 U 6 3 *Cr 2 ( K - 2e 7 8

5 1 3 6 2
4

9 26 ( 3
wenn die aus / und e zusammengesetzten Constanten kürzer mit A und B

bezeichnet werden . Die letzteren sind dadurch bestimmt , dass

or = 1 sein muss für = 71
und or = — „ 5

Die Einsetzung der hiernach bestimmten Werthe von A und J giebt :
1 1 3 7˙23

Ur ine - rtC ( Ua110 —üÄ
8 718728

vuns
v ＋ ( v1 P² 275—

und endlich für die entsprechenden Hauptausdehnungen er und 6
(ef . Nr . 229 , Gl . W:

2 C 1 m = 2 715—¹5Ler SOr —
„ 10 s ( 51715 — 2 728 ) ＋ 571 —PI ) 75

Or ＋ C 1 * —2 73 728
ie 5 ( D1 - 2˙ —*＋— Nun.8 6 8—P2 )

268 . Wenn die kleinere der beiden Pressungen Y1 und 7 2 nicht
wesentlich grösser , als der atmosphärische Druck ist , sos kann man sie 0
und die andere ädem LUeberdrucke ( SPi - 2 resp . 2 751) Setzen ,
um so mehr , als ja die Festigkeitscoefficienten , mit denen man schliesslich

rechnet , aus Versuchen in der atmosphärischen Luft , nicht etwa im leeren

Raume , ohne weitere Reduction abgeleitet werden .
Für inneren Ueberdruck ( 71 p½ ) ist dann mit 2˙

und p1 = P :

(2tN —723 — 713 73

Bes 3 ( A
723 K )723 2m 73 n

—e - 2 ) 715

( ⁰²16 7¹

„ Cr2 . 202971s dln ,2m ¹ )
Die grösste Anstrengung des Materials findet folglich an

der Innenfläche der Kugelschale statt . Soll eine positive Ausdeh -

ma . ( H er ) = für „ 1

mad . ( Læg )

5 L
nung böchstens

. der Absolutwerth einer negativen Ausdehnung höch -—
/

stens =
I Sein , so erhält man

N. V

Mbennes
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„ m = 2
entsprechend ndα . Her ) I : — *3 27

71 m , άαν
AR

entsprechend mam . ( Les ) I,: 338 —3 71 2mι = ει ? ι
2˙2

und es ist
855

zur Berechnung der Wandstärke d = 7 i bei gegebenem1
Werthe von 71 oder 22 dem grösseren dieser beiden Wurzelwerthe gleich au

setzen , also dem ersten oder zweiten , jenachdem
—

2 27n

ist . Mit / ν ist der erste Ausdruck der grössere , also

E
71 m = ν ＋ 1

zu setzen , wenn
mνe = 37. —

IE ( ανονσννe = ν
33 2 8 77

ist , was für m = 3 immer stattfindet . Jedenfalls muss * I
n

sein , widrigenfalls der Forderung durch keine noch so grosse Wandstärke
0

entsprochen werden könnte . Ist aber ein kleiner Bruch , so kann

näherungsweise gesetzt werden “ ) :
0

85 ( 119 .7*1 m I

269 . — Für äusseren Ueberdruck ( Y2P1 ) ist mit 33
und p2 p :

Ee
sem＋1 713 N 2

＋ 8 — — — vÄ———7³

V 5 m＋ 1 713 m2
89 ——

A „ „ „1 2˙ 3* n
3 —

71 m - 2 85er ist überall positiv , wenn — „ ie denn
7˙2

7

7˙¹1 1
23 4 60563 ist . Dies vorausgesetzt , ist :

5 7 3 723
mdd . ( Her ) für vτρ v5 0 mn ½˙³ H 2

3 ( mn —1 ) 723
53 —

2mn 7˙
während immer mau . ( He . für σ u¹3 23 —73

) Sind und kleine Brüche , so ist mit Vernachlässigung kleiner Grössen von
höherer , als der 2ten Ordnung:*

1
1＋ 1 G— 5

N1 8 2 * —4
daraus erhält man die obige Näherungsformel mit

2 0 — 2 ＋ 1 5— Iο —; uÆ 31 m ————＋＋⏑⏑ —VVne = ——- .
71 71 m *
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und folglich auch hier das Matèerial an der Innenfläche der Kugel⸗
schale am stärksten angestrengt ist .

4 —ů——I(·1IAñÄ᷑ʃTwnm̃

( Eer ) I entspricht 3 5ma . Ler) ν V spricht
7˙2 n

4
ö 3 ( n =I ) 75h. ( I eο = I entspricht —md . ( IVeο ) le 1

5
5

IL
und wenn eine positive Ausdehnung höchstens 2

J .
der Absolutwertli einer

7
925 2 4 7˙¹1 2

negativen höchstens 2 Vsein Soll , so ist
8

dem kleineren beider Wurzel -7 72
werthe gleich zu setzen , also ädem ersten oder zweiten , jenachdem

n 1
3 „ 6 4 —

Mit „ = V, = be ist die Wandstärke d = jedenfalls vermittels
der Formel : lti

18
21 * 3 ( in 7 15
7˙2

3
27¹ 7 —

7 — 1 fzu berechnen , welche , wenn ＋ ein kleiner Bruch ist , näherungsweise
ersetzt werden kann durch : keuden

0 m 1 1 7(

II . Uindrehungskörper mit symmetrischer Belastung.
270 . — Für irgend einen Punkt C des Körpers sind hier naturgemäss

3 zu einander senkrechte ausgezeichnete Richtungen zu unterscheiden :
die axiale Richtung 04 ,
die radiale Richtung OH und
die tangentiale Richtung O , d. h. die Richtung der Tangente des

durch den Punkt C gehenden Parallelkreises . Dieser Parallelkreis ist eine
Linie gleicher Spannung ; alle seine Punkte erfahren gleiche Verrückungen
und zwar nur nach axialer und radialer KRichtung , welche resp . mit & und o
bezeichnet seien . Ist dann noch 7 der Radius des betreffenden Parallel -
kreises , so sind die Ausdehnungen nach den genannten 3 ausgezeichneten
KRichtungen :

Aά 4 0
. . .

Die Grössen & und sind als Functionen von 4 ( Entfernung der
Ebene des Parallelkreises von einem festen Punkte der Körperaxe ) und 7

75bestimmt durch 2 Gleichgewichtsbedingungen der auf ein Körperelement
wirkenden Kräfte in Verbindung mit den Oberflächenbedingungen . Ein
solches Element ( Fig . 36 ) wird aus dem Körper naturgemäss heèrausge-
schnitten durch zwei zur Ave im Abstande CA = da senkrechte Ebenen ,
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zwei unter dem Winkel dꝙ gegen einander geneigte Me -

75 ridianebenen und zwei concentrische Cylinderflachen mit
den Radien und , ＋ de , Von den 3 ursprünglich
rechten Winkeln an den Kanten OA , Oρ und 0ꝙ -
dieses Körperelementes kann durch die symmetrische Be -

lastung , infolge welcher der Körper nach wie vor ein

7 vollkommener Umdrehungskörper bleibt , offenbar nur der
letzte eine Aenderung erfahren ; von den drei Pangential -

spannungen zu r und 2% sind also die beiden ersten
38

O, die dritte werde einfach mit 2 bezeichnet . Damit

liegt der in Nr. 231 betrachtete Specialfall vor , und es ist von den 3 Nor —

malspannungen ca , or und oο die letzte eine Hauptspannung .
Als àussere auf die Masse des Körperelementes wirkende Kraft kann

hier , während die Schwere stets zu vernachlässigen ist , unter Umständen
die Centrifugalkraft einen wesentlichen Einfluss haben , wenn nämlich der

Körper in schneller Rotation um seine Axe begriffen ist ; die àussere Kraft
werde daher radial gerichtet vorausgesetat und pro Volumeinheit mit A
bezeichnet .

Von den 6 Gleichgewichtsbedingungen der auf das Körperelement wir —
kenden Kräſte ( bezogen auf 3 Axen , die vom Schwerpunkte dieses Elements
nach der Richtung à und nach den betreffenden Richtungen 7 und ꝙ ge -
zogen werden ) liefern nur diejenigen nicht identische Gleichungen , welche

ausdrücken , dass die Componentensummen der Kräfte nach den Richtungen
4 und = Null sein müssen , und zwar :

I 1406 )
44 „* A

8

A( eror 0 A
00

7 1
8

7 14 *

Wenn man in diesen Gleichungen , welche an die Stelle der allgemeinen

len dortigen Gleichungen ( VI) gemäss dieGleichungen ( J) in Nr . 229 treten ,

Ausdrücke
Jd & 3 26 75 CG, d0 0

222＋ ( h = = T2 ( dqa mονσειι οειο οννσ ου dr 7

„ do N 2K PFd 40
2260⁰ 33825 2 2 Var ,

§̟ 26 — 4
en 2 d 55

8
Nο da

einführt ( 2 ist dabei positiyv oder negativ , jenachdem der Winkel an der

Kante O des Körperelementes Fig . 36 kleiner oder grösser , als ein rechter

wird ) , so sind dadurch mit Berücksichtigung der Oberflächenbedingungen

bei der Integration der Gleichungen die Grössen und bestimmbar ,

folglich auch die Spannungen Ca, Cr, 0 % und 2 sowie endlich nach Nr . 231

die Hauptausdehnungen :
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7 0 ＋ Cr
Ee = or

2 1 Nm21 n ＋1 ——————ů — 830 4 L 50 — — 77 5 750 ( OaTOr) ＋
2755

4 Voo ν 455 47² , Ein Aen

von denen die erste nach der Richtung ꝙ stattfindet .

271 . — Ist überall Null , was voraussetzt , dass die nusseren
Kräfte an der Oberfläche des Körpers senkreclit zur Axe gerichtet sind , 80
folgt aus den Gleichungen der vorigen Nr . :

570 5 d dure0
ο „

WWMh

20 40 0or ( n Æν
Ur. 7.

10
Wie nät

0οQ 54 Das 7
194 ν

1 2 ˙ ＋ 1⸗
19 d

e . . Dabei sind und 6 bestimmt durch die Gleichungen :
1 46ν 14GCVor)

F
in Verbindung mit den Oberflächenbedingungen , und schliesslich ist :

1
Eel Oν ñgeu8

„ /e2 1 NI Wlalk.I
απ ο ‚ε o ˙=Fors T 47283 n 3 — *

2m

a . Hohleylinder hei Sleichförmig vertheiltem Norimal⸗
135 drucke auf die innere und äussere Cylinderfläche .

3 1. Der Hohlcylinder ist an den Enden offen und frei .

272 . — Indem auf den Rand des Hohleylinders keine Kräfte wirken ,
auch diese Ründer ganz frei sein sollen , so dass alle Querschnitte sich in
gleicher Weise erweitern oder zusammenziehen können , jenachdem der innere
oder àussere Druck überwiegend ist , so ist hier nicht nur Oa, sondern auch
7 füberall 2 Null ;

NCa 0 , or , o sind also Hauptspannungen ,
Sa FEr, sp Hauptaucdehnungen

und zwar für alle Querschmitte gleich , nur abhängig von 7.
Von den beiden Gleichgewichtsbedingungen ( Fr . 271 ) wird die erste

identisch , die zweite geht mit J7e O über in :
1CGor )
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und die Einführung der Ausdrücke von or und ob liefert durch eine erste

Integration : 4 08
.Anr 7

womit auch der Volumenausdehnungscoefficient

a “ ‚‚ ο mν 2

iair

constant wird . Die zweite Integration giebt , unter eine andere Constante

verstanden : * *

und durch Einführung in die Ausdrücke von or und oh :
5 J 2

26 0 39 5 — ( ̊⁊·1 ) 44 38
m - 4 2 7˙

26 0 0 B

05 ＋ 1) 2
＋ ( e· 1 ) A＋

sowie nach Nr . 229 , Gl. ( W:

0r ＋ 0 2
Eea

77²⁴ 7²⸗²

1
Ler gr 7 . 00 * * m＋1 B

„ „ „ 0
Im ‚

8ο οοο 75 CJr

Die zur Abkürzung eingeführten neuen Constanten 4 und B sind , wenn

„ 1den inneren , 2 den àusseren Radius ,

„ 3 5 3 7 Druck auf die Einheit der Oberfläche

bedeutet , dadurch bestimmt , dass

or 1 resp . p2 sein muss für v vi resp . 72.
Somit erhält man :

6 A2702171 20˙2A = ‚ρᷓ ; B= GO DIh 1ormal⸗ 1 91

läche, 1 105 712722
SS . . 911333*

0˙ 72 —777 5 1 52 ( 1 - 72

2 ¹1 Ppν
El

5 m 722 — 712

1 m = 1 Nn＋ 712722
51 SEEEEE . GC . . C .
e 722 —712 n 171 225 ) 4 7n 7*

273 . — Wenn die kleinere der beiden Pressungen Y1 und p2 nicht

wesentlich grösser , als der atmosphärische Druck ist (ef . Nr . 268 ) , so ist

für inneren Ueberdruck ( 51 5 ] mit 2 0 und p1ν :

„„
mn 722 2

3 m＋1 722 n —

—. 68
3 * e

1 πυf“

4 —
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ma . ( Her ) ” - err klir ,; 1 ist -

5
D ee

Mee , . .6 00 77¹ ( 22 1 2)
0

die grösste Anstrengung des Materials findet an der Innenfläche
des Hohlcylinders statt .

7˙2 ,é — ( m ) 75mndd . ( Her ) = V entspricht * 77 — —1 1. mν , εννασνν

7˙2 mnν ⁰＋ ν 7
ndd . , (HMUeα)’ entspricht 2

0
22

71 m ] ο ο
von diesen Werthen ist der erste oder zweite der grössere , also für die Be-

stimmung der Wandstärke d 72 51 massgebende , jenachdem

77¹ 7*²²
ist . Mit = ι I ist

72 ◻π ο )
71 mIν αν

zu setzen ; jedenfalls muss v V sein . Ist aber 7 ein kleiner

Bruch , so kann gesetzt werden :

0 75 m＋2 5
IE ( 3 8

27 1) f

274 . — Für äusseren UVeberdruek ( 2 ’ ] ist mit PI O und 2 :

33
mNn 722 —712

E1
72112 8 n

eie
722 Iyn 72

2 52
Bea indd . ( Her ) S fiir 11n 722 7¹

592
mmd . ( —Heα ) ν 2 „ 5722 71

also wieder die Anstrengung des Materials an der Innenfläche
des Hohlcylinders am grössten .

Mad .( Veg ) Il , ist massgebend für die erforderliche Wandstärke
V

ν ν¹ sofern nur
u ist ; mda . ( Heę ) Ie gesetat giebt :

27

7˙2 1 *

* — — 2und näherungsweise , wenn ein kleiner Bruch ist :
0

—
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275 . — Die nach den Formeln der Vorhergehenden Nummern berechneten
Wanddicken von Röhren können bei mässigem Ueberdrucke Kleiner ausfallen ,
als die Art des Materials mit Rücksicht auf die technische Herstellung oder die
Forderung der Undurchdringlichkeit für tropfbare oder Iuftförmige Flüssigkeiten
gestattet . Diese untere Grenze der zulässigen Wanddicke beträgt

für Röhren aus Kupfer und Messing etwa 1 Millim .
Blei , Zink und Stahl „ 2

5 II

„ Gusseisen
unter welche deshalb im Allgemeinen nicht WWrabSs en wird , wenn auch die
betreffende Formel einen kleineren Werth ergeben sollte .

Weil ferner die Röhren zumeist noch anderweitigen Einwirkungen unter —
wWorfen sind , auf welche jene Formeln keine Rücksicht nehmen , wie z. B. der
Verbiegung durch ihre eigene Schwere , besonders wenn sie nicht auf ihrer ganzen
Länge , sondern nur in einzelnen Punkten unterstütat sind , so werden sogar ge -
wöhnlich jene praktischen Grenzwerthe den berechneten Werthen von 9 als con -
stante Summanden zu grösserer Sicherheit beigefügt . Bei Röhren , welche einem
äusseren Ueberdrucke unterworfen sind , kommt die Gefahr hinzu , dass bei zu -
fälliger Abweichung des Querschnitts von der genauen Kreisform 5 Abplat -
tung zunimmt und schliesslich der Bruch durch Zerknickung herbeigeführt werden
kann , ein Umstand , dessen rationelle Berücksichtigung auf ähnliche Schwierig -
keiten führt , wie die Zerknickungsfestigkeit eines geraden Stabes .

E ndlich ist noch zu bemerken , dass wesentlich andere Verhältnisse , als im
Vorhergehenden vorausgesetzt w urden, dann eintreten müssen , wenn die Röhren
an den Enden nicht frei sind , so dass sich nicht alle Cnerschmätte in gleichem
Masse erweitern oder zusammenziehen können . Bis zu einem gewissen Grade ist
dies 2z. B. schon dann der Fall , wenn die einzelnen Röhren einer Rohrleitung
durch Flauschen mit einander sind , noch mehr bei einer Röhre , die
an den Enden durch Böden geschlossen ist , wie z. B. ein cylindrischer Bamhs
kessel ; bei innerem Ueberdrucke findet 41 eine Ausbauchung der Röhre , d. h.
in der Mitte eine stärkere Erweiterung statt , als an den Enden . Die Längsfasern
der Kohrwand werden also zugleich gebogen und es werden dadurch neue Aus -
dehnungen nach der Richtung der Axe bedingt , welche unter Umständen gefähr -
licher werden können , als die oben berechneten . Eine nähere Untersuchung dieses
Falles enthalten die folgenden Nummern .

2. Der Hohleylinder ist an den Enden festgeklemmt
oder durch Böden geschlossen .

276 . — Die strenge Untersuchung führt hier zu sehr grossen Schwierig -
keiten , welche sich indessen durch einige zwar willkürliche , aber unbedenk -

liche Annahmen umgehen oder vermindern lassen , wenn die Wanddicke
0 ε ei sehr klein im Vergleich mit dem Durchmesser der
Röhre ist , und zwar so klein , dass schon die erste Potenz des Verhält -
nisses beider gegen 1 vernachlässigt werden darf ; auf diesen Fall und

zwar bei innerem UDeberdrucke = pro Flächeneinheit beschränkt
sich die folgende Untersuchung . Die radiale Spannung or ist dann von

untergeordneter Bedeutung im Vergleich mit den Spannungen o und 09
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( ebenso wie bei einem dünnen Stabe , der durch eine stetig vertheilte Last
transversal beschwert ist , die entsprechende transversale Pressung stets sehr
klein ist im Vergleich mit den durch die Biegung bedingten Längenspan⸗
nungen ) ; wird deshalb

610

gesetat , so ist analog den Ausdrücken von or und oh in Nr . 271 , wenn hier
und 5 an die Stelle der in Nr . 270 erklärten Buchstaben à und d ge—

setat werden :

26 6 26 dE 0
„ (395 1 — (4 4. H).

Mit „ soll im Folgenden der ursprüngliche Radius der Mittelfläche des

Hohlcylinders , mit 9 die Verlängerung dieses Radius bezeichnet werden ;
wenn dann gleichwohl obige Ausdrücke von , und o unverändert ge-

lassen werden , so wird dadurch die Ausdehnung & als blosse Fune -

tion von 4, d. h. als constant für alle Punkte desselben ringförmigen Quer -
schnitts in Rechnung gestellt . Ferner sei :

die Entfernung eines Punktes von der mittleren Cylinderfläche , positir
nach Aussen , negativ nach Innen ,

I der Krümmungsradius der Meridianlinie der verbogenen Mittel -
fläche ,

S ( α die Gleichung dieser Meridianlinie , bezogen auf die entspre -
chende Seite der ursprünglich cylindrischen Mittelfläche als à = Axe
( Fig . 37 ) , während der Anfangspunkt 0 Vorläufig unbestimmt
bleiben möge .

4 Bliebe der geometrische Ort der mate -
riellen Punkte , welche ursprünglich in einem

7. Radius lagen , auch bei der Deformation
eine zur Mittelfläche senkrechte Gerade ,
so wüäre , unter Ece die axiale Ausdehnung in

der Mittelfläche verstanden ,
7

Fig. 37. 2 ( E A

und zwar 4 , jenachdem der Krümmungsmittelpunkt nach der Seite der

Cylinderaxe A45 hin oder auf der anderen Seite liegt , jenachdem also

nählerungsweise 190

ist , womit für alle Fälle 10

wird ; wenn auch diese Annahme wegen der Wirkung der Tangential -
spannungen 2 streng genommen nicht Zutrifft , so lässt sich ' doch erwarten ,
dass sie ebensowenig ein wesentlich fehlerhaftes Resultat ergeben werde ,
als es sich bei der Biegung von stabförmigen Körpern unter A. dieses

Capitels , verglichen mit den Untersuchungen des zweiten Capitels , ge -
zeigt hat .

CC

det!

Gon Icn

97741. —
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5
Wird dieser Werth von 15 in die Ausdrücke von oσ und oo einge -

führt , ferner G 5 5 E

stimmt , dass in allen Punkten der Mittelfläche

2 3

F TLrrro

sein muss , wenn J die an den Enden auf den Rand des Hohlcylinders
nach der Richtung der Axe im Allgemeinen wirkende Zugkraft ist , so er -

giebt sich :

gesetzt und è&çιο mit Rücksicht darauf be -

CX ρ

2 — 2 1 0

m² F . mn 37
25 n˙2 60

8 — . —Cr J 72 — 1 4 C

333 8 WW 5
—fοHE‚§ οYYY

5 m
＋

9˙ m² I ¶
Ist der Hohlcylinder durch Böden geschlossen , welche auch dem inneren

Ueberdrucke Y ausgesetzt sind , so ist :

b
* 8

277 . — Zur Bestimmung der Tangentialspannung 2 kann nun die
erste der beiden Gleichgewichtsbedingungen sub Nr . 270 dienen , nämlich
die Gleichung :

(( οσ
* 4⁴

Ihre Integration liefert bei Einführung des zuvor gewonnenen Ausdrucks

von o und mit Rücksicht darauf , dass an den Oberflächen , d. h. für

0

69
S A4 5½ die Spannung 2 verschwinden muss :

mnme „ 92 - 4%/ 03 03 2 — —
„ S dανι

Die zweite jener Gleichgewichtsbedingungen , welche mit or = O über⸗

geht in : „— — ⏑⏑⏑f2 43
7² Gan.

ist endlich zur Bestimmung der in den Ausdrücken von oν ον und 2 vor -

kommenden Function 0, d. h. zur Bestimmung der Gleichung ⸗ F＋(a) der

Meridianlinie der verbogenen Mittelfläche disponibel geblieben . Diese Glei⸗

chung , welche dadurch entstanden ist , dass die algebraische Summe der

nach radialer Richtung auf das Voluménelement v¹ d dãdꝙ GCig. 36 )
wirkenden Kräfte = Null gesetzt und dann durch den Inhalt dieses Vo -

lumenelements dividirt wurde , hat indessen mit der Voraussetzung C. 0

ihre Berechtigung verloren ; um ihr dieselbe wieder zu geben , muss sie mit

3
dem Volumenelement wieder multiplicirt , nach / von — bis 4

2
inte⸗
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grirt , d. h. auf ein aus der ganzen Dicke der cylindrischen Wand her -
ausgeschnittenes Element ausgedehnt , und endlich statt des Gliedes mit 1.
( da auf die Masse selbst eine bewegende Kraft nicht wirken soll ) der
Leberdruck ννοαοοσ αον auf die Innenfläche dieses Elements gesetzt wer —
den . So ergiebt sich mit Rücksicht auf die obigen Ausdrücke von Cο und 2
die Gleichung :

e 12
— 1 0 ¹ = 1 1

5 „9.7
— 19 5812 V 1G A Imn 702 ˙¹ Vq5

welche durch die Substitution :

7˙2
0

0
3 A,˙ 5

auf die einfachere Form gebracht wird :
d4R n2 - 1I 2

i
3

n 72ο
0

d4 73οme⁰6＋ — 3 —. — .oder 53 ＋ 44 0 mit I
U* 92 „ * D⁷ ＋.Bei der geschlossenen Röhre ist mit

F 23 ( Fr . 276 ) insbesondere ;4 0

0

278 . — Der Differentialgleichung :

15 40

entspricht das allgemeine Integral :
Cu en,a I Cn eν,,ã Cz eꝗ＋ . Ci e ,

unter die Basis der natürlichen Logaritlimen ,
CV Cr, C„, C. Constante , und unter

7˙¹ ˙ , 75, d½ die Wurzeln der Gleichung :
·˙ ＋ 444 0

verstanden , nämlich :

72²2 — 7² ———
15. 14 Ur J); 1 . U 14 I )

Durch Einführung neuer Constanten . ꝙ, Ji und 9i , welche mit den
alten dureh die Gleichungen

„ 3 öl
Fi = G ＋ C C0) 21

verbunden sind , lässt sich die imaginäre Form des Integrals in die reelle
Form :

r (bur ¶fcos ( αν τ goin ( aασν α?ο ονον,ꝗαοvdνν ) ＋ iSn ( aa ) ]
verwandeln . Die Constanten sind durch die Verhältnisse bestimmt in
welchen die Enden des Hohleylinders sich befinden . Wenn insbesondere
beide Enden denselben Bedingungen unterworfen sind , so dass
eine in Beziehung auf die mittlere Querschnittsebene symmetrische Verbie -

——

N
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gung stattfindet , so muss , wenn noch der Anfangspunkt 0 der &- Axe in
diesen mittleren Querschnitt gelegt wird ( Fig . 37) , für = 0 sein :

( l 8 632= ν und
2 0 für jedes / , also 2175

0 und 2 0 für jedes „ Also
A

0

Diese Bedingungen ergeben :

A1 und 91 9
und damit :

⸗ Aαν ε εαε αrεννονν cços ( a 9 CEar — eBar ) gin ( ac ) .
Zur vollständigen Bestimmung der Aufgabe werde endlich noch ange-

nommen , die Röhre sei an den Enden 80 festgehalten , dass
weder eine Erweiterung des Querschnitts , noch eine Nei —
gung der Meridianlinie der Mittelfläche gegen die Axe da⸗
selbst möglich , dass also , unter Jdie halbe Länge der Röhre ver⸗
standen ,

10
L

ist . Die entsprechende Bestimmung der noch übrigen Constanten 7 und 9
lässt sich dann durch die Bemerkung vereinfachen , dass immer , sofern nur
nicht etwa Jviel kleiner als 7 ist , = , als sehr klein gegen e vernach -
lässigt werden kann Mit dieser Vernachlässigung erhält man :

5
s und

8 ( al ) I sin ( al ) Co& (al ) — Sin ( al )F‚‚ . .— Cα * Cαu
0 Ed — E αρ

3 1 leos (al ) I sin (a- )] 3 Co ( qα

ECd 4＋ſeos (4l ) — sin (aI ) ] 8 Sin ( aα ) .

279 . — Mit Rücksicht auf die Art der Verbiegung der Mittelfläche des
Holilcylinders lassen die Ausdrücke von oν οο und 2 in Nr . 276 und 277
erkennen , dass die grössten Absolutwerthe

5 0 0von ol flir æ 0, / und æ
2 *

0
von Co für 8 2
von 2 für = , / = Ostattfinden . Zur Berechnung dieser Maximal -

Werthe , an deren Oertern auch der grösste Absolutwerth der resultirenden

) Mit 3 findet man 2. B.
I 3 ( 1 1

◻◻ — — 0 QÆ„ 9,8
somit c 54,6 etwa 2981 Mal so gross , als —a

5460˙ Wenn auch nur / r ge-94,5

setzt wird . Wäre 9 15 oder u, so wäre die fragliche Vernachlässigung in noch
höherem Grade gerechtfertigt .
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Ausdehnung e
nach irgend 0 Richtung zu suchen ist , bedarf es nur der

33 und
45

für = O und = = . Werden diese Special -

ö

werthe entsprechend = O und = I durch die Zeiger 0 und 1 angedeutet ,

so hat man , wenn zur Abkürzung

4
Cos( al ) Isin ( al ) 90

cos ( al ) in (al)/ 175

35
* Cαν

3630 1 ) 7

2 Vroà
In Tudg

gèesetzt wird : en
0οοAααναρu ] 610

01²0 27¹² 0 27¹²

*3
α

0: 18 47¹ 4
Tudlicks

00

Die Verbiegung der Röhre findet nothwendig in solcher Weise statt , dass

Kenntniss von 0,

7² 0
sich in der Mitte ein Bauch bildet , dass also (4290 Dositiv ist ; weil aber W2e4 0

6 je nach der zufälligen Grösse von al positiv oder negativ sein könnte , so

muss man schliessen , dass obige Werthe nur für solche Fälle näherungsweise

gelten können , in welchen 1¹
0

gross genug ist , um e = nicht nur gegen %%, sondern selbst gegen 1 ver —

nachlässigen , mithin auch à und 8 = O setzen zu dürfen . Bei einem cylindri -
schen Dampfkessel z. B. liegen solche Verhältnisse jedenfalls vor .

280 . — Es werde jetzt insbesondere ein an den Enden geschlos —

sener Hohleylinder vorausgesetzt , in welchem sich , wie bei einem Dampf —

keéssel , eine Flüssigkeit befindet , die auf die Flächeneinheit der ganzen Innen -

fläche den Ueberdruck P ausübt . Dann ist nach Nr . 276 , 277 und 279 mit

3

1 3 55 * 1

158
86 , 208 , Be . 0

4 7d2

206 8 S07 E (400 4
8 1 Pr .

dο dqar 2 * 02

b,dα ο G⁰ 2m 602 U0
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Der I zu setzende grösste Absolutwerth von Ee ist nur im mittleren
und im Endquerschnitte , d. h. für à ⸗ O und I, zu suchen . Im ersteren
ist 2 = 0, und sind deshalb & und e , Hanptausdehnmn

D 5maæ . ( Her) o 2 3— für /

2m1 P
bi 5

Im Endquerschnitte sind für / 4 5 wegen 2 0 auch & und 89 Haupt -

ausdehnungen , und zwar eο = , dagegen :

m2- 1 4 ( 2m 173 Yn
NMddb. (LeoYl „

8
für Æν ꝗWu-—

Endlich sind noch die Punkte der Mittellinie ( %= ) des Endquerschnitts
als relatiy gefährliche Punkte in Betrachit zu ziehen , indem daselbst 1 am
Srössten ist ; die Einführung der entsprechenden Werthe von C & CYο und 2
( nebst c‚ = 0) in die allgemeinen Formeln für die Hauptausdehnungen sub
Nr . 270 ergiebt den absolut grössten Werth von Le an dieser Stelle :

D

302503 10/3 ( 0⁰IUdbrmnd . ( Leo ) : 47 ¹2 = iun 2 ＋ ά 00 8 5 . — * 5587¹7 n
Die Ve ssten Werthe von Je lässt erken -

nen , dass sie in folgender Grössenbeziehung stehen :

gleichung dieser 4 relativ g

mad . ( Begho ( Lep) o indi . (NLet) i indd . ( Næo) i .

Die gefährlichste Wirkung , d. h. die grösste Ausdehnung oder

Zusammenziehung , findet sonach an der Innenfläche der cylindri —
schen Wand unmittelbar am Ende der Röhrenstatt , und wenn
dies absolute Maximum von Le = I gesetat wird , ergiebt sich fur die ertor -
derliche Wandstärke ꝙ die Formel :

0 ( 2m 113⁰ . 1 * 75
27n⁰ 3

Mit m g findet man 2. B:

8 1 D 5
Ma . ( Hec) o 65 Hebho

57 1 1 0 r
mad . ( Le1 1,805 ＋ madb . ( Leo) 1 ( 3 33 4＋ 15,319— K

Mit m =A4 ist übrigens das absolute Maximum noch grösser , nämlich :

mdm . ( Legi 15936 0

mithin fast doppelt so gross , als für die offene Röhre unter sonst gleichen

Umständen ( Fr . 273 ) , und mehr wie doppelt so gross , als sich für die ge⸗
schlossene Röhre ohne Rücksicht auf die Verbiegung ergeben würde , in

16Grashof , Festigkeitslehre .
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welchem Falle nämlich der Maximalwerth von Lie dem obigen ( Iece

gefunden wird . “ )

2 — Blechstärke cylindrischer Dampfkessel .

Ist à der Durchmesser des Kessels in Centimetern , n der innere Ueberdruck

in Atmosphären , s0 folgt aus der Gleichung :

1,936 ＋ * Kr . 280 )
0 2

31 341
5 und 66 „ ( eine Atmosphäre = 1,0333 25 Kilogr . pro Qua-
2 3 2

dratcentimeter ) : 3
„„

Mit einem constanten Wertle von I würde diese Formel indessen für kleine

Werthe vonen unausfülirbar kleine und ausserdem schon wegen des Eigengewichts

und des Gewichts der Wasserfüllung jedenfalls zu kleine Werthe von 9 ergeben,

weshalb besser

gesetzt wird , unter Vorbehalt erfahrungsmässig angemessener Bestimmung der

Constanten 4 und 0.

) Die diesen Rechnungsresultaten au Grunde liegende Voraussetzung , dass für

d. h. am Ende der Röhre

O und 33 0

ist , welcher Voraussetzung entsprechend in Nr. 278 die Constanten und 9 in der Glei -

chung der Meridianlinie der verbogenen Mittelfläche bestimmt wurden , trifft bei der durch

Böden geschlossenen Röhre nur nüherungsweise zu und zwar um 80 mehr , je grösser die

Dicke und je kleiner mithin die eigene Verbiegung und Ausdelmung dieser Böden ist.

Streng genommen bedingen die Deformationen der cylindrischen Rohrwand und der ab-

schliessenden Böden sich gegenseitig ; wenn angenommen wird , dass die gegenseitige Verbindung
bpeider Theile eine der Art feste ist , um den Neigungswinkel der mittleren Bodenfläche an

ihrem Rande gegen die Mittelfläche der ursprünglich cylindrischen Wand als unveränder -

lich betrachten zu dürfen , so müsste die Vergrösserung des Umfangsradius der ersteren
2m - 1 572 8

5 ＋ F (eas 4. ea ) coõS( dαο εεα (eas — ear ) zin ( aa ).22 .ᷓ . —

( Fr. 278 ) für & = J, sowie die Neigung der Bodenfläche gegen ihre ursprüngliche Rich-
2 n LO

tung am Rande
45

für = I gesetzt werden , um die erforderlichen Bestimmungs -

gleichungen der Constanten F7und ꝙ9 au erhalten . Um aber die radiale Ausdehnung und

die Neigung am Umfange der Bodenplatte ausdrücken zu können , müsste die vollständige

Untersuchung der Deformation dieser Platte vorausgeschickt werden , welche nicht nur von

ihrer Dicke , ihrer ursprünglichen Gestalt und von dem Ueberdrucke p auf die Zinheit ihrer

inneren Fläche , sondern ausserdem von dem Moment und der radialen Kraft abhängt , Wo—

mit die Röhre auf jedes Bogenelement des Umfangs des Plattenrandes einwirkt ; dieses

Moment und diese Kraft liessen sich ausdrücken durch die Spannungen ꝙs undr im End-

querschnitte der Röhre , welche selbst zugleich mit ç noch Functionen der au bestimmen -

den Constanten 7 unde9 wären . Die Umständlichkeit eines solchen Rechnungsganges
stände indessen mit dem dadurch zu erzielenden zweifellaften praktischen Gewinne kaum

in Verllältniss , und ausserdem stellen sich seiner Durchführung , wenn , wie bei Dampf⸗
kesseln gerade vorwiegend der Fall ist , die Böden schon ursprünglich gewölbt sind, kaum

überwindliche Schwierigkeiten entgegen .
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Wird zu dem Ende mit Redtenbacher :
0 = o0,5 für n = O und 4 = 100

gesetzt , d. h. eine Blechstärke von 5 Millim . als eine solche erachtet , welche
einem Kessel von 1 Meter Durchmesser schon mit Rücksicht auf die praktische
Herstellung sowie auf die anstrengende Wirkung des Eigengewichts und des Ge-
wichts der Wasserfüllung zu geben wäre , und wird ferner die Thatsache 2u
Grunde gelegt , dass bei Locomotivkesseln

0 = 1,2 bei durchschnittlich a 5 ͤund 4 100
ein erfahrungsmässig angemessener Werth ist , so sind durch diese zwei Werth⸗
systeme von 9, n und d die Constanten à und 5 bestimmt , und ergiebt sich für
alle Fälle ( Eisenblech als Material vorausgesetat ) :

3 ( 0,0014n 0,005 .4
Hiernach wäre , abgesehen von der Schwächung des Blechs durch die Niete , sowie
abgesehen von dem besonders bei kleineren Werthen von u verhältnissmässig
grösseren Einflusse des Eigengewichts und des Gewichts der Wasserfüllung :

für „ 1 2 3 4 9 6

E n 156 256 326
0

In Preussen war vorgeschrieben :
9 = H0,0015ud 4 0,26 Centim . ,

in Frankreich gilt die Regel :
9 =＋ Ṽ0,0018nd ＋ 0,3 Centim .

Diese Formeln unterscheiden sich von der obigen hauptsächlich dadurch , dass
dem Ausdrucke von statt eines mit wachsenden Summanden ein constanter
Summand beigefügt ist , was indessen weniger rationell erscheint ; denn auch
ohne inneren Ueberdruek , blos wegen der Belastung durch das eigene und das
Gewicht der Wasserfüllung , muss das Blech um s0 stärker genommen werden ,
je grösser der Durchmesser des Kessels ist .

282 . — Wenn eine geschlossene oder durch Befestigung an den Enden in
ihrer Deformation beschränkte Röhre einem à usseren Ueberdrucke ausgesetzt
ist , wie 2. B. die innere Heizröhre eines Pam pfkessels , so tritt an die Stelle
der Ausbauchung in der Mitte eine Einschnürung ; ausserdem findet aber der
Wesentliche Unterschied statt , dass , während zufällige Abweichungen von der
genauen Kreisform des Querschnitts durch inneren Druek vermindert werden ,
ein äusserer Druck sie umgekehrt vergrössert . Solche Abweichungen von der
genauen Kreisform sind besonders bei Röhren , welche , wie die Heizröhren von

Dampfkesseln , aus Blechtafeln zusammengenietet werden , kaum vermeidlich , und
es sind daher solche Röhren der Gefahr ausgesetat , durch den äusseren Ueber -
druck platt gedrückt , resp . infolge solcher Verbiegung zerknickt zu werden .
Es lüsst sich erwarten und wird durch die Erfahrung bestätigt , dass diese Gefahr
unter übrigens gleichen Umständen mit der Länge der Röhre wächst ; eine ratio -
nelle Formel für die nöthige Wandstärke müsste also ausser dem Ueberdrucke
und dem Durchmesser auch diese Länge enthalten . Die theoretische Ableitung
einer solchen Formel würde jedoch auf sehr grosse Schwierigkeiten führen , und
es sind deshalb Versuche , welche die Bildung einer empirischen Formel ge -
statten , hier von besonderem Werthe .

16 *
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Dergleichen Versuche sind von W. Fairbairn mit Röhren von 10 bis

48 Centim . Durchmesser und 48 bis 155 Centim . Länge angestellt worden , Welche

auf gewöhnliche Art aus Eisenblech zusammengenietet waren . Leider hatte das

Blech in den meisten Fällen die geringe Dicke von 1,1 Millimeter , während nur

4 Versuche mit Blechstärken von 3,2 bis 6,4 Millim . vorliegen ; der Einfluss der

Blechstärke konnte deshalb nicht so zuverlässig hervortreten , als wünschenswerth

gewesen würe . Die Röhren waren an den Enden durch starke gusseiserne Scheiben

geschlossen , welche ( entsprechend dem Zustande , in dem sich die Heizröhren von

Dampfkesseln befinden ) an ihrer gegenseitigen Annäherung infolge der Zusam -

mendrückung der Röhre gehindert waren ; durch ein engeres Rohr , welches in

eine der Endscheiben eingefügt war , communicirte der innere Raum der Ver—

suchsröhre mit der Atmosphäre , während der durch Wasser vermittels einer

Druckpumpe hervorgebrachte äussere Druck bis zur Zerstörung der Versuchs .

röhre allmählig gesteigert wurde .

Aus den Resultaten von im Ganzen 21 Versuchen wurde mittels der Methode Iin Pos

der kleinsten Quadrate vom Verfasser die folgende empirische Formel abgeleitet : “)
2.315

7790 s
Darin bedeutet :

die Länge in Centimetern ,
den Durchmesser in Centimetern ,

o die Blechstärke in Millimetern ,

n den Ueberdruck in Atmosphären , durch welchen die Röhre zerdrückt wird .

Weil indessen diese Formel die mit der kleinen Blechdicke von 1,1 Millim . an-

angestellten Versuche zwar gut , die für die praktische Anwendung wichtigeren
Versuche mit dickerem Blech indessen nicht genügend wiedergiebt , so wurde

noch eine zweite Formel hergestellt , welche den letzteren Versuchen genau ent -

spricht ; sie ist bei derselben Bedeutung der Buchstaben wie oben :

52. 081
u — 325

J651 . 4J889

Diese Formeln sind vorläufig nur als Nothbehelf zu betrachten ; je schwieri —

ger dergleichen Versuche anzustellen sind und je mehr dabei zufällige Umstände

einwirken können , desto mehr ist ihre Vervielfältigung nöthig , um das Gesetz

des Widerstandes äusserlich gedrückter Röhren mit Zuverlässigkeit erkennubar àu

machen . Unzweifelhaft ergiebt sich aber die Thatsache , dass mit zunehmen -

der Länge die Widerstandsfähigkeit solcher Röhren wesentlich ab⸗

nimmt , und es wurde deshalb von Fairbairn empfohlen , die Heizröhren der

Dampfkessel mit einigen starken Ringen aus Winkeleisen zu umgeben , um sie 80

gewissermassen in mehrere Röhren von geringerer Länge abzutheilen . “ )

J àLeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure , Bd. III , p. 234 , woselbst die Formeln
in englischem Mass und Gewicht entwickelt sind .

Fairbairn hat auch einige Zerreissungsversuche mit cylindrischen Röhren ausge -

lührt , welche einem inneren UDeberdrucke ausgesetzt waren ; dass sich dabei kein wesentlicher
Einffuss der Länge herausgestellt hat , kann bei den gänzlich verschiedenen Umständen nicht Wig
befremden .
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h. Kreisförmige ebhene Platte .

283 . — Der äussere Radius der Platte sei S i , die gleichförmige und
sehr kleine Dicke = . Am Rande liege die Platteim Vergleich mit

entweder ringsum lose auf , oder sie sei daselbst eingeklemmt . Die symme -
trische Belastung bestehe im Allgemeinen aus

1) einer im Mittelpunkte concentrirten und senkrecht zur Oberfläche
gerichteten Kraft B,
einem gleichförmig auf dieser Oberfläche vertheilten Normaldrucke

= ο pro Flächeneinheit ,
einer auf den Rand ( die cylindrische Umfläche ) gleichförmig ver -
theilten , radial wirkenden àAusseren Kraft 2 Yi Pro Flächeneinheit ,
also ν ’ pͥro Längeneinheit des Umfangs .

Ein positiver Werth von J entspreche der gleichen Richtung mit 5, ein
Positiver von

n
1 entspreche einem radial auswärts gerichteten Zuge .

Die verbogene Mittelfläche ist eine

Umdrehungsfläche , also bestimmt durch
ihre Meridianlinie ; letztere ( Fig . 38 ) sei

2. —bezogen auf die Coordinatenaxen OR,
I , deren Anfangspunkt C im Mittel -

punkte der noch nicht gebogenen Mittel -

02

4 fläche liegt , während O & radial gerichtet
Fig. 38. und C ( positiv nach der Richtung des

Ueberdruckes p) die geometrische Axe der Platte ist .

Wenn die Spannung c als sehr klein gegen o und o ver -

nachlässigt wird ( ebenso wie or in Nr . 276) , so ist nach Nr . 271 ( mit
4 statt ) :

26 26
0 ( ‚m ex T Eον] σ ＋ (èx ＋ mmep ) .8 m1 1

Wird ferner wieder mit / ( positiv nach der Richtung der positiven 2 - Axe )
die Entfernung eines beliebigen Punktes der Platte von ihrer Mittelfläche

bezeichnet und angenommen , dass eine ursprünglich zur Mittelfläche

senkrechte materielle Gerade auch bei der Biegung diese Eigen -
chaft behalte (ef . Nr . 276 ) , so jist , unter

IAD den Krümmungsradius der Meridianlinie und unter

Jei den Krümmungsradius des dazu senkrechten Normalschnitts der

Mittelflache ( S der Normale der Meridianlinie , bis zum Schnittpunkte mit

der - Axe gerechnet ) verstanden :

2

7 6

7 e
SSS 2 70 321 dan

5
vorausgesetzt , dass die Biegung sehr gering ist , so dass R und I im Ver -

gleich mit den Dimensionen der Platte sehr gross sind ; ese und ego sind
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dabei die Ausdehnungen der Mittelflache nach den Richtungen à und G.
13ο⏑ W(
2 νti

»B
10

Wei e
I

0 QÆ77 2 mοε α

Für / 0 , d. h. in der Mittelfläche , sind diese hier mit oοο und C % au

bezeichnenden Spannungen eben so gross , wie sie für jeden Wertli von /
sein würden , wenn die biegenden Kräfte P und = Null wären und nur Luge

die radiale Kraſt 1 auf den Rand der Platte wirkte ; dann wäre aber offen -

bar keine Tangentialspannung vorhanden und deshalb den allgemeinen
Gleichungen (J) in Nr . 229 zufolge ( bei dem Felilen äusserer Kräfte , die auf

die Masse selbst wirken ) die Normalspannung ç von irgend einem Punkte

aus nach irgend einer Richtung hin constant . Die somit einzeln constanten

Spannungen oο und o %οsind aber unter sich gleich , weil sie im Mittel -

punkte der Platte ( für 2= O) sich nicht unterscheiden können „*) und weil

wegen der Randbedingung oαο f⁊i ist , so ist auch

Die Einführung dieser Werthe giebt mit G2

11Ler

beleCVii

Uud481

59 0Cοο S P1.
Daraus folgt mit Rücksicht auf die obigen Ausdrücke von o und Gg:

SXO ν οοσ — Æεm
und somit :

m1 Y¹ —4ẽL In
V

4²²
22 NN5 ¹. IJdas ee GCον ＋

m 1 1 α 7n.
8α Q —ffο² ρii 0ο οt ˙ eÆ =7¹ — παυ]—„

284 . — Zur Bestimmung der Tangentialspannung 2 dient die zweite

der beiden Gleichgewichtsbedingungen in Nr . 270 :

e ( iecht )

dz 5 „****

Ihre Integration liefert mit Hülfe der obigen Ausdrücke von oσ und 09, S0-

8 J5
wie mit Rüicksicht darauf , dass à 0 ist für /A :

7¹
70

J² 4½ % /dsæ 1 4e E α
4 . ——ĩ — 8 — —.—— — — 0

- 1 8 (A005 dν ο da
Einer Bemerkung in Nr. 270 zufolge wird 2 hier negativ gefunden , weil der

rechte Winkel , den zwei von irgend einem Punkte aus nach den Richtungen
„ undeæs gezogene materielle Gerade bildeten , durch die Deformation der

Platte in einen stumpfen Winkel übergellt .

Nach der zweiten der beiden Gleichgewichtsbedingungen in Nr. 270 ergiebt sich
auch sofort mit L ο und = 0 für jeden Punkt :

JGοννο)
d

6 .0οο ᷓν 104
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In den Ausdrücken von oσ ον und 2 bleibt noch die Funetion 2, d. h.

die Gleichung der Meridianlinie der gebogenen Mittelfläche zu bestimmen .

Die erste der beiden Gleichgewichtsbedingungen in Nr . 270 kann dazu nicht

dienen , weil sie mit der Vernachlässigung von o ihre Bedeutung verloren

hat ; dagegen lässt sie sich ersetzen durch die Bedingung des Gleichgewichts
zwischen der àusseren Belastung und den Tangentialspannungen am Rande

eines Plattenelements von endlicher Grösse , welches nämlich aus der Platte

herausgeschnitten wird durch eine um die - Axe mit dem Radius beschrie -

bene Cylinderfläche . S0 erhält man , unter 2 hinfort den Absolutwerth der

Tangentialspannung verstanden , die Bestimmungsgleichung :

Sd
2πρπfιν nαο ν ,

I

ihre Combination mit obigem Ausdrucke von 2 liefert :

3 J⁴ 4½% / E
und als Differentialgleichung der Meridianlinie :

6e 1 0²2 1 g mi i6

150Dα 4 —
dqas απ das v ε mn Fs 7R.

Ihre Integration *) giebt , wenn zur Abkürzung

m2 —1 6 m² 1 66 P
F57771373 5

m H Iis me VHlis 1

gesetzt wird :

1⁰ Dαά Cα

32 ＋ ＋ αο ο ν ldlus Re

325 4ᷓ⁰² 3 6 1 0 4

4 . 4 ( 201 5

d²2 4 5 0 1 0 4

d i8
4⁴²

＋ ( 20 2

von den Integrations - Constanten , d und e ist die letate durch die Lage

des Anfangspunktes , der die zusammengehörigen Werthe = ̃7 , 2 O ent -

sprechlien, bestimmt ; die Constante d ist verschieden , je naclidem die Platte

voll oder in der Mitte durch eine kreisförmige Oeflnung unterbrochen ist ;

die Constante c endlich ist von der Art der Unterstützung oder Befestigung

der Platte am äusseren Rande abhängig .

*) Wobei zu beachten , dass
d³ 2 1 d22

1
4²

und
4



Zusammengesetzte Elasticität und Festigkeit .

1. Volle Platte .

285 . — Die volle Platte kann nur so gebogen sein , dass die Meridian -

linie der Mittelfläche für 2 = 0 eine der 4 - Axe parallele Tangente hat ,
dass also 22 4

10für O: 0 . ¹0 ＋
5 * *

0 N.
Ga

ist , was nur dadurch möglich ist , dass d = 0 gesetzt wird . à )
Wenn ferner die Platte am Rande lose aufliegt , so muss für

und jedes / : oσνο?ε οεε Dπι ˙ sein . Diese Bedingung liefert :
E5 1 mÆI

02 ρftr ꝗ (Anr
).

4 un 1 4* 2

Ist aber die Platte am Rande eingeklemmt , und zwar so , dass
die Meridianlinie der Mittelfläche daselbst die - Axe berührt ( Fig . 39 ) , 80

6 erhält man aus der diesem Umstande
5 3 8 8

entsprechenden Bedingung , dass 75 0 Tene i

5 sein muss für n :

Fig. 39. 0 =◻＋Q 4 5 — 20
G. Auf die Oberfläche der Platte wirkt nur der Sleichförmig ver - I

theilte specifische Druck 3

286 . — Wenn die Constante eder Bedingung gemäss bestimmt wird ,
dass ε ο οεν O zusammengehörige Werthe sind , erhält man mit 5 0

( entsprechend Y⸗= 0 ) und d = 0 als Gleichung der Meridianlinie nach Nr . 284 :
*̇ ＋α 72 —42

3 — ( 6 — — 5
8

Nach Nr . 283 ist ferner :

4 833 0

5 ＋ 8
4 ＋ — 7

ee ee

e e

Ji
Diese Ausdehnungen sind am grössten für à O oder 4 ν und 22＋＋72

und weil ebendaselbst 2 = 0 ist , so sind sie Hauptausdehnungen . Ein noch

grösserer Absolutwerth von & könnte nur dort vielleicht stattfinden , wo
3 J . 4 %

*

am grössten ist , nämlich :

3 *
F1 „ „ 0

„ „ 0 5 9
) Den für = 0 in unbestimmter Form erscheinenden Werth W. —

4Inν ÆντνO. n0 0 = ο )
findet man nach bekannter Methode 0.
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obgleich sich analog dem Verhalten dünner Stäbe erwarten lässt , dass auch

hier bei der dünnen Platte die durch die Tangentialspannungen bedingten

Ausdehnungen von untergeordneter Grössenordnung sind im Vergleich mit

denjenigen , welche von der Biegung abhängen .

287 . — Wenn insbesondere die Platte am Rande lose aufliegt

und die radiale zussere Kraft am Rande fehlt , also 51 = 0 jist, 80

wird mit 1n * ů 1 3Zm＋1
5 und 49˙23

2 LIis 4J In

(ct . Fr . 284 und 285 ) die Gleichung der Meridianlinie :

3 m¹ ⏑² ̃˙ 5ατ＋?? ιf „
16 Vis ( mFI 6) b - en

mit & = 0 ergiebt sich daraus die Durchbiegung der Platte in der Mitte :

3 ( m=I ) ( 5m＋I ) 5¹
8 mE

3 39— 7⁰ 3U˙ Er
nnJi Earf ae 9

mn1 7 Z3mꝗ＋1 .
98—̟̇ ꝗ＋ . . . . .2⁰ 4 uin? 1

5

Ferner ist :

FüfßFFß ˖ sind beide Werthe absolut genommen am grössten ,

und zwar gleich gross , nämlich :

— 3 ( m =1) ( Zmπ
maæ . ( L 8) 0 —

8
—

77 PD.

An den Stellen ( 2 2 ν,² = , wWo 2 am grössten 11 ist , sind 62 und C%

—VFull , und es ist deshalb ebendaselbst nach Nr . 169 :

m＋＋1 3 m＋1
E. ( BEohf Fr .mau . e un

Sofern
7

nach der Voraussetzung eine grosse Zahl ist , hat jedoch dieses
2

Maximum am Rande der Platte eine untergeordnete Grösse im Vergleich mit

mad . ( Ve) , in den NMittelpunkten der beiden Plattenoberflächen , welches

letztere Sonach das J zu setzende Maximum des Absolutwerthes von He

überhaupt ist .

Insbesondere mit m S3 ist :

2 5 5
20 ; Rük . ( Ee) = g . 5
5 3 Els

4.. ( Be ) 2＋

und mit mad . ( Le ) I die nöthige Dieke der Platte :

—
55

288 . — Für die am Rande eingeklemmte Platte ist mit

16 1
uüneeee

7˙ . Vilis 1 4
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(ef . Nr . 284 und 285 ) die Gleichung der Meridianlinie der gebogenen Mittel - A L

fläche :

ee

I⁰ LI50 i88l
und mit ⸗= O die Durchbiegung in der Mitte : 1

3 m ο
15 m EI

Ferner ist :

* —1 3 n. - 1 50 ul, ven
2 — 33²„ e 5 e

Daumhives
m1 3 n

Ee 11 4
4 —1 56 — 42＋ .

Ist pi positiv ( oder Nulh, so ist Ler absolut genommen am grössten für

J1 J5
* = 0 , / und für & ½ 27 Bes fur m 0, / 2

und awar

ist dieses Maximum von Les dem Maximum von Le , gleich , nämlich :
— 3 m2- 1 72

mdd . ( He ) 0 *. 0577¹— — 5 7⁴

während das zweite Maximum von Ees :

* —1 3 m² 1 7˙2
mdæ . ( Lex ) 1 — — ＋EeD1 4 II

noch grösser , mithin der untergeordneten Grösse von 2 wegen das I zu
setzende Maximum des Absolutwerthes von Le überhaupt ist .

Insbesondere mit m S 3 jist :

1 P
20O6 Eis e , ( ELe )= pi 30

Ist noch 51 =O, 8o ist für hαα . ( Ve ) S le die 0 Dicke der Platte : 1

ö 53 3

289 . — Im Falle der vorigen Nummer befinden sich u. A. die ebenen

Platten , durch welche ein dem inneren Ueberdrucke ) pro
Flächeneinheit ausgesetzter Hohleylinder an den Enden ge —
schlossen ist , falls in Betreff der cylindrischen Rohrwand die Voraus -

setzung der Nr . 278 sich erfüllt findet , dass die Meridianlinie ihrer Mittel -
fläche an den Enden keine Neigung gegen die Axe erleidet . Ist die Länge
des Hohleylinders 21 , so ist in diesem Falle :

7
3 25 AUmgent

folglich nach Ir . 288 :

MNAd-. ( Vs) 3 6
3 m* ＋1 1 7

0m N U.
insbesondere mit = 3:

mar . (NLe) 7 ( — P.
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Mit n 23 ist aber für die cylindrische Wand nach Nr . 280 :

˙4 .
maut. ( Le) n 1,8 S

und es müsste sonach , wenn beide Theile ( die Bodenplatten und die eylin -

drische Wand ) gleich stark in Anspruch genommen werden sollen ,

0 81
U A R

5 3
und , wenn auch — nur klein gegen 1

ist ( wie bei einem cylindrischen
7 4

Dampfkessel ) , doch 5 0

sein . Für einen DPampfkessel insbesondere würde mit

0
00014 4 0005 ( Nr . 281 )

47

daraus folgen : J 1
— — —

0 1J5,4 ( 0,0014u ＋0,005 )

2. B. fir 2 5 4 5 6

J
5,34 4,86 4,45 4,17 3,93 3,70 .

0

Wegen dieser verhältnissmässig grossen Dicke , welche sie erhalten

müssten , sind ebene Böden bei Dampfkesseln möglichst zu vermeiden , sofern

sie nicht durch Feuerröhren unterbrochen und gestützt werden . à “ )

8. Die Platte ist nur durch die in der Mitte angreifende Einzelkraft 1

Helastet .

290 . — Die Gleichung der Meridianlinie der gebogenen Mittelfläche er -

giebt sich nach Fr . 284 mit 4 = 0 ( lentsprechend ꝓ 0),5 d = 0 nach Nr . 285

und wenn die Constante « der Bedingung gemäss bestimmt wird , dass à = v

= 0 zusammengehörige Werthe sind :

32 85 P2 ( nν 1 ) 4 ( α 1l — 4 ( —4 ) .

Jach Nr . 283 ist ferner , wenn keine radiale Kraft auf den Rand

der Platte wirkt , also P1 O jist :

0 1 0

2 ( 2 15 2 4

1 9.5
6α22Q 2 (la — 2 A* 2 ＋.

Die Tangentialspannung 2 ist in der Mittelfläche ( / 0) , woselbst sie am

3 P

1 775 (Jr . 284) .grössten ist :

) Eine rationelle Untersuchung der Anstrengung , welche die gewöhnlich ausgeführten

gewolbten Böden auszuhalten haben , ist , soviel bekannt , zur Zeit noch nicht geliefort; dass

dieselben , wenn sie auch nach Kugelcalotten gekrümmt werden , doch Wesentlich anders

wie Theile voller Kugelschalen sich Verhalten , ist selbstverständlich .
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Im Mittelpunkte der Platte ( 2 = 0 ) werden e eνε‚ und 20 unendlich gross ,
und es ist also nöthig , dass die belastende Kraft P auf eine , wenn schon
kleine , so doch endliche Fläche oder Linie vertheilt sei , 2. B. auf eine zur
Plattenoberfläche concentrische Kreisfläche oder Kreislinie mit dem Radius Fo.

Ist in diesem Falle 9 nur hinlänglich klein , etwa
167

80 kann die obige

Gleichung für 2 noch mit genügender Annäherung als Gleichung der ganzen8 8 8 8 8 8
gebogenen Mittelfläche gelten , während die Ausdrücke von ex, ép und 20
wenigstens für ½ο niicht wesentlich fehlerhaft sein können und dann auch 98
die gefährlichste Wirkung der Belastung nur für S 7 gesucht zu werdei Dedast
braucht .

169

291 . — Wenn insbesondere die Platte am Rande lose aufliegt , M
80 wird mit

N¹6 1 mn 1
7712 757—5 5

und 2 00 (u, ＋

(ef . Nr . 284 und 285 ) die Gleichung der Meridianlinie :

ä
F „

daraus mit 0 die Durchbiegung der Plattè in der Mitte :
35

Fen
Ferner ist :

3
*33X 7

23 7˙²2
L 2 — — 7/.

7r 5

5 Bei
Beide Werthe sind am grössten für / und 2 ο d(ef. Nr . 290 )8 7 2 0 **

3Gann, vund zwar ist das Maximum von Bes der grösste Werth von Be überhaupt :
7 3 Rm 1/ , „ n 5

2 ms 7*0
8

75 ＋ 10 ⁴²
indem auch der dem Maximum von 20 entsprechende relativ grösste Wertl .
von Je , nämlich (ef. Nr . 169 ) :

mÆI Idesαt .,.t 7⁰ — — — 2
77 1

bei verhältnissmässig kleiner Plattendicke stets wesentlich Kkleiner ist .
Insbesondere mit m = 3 ist :

5 ν
20 3Jſr Hjñ

80 1 23
ma . ( Le ) (3 I¹e ＋ 1 1

Iun＋1 2 lmdb . ο Q e=— e ÆIi . 9
„ P ee 0 B0
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Z. B. f 10 40 50

iSt Ppscub. ( Ee ) = 4,07 499 5,53 5,92 6,22 . —

0,407 0,250 0,184 0,148 0,124 . L mad . ( )J

d. 1. resp . 4,88 5,99 6,64 7,10 7,46

mal so gross , als der Maximalwerthi von LEe bei gleichförmiger Vertheilung

der Belastung P = ε νννο zauf der Platte (ef . No . 287 ) , während die Durch -

biegung 20 hier 2,5 mal so gross ist , als in jenem Falle .

292 . — Für die am Rande eingeklemmte Platte ist mit

m² —1 6 PP 1
5n2 uund = 5 un˙ .

m Hlis 7r 2

die Gleichung der Meridianlinie :

I 2
= νισ — — ρ 2νονννe αεe = ]

477 m Hlis 7.

daraus mit = O die Durchbiegung in der Mitte :

3 „ ꝗ = 1 Prꝛ

CCCC .

Ferner ijst :
2 1 P 23 7¹⁰ 7

ERER 40

3 m , „
ln . J

1 ε ν

75
Beide Werthe sind am grössten für / 2

2
und στο ‚ uwenigstens

dann , wenn — 7,39 ist , widrigenfalls der Maximalwerth von es am
1˙0

Rande für = stattfinden würde ) , und zwar ist das Maximum von Zes der

grösste Werth von Jè überhaupt :
3 mm. =I „ „

mna . ( ILEοαπιεινεεεεε⏑Q Æενμσ ln ι23 277 mꝛ⁊ 7˙˙ J1²

Insbesondere mit n = 3 ist :

3 Pre 4
20ε ] mdα . (Le) ln . νGe 3ůͤ ‚αν

2. B. fur — 10 » 660
0

52
mamꝶ. ( Le ) 3,07 3,99 4,53 4,92 5,22 .

7 7

d. i. resp . 4,60 5,99 6,80 7,38 7,83

mal so gross , als der Maximalwerth von Le bei gleichförmiger Vertheilung
der Belastung Pπννννν auf der Platte (ef. Nr . 288 für 1 0) . Die Durch -

biegung o ist 4mal so gross , als in jenem Falle oder ebenso gross , wie bei

gleichförmiger Belastung und freier Auflage des Plattenrandes ( Jr . 287) .

67
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2. Durchbrochene Platte .

293 . — Damit die Symmetrie gewahrt , d. h. die Platte ein Umdrehungs -
körper bleibe , wird eine concentrische kreisförmige Durchbrechung vorausge -

setzt , also eine ringförmige ebene Platte , deren äusserer und innerer
Radius resp . ν und vv sein möge .

Dergleichen durchbrochene Platten kommen im Maschinenbau u. A. vor
als Deckelplatten von Hohlcylindern Dampfmaschinen - Cylindern ete . )
mit einer centralen Oeffnung für den Durchgang einer runden

Stange ( Kolbenstange ) oder als Endplatten cylindrischer Dampf —
kessel , welche mit einer inneren Feuerröhre versehen sind ;
ist auch im letzteren Falle die Feuerröhre nicht concentrisch mit dem Kessel ,
sondern nach Unten hin gerückt , so wird doch immerhin die Untersuchung
der ebenen Endplatte unter der Voraussetzung einer centralen Durchbrechung
einen nützlichen Anhaltspunkt für die Beurtheilung ihrer nur sehr schwierig
genau zu untersuchenden Anstrengung auch bei excentrischer Durchbrechung
durch die Feuerröhre gewähren .

In beiden genannten Fällen ist die Platte einem gleichförmig vertheilten
Normaldrucke unterworfen , welcher , wie im Vorhergehenden , mit / pro
Fläücheneinheit bezeichnet wird ; ist auch streng genommen im einen Falle

( Cylinderdeckel ) der äussere , im anderen ( Kesselboden ) der àussere und
innere Plattenrand zugleich noch einer radial gerichteten Ausseren Zugkraft
unterworfen , so ist diese doch immer nur von untergeordnetem Einflusse und
wird deshalb hier (ef . Nr . 283 ) 51 0 gesetzt . In beiden Fällen ist ferner
die ringförmige Platte am äusseren Rande als fest eingeklemmt zu betrach -

ten , während der innere Rand im einen Falle nach der Axe verschiebbar ,
im anderen gleichfalls fest eingeklemmt ist . Auf diese zwei Fülle beschränkt
sich die folgende Untersuchung , welcher die Formeln in Nr . 283 und 284 zu
Grunde gelegt werden können ; in denselben ist

„
zu setzen , wenn auf den beweglichen inneren Rand der Platte
keine nach der Axe gerichtete Kraft wirkt , wie zunächst in den

beiden folgenden Nummern angenommen wird .

294 . — Bei der ringförmigen ebenen Platte , welche am äus —

seren Rande fest eingeklemmt , am inneren ganz frei ist , sind

die Constanten und ( Fr . 284 ) dadurch bestimmt , dass

de
„ iie e
da

und o O „ „ = v70 und jeden Werth von .
Daraus ergiebt sich mit Rücksicht auf Nr . 283 und 284 und wenn zur

Abkürzung * 40 01 — ( 49 — — D
73 77

7 32 N - — —. —
1 .

m1 1˙

Verihe vou

Oberffüche

es ist all

f. b. 8 0

I Kleiner06

Bei eh
Durchhrochn

eitt , qasz

UlgendenV
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gesetat wird :

1 1 1

1＋ 5[0¹ 4N˙² a ; d dgr

2 — [135 —9 472 (15 — ) — U

1570 5
3 m²⁰—⁰- 223 m 5 1—585 — 47˙ 115 ＋ 5 804 m2

Die Constante e 15 284 ) würde nur dann in Betracht kommen , wenn

die Biegung der Platte , d. h. die Abweichung eines Punktes der Mittel -

fläche von der ursprünglichen Mittelebene berechnet werden sollte , worauf

es hier nicht ankommt .

1 2
—( 44K

Mit m 3, also 4 - - N
1

4 88 27¹²

* 12
7

findet man für / = ρσ und

0,2 0 ,

＋ Fo:
= Ee 0,890 0,686 0,294 . 3 J³ U

( Een 2,670 2,058 0,882 . „ Is ( Eeq )
nse nn ns ,

dDe Null .

Für kleinere Werthe von 2 ist also é&ο am inneren Rande , für grössere

Werthe von „ dagegen éec am äusseren Rande , und zwar immer an der

J
Oberfläche (52 4 ) der Platte die grösste Ausdehnung Überhaupt , oder

es ist allgemein :
( 3 m2 - 1 72 9

3 5

7² 1 uaA1g ' n 68 ( 5 —1) 72

3
7² ( 1 - 2α νον

d. h. dem ersten oder zweiten dieser beiden Ausdrücke , jenachdem

„ kleiner oder grösser und somit der erste oder zweite Ausdruck der

grössere ist . —

3ei einem Cylinderdeckel wird übrigens der Rand der centralen

Durchbrechung durch die sich hier anschliessende Stopfbüchse der Art abge -

steilt , dass die Art seiner Biegung sich derjenigen nähert , welche in der

lolgenden Nummer besprochen wird .

ndu . Ve )

5

) Diese Ausdrücke von Ees und L. e stimmen , wie es sein muss , mit denen überein ,
8 in Nr. 288 für die volle Kreisformige Platte ' erhalten wurden , wenn ◻ ̃ gesetat

wird , wodurch auch 4 0 wird .
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295 . — Bei der am äusseren Rande fest und am innéren in

einer beweglichen Hülse eingeklemmten ringförmigen ebenen

Platte sind die Constanten und J ( Tr . 284 ) bestimmt durch :

UJa

Daraus ergiebt sich mit Rücksicht auf Nr . 283 und 284 und wenn zur

Abkürzung

O für und

1
1 — (4ʃ. — ＋1 7¹²

70 8 7¹
, ‚1*

53
0

1

7¹²

gesetzt wird :

6 35 1 4

2
— 8¹ ＋1

47¹² ( ) ＋4
* 2 4—d 0 00

Eex 3 478(l85 1 7

8 2 7.
4

Les = A4Nlνe ρ ασ◻ε⏑ 17 . *)5 7 K

Mit = 3 findeét man für / 2
und

„ „ 1 0,2 0,4

0 4 8 1 7˙2
„ „ . . . · „„5 3 7

* νι Her = 1,942 1,781 1,263 . „

Ees ist an beiden Rändern 0 , und es ist sonach ꝓ éx für à und

J.
ν 4 2 der grösste Absolutwerth von ł überhaupt :

3 2
md . ( Le ) — —555 75 ( 2 27½˙ —a ) p.

Damit , wie diese Rechnung voraussetzt , auf den inneren Rand der Platte

keine nach der Axe gerichtete Kraft wirke , müssen beide Ränder nach der

Richtung der Axe gegenseitig verschiebbar sein ; bei dem Cylinderdeckel

ist dies der Fall , indem die Stopf büchse , mit welcher der innere Deckelrand

fest verbunden ist , längs der Kolbenstange gleiten kann .

296 . — Wenn aber die durchbrochene Platte an beiden Kändern

lest eingeklemmt ist , so dass diese Ränder sich nicht nach der Richtung

der Axe gegeneinander verschieben können , so ist J , also auch h eine vorläufig

unbekannte Constante ; die im Ausdrucke von à Fr . 284 ) vorkommenden 4 Con -

stanten Y, c, d, &sind aber dadurch bestimmt , dass

dæ
» und O ist für r und rFo-

1¹

*) Mit n = O, also d Æ 0, stimmen auch diese Ausdrücke , wie es sein muss , mit
denen Überein , welche in Nr. 288 für die volle kreisförmige Platte erhalten wurden .
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Demgemüäss ergiebt sich mit Rücksicht auf Nr . 283 und 284 und wenn

1
1

*
14＋4 un˙ —

7⁰ 4
1 —

3 1 2

gesetzt wird :
1 2

6 1 0 1 1 25

2 — 8 6an ; 2
R6 ( 5

1
In ——

e
7⁰

1
I 5

2 N.
„ „

Der grösste Absolutwerth von e ist unter den Werthen von és an den

3 *

72 5
Rändern der Platte für / 4 εε

vu suchen ( e% ist hier natürlich wieder

13
= eiu 2

ist :

2
5

1

7
3 m - 1 72

1475
* ＋* 0.

e ee e
J¹

ü

1

3 mꝛ 1 7˙2 1 77—55
XEETT. TT. . T. . —2

l

J.
Hiernach findet man für / 5 2. B. mit

03 0,4 0,5

3 3 m² 1 7˙2
4 ανο HLe, = 0,4557 0,3043 0,1976 .

2 τ. w Hex 052779 0,2096 0,1492 3
V

Woraus zu schliessen , dass é für / α am inneren Rande der Platte

der grösste Absolutwerth von e Überhaupt ist . Das relative Maximum von e

an einer gewissen mittleren Stelle , woselbst die Platte entgegengesetzt ge -
17

Grashof , Festigkeitslehre .

———
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bogen ist , wie an den Rändern , ist nämlich immer wesentlich kleiner ; dieses
Maximum findet statt für

*

worin

gesetzt ist . Man findet hiernach 2z. B.
ur 0 , 0,5

*. 656106 0,6710 0,7331 . 7
V 3 mn 1 72

und fur / —
2 : Les = 0,1630 0,1202 00834. 4. X 337²²

297 . — In dem Falle der vorigen Nummer würden sich die ebenen End -
platten eines mit einer inneren Feuèerröhre versehenen Dampfkessels
befinden , wenn diese Röhre , welche etwa halb so weit wie der Kessel zu sein
Ppflegt , gerade in der Mitte des letzteren lige . Wird aber mit Rücksicht auf die
excentrische Lage des Feuerrohrs sein Durchmesser nur — 0,4 des Kesseldurch -
messers gesetzt , so lässt sich mit „ 0,4 die grösste Anstrengung der Endplatte ,
welche jedenfalls an ihrem mit dem Feuerrohre vernieteten inneren Rande statt -
findet , mit m ν 3 2zu

maæ. ( Ee ) = 053043 . 0,2028
75

ν c (0,2029 7² 7

schätzen . Gleichfalls mit m = 3 ist dagegen die grösste Anstrengung des cylin -
drischen Blechmantels nach Nr. 280 :

mdd. ( Ee ) 1,805 5
unter die Dicke des hierzu verwendeten Blechs verstanden . Die Nietlöcher
schwächen beide Theile , resp . erhöhen ihre Anstrengungen nahezu in gleichem
Grade , und die Gleichsetzung beider Werthe von mad . ( Le ) liefert :

J¹⁵ 8 27
2 ᷣ0,0562 —

92 0

( 0,0014n ＋ 0,005 (ef. Nr. 281 ) :

71
3

7 V4 50
Dabei isten der innere Ueberdruck in Atmosphären , und man findet 2. B.

2 3 4 5 6
J 07 ＋ 2,96 2,68 247 230 2,16 2,05 .

1 — 0
oder mit 3

2

0
Freilich verursachen die Winkeleisen , welche die Verbindung der Endplatte

mit dem äusseren Blechmantel und dem inneren Feuerrohre Vermitteln , eine we—
sentliche Absteifung der ersteren , und wenn mit Rücksicht darauf ihre grösste
Anstrengung entsprechend n = 0,5 und mn = 3 nur mit

317 5 99
12 ai 7¹ L ( Fr . 296 )

3
Rei ( ER 01976 . — —

277².

II, Moich

aus den 6
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in Rechnung gebracht wird , ergiebt die der obigen analoge Vergleichung :
365

Ian 885dit 5 6
N

0

Immerhin würde es also nöthig sein , zu den ebenen Eudplatten , wenn sie nicht
stärker angestrengt werden sollen , als die cylindrische äussere Kesselwe and , etwa
doppelt so dickes Blech zu verwenden , wie zu dieser .

2,39 2,16 1,99 1,85 1,74 1. 65.

III . Beliebige ebene Platte bei gleichförmig vertheilter Belastung .

a . Allgemeine Formeln .

298 . — Die verhältnissmässig sehr kleine Dicke der Platte sei , wie
in Nr . 283 , mit J7, der auf der Oberfläche gleichförmig vertheilte äussere
Normaldruck mit pro Flächeneinheit bezeichnet . Ausser ihm mögen im

Allgemeinen auch auf den Rand der Platte äussere Kräfte nach der Rich -

tung der Mittelfläche wirken , jedoch so , dass die Ausdehnung , welche da -

durch nach einer gewissen Richtung in der Mittelfläche hervorgerufen wird ,
für alle Punkte derselben gleich gross ist .

Die verbogene Mittelfläche werde auf ein rechtwinkeliges Axensystem

ON , Cy , berogen , so dass die à % Ebene mit der ursprünglich ebenen

Mittelfläche zusammenfällt und die positive 2 - Axe die Richtung des àusseren

Normaldrucks Y hat . Wenn nun wieder , wie in Nr . 283 , die Spannung

C als sehr klein gegen oz und oh vernachlässigt wird , so folgt
aus den Gleichungen :

26 ( 7 0
50 % 26 ( 6 5 — 1e Ex ＋ Ey T E½ ( Nr. 227 )

C, 20 (e,5 — —
it 0 13

nn.
26

7¹
70 „ „ CF . 8mit 0½ uUn 1 1

A
²1

5

38 1
5 6 505 0% A (5 % ͤ

Wenn ferner hier mit ( positiyv nach der Richtung der positiven - Axe )
die Entfernung eines beliebigen Punktes der Platte von ihrer Mittelfläche

bezeichnet und wie in Nr . 283 angenommen wird , dass eine ursprüng -

lich zur Mittelfläche senkrechte materielle Gerade auch bei

der Biegung diese Eigenschaft behalte , so ist , unter

Oden Krümmungsradius des der æ - Axe parallelen und unter

„ 1 5 2 „ Axe 1
17²



260 JZusammengesctate Elasticität und Festigkeit

Normalschnitts der Mittelfläche im Punkte 4 , verstanden , beide absolut

genommen :

E4
0

Dabei gelten die oberen oder unteren Zeichen , jenachdem die betreffenden

Normalschnitte nach der Seite der positiven 2 - Axe convex oder concav sind ;

0y

exo und se sind die als constant vorausgesetzten Ausdelmungen der Mittel -

fläche selbst nach den Richtungen auund / Der analytische Ausdruck von

O& ist vollständig :
9 N GN2 5

5
* 15 270 8 5

VSZJ

77 78
6082 ＋ 2

dad / C0ICο⁰,αν’ - ͥ
7

00⁸2 U1

Unter 4 und ù/ die Winkel verstanden , welche die Tangente des der A- Axe W0

parallelen Normalschnitts beziehungsweise mit der - Axe und der / - Axe

bildet , und Wwo das obere oder untere Zeichen unter denselben Umständen

gilt , wie im obigen Ausdrucke von &. Wenn aber , wie hier vorausgesetzt

wird , die Krümmung der Mittelfliche sehr gering ist , so sind

de

5110
den , also näherungsweise :

und cos , schr klein , cosS , ist sehr wenig von der Einheit verschie -

33 185
＋νναυ ; desgl . IurR

mithin :

0
1 d22

ö
33 5 715 6h, ,

0 22
— 54 70Eu

4
0 0 1 ö 753 0

Dabei sind die Wert

1 1 99
0C* ＋λ ( E 7%0 und C = A 0 4 %0

die Normalspannungen in der Mittelfläche nach den Richtungen der α- Axe

und der / - Axe .
Da ss und e5 constant sind , so folgt aus den obigen Ausdrücken von -

1 6und ey 47
mit Rücksicht auf die Geringfügigkeit der Biegung und wenn die 2 - Axe an uulddie

den ursprünglich in ihr gelegenen materiellen Punkt der Mittelfläche fixirt

gedacht wird :

5 ◻α Eεο Ꝙ οοννοο ν ν8
dαν 695

und damit (ef . Nr . 229 , Gl . VI : Welche
8 J ( 122

6 4⁰
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Aus den früheren Untersuchungen dünner Platten wie dünner Stäbe ist zu
schliessen , dass auch hier z6 und zy nicht minder wie oν von untergeordneter
Grösse sind ; wenn somit nur die im Obigen ausgedrückten Spannungen

OXx, Cy und 22

berücksichtigt werden , so liegt damit der in Nr . 231 betraclitete Specialfall

vor , demzufolge die Hauptausdehnungen ei , è2 und és bestimmt sind durch :

Lei

ä
E ( ⸗In( Kon * zm 6 l .

Die absolut genommen grösste von ilinen ist è2 oder és , jenachdem o &＋ oy

Positiv oder negativ ist ; beide finden parallel der Mittelfläche statt , da ei die

Ausdehnung senkrecht zur Mittelfläche ez ist .

299 . — Damit die Spannungen oαπν ον und 22 für einen gegebenen Punkt

( 4, / der Platte durch die Formeln der vorigen Nummer bestimmt seien ,

muss man 2 als Function von 4 und / , d. h. die Gleichung der gebo -

genen Mittelfläche kennen . Ihre Differentialgleichung wird gefunden
mit Hülfe der allgemeinen Gleichungen ( ) in Nr . 229 , worin

XSFVYE E O und dæ 30

zu setzen ist : 0
A 0

. 4 6499

dοον 6 I7 Cx
t Ae e

60 ,

Wenn man in den beiden ersten dieser Gleichungen für og , ö und 22

die Werthe aus Nr . 298 substituirt , dann in Beziehung auf o integrirt und

I
berücksichtigt , dass 2u und 25 an der Oberfläche der Platte (ar *7)2

da 2 v2 /

d %²ν
³4 92 74

Ach) “( 2 8 )
und die Einführung dieser Ausdrücke in die Gleichung :

0

= Null sein miissen , so ergiebt sich :

. 2

⁴i„Fehe.1 %ο 0 ,

— —
welche wegen 2

2

do 0 ◻οοο

J¹
2
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durch Integration der dritten der Gleichungen ( ) nach v erhalten wird ,
liefert endlich :

C⁴ 125
＋ 2 — 35Guld dſο 9 G 47/¹⁸

Das Integral dieser partiellen Differentialgleichung liisst sich darstellen
unter der Form :

2 4 —5½) ( 0 — = ½ ＋ ( ½) ꝙ̃ ( α ＋. νννν ν ]

O ανιανν ) ν ν ν Ji ) 1 Unendlicht

( 4 = E , worin unmittelbar die in Nr. 287 und 288 gefundenen Gleichun -
gen der gebogenen Mittelfläche einer Kreistörmigen Platte enthalten sind , M.
wenn / = 0 und die willkürlichen Functionen ꝙ, / / O, sämmtlich 0 Wötel
gesetzt werden . “ )

Ein particuläres Integral von algebraischer Form wird erhalten , wenn
( ef Nr . 244 ) gesetzt wird :

9Cα νο Yννινα²νν e Ji ) 380 5 ＋ G¹ ＋ 517/ ＋ d e 92 2¹ο J,0O (αοαονν α ανασ iνf⁰
.

1 14,4 20
5

bs 9
＋ ds (4˙3 3 %2 ) ＋ 63 ( 3² , —/8 ) 4.

＋ d. ( 4eᷣ 6½ KCA ) 51α . ν A
Die Constanten sind durch die Umfangsbedingungen bestimmt , d. h. durch
die Form der Platte und durch die Art ihrer Unterstützung oder Befestigung
am Rande , event . auch an gewissen mittleren Stellen .

*
h. Die Platte ist in Bezichung auf zwei sich recht⸗

Winkelig schneidende Normalebhenen Symmetrisch geſormt
und unterstützt oder beſestigt .

L300 . — In Bezichung auf diese beiden Ebenen , welche als 32 - EbeneD 7 Nr. 300und /s - Ebene angenommen werden , ist dann auch die gebogene Mittelfläche
symmetrisch , weshalb in dem algebraischen Ausdrucke von 2 nur Glieder
mit geraden Potenzen von und / vorkommen können , mithin zu setzen ist :

3
3 ² 4. —/2 ) (02-42. 4 iſeο . . οοονννάi 64,/7J ) f . . A1648 “ 8 5

Ilnen
＋ AI0˙ . = U ＋ dνιt 6ετνσνẽ ) αν] —Y⁴n＋ d ( 15 4, % ＋ 15½ % —%) P . .

gesetzt .
) Um diese Gleichung für 2à als der obigen Differentialgleichung entsprechend zu

Verificiren , kann man bemerken , dass letztere zu zerlegen ist in die beiden Gleichungen
(1 Tfi 12＋⁊7J 12 0²2 ²6

d ꝗαοννι Sedetzt
6f,＋ öWegen == 8 für 7 = (a2 12 272) ( 52 —4 72 3„ 1 . 4 3

lielert:626 4
153und 4 ＋⁰ο ) ονεαe= νά]) ſ(ef. Nr. 244 ) Undsomit;4399R 8 4 5 * 8 5 8

folgt aber aus dem angefühlrten Ausdrucke von 2:
5 — 8 „ 5 2 ＋. 52

5 51 2 W ee e = ½
D8 ( .und daraus sofort : 1425

GC 4g4-οl 4I—¹⁸ Nuddureh
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oder auch mit Zusammenfassung gleichartiger Glieder :

375 6
45 Aa r R¹ f üüe

＋J2ά8 ＋ 5( 092 272 ) 4ç ＋ 5 ( / 292 ) ˙⁷—. 4 ＋ 927/8 ＋P. .

Jede Gruppe von Gliedern von einer höheren Ordnung bringt dabei nur je
2 nèue Constante mit sich .

1. Unendliche Platte , welche in den Knotenpunkten eines Systems von

rechteckigen Feldern festgehalten wird .

301 . — Wenn man in der Mittelebene einer unendlichen Platte zwei

Systeme sich rechtwinkelig schneidender gerader Parallellinien gezogen denkt

so dass je zwei auf einander folgende Gerade des einen Systems den

gleichen Abstand 24 , des anderen Systems den gleichen Abstand 25 haben ,

5 so seien die Durchschnittspunkte dieser Geraden in

f5 ihrer gemeinschaftlichen Ebene festgehalten , während

übrigens eine beliebige Verbiegung aus dieser Ebene

4 heraus stattfinden kann . Alle so gebildete rechteckige

Felder wie 45 C , Fig . 40 , verhalten sich gleich ,

6 Kund es bezieht sich die Untersuchung nur auf ein

ö solches Feld ; die % - Ebene wird in der festen

Ebene angenommen , der Anfangspunkt C im Mittel -

punkte des betrachteten Feldes , die - Axe parallel

den Seiten 26 , die / - Axe parallel den Seiten 25

desselben .

Zur Bestimmung der constanten Coefficienten im Ausdrucke von 2

( Fr . 300 ) dienen zunächst die Bedingungen , dass

2 8
4

0 sein muss für fτ rf˙ und jeden Werth von ½

2

647 45 „5 νεν ＋ 0 1 1 3

ihnen wird entsprochen , wenn

7½; 92 und alle folgenden Coefficienten 0

gesetzt werden , wenn ferner

8
—9A i

Die fernere Bedingung :

I dινσνυν 9I

gesetat wird .

liefert :

und somit wird :

375 8J6. I ta .

Die Coefficienten
Vi

und 9 welche Functionen von 4 und “ sein können— 9¹5 0
8

sind durch die Relation : /1 ＋πe 3
noch nicht bestimmt ; diese Unbestimmt -
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heit wird indessen eingeschränkt durch die Erwägung , dass , wenn man mit

O die der / - Axe parallelen Punktreihen zu festen Geraden zusammen

rücken lässt , wodurch , weil dann wegen / = 52 auch / 0 gesetzt Wer

den muss ,

( 42— 4 Æ
iö 16 . m Hſis .

wird , diese Gleichung offenbar übereinstimmen muss mit der auf die ent -

sprechenden Axen bezogenen Gleichung der elastischen Linie eines beider -

seits unter den Richtungswinkeln = Null eingeklemmten geraden Stabes von
der Länge 2 4, welcher bei rechteckigem Querschnitte von beliebiger Breite

und von der Höhe /½ durch den constanten Druck / ) auf die Einheit der

Oberfläche belastet ist . Diese letztere Gleichung ergiebt sich nach Nr. 61
und 66 wie folgt :

F ( 4² 62) 2 ö

8
2 5 ( 2² 2

5 4 8 ˙2
und es muss also 71 sein für Y O. Ebenso folgt , dass 91 eine

3 n 1 8

8 5 5 8solche Function von d und C sein muss , welche mit 2 O sich auf 2
ö Jei

3 177
reducirt . Wäre = , so wäre natürlich aueh J1 = ＋Hi; setzt man deshalb 0

0
8umnꝛ 8 Iynꝛ1 Æυυε— A e , 9i Æ = ＋ duνε,885 1 0¹

8
8o ergiebt sich wegen 1Æπ οιν,s=. :3

und mit 4

gEßet
A — In 5¹ 3

75 n
„„

2 LJ1⁸ aν ＋ Un * 9*—⁰

Daraus folg A 0 , also 22 O; é& und èà sind also Hauptaus

dehnungen ( mit derjenigen Annäherung , womit schon früher von 2 und

＋ Abstrallirt wurde ) , und wenn man in den Ausdrücken von E&, und e , sub

Nr . 298 die aus obiger Formel für sich ergebenden Ausdrücke von

62

I47
und ferner nach Nr . 227 :

L. 0 1 8 1
e
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4
substituirt , ergiebt sich :

f an ◻ν bn2

1 27
Eey S Oy = ◻ gον α ◻εε ( 02 — 3/ ) A87 753 A* „53 7% v.

8
ex ist am grössten für 4 a, V 4

55

5
und zwar :

87 „ „ „ / Æρ ＋0, v ＋ 5

1
νν

75 7˙²
mαν . ( Bex ) Aꝗαε2 Æ ? if . .

77¹ 4 . Hn

1
3535

Hen ) —5
7¹ 6²

ma . (Hery] = νο Ꝙπ α 4 2ͤ 55N. 7 77˙ 3 — dν＋ Van 72 L55
wobei die letzten Glieder auf den rechten Seiten mit den oberen oder unteren

Zeichen zu nehmen sind , jenachdem die algebraische Summe der beiden

ersten Glieder positiv oder negativ ist .

Der Exponent u ist bei dieser Entwickelung unbestimmt geblieben , und

es scheint dafür nur eine Grenze angegeben werden zu können , welche er

nicht überschreiten kann , damit , wie es offenbar der Fall sein muss , à stets

um so grösser sich ergebe , je kleiner ( absolut genommen ) 4 und / sind ; à)

diese Grenze ist , wenn à , bestimmt durch :

GN 2 l %mn

6 0
9 5

302 . — Die bei der allgemeineren Aufgabe der vorigen Nummer ge -

bpliebene Unbestimmtheit hört auf , wenn 4 = , d. h. eine quadratische

Anordnung der in der %- Ebene festgehaltenen Punkte voraus -

4
gesetzt wird . Dann ist 3

1 5— — 7292 — 7722
f 75 I (0² — 0 ＋ ( ² — )

7˙ 1 42
Nαα . (VDer) G QCοο =＋ εVer e

m²e̊ 1 42
müu . ( ο οο 0 p.LE

*) Hierbei muss freilich bemerkt werden , dass streng genommen in den für 7i und

OSetzten Ausdrücken schon eine willkkürliche Specialisirung lag ; vollkommen ge-
8 un2

e

zu setzen , unter ç‘ und 3 solche Functionen von d und ) verstanden , welche durch Ver -

tauschung von 4 mit 5 gegenseitig in einander übergehen , und von denen à mit 5 ◻ O,

folglich 5 mit 4 ν 0 verschwindet .

9i oben g
rechtfertigt ist es nur , 8 un2

; 6
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Insbesondere für 2 0, / 0 ist

1me Yα
2 mn VIſi

also 2½ 80 gross wie unter sonst gleichen Umständen die Durchbiegung in
der Mitte einer am Rande eingeklemmten kreisförmigen Platte , deren Radius
„* — deren Durchmesser also = der Diagonale des Quadrats 450/ %,
Fig . 40 , ist : ef. Nr . 288 .

Ist ferner insbesondere oοο ε ονν εαt . ον ßs0 ist absolut genommen :

55 — 1 n 1 42
mad . ( Le) „ 5 „

folglich mit 51 0 gleichfalls / so gross wie für die kreisförmige am Rande

eingeklemmte Platte mit dem Radius „ 2 d 2 .

303 . — Nach den Formeln von Nr. 302 ist näherungsweise die Anstrengung
zu beurtheilen , welche die ebenen Platten , woraus der Feuerkasten einer
Locomotive gebildet ist , unter der Einwirkung des im Kessel herrschenden
Dampfdrucks auszuhalten haben . Am Rande sind diese Platten ( bei dem äusséren
Kasten aus Eisen , bei dem der Einwirkung des Feuers unmittelbar ausgesetzten
inneren Kasten gewöhnlich aus Kupfer bestehend ) freilich wegen der hier nöthi -
gen dichten Nietung als stetig eingeklemmt zu betrachten , so dass das Verhalten
der durch die mittleren Unterstützungsbolzen gebildeten quadratischen Platten —
felder sich demjenigen des Feldes einer unendlichen Platte nur um so mehr
nähert , je mehr das Feld vom Plattenrande entfernt liegt ; zunächst dem letzteren
nähert sich das Verhalten demjenigen einer ringsum eingeklemmten quadratischen
Platte : ef. Nr. 305 .

Für die Deckplatte des inneren Feuerkastens ist

S *
zu setzen , weil der Dampfdruck auf die verticalen Seitenwände des inneren
Kastens fast gänzlich von den diese Wände mit denen des äusseren Kastens
verbindenden Bolzen aufgenommen , somit vom Rande der Deckplatte des inneren
Kastens abgefangen wird . Es ist also mit Æ g8:

0

8 4²
. (Le) ÆTÆmdd. ( Le ) 9 J⁴⁰1

31
und 2 ( Kilogr . pro Quadratcentim . ) = Surn , unteren denoder mit mααν. ( Ve) 060

Dampfüberdruck in Atmosphären verstanden :

N.

Z. B. für àd Æν 6en , 1 , 2en unden = 5 ist hiernach : 115 Kilogr . pro
Quadratcentim . Weil aber diese Deckplatte nicht an absolut feste Punkte , son —
dern an schmiedeeiserne Balkeuträger angebolzt ist , welche meist ohne Verstre -

bung mit dem äusseren Feuerkasten nur gegen die oberen Ränder der vorderen
und hinteren verticalen Wand des inneren Kastens sich stützen , somit trotz ihrer

hochkantigen Lage bei ca. 2,5 und 10 Centim . Seitenlänge ihres Querschnitts in
nicht ganz unwesentlichem Grade der eigenen Durchbiegung unterworfen sind ,
80 ist in der That die Anstrengung der fraglichen Deckplatte noch etwas grösser .

Bei den verticalen Kastenwänden werde die æ- Axe horizontal , die

Axe vertical angenommen ; dann ist wieder ο = αε au setzen , o / dagegen ist ,

2. Hechte
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sofern die Deckplatte des inneren Kastens mit der den äusseren Kasten über —
wölbenddlen Kuppel nicht verbunden ist , nicht = Null , sondern negativ für die
Wände des inneren , positiv für die des äusseren Kastens . Wird in beiden Fällen
diese Spannung absolut genommen mit p1 beézeichnet , so ist mit m ◻3 :

8 22
mauæ ( Ie ) bÆν 71 9 77 P.

Dabei ist , wenn 5 und Idie Dimensionen des Horizontaldurchschnitts des innèeren

resp . des äusseren Kastens bedeuten ,

¹ε
* 26 ＋DA

3
also auchk mit p gn :

0
8 qaο

I ).
. mit a = 6, 2 aund

5Æλ 290, 4 - = 100 Centim . für den inneren ,
110 , 1 = 120 äusseren Kasten7 7* 7

ist im ersten Falle x 102 115 217 Kilogr . pro Quadratcentim .
zweiten „ E = 124 115 Q239 5 5

entsprechend einer Pressung für die Wände des inneren , einer Spannung im

engeren Sinne für die des äàusseren Kastens . “ )

2. Rechteckige Platte , welche am Rande ringsum eingeklemmt ist .

301 . — Die Seitenlängen der Platte seien 2 und 20 ; die % Ebene

falle mit der unveränderlichen Ebene des rechteckigen Umfangs der Mittel -

fläche zusammen und zwar so , dass die à - Axe die den Seiten 26 , die /Axe
die den Seiten 25 des Rechtecks parallele Symmetrieaxe ist . Indem hier

eine solche Function von und ' / sein muss , dass

6 dle
9 0 und

%
ist sowohl für = 4 d und jeden Werth von ,
Wie aiehß „ 5 8 5„ 55

müssen , sofern überhaupt 2 als ganze algebraische Function von und

dargestellt werden kann ,

( dꝛ — 4%) 2 und (02 —7½2) 2

Factoren dieser Function sein . Wenn man deshalb

C( aꝛ —4 . ( 02 — /2 ) 2

setzte , unter Ceine von den Dimensionen und der Belastung der Platte ab -

hängige Constante verstanden , so würde freilich diese Gleichung nicht der

) Bei der bedeutenden Druckfestigkeit des Kupfers ist eine speciſische Pressung von
217 Kilogramm zwar nicht bedenklich , indessen ist doch / = 1,2 Centim . die kleinste
Dicke , welche man diesen Kupferplatten bei 12 Centim . Bolzenabstand zu geben pflegt .
Die Deckplatte darf auch nicht schwächer gemacht werden , weil, selbst abgesehen von der

eigenen Durchbiegung der Deckbalken , der oben gefundene Werth von / = 115 Kilogr .
sowohl einer eigentlichen Spannung wie einer Pressung entspricht , die Zugfestigkeit des

Kupfers aber bedeutend kleiner ist , als die Druckfestigkeit .
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partiellen Differentialgleichung in Nr . 299 entsprechen , weil zwischen den Dieg
Coefficienten der Glieder der nach Potenzen von unde ) entwiekelten 1
Function nicht diejenigen Beziehungen stattfänden , welche aus der allgemei -
nen algebraischen Entwickelung von 2 in Nr . 300 sich ergeben . Auch durech

Multiplication mit einer näher zu bestimmenden geraden algebraischen Func -
tion von und / d. h. indem man setate :

22 ( a ? — 22) 2( 02 — ½) 2( 1 ＋f ＋ 99ν,Yαν )
liesse sich in dieser Hinsicht nichts verbessern , indem man immer weniger
zu bestimmende Coefficienten , als zu erfüllende Relationen behielte, ) und es
ist daraus zu schliessen , dass hier überhaupt nicht allen Bedingungen der

Aufgabe durch eine solche algebraische Form von & entsprochen werden kann .
Ein algebraischer Ausdruck von der Form :

. 00 492)2

muss indessen sich ergeben , wenn man eine der Dimensionen à und 5, 2. B.
Jin ' s Unendliche wachsen und damit die Platte in einen nur an zwei gegen —
überliegenden Rändern eingeklemmten Plattenstreifen übergehen lässt . Wenn

man unter diesen Umständen , vor Allem den Randbedingungen entsprechend
und von der zu erfüllenden Differentialgleichung abschend , dennoch

2 ( a² 2 ) 2( 02 — ½2) 2

setzt , so ist die Constante Can die Bedingungen gebunden , dass

f 8 5 0
mit ö = für jeden endlichen Werth von / : 2 ( ²ↄ vgα2 ¹h⁰⁰

j 8 238und mit 3 „ 1 5 5 „ 4 ε
ασν ( 00 αH )

(ef . Nr . 301 ) sein muss ; ihnen wird entsprochen durch die Gleichung :

( ² —
˖92 —

FF

welche , wenn auch mangelhaft begründet und deshalb ohne theoretischen

Werth , doch zu Folgerungen führt , die der Natur der Sache wohl angemessen
zu sein scheinen . Mit ⸗=2 = 0 liefert sie die Durehbiegung in der

Mitte :

7 6ᷣY4
0 2 lis dt ＋ ο

insbesondere mit à«= für eine quadratische Platte : I1 d0

1 7d⁴ 0 1

Malwert

*) Der entwickelte
2—22 ) 2 . ( 52 —) ) 2

* Glieder bis von der 8ten 81 on in Bezichung auf und / ) und es müssten
also ( cf . Nr. 300 ) 1 2 3 6 Relationen zwischen ihren Coefficienten stattfinden ,

4welche , wie man sich leicht überzougt, in der
des Factors

That nicht erfüllt sind. Die Hinzufügung

1 ＋¹ ＋ g9ο
führt bis zu Gliedern der 10ten Dimension , zwischen deren Coefficienten 6 f4 Æ 10 Re—
lationen erfüllt sein müssten , während nur 2 unbestimmte Coefficienten vorhanden sind,
also 8 Relationen unerfüllt blieben u. s. f.
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Die grösste Durchbiegung der letzteren wäre sonach halb so gross , als wenn

nur zwei gegenüberliegende Ränder eingeklemmt , die beiden anderen aber

frei Wären ; auch wäre sie eben so gross , wie die Durchbiegung in der Mitte

bei der am Rande eingeklemmten kreisförmigen Platte (ef. Nr . 288 ) , deren

Radius

insbesondere mit m ρ : πραdν55 = 1,107 à ist . à“)

305 . — Aus der in der vorigen Nummer für æ aufgestellten Gleichung

folgt :
44 2 ( a2 —34 ) . ( 52 —929
ds : I5

2) 2 0 - 23/2 )

— 0¹ ＋54
( 87 (aꝛ⁊— α —½2) ,

dαA ⁴⁴L 6⁴ 5

47 h

IIſjis 4⁴ ＋ 54⁴
für æ 4 5 K

475 ad
„35 0

FEjss di I bi

3 8 1
— 8

3 — ½2 ◻＋ά̃02 .
„d˙ν ν 27 Llůũ ai4¹ f Uli — 85

J2
Nach Nr . 298 ist sonach mit αεμρε und wegen2

1 1
% — οο Hnοεοο ο ᷓαο 2 ο V :Eer Cx 755 0 87 7 7

7 —

10
1 20⁴ 2

Nedb. (Hex) 0 — — ο ε⏑ μ9οai ( Khis Nn a 654 l

1 2 02
mdd . ( Ley) Oο 7 0ο ＋ 54 7⁴⁴

8 mM 2a² αh

mI Aαινανυνν
An den Stellen , Wo és und es am grössten sind , ist 2 0 ; dort dagegen ,
WO 7½ am grössten jist , ist oε ονο unlnd qνο ε ον , folglich der relative Maxi -

malwerth von Le :

33 N＋1

2l (or 0 27
½ ονν α＋να]ᷓ dt . 17)2.

*) Den obigen Bedingungen für die Constante C liesse sich allgemeiner dadurch ent -

sprechen , dass statt ddι . h im Nenner des Ausdrucks von 2à gesetat würde :
4

( In I hn) n; 2. B. ( 42＋. 52)2 oder ( d ＋ Y)4.

Allein dann ergäbe sich für die quadratische Platte 20 nur resp . 80 gross, wie obenD 0 2 8 5

gefunden , was namentlich im Vergleich mit der kreisförmigen Platte unmöglich erscheinen
würde .
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Letzterer ist stets kleiner , als der grössere der beiden Maximalwerthe von
Leèr und Len, , 2. B. für oοο ε f²ννοε

N＋1 8 242 ) 2 4½.
nur ‚M¶ Mmaa. vν 2 =

n 2 2σ gαννι,D¹ I
8 5 3 „9ε νν dem grösseren der beiden Werthe mad . ( Le, ) und ndæ . ( Vehn2 f

115 5 1 1falls à ist . Hiernach lässt sich auch zwischen 42 4? , /½ 3523
und 4 = de, J½

S bs Kkeine wesentlich grössere Anstrengung erwarte n, 410 rn
der Peséfe der Maximalwerthe von es und sy als das iute
Maximum von e betrachten . 3 )

306 . — In einem parallelepipedischen Kaste n, dessen Kantenlängen
f2a, 27 und 2 sind und dessen 6 Wände die gleiche , im Vergleich mit a, 5

und ç kleine Dicke J haben , befinde sich eine Flüssigkeit , welche auf die 9504
fläche des Kastens den Petäschen Ueberdruck Y ausübt . Dann ist für die beiden
Wände mit den Dimensionen 24 und 25 , wenn man annimmt , dass der Total - 1
druck auf jede Wänd sich gleichförmig auf ihren Umf—fang vertheilt indem er die Wirtungs
angrenzenden 4 Wände als Zugkraft in Anspruch nimmt : nen Def

27 26 b0 4 muss u35
46 ◻ (5 0Pĩ e• Gegeben8

Ist à 5, so ist o¹νν = o und somit nach Nr. 305 :
WgenenK

0 1 00 6 244 52mdie. ( Le ) mad . ( Le 2 5 * 9 17
54

Mit Vertauschung der Buchstaben 4, ö, Kkann hiernach für jede Kastenwand die
grösste Austrengung berechnet werden ; sie findet immer statt an der Innenfläche
der Wand in der Mitte der lüngeren Seiten des Umfangs .

Bei einem würfelförmigen Kasten ( a62 = Æ ) ist insbesondere :
n —1 4 0

b , näherungsweise JuPi
würde derselbe durch ein kugelförmiges Gefäss von gleichem Inhalte und glèeicher
Wanddicke ersetzt , so wäre die Anstrengung seiner Wand nüherungsweise (ef .

Gc Wöt

mdtæ. ( Le)

37 —Nr. 268 ) :
( %

r 117
hDütd. LS K = — — 8 — 0

m I . I 7n ＋ I U
3 82

1 656 4 Valso nur — — . — insbesondere mit nm 3 nur ca. — s0 gross wie bein 8 11 6
dem würfelförmigen Kasten .

— 5 5
Forzt.

) Diese Resultate , wenn sie auch nicht streng begründet sind , weichen von der 8Wahrheit doch ohne Zweifel nur wenig ab. Für die am Rande eingeklemmtée quadra - ohej z8 3 8 5 0 5 f 1 dastische Platte ergiebt sich danach eine grösste Anstrengung , die kaum verschlieden ist
von derjenigen , wWelche in Nr. 302 für die in quadratisch angcordneten Punkten festge das andere
haltene unendliche Platte gefunden wurde , und es ist deshalb auch die in Nr. 303 ausge l 0undführte Berechmung der Weande des Feuerkastens einer Locomotive nicht wesentlich fehlerhaft

ass diese Wände von endlicher Grö und am Randemit Rücksicht auf den L mstand , d
als eingeklemmt zu betrachten sind .



ACHTES CAPITEL .

Arbeit der inneren Kräfte .

A. Allgemeine Aufgabe .

307 . — Die Aufgabe bestelit im Allgemeinen darin , die Arbeit oder

Wirkungsgrösse A zu berechnen , welche zu einer gegebenen klei —
nen Deformation eines gegebenen Körpers aufgewendeét werden
muss und welche also der Körper infolge der letzteren in sich aufnimmt .
Gegeben sei diese Deformation des auf rechtwinkelige Coordinatenaxen be -
zogenen Körpers durch die Ausdehnungen und Verschiebungen :

nach den Richtungen dieser Axen in jedem Punkte æ, 7, & nebst den da -
durch mitbestimmten Spannungen :

„ * * V
Ist Vdas Volumen , dV = dde ein parallelepipedisches Volumenelement
des Körpers , so ist 4 = der Summe der Deformationsarbeiten d4 für alle
Volumenelemente däusammen ; dA aber besteht aus den Inerementen 04A＋,
welche den Differentialen

dο gοfν dοε. ον ο ον
d. h. allen unendlich kleinen Incrementen der stetig zunehmenden Defor -
mation von dö entsprechen . Die auf die Zeit als Urvariable sicli beziehen -
den Differentiale der die Deformation betreffenden Grössen sind dabei mit 0.
bezeichnet zum Unterschiede von den Differentialen d, welche sich auf die
räumlichen Verhältnisse des ursprünglichen Körpers beziehen .

Somit ergiebt sich sofort :

AEſd Hοσσ σ＋σ o en o e ναννννανα ] ονα αοσο ,
wobei das erste Integral über den ganzen Körper auszudehnen ist , während
das andere aus 6 Theilen besteht , die beziehungsweise zwischen den Gren -
zen 0 und oν Ü²ν’ ²O und o/ , &, ete . zàu nehmen sind . 2

) Derjenige Bestandtheil von 94 2. B. , welclier der augenblickelichen Spannung on,also der totalen Spannung ord¹οε v⁰ ο im Sinne der u - Ae entspricht , ist
rdæ d ( du. er) Oοαννdæ. duq r dL. 67 9 e ete.

Derjenige Bestandtheil von dA , welcher der Spannung 1s, also der totalen Tangential -
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Der zwischen den 12 Grössen é, / , 6, 1 stattfindende Zusammenhang

gestattet in jedem Falle , auch umgekehrt diese Grössen einzeln zu beréèchmen ,

wWenn die Arbeit 4 und die Art der dadurch hervorgebracliten Deformation

gegeben sind .

308 . — Ist der Körper isotrop , und setat man dann in dem allge -

meinen Ausdrucke von A nach Nr 227 : 8

11 5 10 66
6α A2 • (2 — — 5 8 ＋ W0 2 ＋ =8 ( . 1 ＋ ◻- ＋2 h m 2 ) 7
Worin ν Er＋ ey ＋ E2 ist , ferner

5
6 77 8 5 6 23

80 liefert die Ausführung der Integration in Beziehung auf éł und 5:

8 7* ＋ 77 ＋ ＋7² l. Il. AN

·ů fne ger
m —2 8 7

als Ausdruck der inneren Arbeit durch die Ausdehnungen und .

Verschiebungen im Zustande der grössten Deformation .
*

Ist nur die Art der Deformation gegeben , so lassen sich die 6 Grössen
1

9
1 f 93 1 Vel

e und y für alle Punkte des Körpers durch eine dieser Grössen für einen
aben

Punkt des Körpers ausdrücken ; sie sind also , wenn auch noch 4 gegeben

ist , alle durch obige Gleichung bestimmt , somit auch nach Nr . 229 , Gl . ( III .a)
die Hauptausdehnungen für alle Körperpunkte und dadurch schliesslich die

grösste Ausdehnung é, welche durch die auf den Körper einwirkende Arbeit

Ain irgend einem seiner Punkte nach irgend einer Richtung hervorge -

rufen wird .

309 . — Um die innere Arbeit des isotropen Körpers durch

die Spannungen im Zustande der grössten Deformation ausge —

drückt zu erhalten , hat man in dem allgemeinen Ausdrucke Jr . 307 ) nach dieselb.

Nr . 227 zu setzen : (der
1 1

5
02 ＋ GÆ N. 1 5 C ＋ Oi˖

e
Ken 0

11 1
und

6 333 6 17 ; 7½ L

Die Ausführung der Integration nach c und 2 giebt dann :

1 N 244 N
4 * ( 7n O % ＋ Cον H

„7
4 4

1 7 3
1 ( ＋ ε , 20 AV.

sparnung dοαν ᷣ̃ dem einen oder 1α r der æ- Axe paral -
lelen Seitenflächen von d entspricht , ist :

HAαννõᷣꝰοσαενάνY
oder αα ά (ꝰ⁰‘ ον —
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Ist nur die Art der Deſormation resp . die Art der Einwirkung der
Arbeit 4 gegeben , so lassen sich die 6 Grössen 6 und 2 für alle Punkte
des Körpers durch eine dieser Grössen für einen Punkt des Körpers aus -
drücken ; sie sind also , wenn auch noch 4 gegeben ist , wieder alle durch
obige Gleichung bestimmt , somit auch nach Nr . 229 , Gl . (III ) und (WY) die
Hauptspannungen für alle Körperpunkte , und damit auch wieder die grösste
Ausdehnung 8, welche in dem Körper durch die auf ihn einwirkende Arbeit
A hervorgerufen wird .

310 . — Die vorhergehenden Formeln finden vorzugsweise Anwendung
zur Beurtheilung der sogenannten Stosselasticität und Stossfestigkeit ,
d. h. zur Berechnung der Anstrengung , welche ein Körper erleidet , wenn
eine gewisse Wirkungsgrösse in Form von lebendiger Kraft eines bewegten
anderen Körpers stossweise (plötzlich ) auf ihn einwirkt . Diese Rechnung ist
freilich , wie die folgenden allgemeinen Vorbemerkungen erkennen lassen ,
aus verschiedenen Gründen unsicher .

Wenn zwei freie Massen mn und ng , welche blosse Progressivbewegungen
haben ( Bewegungen mit gleichen und gleich gerichteten Geschwindigkeiten
aller Punkte ) , so zusammentreffen , dass im Augenblicke der Berührung ihre
Schwerpunkte in der Stosslinie ( der gemeinschaftlichen Normalen beider
Körperoberflächen an der Berührungsstelle ) liegen ( centraler Stoss ) , und wenn
çund ci ihre anfänglichen Geschwindigkeitscomponenten nach der Stosslinie
sind ( die grössere absolut genommen , die kleinere oi positiv oder negativ ,
jenachdem sie gleich oder entgegengesetzt gerichtet ist wie 0) , So ist bekanntlich
zu Ende der ersten Periode des Stosses , d. h. in dem Augenblicke , in welchem
der gegenseitige Druck beider Körper am grössten geworden ist und beide

Me＋ miCi

m＋ mi
( der Richtung von e) angenommen haben , die lebendige Kraft

mnm
L = A AE E6h ,

als solche verloren gegangen , nämlich zur Deformation der beiden Körper
verwendet worden . Haben diese Körper im Augenblicke des Zusammentreffens
eine andere , als die oben vorausgesetzte , den centralen Stoss charakterisirende
relative Lage , haben sie ferner nicht blosse Progressivbewegungen oder sind
sie gar nicht frei beweglich , so beziehen sich die Geschwindigkeiten 6, 61
und o nur auf ihre der Berührungsstelle zunächst liegenden materiellen
Punkte und mn, mi bedeuten dann nicht die wahren , sondern die auf jene
Stelle reducirten Massen , welche rechnungsmässig je nach den Umständen
aus den wahren Körpermassen abgeleitet werden müssen . Wäre 2z. B. die
stossende Masse mit der anfänglichen Winkelgeschwindigkeit o um eine feste
Axe drehbar , welche mit dem kürzesten Abstande à senkrecht zur Stosslinie
und in Beziechung auf welche das Trägheitsmoment dieser Masse = J ist ,

dieselbe Geschwindigkeit o 2 nach der Richtung des Stosses

＋
S0 wäre ( S ao und mn

4
2u Setzen .

18Grashof , Festigkeitslehre .
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311 . — Was den gestossenen Körper betrifft , so ist derselbe in

den hier in Betracht kommenden Fällen gewöhnlich vor dem Stosse in Ruhe

(ei ) und ausserdem so gestützt oder befestigt , dass die getroffene

Stelle seiner Oberfläche nicht olime Deformation des Körpers ausweichen kann .

Während diese Deformation sich vollzieht , haben seine verschiedenen Punkte

verschiedene Geschwindigkeiten , welche von der getroflenen Stelle aus nach

den Unterstützungspunkten hin abnehmen , und es bedeutet deshalb in den

Formeln :
7 7— 62

n Y¹
3

7 mnI 2

mi die auf die Stelle des Stosses reducirte Masse des gestossenen

Körpers , d. h. diejenige Masse , welche , wenn sie an dieser Stelle concentrirt

Würe , dieselbe lebendige Kraft hätte , welche alle Massenelemente des Körpers

zusammengenommen in demselben Augenblicke thatsächlich besitzen . Hier

nun tritt eine erste Schwierigkeit und Unsicherheit auf , welche darauf be -

ruht , dass die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des empfangenen Impulses eine

gewisse endliche Grösse hat , so dass derjenige Theil des gestossenen Kör —

pers , dessen Punkte während der kleinen Dauer der in Rede stehenden

Stossperiode überhaupt eine Geschwindigkeit empfangen , bei verhältnissmässig

grossen Dimensionen dieses Körpers sich vielleicht gar nicht bis zu den

Unterstützungspunkten erstreckt , sowie es bei kleineren Dimensionen auch

umgekehrt der Fall sein kann , dass der Impuls ( die Geschwindigkeitsmit -

theilung ) sich durch die Unterstützungs - oder Befestigungsstellen hindurch

bis in die Widerlager , welche selbst elastische , mehr oder weniger nachgie -

bige Körper sind , hinein erstreckt . In Ermangelung von Anhaltspunkten zur

rationellen Berücksichtigung dieser Verhältnisse kann man die reducirte

Masse ni auf Grund der Annahme berechnen , dass der Geschwindig -

keitsimpuls sich gerade bis zu den Stützpunkten , nicht darüber

hinaus , erstreckt , und ferner die Geschwindigkeiten der einzelnen Punkte

denjenigen Verrückungen proportional setzen , welche sie im Gleichgewichts -

zustande , d. h. bei ruhiger Belastung durch eine àussere Kraft erleiden würden ,

die in Bezichung auf Richtung und Angriffspunkt mit dem durch den Stoss

entwickelten äusseren Drucke gleichartig ist . Immerhin aber ist diese Be-

rechnungsweise nur als Nothbehelf zu betrachten , und kann man dabei

ni zu gross oder zu klein finden , jenachdem die Stelle des Stosses von den

Unterstützungsstellen mehr oder weniger weit entfernt ist .

Hätte das fest verbundene System der Widerlager eine unabänderliche

eigene Progressivbewegung , während der von ihnen unterstützte Körper

durch den anderen gestossen wird , so würde im Obigen sich nichts ändern ,
als dass unter den sämmtlichen Geschwindigkeiten die relativen Geschwin -

digkeiten gegen dieses System der Widerlager zu verstehen wären .

315 5 3 5312 . — Wenn die Dauer der in Rede stehenden ersten Periode des
5 5 35 5
Stosses , in welcher die lebendige Kraft L als solche verschwindet , auch

gross genug ist , um in allen Punkten beider Körper Geschwindigkeitsände -
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rungen von endlicher Grösse hervorzubringen , indem an der Stelle des Stosses
und nach der Richtung desselben die Geschwindigkeiten beider Körper ein -
ander gleich = ο ſgeworden sind , während die entsprechenden Geschwindig -
keiten der übrigen Punkte des gestossenen Körpers durch seine Gestalt und
Unterstützungsweise , des stossenden Körpers durch seine Bewegungsart mit
Rücksicht auf die wieder eingetretene relative Ruhie seiner Simmtlichen Punkte
bestimmt sind , so ist diese Zeitdauer doch zu klein , als dass während dersel -
ben alle Massenelemente auch Ortsveränderungen von messbarer Grösse er -
fahren könnten . Die Wirkung der verlorenen lebendigen Kraft L beschränkt
sich deshalb fast ausschliesslich auf eine Compression , Überhaupt eine rela -
tive Verrückung der materiellen Punkte in den der Berührungsstelle zunächst
liegenden Theilen beider Körper , deren Massen s0 kKlein sind , dass ihre
Trägheitskräfte auch bei den sehr grossen Beschleunigungen bewältigt wer⸗
den können , womit diese Verrückungen während der sehr kleinen Zeitdauer
vor sich gehen müssen . Entsprechend den kleinen Räumen , über welche sie
sich erstrecken , sind diese Verrückungen selbst um 80 bedeutender , mit
mehr oder weniger beträchtlicher Ueberschreitung der Elasticitätsgrenze ver -

bunden , so dass sie während der zweiten Periode des Stosses auch nur zum

Theil , meistens zum kleineren Theil wieder rückgängig werden . Ein Theil
von L bleibt deshalb als lebendige Kraft definitiv Verloren ; durch eine ent -

sprechende Temperaturerhöhung giebt sich dieser Verlust zu erkennen .
Der sogenannte Elasticitätscoefficient J, welcher angiebt , ein wie grosser

Theil der lebendigen Kraft L in der zweiten Periode des Stosses

wiedergewonnen wird und welcher somit den Vollkommenheitsgrad
der Elasticität des Stosses misst , lässt sich indessen für bestimmte
Füälle kaum mit einiger Sicherheit angeben , um so weniger , als er nicht nur
vom NMaterial , sondern ohne Zweifel auch mehr oder weniger von der Gestalt
der Körper und ihrer relativen Lage beim Stosse , sowie von der Energie
des letzteren , d. h. von den Massen und von der Geschwindigkeit c abhängt .
Wenn man sonach genöthigt ist , einen der beiden Grenzfälle „ = O oder 122 1

vorauszusetzen , so empfiehlt sich dazu am meisten der erstere , welchem das

wahre Verhalten in den meisten Fällen erfahrungsmässig viel näher kommt ,
als dem anderen . Mit dieser Voraussetzung eines unelastischen

Stosses vermeidet man zugleich eine Schwierigkeit , welche darin besteht ,
dass anderenfalls im weiteren Verlaufe des Stosses die Körper sich trennen

und deshalb noch nachfolgende Stösse in Betracht gezogen werden müssten ,
sofern nicht etwa der stossende Körper aufgefangen wird , bevor er einen

neuen Stoss auszuüben im Stande ist . “)

Der in Rede stehende Verlust an Wirkungsgrösse beschränkt sich natürlich auf
einen Stoss im gewöhnlichen Sinne des Worts , d h. zwischen 2wei ursprünglich von ein -
ander unabhängigen , getrennten Körpern ; er findet nicht statt , wenn beide Körper , fest
zusammenhängend , gewissermassen nur Theile eines einzigen Körpers sind , wie 2. B. bei
dem im weiteren Sinne auch so zu nennenden Stosse , welchen der Schwungring eines
Schwungrades auf dessen Armèe ausübt , wenn die Welle durch ein Hinderniss plötzlich in
ihrer Bewegung gehemmt wird .

1608⁴
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313 . — Die übrig gebliebene Wirkungsgrösse :

¹αεẽ 9² 7¹² 6²1*˖ L S ( n αmniẽ — —N
2 m1 2 m ＋ m%§ q2

wird nun , indem beide Körper in gegenseitiger Berührung ihre Bewegung

fortsetzen , bis mit dem Eintritt der momentanen Ruhe die grösste Deformation

in allen Theilen erreicht ist , nicht nur vom gestossenen Körper in sich auf —

genommen , sondern auch von dessen Widerlagern sowie vom stossenden

Körper .
Die Deformation des stossenden Körpers entspricht dem Gleich -

gewichte zwischen den Trägheitskräften seiner Massenelemente und dem vom

anderen Körper ausgeübten Gegendrucke ; die dazu verwendete Arbeit lässt R

sich in der Regel leicht berechnen , kann aber als durch die vernachlässigte

Wirkungsgrösse , compensirt betrachtet werden , wenn dieser Körper im

Vergleich mit dem gestossenen Körper Klein ist .

Grössere Schwierigkeit verursacht die Nachgiebigkeit der Wider - ⸗

lager , welche ohne Zweifel einen um so grösseren Theil der ganzen dis -

poniblen Arbeit in sich aufnehmen , je grösser die Stützflächen und je weniger D0
sie von der unmittelbar gestossenen Körperstelle entfernt sind , je Kleiner

überhaupt der gestossene Körper ist . Dieser Theil kann 2. B. verhältniss - Verricl

müssig gering sein bei einem langen Seile , welches einerseits befestigt ist

und anderseits stossweise belastet wird ; dagegen ist er bedeutend für ein

auf einem Ambos als Widerlagskörper gehämmertes Arbeitsstück , ja vielleicht

noch bedeutend für den als gestossenen Körper betrachteten Ambos in Be -

ziehung auf sein Fundament , worauf er mit einer grossen Grundfläche ruht .

Die Schwierigkeit wächst , wenn die Widerlager , wie es streng genom —

men nöthig ist , im weitesten Sinne aufgefasst werden , in welchem sie mit

ihren eigenen Widerlagskörpern in letzter Reihe den ganzen Erdkörper um - Weis

fassen . Um in diesem Sinne ihren Einfluss zu berücksichtigen , müsste man Cleie

im Stande sein , das Gesetz zu ermitteln , nach welchem sich infolge eines

auf einen begrenzten Theil der Oberfläche eines unbegrenzten Körpers aus —

geübten Drucks die Spannungen im Inneren desselben verbreiten . Meistens

sieht man sich deshalb genöthigt , den Einfluss der Nachgiebigkeit
der Widerlager unberücksichtigt zu lassen und sich mit der allge -
meinen Bemerkung zu begnügen , dass dadurch die gesuchte Anstrengung
des gestossenen Körpers in einem nicht näher nachweisbaren Grade zu gross

gefunden wird .

314 . — Besondere Erwähnung verdient eine Stosswirkung , welche darin

besteht , dass ein Körper plötzlich der Einwirkung der ihn bela —

stenden Kräfte überlassen wird , ohne dass dabei ein Stoss im ge -
Wöhnlichen Sinne stattfände , bei welchem zwei ursprünglich getrennte Körper
mit einer gewissen relativen Normalgeschwindigkeit zusammentreffen ; wenn

vielmehr auch im vorliegenden Falle die Belastung des gegebenen Körpers
durch Vermittelung eines anderen geschieht , so waren doch beide von Anfang
an in gegenseitiger Berührung und relativer Ruhe und es wird nur der be —
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lastende Körper plötzlich der Einwirkung der an ihm wirkenden Kräfte
überlassen . Dieser Fall findet 2. B. statt , wenn ein Gewicht , wodurch eine
Vertical stehende Säule von Oben belastet werden soll , in Berührung mit
ihrer oberen Fläche plötzlich losgelassen wird , nachdem es bis dahin unab -
hängig von der Säule unterstützt war ; oder wenn das eine Röhre oder ein
Sonstiges ringsum geschlossenes Gefäss ganz erfüllende Wasser , welches An -
fängs nur vermöge seines eigenen Gewichts einen unwesentlichen Druck auf
die Gefässwand ausübte , durch Oeffnung eines Schiebers ete . Plötzlich mit
einer darüber stehenden Wassersäule in Communication gesetzt wird u. s. w.

In allen diesen Fällen ist die Anstrengung des belasteten Kör —
pers doppélt so gross , als bei ruhiger Belastung durch diesel -
ben Kräfte . Im Zustande des Gleichgewichts oder der Ruhe ist nämlich .
der auf irgend einen Punkt der Körperoberfläche ausgeéeübte Druck der ent -
sprechenden Durchbiegung ( Verrückung des gedrückten Punktes im Sinne
des Drucks ) proportional , falls die Elasticitätsgrenze nicht überschritten wurde ,
so dass , wenn Pjener Druek , Y die Durchbiegung im Zustandèe der grössten

Deformation ist , der stetig von Null an gewachsene Druck die Arbeit

verrichtet hat , welche der inneren Arbeit A gleich ist . In der That aber
wurde diese Arbeit dadurch geleistet , dass der Angriffspunkt der eonstanten
äusseren Kraft Pi den Weg p im Sinne von P1 durchlief , und aus der

3
Gleichung Hip ergiebt sich sonach : PS 2H .

Kann der Körper , wenn die plötzlich hergestellte Belastung demnächst

andauert , dem empfangenen Antriebe frei folgen , so wird er in Schwingungen
versetzt , wobei seine Anstrengung in den äussersten Lagen abwechselungs -
weise = Null und eben doppelt so gross , als bei ruhiger Belastung ( dem
Gleichgewichtszustande ) ist .

B . Besondere Fälle .

I. Stabförmiger Körper .

a . Arbeit der Zug - oder Drueck - Elastieität .

315 . — Wenn ein gerader stabförmiger Körper nach der Richtung seiner

Axe , welche als à - Axe genommen werden möge , gezogen oder gedrückt wird ,
so sind ausser c alle übrigen in Nr . 307 genannten Spannungen Null .
Mit oν ε , e& und e , unter L den Elasticitätsmodul nach der Ax -

richtung verstanden , hat man folglich :
L 1

—. — 82 — — 24² νYeν ανεuðάV .
Ist der Querschnitt constant , so sind auch & und è constant , folglich :

Le
4 e
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Die Arbeit , welche der Körper dann insbesondere bis zur sogenaunten

Elasticitätsgrenze durch Zug oder Druck in sich aufzunehmen vermag , ist :

A resp . A4, ,

E( EDO RdDe

2 2

gesetzt wird . Für àç und “ ( Arbeitsgrössen pro Cubikcentimeter , ausgedrückt

Wenn “ (ef . Nr . 4)

in Kilogramm - Centimetern ) ergeben sich mit den Mittelwerthen von I , ( E) 0
und ( 6“) nach Nr . 14 beispielsweise die folgenden Werthe :

0 ( 6U) “ ˖ Jind

Holz ( Paserrichtung ) [ 112000 0,0018 0,00150,181 04126 .
Güss ses ; 1000000 60,00075 0,0015 0,281 1,125⁵

2500000 0,0017 — 3,612 —

Schmiedeeisen . . . . 2000000 0,0007 0,0007 0,490 0,490
Feiheee ; ß 1750000 0,00080,0008 0,560 0,560
Eisendraltk . 2000000 00012 — 0,20 —

Wenn der gerade stabförmige Körper von constantem Querschnitte am

einen Ende festgehalten ist , während er am anderen gestossen wird „ s0 ist

E ,seine auf die Stossstelle redueirte Masse ( Fr . 311 ) : m1

unter W die wahre Masse des Körpers verstanden .

Wenn ein solcher Körper nach der Richtung seiner Länge frei beweglich
ist und gegen einen anderen stösst , so nehmen im Zustande grösster Defor -

mation à und proportional dem Abstande von der freien Hinterfläche bis

zur stossenden Vorderfläche zu , und wenn é und d die Maximalwerthe sind , 1

So ist die entsprechende Arbeit :

— —
67

V.

0
316 . — Ist der Querschnitt 7 nicht constant , so sind o und e durcl

Von einem zum anderen veränderlich und zwar demselben umgekehrt propor — nätsie
tional :

4 6 1
cnit

unter oo und éo die Werthe von und è im Querschnitte J verstanden .
Mit d / Lidæ wird dann

e fer Feale
2

wWobei die Integrale über die ganze Länge “ des Körpers auszudehnen sind .

Ist insbesondere 77 eine ganze algebraische Function 2ten Grades des

Abstandes von einem in der Axe angenommenen festen Punkte :

HFS d Æτ bae ＋ 3*
worunter z. B. alle Umdrehungskörper , entstanden durch Um —

drehung einer Fläche 2ten Grades um eine ihrer Hauptaxen ,
sowie auch namentlich alle Prismoide begriflen sind , d. h. Körper , welche
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dadurch entstanden gedacht werden können , dass ein veränderliches ebenes

Eek , dessen Eckpunkte in beliebigen festen Geraden bleiben , parallel einer
festen Ebene sich fortbewegt , so ist , jenachdem

4 ◻ 44 = 2

5
5 ＋ ½eαν 0

. 83
4

positiyv oder negativ ist ,

dαν

54＋. 269— MQd. coly
— 4

Sind J % und /i die Endflächen oder Querschnitte an den Enden des Kör -

pers , Y der Querschnitt in der Mitte , und ist à der Abstand eines beliebigen

Querschnitts von Vo, so ist :

Vo - 2F ＋ VI

———

——

( arc . cotꝗ =
4 5

3 * = E05 f
C0Æ

7²

Zur Gruppe der Prismoide gehören als besonderer Fall die pyramidalen

Körperz für solche ist :

7 VEI
. II

2

und das zunächst in der unbestimmten Form & erscheinende Integral findet

man einfach :
σα U

3 Heo ?ꝯ 3 0⁰²
1 . 68wWomit A4

n
F0

15 27l 7
wWird.

Ist Jo die kleinere Endfläche , so sind doο und ss die grössten Werthe

von o und èe, also massgebend für die Wirkungsgrösse , welche der Körper
durch seine Ausdehnung oder Zusammendrückung ohne Gefahr einer über⸗

mässigen Anstrengung in sich aufnehmen kann , und man erkennt , dass mit

Rücksicht hierauf die Zugabe an Masse , d. h. die Vergrösserung des Quer -

schnitts , nach dem anderen Ende hin nicht nur unnitz , sondern sogar schäd -

lich sein würde , indem 4 bei gleichen Werthen von Jund & im Verhältnisse

VUi : VV kleiner wäre , als bei constantem Querschnitte Fo. “) —

Ist „½ die specifische Masse des Körpers , und ist derselbe mit der End -

fläche Vi festgehalten , während er an der anderen Jo gestossen wird , so

ist seine auf letztere 1 reducirte Masse ( Fr . 311 ) :

22 0.0
1 I (7 13 6 J5

nd
45

*) Wenn ein gestossener Körper sich gegen einen Widerlagskörper von unbegrenzter
Ausdehnung stützt (z. B. die Holzunterlage des Ambosses eines Dampfhammers gegen den
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gesetzt und unter & der Abstand des beliebigen Querschnitts 7 von V ver⸗
standen ist . Für den pyramidalen Körper insbesondere ( ganze Masse

VM) ist :

R 17
„

d. h. eben so gross wie für einen prismatischen Körper von gleicher Länge
und vom Querschnitte J (ef . Nr . 315 ) .

317 .— Spannung eines Förderseils beim Anlassen der Maschine .

Wenn , nachdem das Förderseil eines Schachtes oder einer , Strecke an das
ruhende Fördergefäss angeschlagen resp . der beladene Wagen auf die am Seile
beständig befestigte Förderschale aufgefahren ist , die Maschine angelassen wirdd ,
80 stellt sich in dem Anfangs schlaffen Seile eine schnell , aber stetig wachsende
Spannung her , welche demnächst wieder abnimmt und infolge von Osecillationen
mehr und mehr die dem Zustande ruhiger Belastung entsprechende Grösse an -
nimmt . Der Vorgang ist nicht einem Stosse im gewöhnlichen Sinne zu Vergleichen ,
und es ergiebt sich vielmehr die Maximalspannung am deutlichsten durch dièe
folgende Ueberlegung . Es sei :

E—die in Bewegung zu setzende träge Masse ,
5
I der Widerstand im Beharrungszustande ( bei einem seigeren Schachte

dem Gewichte P der belasteten Förderschale , sonst aber
cdie Geschwindigkeit , “ die Länge , Fder Querschnitt ,

der Elasticitätsmodul des Seils .
Nach der Zeit -, von dem Augenblicke an gerechnet , in welchem das Seil

gerade gestreckt , aber noch nicht gespannt ist ( abgesehen von seinem eigenen
Gewichte , welches überhaupt hierbei ausser Betracht bleiben Soll ) , habe das
Fördergefäss den Weg s zurückgelegt und sei die totale Spannung des Seils

(8 geworden ; dann ist :
425

A＋8N .
9 diꝛ⁊

In demselben Augenblicke hat sich das Seil um c = s Verlängert , und es ist deshalb :
t —8 t —88 = —. — — Wenn 1

5

Erdboden ) , so erstreckt sich die Stosswirkung auf einen Theil des Widerlagskörpers vonunbestimmter Länge ( Höhe) J, dessen Querschnitt von der Stützfläche Jo aus nach irgendeinem Gesetze bis Ji zunimmt . Nimmt man an, dieser Körpertheil habe eine pyramidaleForm , und bezeichnet mit „ die Héhe der Ergänzungspyramide , 8o ist
Fo J1 J5

Æ ‚ , Wenn 7 viel 1.
I I＋ N

Würde also dieser Körpertheil nur comprimirt , so wäre
2994 2

27 Fol .
die von ihm aufgenommene Arbeit , und wenn auch thatsächlich diese Deformation nicht
ohne Verschiebungen vor sich gehen kann , so erkennt man doch Wenigstens die Möglich -keit , dass eine unendlich grosse Widerlagsmasse nur eine endliche Arbeit in sich aufnimmt ,obschon die Stützfläche eine endliche Verrückung erleidet .
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gesetat wird ; dieses 3 ist die der Spannung P entsprechende Verlängerung des
Seils . Hiernach ist auch :

1 d²5 ( — 1

9 dtꝛ
²e 9 PI Hiljder ( et = iIioder
75 ( Ct = =J1)) wenn 41

7
J

EI
der der Spannung N entsprechenden Verlängerung des Seils gesetzt wird .
Die Integration dieser Differentialgleichung giebt , nachdem die beiden Constanten
mit Rücksicht darauf bestimmt worden sind , dass

A¹

zusammengehörige Werthe sein müssen :

folglich 8 —8 f 7
0

olgli

7 * ( — 454
9⁴ 83 1

Der Maximalwerth von § tritt periodisch ein nach den Zeiten :

f 5
1 4 σσee 15427%⁵ 1

Die dabei ausser Acht gebliebenen Nebenwiderstände sind für das erste Maxi -
mum noch unerheblich und es ergiebt sich dasselbe im Verhältnisse zu P :

8 1¹ C

925 0I
Bis zum Eintritte dieses Maximums hat (ef. Nr. 315 ) das Seil die Arbeit :

( S : F) ꝛ 8²⁷ 8 „ „
„ 1 567

in sich aufgenommen , wie sich durch eine directe Vergleichung der hierbei in
Betracht kommenden Arbeiten und lebendigen Kräfte nicht ohne Schwierigkeit
ergeben hätte .

Bei horizontaler Streckenförderung sind und 31 verhältnissmässig
klein , und ist also

43

85 0²
Anur wenig = Y = .

29
Für einen seigeren Schacht als den ungünstigsten Fall ist R Æ P, 1 Æ◻ν
— 7p 2 2

4 3 1 „ „ 3 % ＋ 332 794 2 9 29

8 I˙
und 1＋ — 1 1 EE

25 * 9 4

Ist der Durchmesser des Drahtseils der Formel d = 9 Jentsprechend

genommen , so ist bei der Belastung P die specifische Spannung des Eisendrahts :
8

859 Kilogr . ( ef Nr. 29) ,

wobei unter F die Summe der Querschnitte aller Drähte verstanden ist , wie es

geschehen muss , wenn L = 2000000 ( als Mittelwerth für Eisendraht nach Nr. 14)
gesetzt wird . Damit wird :
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und wenn der Draht nicht bis zur Elasticitätsgrenze angestrengt werden s0Il , 80

muss (ef. Nr. 14) :

5 — also mit 9 = 9,81 : J 73,7c7

Meter sein , unter die Seilgeschwindigkeit in Metern pro Secunde verstanden . K
Bei kleineren Seillängen und grösseren Geschwindigkeiten ist eine elastische

Verbindung ( Stahlfeder oder Kautschukpufſer ) zwischen Fördergeffäss und Seil

zum Schutze des letzteren nöthig ; hat dieses elastische Zwischenglied solehie 4
Verhältnisse , dass es um eben so viel durchgebogen , resp . zusammengedrückt ,
wie eine Seillänge Ii bei gleicher Belastung ausgedehnt wird , so hat - es dieselbe

Wirkung , als ob das Seil um Ii länger wäre , als es wirklich ist .

318 . — Der Fallbär eines Pampfhammers habe das Gewicht C; er werde
als ein prismatischer Körper vorausgesetzt mit dem Querschnitte Fund der Länge J.
Der Elasticitätsmodul sei Æ . 50

Der Ambos sei von pyramidaler Form ; obere ( kleinere ) Endfläche = Ve,
terstützt

untere = Vl, Höhe = i , Gewicht = Ci, Elastieitätsmodul Ei . Er ruhe auf Metungs
einer Holzunterlage , welche auf der Basis mit der Höhe I½ prismatisch 2
aufgebaut ist ; das Gewicht dieses Holzkörpers sei = Qn, der Elastieitätsmodul f

Iiz nach der Richtung E, d. h. normal gegen die Faserrichtung der horizontal

liegenden Balken .
Wie gross ist der Pruck des Holzkörpers auf den Erdboden , wenn

der Hammer aus der Höhe , auf die Bahn des Ambosses niederfällt resp . auf
ein darauf liegendes Arbeitsstück ( in welchem Falle „ die Fallhöhe bis zur oberen
Fläche des durch den Schlag zusammengedrückten Arbeitsstücks bedeutet ) ?

Nimmt man an, dass der Stoss im engeren Sinne nur zwischen Fallbär und Wer

Ambos stattfindet (d. h. dass in dem Augenblicke , in welchem alle horizontalen
Schichten des Fallbärs dieselbe Geschwindigkeit = Mderjenigen der Bahn des Am-
bosses angenommen haben , der Geschwindigkeitsimpuls sich nur gerade bis zur
Basis Vi des Ambosses erstreckt ) , so ist (ef. Nr. 313 und 316 ) nach Abzug des
Verlustes :

5
* — 33 ◻ — —

Eπενν οι
der bei Vorhandensein eines den Schlag unmittelbar empfangenden Arbeitsstücks
fast ausschliesslich zu dessen bleibender Deformation verwendet wird , die übrig
bleibende Wirkungsgrösse :

0
in hte

27＋ 33.

Dieselbe comprimirt den Fallbär , den Ambos , den Holzkörper und bis zu gewisser 1
Tiefe auch den Erdkörper , von welcher letzteren Wirkung in Ermangelung der

nöthigen Anhaltspunkte abstrahirt wird . Sind dann 4, Al und 42 die von den
drei ersteren Körpern im Augenblicke der grössten Compression aufgenommenen
Arbeiten und ist dabei P der Druck in allen Horizontalschnitten von der Basis
des Holzkörpers bis zur oberen Fläche des Ambosses ( Von hier bis zum oberen
Ende des Fallbärs nimmt der Druck stetig bis Null ab ) , so ergiebt sich nach
Nr. 315, und 316 :

P2⁷ 52¹

2 ZE¹⁹IE
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und hat man also für P die Gleichung :

2 J I1 0²
2 Cσ8e EH ˙ νν

Die Arbeit der Schwerkraft C i C2, welche der mit der Compression ver -
bundenen Senkung des gemeinsamen Schwerpunktes aller drei Körper entspricht ,
kann ohne Zweifel als reichlich aufgewogen betrachtet werden durch die ver -
nachlässigte Arbeit , welehe zur Compression des Erdbodens verwendet wird , und
welche trotzdem vielleicht verursacht , dass Y durch obige Gleichung noch wesent -
lich zu gross gefunden wird . Der gesuchte Maximaldruck auf den Erdboden ijst
indessen um Ci Cn als denjenigen Druck , welcher schon vor dem Stosse vor —
handen war , grösser als B

U.

h . Arbeit der Biegungs - Elastieität .

319 . — Ein gerader stabförmiger Körper sei auf irgend eine Weise
unterstützt oder befestigt und durch gegebene äussere Kräfte belastet , deren

Richtungslinien die als &- Axe angenommene Stabaxe schneiden . Bei Ver -

nachlässigung der Schubkräfte und der durch die unmittelbare Wirkung des
Drucks auf die Oberfläche bedingten Pressung sind dann wieder ausser G
alle übrigen in Nr . 307 genannten Spannungen = Null , und erhält man wie

in Nr . 315 mit σε ο, d = und Q I die der Biegung entsprechende
Arbeit der inneren Kräfte :

275

,
Nod V.

Wenn die Richtungslinien der äusseren Kräfte in einer Sym -
metrieebene des Körpers liegen und die Stabaxe rechtwinkelig

schneiden , so ist , wenn

M das Spannungsmoment , JJ das Trägheitsmoment eines Querschnitts
in Beziehung auf die Biegungsaxe ,

AA, einen im Abstande 7) der letzteren parallelen Flächenstreifen des

Querschnitts bedeutet ,

mit GE Me —. (ef . Nr . 43 ) :

2 4

＋5 277 AAda,
das Integral auf die ganze Länge des Stabes bezogen .

In der Regel handelt es sich darum , diejenige innere Arbeit zu kennen ,

welche einer gegebenen Maximalspannung oder Pressung = I*
entspricht , während nur die Art der Belastung (die Angriffsweise und das

Grössenverhältniss der Ausseren Kräfte ) gegeben ist . Durch eine der äusse -

. —

ren Kräfte P lassen sich dann alle übrigen , sowie auch æ mda . (50,
unter üden grössten Absolutwerth von 7 für den betreffenden Querschnitt

verstanden , ausdrücken , und die Elimination von V liefert A ausgedrückt

durch & und durch die gegebenen Elemente , durch welche das Material und

die Dimensionen , sowie die Art der Unterstützung resp . Befestigung und der

Belastung des Stabes charakterisirt sind .
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320 . — Erfährt der Stab nur an einer Stelle Ceinen Ausses
ren Druck , 2. B. infolge eines transversalen Stosses , so kann man be⸗
merken , dass die innere Arbeit 94 , welche dem unendlich kleinen Zuwachs
op der Durchbiegung bei Centspricht , natürlich der Arbeit Foy des det
augenblicklichen Durchbiegung Y im Gleichgewichtszustande entsprechenden
äusseren Drucks 7 gleich sein muss , und indem nach den betreffenden Re —
sultaten des zweiten Capitels p und J , P und & nach bekannten Verhält⸗
nissen einander proportional sind , erhält man sofort auch

4̈Pop nach bekanntem Verhältnisse Proportional 42.
0

Ist insbesondere der Querschnitt constant 2 J , und die Länge Di
des Stabes , so wird 1 J²IE5 Ig. 10mit ◻¹ 2.

oder mit maα . L = 5P , also * 7 Mack. M = 8 ¹ % 5
at .

46—— 0 * Lutersel

110n0oder endlich mit J ερεεund J : 8

ö ⁴ Gασνάορ

Dabei sind die Zahlencoefficienten & und 5 von der Art der Unter —
stützung des Stabes und von der Lage des Angriffspunktes des àusseren
Drucks abhängig , während 5 durch die Querschnittsform bestimmt ist .

Ist 2. B. der Stab am einen Ende befestigt , am anderen , freien
Ende angegriffen , so ist (ek. Nr . 54 ) : Vie G.

1 0 1
4

8 . 3
ist er beiderseits unterstützt und in den Abständen à und 5 von uud es
den Enden angegriffen , so ist (el . Nr . 80 ) :

429 5
ie

für jedes Verhältniss 75 ist er beiderseits unter den Richtungswin -
keln = Null eingeklemmt und in den Abständen d4, b von den
Enden angegriffen , so ist , wenn 4 U (ef . Nr . 63 ) :

4
I 6 i 3

Was betrifft , so ist 2. B.

für den rechteéckigen Querschnitt : *3ůW 3

kktert, yy

1
„ »„ kreisförmigen oder elliptischen Querschnitt :

8 45 8 il N„ » ringförmigen Querschnitt : )

wenn »1 der innere , „ uder äussere Radius ist .
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321 . — Wenn durch ein Hinderniss die Winkelgeschwindigkeit
einer Schwungradwelle plötzlich um “ vVerkleinert wird , so wirdn
die überschüssige lebendige Kraft des Schwungrades , nämlich :

1 85 Jn - —IN2 4 21 —1 13
8

M2
8 70 2

¹ 0 —
2

M. 400 ,

unter „ = rio die anfängliche Geschwindigkeit der Mittellinie des Schwungringesund unter M die auf letztere reducirte Masse des ganzen Schwungrades verstan -
den , vorzugsweise auf die Biegung der Arme Verwendet , und es fragt sich
einer wie grossen plötzlichen Aenderung von dieselben 6K
Gefahr widerstehen können ?

Die Biegung der Arme geschieht auf die in Nr. 69 erörterte und durch
Fig . 10 versinnlichte Weise , und es findet bei Voraussetzung eines constanten
Querschnitts Fder Arme das grösste Spannungsmoment sowie die grösste
specifische Spannung oder Pressung * im Querschnitte bei 4 zunächst der Nabe
statt . Mit Beibehaltung der in Nr. 69 erklärten Bezeichnungen , nur mit dem

5
Unterschiede , dass nicht —, sondern Y den auf die Mittellinie des Ringes redu -

eirten Druck für einen einzelnen Arm bedeuten möge , ist jener Nummer zufolge :
2¹ 332— LAI Æ◻ οe =ꝗ

während aus dem allgemeinen Ausdrucke von Ain Nr. 61 mit
1＋ 4

2E 2¹α 3a

Die Gleichsetzung beider Ausdrücke liefert :

algαοue =)

und es ist folglich der Weg des Drueks P:

„ * 6

sich ergiebt :
—NA4

73

D = 77 „5 E E7 E K666

und somit die bis zum Eintritte dieses Drucks Y von dem betreffenden Arme
aufgenommene Arbeit :

7² D＋ ( r - =)
12EE¹ lAν⁰d

Die Elimination von Y zwischen dieser Gleichung und
2 21＋ 336 ꝗe

◻ν αννι ν P‚οο ν ρεεεiLe7 ee
3⁰ 2α⁰ 7

A4 Dan

liefert , wenn Y = es gesetat wird :

„ „ FEA
20 — ) ( 2 ＋ 3qh

und es ist dies die vom ganzen Armsysteme bis zum Eintritt der Maximalspan -
nung E aufgenommene Arbeit , wenn jetzt unter Y die Summe der Quer -
schnitte aller Arme verstanden wird .

Mit durchschnittlich 4ů 15. wird :
5 15

1
4 0%2676 ½ % „ In

5 rPrr .
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und mit 15 für Arme von rechteckigem Querschnitte :5
Stal

7²
43 Vn Kilogramm - Centimeter ,2L

falls Vr in Cubikcentimetern , oder
1²

4 HQ892—5 Vn Kilogramm - Meter ,

wenn Vr in Cubikmetern ausgedrückt wird , oder endlich :
3 A50U1

4
75 27 L Kil . - Utr ,

100l
wenn à das Gewicht von einem Cubikmeter des Materials und == Frg Kil . das 1. B.
Gewicht des ganzen Armsystems , mit dem Querschnitte Y vontder Axe bis zur Li8ch
Mittellinie des Ringes gerechnet , bedeutet . 15

Ist nun e das Gewicht des Schwungringes und 9die Beschleunigung der
munmSchwere ( ebenso wie » auf das Meter und die Secunde als Einheiten bezogen) ,

80 ist auch :

Sollen die Arme nur bis zur Elasticitätsgrenze angestrengt werden , 80
*² 85 5ergiebt sich , wenn 5½ dem kleineren der beiden Werthe &“ und &“ in Nr. 31527³

gleich gesetzt wird ,

für gusseiserne Arme mit = 7200 , 975 0,281 :
15

4⁰ 3 ode
K 4 55 2 UIne

9 8 5und für schmiedeeiserne Arme mit 7800 , 8* 0,49 : 000

1 0 80lb
— 1² τ 1 . ,10 — .

R＋ 2=3

2

1²4⁰⁰⁵ͤ

Man erkennt hieraus , dass es nur ein sehr kleiner Theil der im Schwungrade
gewöhnlich angesammelten lebendigen Kraft ist , welcher ohne Gefahr zur Biegung
der Arme verwendet werden kann . “ )

) Es sind bei dieser Rechnung nicht nur die in der That hier unwesentlichen Tan -
gentialspannungen vernachlässigt , sondern auch diejenigen Normalspannungen , welche als
Folge der Centrifugalkraft schon vor dem Eintritte der Biegung vorhanden waren . Diese
Spannungen lassen sich nach Nr. 164 berechnen , und wäre dann / um den entsprechenden 0
Betrag noch kleiner zu setzen . Indessen lässt sich dieser Einfluss im Allgemeinen wohl ehdadurch als aufgewogen betrachten , dass ein Theil der lebendigen Kraft L zur Verdrehungder Schwungradwelle verbraucht wird .
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322 . — Ist der Stab als Körper von gleichem Widertande ge -
staltet , d. h. ist

Me
Jfür alle Querschnitte (ef . Nr . 110 ) ,

80 ist nach Nr . 319
85

4³ *Nd. =3 . Ka⸗ —— 7

also unabhängig von der Art der Unterstützung und Belastung und bei ge -
gebener Querschnittsform proportional dem Volumen . So können

ö 2. B. zwei Stahlfedern , von denen die eine wie der in Nr . 111 ( parabo -
lische Feder ) , die andere wie der in Nr . 312 bestimmte Körper ( Drei -
eeksfeder ) gestaltet ist , bei gleichem Volumen Vund gegebener Maximal -

spannung „ dieselbe Arbeit 4 in sich aufnehmen , und zwar bis zur Elasti -
citätsgrenze mit

1 14

7³◻ und
53 3,6 ( Nr. 315 ) 90

Kilogr . - Mtr . , wenn Vdas Volumen in Cubikcentimetern ist .

Ebenso wie die Dreiecksfeder verhält sich auch eine aus mehreren auf -

einander gelegten und in der Mitte durch eine Fassung zusammengehaltenen
Stahlschienen gebildete sogen . Schichtfeder , wie solche bei Eisenbahn -

fahrzeugen gebräuchlich sind , eine solche Gestaltung der einzelnen Schienen

Vorausgesetzt , dass sie , längs der Mittelebene zerschnitten und in ihren
15 Hälften symmetrisch neben einander gelegt , die Körperform Nr . 312 bilden .

In Beziehung auf die aufzunehmende Wirkungsgrösse ist es gleichgültig ,
ob bei gegebenem Volumen eine solche Feder aus vielen dünneren oder

aus wenigen dickeren Schienen zusammengesetzt , ob sie ferner länger
oder kürzer gemacht wird ; von wesentlichem Einfſusse sind dagegen diese

Umstände auf die Grösse des Drucks und der Durchbiegung d „ welche
5⁰0

der Maximalspannung J entsprechen und welche wegen A4 einander

selbst bei gegebenem 4 proportional sind . Wegen

Pls³
* 4 ,3 67 11

½5 Fr . 112 ) ist nämlich auch :
757

d. h. die Durchbiegung der Schichtfeder proportional dem Quadrate der von

ö der Fassung ab gerechneten Länge JIder halben Feder und umgekehrt pro -

portional der Dicke ) jeder einzelnen Schiene . Die schwache Krümmung ,
welche die Schienen im Zustande der Nichtbelastung zu haben pflegen ,
Andert diese Resultate nicht wesentlich ab .

323 . — Wenn auf den geraden stabförmigen Körper ein Stoss im

engeren Sinne ausgeübt wird durch eine fremde Masse mn, welche ihn

senkrecht zur Axe mit der Geschwindigkeit ç trifft , so ist zur Berechnung

der Wirkungsgrösse , welche bei Voraussetzung eines unelastischen Stosses
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Ubrig bleibt und vorzugsweise zur Biegung des getroffenen Stabes verwendet

wird , nämlich : VVVVÆ—
mNTn1 (Ir . 313 ) ,

die Kenntniss der auf den Stosspunkt reducirten Masse mi des

getroffenen Stabes erforderlich . ist nach der Annahme in

Nr. 311 :
mi 10. be⸗

wenn / / die specifische Masse des Stabes und 2 diejenige Durchbiegung
eines beliebigen Punktes der elastischen Linie bedeutet , welche im Gleich -

gewichtszustande der Durchbiegung d ihres in der Stosslinie liegenden Punktes

entspricht . i
Insbesondere bei constantem Querschnitte findet man , unter lung

S fufil die wahre Masse des Stabes für seine wirksame Länge I ver -

standen , llet,
wenn der Stab am einen Ende befestigt ist und am anderen , freien
Ende gestossen wird (ef . Nr . 54 ) :

J＋. 35 N — 0,236 ;

wenn er beiderseits lose gestützt ist und in den Abständen a , 5

von den Enden gestossen wird (ef. Nr . 78 ) :
M. a5 ε . ο 3α＋ν οs

55 1400

insbesondere für 2 2 m1 558 0,486M ;

wenn er beiderseits unter den Richtungswinkeln = Nullſeinge -
klemmt ist und in den Abständen a , ö von den Enden gestossen
wird (ef . Nr . 61 ) : 05Uer4 ＋ 53 4 ＋ U5

N1 Æ
＋ 35 55 ＋ 16

5 ＋3 WüT) A 5
5 7 13 0

insbesondere für 4 2 νe 35
M 2 0 „ 371 M. M. 90

324 . — Eine Biegungsarbeit ist u. A. auch dann zu verrichten , wenn es
sich darum handelt , einen stab - oder bandförmigen elastischen Körper
auf einen Cylinder aufzuwickeln . Diese Arbeit 4 kann nach Nr. 319 : Dabei i.

24 fu¹ν,u d 2 1νẽD
2

Uαe

und dabei , wenn „ der Radius des Cylinders , bis zur Mittellinie des aufgewickel -
ten Körpers gerechnet , und J die Länge des letzteren ist ,

gesetzt werden , indem in allen Punkten eines bandförmigen Elementes , dessen
Querschnitt ein der Biegungsaxe im Abstande „ paralleler Flächenstreifen d
des constanten Querschnitts Y ist , dieselbe Ausdehnung e hervorgerufen wird .
Damit wird :

5072¹
4 — 2 ͥν ” 3
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Wenn 2. B. ein unter der Spannung P stehendes Seil auf eine Trommel
gewunden wird , so ist die der aufgewun denen Seillänge 1 entsprechende Nutz -

e Arbeitsverlust durch den Biegungs -
wWiderstand ( die sogenannte Steifigkeit des Seils ) :

4 E¶I
7 P

arbeit = PI , also der verbält

des Seils an der Auf -Derselbe giebt sich durch eine gewisse Abepenrudt 0
Wickelungsstelle zu erkennen , wofür man hat :

3 354 7 ＋ÿd

Wird das Seil über eine Leitrolle hinübergebogen , so wird CGollkommene Ela -
sticität vorausgesetzt ) die vorher aufgewendete Biegungsarbeit bei der Abwicke⸗ -
lung wieder ausgegeben , indem auch hier die Ab

—8 rrung à eintritt . —
Wenn die Versuche lehren , dass die Steifigkeit der Seile anderen Gesetzen

folgt , die nur eine empirische Bestimmung n , 80 liegt der Grund haupt -
sächlich in ihrer discontinuirlichen Beschaffenheit , welche eine gegenseitige Ver -
schiebung der einzelnen Fäden oder Drähte und 3 dessen einen Reibungs -
widerstand bedingt , der anderen Gesetzen folgt , wie der Biegungswiderstand
eines stetigen Stabes , und welcher namentlich auch nicht nur bei der Biegung
des geraden , sondern nicht minder bei der Gera destreckung des gebogenen Seils
überwunden werden muss .

e . Arbeit der Drehungs - Elastieität .

325 . — Wenn ein gerader stabförmiger Körper , dessen Länge = Iund
dessen constanter Querschnitt = H

sei , um seine als 4 - Axe angenommene
Axe verdreht wird , so sind alle in Nr . 307 genannten Spannungen ausser 2
ind 22 = Null , die letzteren aber gleich für gleich gelegene Punkte aller

Querschnitte . Ist also das Material des Stabes isotrop oder wenigstens der
Art homogen , dass es gleich beschaffen ist nach allen Richtungen , welche

mit der Stabaxe gleiche Winkel bilden , so liefert die allgemeine Formel in
Nr . 307 mit

7 Gyy ; * 657 272 ＋ 2322 3 G SIAH :

4
2 .

², .

Dabei ist d = dij dæ, während für bestimmte Fälle 22 als Function von 1
und æ nach früher entwickelten Formeln bestimmt werden kann .

Auch kann man die Resultate des fünften Capitels noch unmittelbarer

verwerthen , indem man , unter Wdas die Drehung bewirkende Kraftmoment

und unter 9 den specifischen Drehungswinkel ( Fr . 186 ) verstanden , analog
dem in Nr . 320 zur Ermittelung der Biegungs arbeit eingeschlagenen Ver -

fahren setzt :

19
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Mit Rücksicht auf die bekannte Bezichung zwischen und der grössten
Tangentialspannung f erhält man daraus diejenige Arbeit , welche bei ge⸗
gebener grösster Anstrengung ein prismatischer Stab durch seine

Verdrehung in sich aufzunehmen vermag .
Ist der Querschnitt eine Ellipse mit den Halbaxen “ unde ( 5 S g)

So ergiebt sich mit

2 N

r 550 oν ̃ (el . Nr . 200 u. 204 ) :

„ g 8 12 62 1 62
3 33

4 28 4² E

insbesondere mit Y ⁰für eine cylindrische Welle :

1 *

und für eine hohle cylindrische Welle mit den Radien 7 und 71 ( =ui ) :
77¹1

11 t2 „f 719„A2 α
3 * * * 777¹²

21
V.

Ist der Querschnitt ein Rechteck mit den Seiten 25 und 20 ( 0 S9 ) , ,
80 ergiebt sich mit

9 N 30 62 ＋ 62 r. 199 , 204 u . 206 ) :(ef . Nr . 199, 204 u. 206)

42 160b 5² ＋＋C
Dabei ist = 1,2 bis 1,5 zu setzen ; mit dem Mittelwerthe G = 1,35 ist :

12 02 ＋ 02

4 - 2α
Fiir ein isotropes Material ist mit

n 5 4 m 5
7

6
2 ＋III ek . Nr 169 )

3 bi 8 I
5 50 2

und es würde also 2. B. für die cylindrische Röhre 4 sein , d. h.
I²

2

dieselbe bei gleicher Anstrengung eine eben so grosse Arbeit durch Verdre -

hung um ihre Axe wie durch Ausdehnung nach deren Richtung in sich auf -

7 .
nehmen können , wenn 7 Vm würe .

1

II . Plattenförmiger Körper .

326 . — Als Beispiel werde eine unter innerem Ueberdrueke =

pbpro Flächeneinheit stehende Röhre betrachtet ; 21 sei der innere ,
2 der äussere Radius , Idie Länge . Die Röhre sei an den Enden offen

und frei ( Fr. 272 u. fl . ); dann sind mit Benutzung der in Nr . 270 erklärten

Bezeichnungen die Tangentialspannungen und die Normalspannung oa = Null ,

Darin

Wiei

Lamn
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und es ist die Arbeit der inneren Kräfte nach Nr . 309 , ein isotropes Mate -
rial vorausgesetzt : 72

8
—

275 (58 oον Ir GC.

Darin ist nach Nr . 272 mit 5 0

D1 pri 722
r „ „ „ % oö I

722 —712 7² 5 722 —742 15 72
und die Ausführung der Integration nach Substitution dieser Ausdrücke nebst
GVYS = 2νdi liefert :

41. ( 1 ) j ( n＋. 1) A222
²Hε 7 m ( 72 — 712)

Ist das Waterial von solcher Art , dass nicht etwa Y“ wesentlich I ist , S0
tindet nach Nr . 273 die gefährlichste Anstrengung ( eine positive oder Aus -
dehnung im engeren Sinne ) an der Innenfläche nach der Umfangsrichtung
statt , und es ist , wenn der entsprechende Maximalwerth von LBen . ge -
Setzt wird : m (122 — 1 1132335 5＋ (‚ν◻＋ ε

Durch Substitution dieses Ausdrucks für v erhält man die Arbeit ,
welche die Röhre bis zum Eintritt der Maximalanstrengung ½
in sich aufzunehmen vermag :

— Y VSνο 1Yl .

I² m
4 *

755 ( u Ihprn T ( MTIAN
ist die Wandstärke d = ½ = verhältnissmässig klein , so kann dafür

näherungsweise gesetzt werden :

7
4

M＋1
Or2 M 71

327 . — Wenn das in einer Röhre mit der Geschwindigkeit e
fliessende Wasser plötzlich in seiner Bewegung gehemmt wird ,
so sucht es nach allen Seiten in radialer Richtung auszuweichen und übt auf
die Röhre einen Stoss aus . Der Verlust an lebendiger Kraft in der ersten Periode
des Stosses , d. h. bis zu dem Augenblicke , in welchem die radiale Geschwindig -
keit der Innenfläche der Röhre der entsprechend verkleinerten Wassergeschwin⸗
digkeit gleich geworden ist , verbleibt dem Wasser als eine äquivalente Wärme⸗

menge , und die als lebendige Kraft übrig Wirkungsgrösse :

2 515 35V (ef . Nr. 313) ,

unter das Gewicht der Wassersäule ,

„ 5 „ Köhre von gleicher Länge 5,
4 %i das auf die Innenfläche reducirte Gewicht

verstanden , wird wegen der geringen Zusammendrückbarkeit des Wassers fast
ausschliesslich auf die Deformation der Röhre verwendet . Wenn von letzterer
wie in Nr. 326 angenommen wird , dass sie sich sowohl der Länge nach frei zu -

sammenziehen, “ ) als in allen Querschnitten ohne äusseres Hinderniss erweitern

) Diese durch ν οντάσ charakterisirte Voraussetzung ist ungünstiger , als die Annahme
19 *

＋ 5
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könne , und wenn (of. Nr. 270 u. ff. ) „A und 9½1 die radialen Verrückungen der
materiellen Punkte in den Abständen uund 21 von der Axe sind , endlich 91 das
specifische Gewicht ( Gewicht der Volumeneinheit ) der Röhre ist , so ergiebt sich
der Reductionscoefficient aus der Gleichung :

017*1

72 70⁰
2

111 uu. 2al . du

fmit gu¹ν,Üu - v ) ) und mit Rücksicht darauf , dass nach Nr. 272 ( mit1 ,
2² Æ O) :

00 2 A 1 722
＋ — ( MI ) 7 ( m

0 3 f m I MI7 3

9¹
4

3 8 4
5 1 (1¹ i (1

5 I
ist . So findet man :

7¹12² cohen (6νe= 1) ( 5m 3) 22 .
„ 5 . . . R

2 [ = 1 ) 712 ＋ ( 1) 7 0

welcher Ausdruck sich vereinfacht zu
1 00
n 71

4 33wenn —ein kleiner Bruch ist , dessen 2 Potenz gegen 1 Vernachlässigt wird .71

3 „ 67¹Ist nun J das specifische Gewicht des Wassers und n , so ist auch :
7

62

(¹e= 1 ) 712 ο Æ

297˙¹. ν
0

Sofern den Grössen y und E das Centimeter als Längeneinheit zu Grunde liegt ,
bedeutet hier 9 = 0,001 Kil . das Gewicht von einem Cubikcentimeter Wasser und

2

27 die Geschwindigkeitshöhe in Centimetern . Wird aber letztere in Metern , also

mit 9 = ＋ H9,81 auch o in Metern pro Secunde ausgedrückt , so ist zu setzen :

—2 1
0²

ll1962˙
Uebrigens ist es nicht blos die Wirkungsgrösse VY, wodurch die resultirende

Anstrengung der Röhre verursacht wird ; denn indem der hydraulische Druek bei
der Hemmung der Bewegung plötzlich in den hydrostatischen Druck übergeht ,
wird dadurch allein schon ein Werth von bedingt , welcher nach Nr. 314 doppelt
80 gross ist , als derjenige , welcher der ruhigen Belastung durch den Ueberschuss
des hydrostatischen Drueks über den hydraulischen Druck entsprechen würde ,
und welcher sich sonach zu demjenigen summirt , der infolge des permanenten
hydraulischen Drucks in der Röhre schon vorhanden war , sowie zu demjenigen ,
welcher ausserdem durch die Wirkungsgrösse H- hervorgerufen wird . Es ijist des -

einer unveränderlichen Rohrlänge (e. 2 0) , und es wird dadurch einigermassen dem Um-
stande Rechnung getragen , dass durch ungleiche Erweiterung verschiedener Querschnitte
eine vielleicht noch grössere Ausdehnung nach der Richtung der Länge eintreten könnte .
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halb angemessen , die Wandstärke einer Röhre schon von vornherein stets mit
Rüeksicht auf die doppelte Grösse des gegebenen hydrostatischen Drucks

zu berechnen .
Würe 2. B. gegeben 11 10 und ↄ ν2,5 Kil . pro Quadratcentimeter ( nahe

2,5 Atm. ) , so würde mit

8 20
· τ 5 und æ ᷣ250

5 —5 (ef. Nr. 14)

die Wandstärke der gusseisernen Röhre 3 Nr. 273 u. 275 zu nehmen sein :

9J D=ri * ＋ 0,5 = 0,7 Centim .

Nach der genauen Formel in Nr. 273 wäre dann für =ε 5 mit m σ :

und es dürfte durch die Wirkung 8
* 750 - 75,68 674 , 32

hervorgerufen werden , wenn der resultirende Werth von à bei der plötzlichen

Hemmung der Bewegung nicht grösser , als 750 Kil . werden soll . Mit diesem

5 5 1
Werthe I = 674,32 , ferner mit E 1000000 , m 3, n = 7,2 und ε 1 =ν e

mN7˙
5 — 2

liefert dann die obige Gleichung für 755
◻ꝘQ3; ,45

als den Grenzwerth , welcher nicht ohne Gefahr von der Geschwindigkeit des

Wassers überschritten werden dürfte . “)

*) Ein wirksamer Schutz der Röhre gegen die Stosswirkung der plötzlich aufgehal -
tenen Wassersäule kann durch die Anbringung von Windkesseln erzielt werden , 51 5

ein Theil d lebendige m Kraft zur Compre on der darin abgesperrten Luſt

wird. Die quantitative Bestimmung der Wirkung dieses Hülfsmittels erfordert indessen

Serhalb der diesem Buche gesteckten Grenzen liegen .igungen , welche au

̃



Seite 52, Zeile 1

gerichtigun gen.

von Oben : „ statt 197.
ö 4² 4⁰

„ Unten : — statt — .0 5

55 7 soll es heissen : 2 ◻ ed .
5 80

7 mn²Oben — statt
6 0

3 „ soll es heissen : „sowie den dortigen entsprechende “ .
8 ( 4m ＋ 1)22 ( 2m 1 ) %3 „ soll es heissen : J2 25 E — . „/dUF.

6 4 d 15 „ fehlt das Integralzeichen vor
*”ß. JF .
144 00 1

7 u. 8 von Oben sind die Glieder mit den Coefficienten 1 , g1, c3 U. 63
28 0 1den Ausdrücken von O0, 55755 und — . zu streichen .
⁹⁹8 42

210, Zeile 10 von Oben ist die Gleichung : di 3 5241 0, Zeile 16 von Oben die
Gleichung : 61 — 3 02513⸗ 0 zu streichen

von Oben : 5ten statt 4ten.

5 „ ist statt : „ kann al d3 71 ◻ρε 0 zu setzen
„müsste 51 0. “

8 von Unten :

55 „ : 60 statt 09

Druck von Prowitzsch & Sohn in Berlin.
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