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I. — Materielle Punkte heissen die kleinsten gleichartigen ma-
teriellen Theilchen, woraus ein Korper bestehend gedacht werden kann.
Cohi

Kraft, vermdge welcher sie einer dorch dHussere Kuriifte verursachten Ver-

ion im weiteren Sinne*) heisse die den Korpern eigenthiimliche innere
riickung ihver materiellen Punkte einen gewissen Widerstand entgegensetzen.

Bei einem festen Korper, wovon im' Folgenden allein die Rede ist,
fussert sich eine solehe Verriickung der materiellen Punkte durch eine ent-
sitesten Sinne genommen,
bei iihnlich bleibender

sprechende Formiinderung, dieses Wort im w
in welehem aueh eine blogse Aenderung der Gris
Gestalt des Kirpers darunter verstanden werden soll. Die Inanspruchnahme

&

)
Die Formiinderung, deren ein Korper bei einer gewissen Belastung fiihig

eines Korpers durch beliebige iiussere Kriifte heisse seine Belastung

ist, tritt nicht angenblicklich, sondern nur allmiihlich ein und nimmt unter

Umstiinden selbst nach langer Zeit noch nachweisbar zu. Unter der einer

gewissen Belastung entsprechenden Forminderung ist deshalb
streng genommen die Grenze zu verstehen, welcher sich dieselbe im Verlaufe
der Zeit nithert.

Bei solehen Korpern und selchen Belastungen, wie sie in der technizchen

Praxis vorkommen, pflegt indessen schon nach sehr kurzer Zeit die Form-
iinderung bei andaunernder Belastung von jener Grenze so wenig verschieden
r Acht gel:

ssen werden darf.

zn sein, dass der Unterschied aus

*) I unter Ci nur die Widerstandskraft gegen

eine \Jl-!'!.
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(Zeitschr, des Vereina deutscher Ingenieure,
Forminderung bedeutender bei Holz

.
lerung bei allen Kérpern, anch Metallen,
g merklich zunimmt und schliesslich so die Aufhebung
nden Zusammenhangs i 't werden kann, ist
rbairn eezeigt, dass ¢h hinfize und
emperatur befordert wird, (Seventh ](:-larn't of the British
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Man sagt, ein Korper verhalte sich vollkommen oder unvollkommens
elastisch bei einer gewissen Formiinderung, jenachdem dieselbe vollkommen o3
oder nur unvollkommen wieder versehwindet, wenn die

Belastung aunfgzehoben
wird. Im ersteren Falle heisst die canze Coliision,

welche bei der betreffenden
Belastung zur Wirkung gekommen war, auch Elasticitiit,
nur derjenige Theil derselben, weleher dem riickgiingiz cewordenen Theile dep
Formiinderung entspricht und eben diesen theilwe

Die Cohiision kommt wie jede Widerstands-

im letzteren Fallp

sen Rilckeang verursacht,

oder se undirve

Kraft jedes- Thetk 7
mal nur mit derjenigen Intensitit zur Wirkung,

welehe der
der primiiren Kraft entspricht,

Wird die Belastung
sehliesslich eine Trennung der materiellen
Aufhebung des Zusammenhangs, welcher den festen Kiorper als solehen
charakterisirt, und erst im letzten Augenblic
dem Maximum ihrer Intensitit zur Wirkune

Die zur vollen Wirkung ge

mit welcher ein fester Kirper der

lastung oder

SO s

rt, 80 erfolgt

Punkte, d. h. eine stellenweise il (m §

ke vorher war die Cohdision wit
"'l-knsnmrr1.
kommene Cohdision, also die innere Kraft,

Lrennung seiner materiellen Punkte Wider
stand leistet, heisst seine Festigkeit.

Die inneren Krifte, welche durch eine gewisse Belastung eines Kiirpers
zur Wirkung kommen, treten zwischen je zwei
sind einzeln ebenso unbestimmt

der materiellen Punkte,

materiellen Punkten auf und
und unbestimmbar wie die Massenhaftickeit
woraus man sich den Korper bestehend denkt. Dis '
obigen Definitionen der Cohiision, Elasticitit

daher auf gewisse im Kirper

und Festig

eit beziehen sich
anzunehmende Flichen, d. h. die
zeichneten inneren Kriifte sind die
Elementarkriifte, welche auf die
Punkte von allen iibrigen auf de
Punkten ausgeiibt werden; damit eine resultirende Kraft mit versechwindend
kleinem Fehler ohne Kriiftepaar sich bilden lasse
Fliiche als unendlich klein vor

damit be-
tesultanten aller jener unendlich vielen
in einer solchen Fliiche li
‘rselben Seite der Fliche lie

enden materiellen

genden materiellen

; muss im Allgemeinen die
ausgesetzt werden.

2. — Genauere Versuche haben zu dem Sehlusse gefiilrt, dass der Be-
griff der vollkommenen Elast icit

nicht entspricht, dass vielmehr jede
einem bleibenden und ecinem nicht

it streng genommen der Wirklichkeit
Formiinderung von endlicher
|J;lf'i!1t'11'1|'ll j-lllll' b
dass das Verhiiltniss des ersten Zum zweiten sich
Formiinderung der Grenze Null
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eine gewisse Grenze der Formiinderung anzunehmen, innerhalb welcher iln:
bleibender Theil verhiiltnissmiissig so klein ist, dass er nur durch sehr feine
Beobachtungsmittel nachgewiesen und deshalb mit einem fiir die Anforderungen
der Praxis versehwindend kleinen Fehler — Null gesetzt werden kann. Diese
Grenze nennt man kwrzwee die Elasticitit

grenze.

Wenn fibrigens ein Kirper eine For inderung erfahren hatte, von der
ein Theil zuriickgebliehen ist, und dieser Kirper dann einer neuen Form-
finderung von derselben Art, aber htechstens von der fritheren Grisse unter-
worfen wird, so ist der bleibende Theil der letzteren sehr klein im Vergleieh
mit dem fritheren, so dass die bleibende Formiinderung durch Wiederholung
solehen Verfahrens nicht etwa beliebig gesteigert werden kann,

Bei allen Constructionen pflegt man im Prineip die Forderung zu Grunde

zu legen, dass in keinem Theile eine Ueberschreitung der Blasti

cititsgrenze stattfinden solle; in der That freilich ist Jjener Forderung
wegen mangelhafter Kenntniss dieser Grenze, selbst abgesehen von der Un-
bestimmtheit ihres Begriffs

s nicht immer sicher zn entsprechen und viel-
mehr hiiufig nur die leichter bestimmbare und sicherer hekannte Festigkeit
des Materials als mass

zebend zu Grunde zu legen.
3. — Die Formiinderung, welche dureh eine gewisse Belastung eines
Kirpers bewirkt wird, Lisst sich immer darauf zuriickfiihren, dass die ur-
spriinglichen Abstiinde der materiellen Punkte eeiindert werden, welche
Aenderungen theils positiv, theils negativ und sowohl in demselben Punkte
nach verschiedenen Richtungen, als in verschiedenen Punkten nach eleich-
lanfenden Richtungen verschieden gross sein kinnen.

Zieht man von einem materiellen Punkte A eines Kirpers eine Gerade A 13
und betrachtet dieselbe als den geometrischen Ort der darin liegenden mate-
riellen Punkte, * #

80 ertiihrt sie bei der Formiinderung des Kirpers eine
entsprechende Forminderung, u, A. das beliebige Stiick A/ derselben eine
gewisse Liingeniinderung 4 (AB): liss

s man A5 abnehmen bis zur Grenze

4 (AL
Null, so heisst der entgprechende Grenzwerth des Verhiiltnisses - (l;"))'
fii,  die Ausdehnung des K drpers im Punkte 4 nach dexr Richtung AB.

Eine solche Ausdehnu stets ein kleiner Bruch) ist positiv oder negativ,
eine Ausdehnung im engeren Sinne oder eine Zusammenziehung, und soll

algebraisch verstanden in der Folge mit ¢ hezeichnet werden; & bedente ins

ol

besondere eine positive, ¢ den Absolutwerth einer negativen Ausdelinung

geometrischen Oe

n in der lo

1#
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Man kann jetzt auch sagen: jede Forminderung eines Kirpers kann auf

Ausdehnungen zuviickegefiihrt werden, welche in den verschiedenen Punkfen
nach den verschiedenen Richtungen stattfinden.
4 — Als Ursache der bleibenden Forminderungen eines

i

CATOmMIMen \\-‘:-l‘:]vn_ dass '_:'1".'."[.‘1-1“ ".\'-r’.i,hl‘ von £ und ="

Korpers muss a
entsprechende neue Gleichgewichtslagen der materiellen Punkte bedingen,

welche von ilmen eingenommen werden, wenn die betreffenden Belastungen by T
aufhren; diejenigen Grenzwerthe von & und &% welche man als der Elasti-

citiitsgrenze entsprechend annimmt und welche unter sich verschieden sein
kisnnen, mbgen mit (¢)) und () bezeichnet werden.®)

Ili'\- Grenzwerthe (¢ und (¢) konnen im Allgemeinen sowohl mit der
Lagce des betreffenden Punktes A, als mit der betreffenden Richtung A B sich
sindern. Bei einem homogenen, d.h. einem in allen Punkten oleich be-

schaffenen Korper sind sie nur vom Materiale und von' der Richtung, bei
einem isotropen, d.h. einem nach allen Richtungen gleich beschaffencn
homogenen Korper sind sie nur vom Materiale abhiingig.

d. Auf Grund der in No. 2 ausgesprochenen principiellen Forderung
und der Aufstellungen in No. 4 lisst sich nunmehr dieHaunptaufgabe dex
praktischen Festigkeitslehre so aussprechen: Iis sollen die Form, die

Dimensionen oder die Belastung eines Congtructionsgliedes unter rahenen

Umstiinden so bestimmt werden, dass &' und £ in keinem Punkte und nach
keiner Richtung gewisse erfahrungsmiissig zuliissize Werthe iiberschreiten,
welche bei nur homogenem Materiale ausser von diesem anch von der Rich-

tune, bei isotropem Materiale nur von diesem abhiingen | principiell aber
i I : |

jedenfalls kleiner sein sollen, als die Girenzwerthe (/) und (&), welche der
yo'! Elastici
Die zweite Auf

itacrenze entsprechen.

abe: Bestimmung der Formiinderung eines gegebenen
sbener Belastung ist zwar an und fiir sich gewthnlich nug
rdneter praktischer Wichtigkeit, doch giebt es viele Fiille, in
welchen die erste Aufgabe nicht olme die zweite geltst werden kann, und
zwar ist dies immer dann der FFall, wenn die bei den Unterstiilzungen oder

Korpers bei

von unfer

Befestizungen des Korpers durch die primiiven belastenden Kriifte hervors

» Aunsdehs

llen
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fiusgere Kriifte in Beziechung auf den
g

gernfenen Widerstiinde, welche stets als
Kirper selbst mitgerechnet werden miissen, unbestimmt blieben, falls dex
Kirper als absolut starr vorausgesetzt wiirde.

Von den in der Praxis angewendeten Constructionsmaterialien knnen ge-
gossene Metalle unbedingt, geschmiedete und gewalzte niiherungs-
weise als isotrop, Hélzer nur als homogen gelten.

Auf die etwas verschiedene Festigkeit, welche z. B. gewalztes Eisenblech

nach der Walzrichtung und nach der darauf senkrechten Liingemrichtung be-
sitzt, mag bei der Ausfiihrung einer Construction durch entsprechend vortheil
hafte Lagerung der einzelnen Blechtafeln mbglichst Riicksicht genommen
werden, die Theorie darf aber im Alleemeinen davon abstrahiren. Gezogener
Draht hat zwar in noch hitherem Grade ein verschiedenes Verhalten nach
der Limge und Quere; doch kommt hierbei iiberhaupt nur das Verhalten
nach der Richtung der Liinge in Betracht, und wenn es nicht der Fall

wiire, so diirfte wenigstens nach der Liingenrichtung eine ausgezeichnete
Elasticitiitsaxe vorausgesetzt werden, welehe dadurch charakterisirt ist,

dass nach je zwei Richtungen, die gleiche Winkel mit ihr bilden, ein gleiches

Verhalten stattfindet. Dieselbe Voraussetzung ist auch beim Holze zuliissig
in der Weise, dass die ausgezeichnete Elasticitiitsaxe nach der Richtung der
natiirlichen Fasern angenommen wird.

6. — Damit die in No. 5 bezeichnete Hauptaufzabe gelost werden kinne,
muss man im Stande sein, bei gegebener Belastung eines gegebenen Korpers
die Ausdehnungen zu berechnen, welche in einem beliebigen Punkte A nach
allen miiglichen Richtungen stattfinden, um so die grisste unter ihnen zu
erkennen. Dies wiirde aber unméglich sein, wenn zwischen den Ausdehnungen
in einem Punkte nach allen miglichen Richtungen nicht solche Bezichungen
stattfiinden, dass die Kenntniss einer beschriinkten Zahl von Elementen geniigt,
um damit jede solche Ausdehmung zu berechnen. Wie es miglich ist, zu
solehen Elementen zn gel:

gen, lehrt folgende Betrachtung.
Denkt man im Inneren eines noch unbelasteten Korpers ein unendlich
kleines materielles rechtwinkeliges Parallelepipedum abgegrenzt und verfolgt

seine (verhiiltnissmiissig immer sehr kleine) Formiinderung bei der Belastung
und entsprechenden Formiinderung des Kirpers, so ist zwar klar, dass dieselbe
zuniichst betrachtet werden kann als das Resultat von positiven oder negativen
Ausdehnungen verschiedener Grisse, die nach allen miglichen Richtungen im
Parallelepipedum stattfinden; sie Lisst sich aber auch betrachten als Resultat

von 1) nur 3 Ausdelmungen nach den Richtungen der Kanten, 2) gegen-

seitigen Verschiebungen der gegentiberliegenden Seitenfliichen, 3) gegenseiti-
gen Neigungen dieser Seitenfliichen, welche frither parallel waren, 4) gegen-
seitigen Verdrehungen der gegeniiberliegenden Flichen, 5) Wilbungen dieser
urspriinglich ebenen Seitenfliichen (wegen der Continuitit des Korpers bei
den gegeniiberliegenden Fliichen nothwendig nach derselben Richtung convex
oder concav). Erwiigt man aber, dass die Neigungen der Seitenfliichen nur
dureh die Differenz der Ausdehnungen in parallelen Geraden, ilive Verdreliungen
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Differenz der Ausdehnungen in parallelen Geraden und der Verschiehungen
in parallelen Ebenen innerhalh des unendlich kleinen Parallelepipedums he-
dingt und deshalb von verschwindend kleinem Einflusse sind im Vergleich
mit den unter 1) und 2)

genannten Aenderungen, so bleiben nur diese,
also die Ausdehnungen nach den 3 Gruppen paralleler Kanten und die gegen-
seiti

sen Verschiebungen der 3 Paare paralleler Seiterfliichen zu beriieksicl

iigen
iibrig,

Die Verschiebungen sind bestimmt dureh Grosse und Richtung oder
si¢ lassen sich zerlegen in je zwei Verschiebungen nach den Richitungen der
zweierlei Kanten der betreffenden Seitenebenen, und da schiliesslich die
Formiinderungen der 8 miig

hen Parallelepipeda, welelie einen Eckpunkt 4
gemeinschaftlich haben, wegen der Continuitit des Korpers sich gegenseitig
bedingen, niimlich nur unendlich wenie verschieden sind, go erkennt man
\'n]‘|5il|ﬁ;;" die .‘l[ii;‘[f!']:[{ril, die {'\Il:-:dufuuju;_‘ in einem Punkte A
nach einer beliebigen Richtung A B durch 9 Elemente aus
zudriicken (ausser durch die Winkel, welche die Richtung A /3 bestimmen),
niimlich durch 3 Ausdehnuneen und 6 \'1-m-l|i1-lmn;,-'vn_,_ die
ander senkrechte Richtungen beziehen,

sich auf 3 zu ein-

7. — Die jetzt gewonnene Erkenntniss giel
Betrachtung der Verschiebu ngen.
Ist /" eine materielle Ebene in

it Veranlassung zur niiheren

einem vorliiufiz unbelasteten Kirper, A
\ ein materieller Punkt in /' und B ein anderer materieller Punkt,
J liegt, dass die Gerade A5 senkrecht zu F ist, so findet durch die Belastung
des Korpers im Allgemeinen eine solehe Verriickuy
dikel von 3 auf ' einen mehen A gelegenen Punkt A, von I trifit: die

frither ebene Fliche 17 ist dabei im Allgemeinen krumm geworden.  Liisst
man A 5 abnehmen bis zur Grenze

welcher g0

ng statt, dass das Perpen-

Null, so heisst der entsprechende Grenz-

= : AA,
werth des Verhiiltnisses 1B 7 welcher immer ein kleiner Bruch ist. die Veor-
¥ ] ¢
schiebung der Ebene /' im Punkte A; unter der Ebene & ist dabei
die Beriilrungsebene der Fliche & im Punkte A4 zu
Verschiehun

verstehen,  Solehe
1gen werden in der Fol

mit ¥ bezeielmet.®)
Ist AC cine Riehtung in der Ebene F. welche mit der

Richtung A A,
den Winkel ¢ bildet, so

ist yeosp die Yerschiebung der Ehene & im
Punkte A nach der Richtung AC;

dieselbe ist ]_J:.\:-:i]i\' oder |]1-I;_[';rfi\f mit
cosg, da y eine ahsolute Zahl ist.

kann

allele
wenn
Durel
In «
xbung,.. Of

;
den A8
erschiebung ins-
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8. Wenn man bei einem unendlich kleinen materiellen rechtwinkeligen
Parallelepipedum im Inneren eines Kirpers die vom Eckpunkte A auslaufenden
Kanten mit A X, AY, A7 bezeichnet, so seien bei der Belastung des Kirpers
und entsprechenden Deformation des Parallelepipedums, im Sinne von No, 7
verstanden, fiir den Punkt A:

Ysy und yy, die Verschiebungen der Ebene YA Z nach den Rich-
tungen A4 Y und A2,

yyz und yy die Verschicbungen der Ebene ZA X nach den Rich-
tungen A7 und A4 X,

yux und yz die Verschiehungen der Ebene XA Y nach den Rich-
tungen A X und AY,

Die Verschiebungen Yxy und 7, lassen sich beide als Folge des Um-
standes befrachten, dass der frither reehte Fliichenwinkel an der Kante A2

o + ¥, etwas kleiner oder grvsser als ein rechter Winkel, goworden ist;

sie kimnen also immer nur gleichzeitie vorhanden sein, und zudem Risst
eine einfache Ueberlegung erkennen, dass sie einander gleich, nimlich

.'1—
beide = coty (5 F g | oder absolut genommen - tgg, also auch mit Ver-
\ 2

lissigung kleiner Grissen Liherer Ordnung = g sind. Ebenso ist yy, =
Yzy und ype =y,

Die 9 Elemente, zu denen die Betrachtung in No. 6 gefiihrt hatte, redu-
eiren sich also auf 6, und man erkennt dio Miglichkeit, die Ausdehnung im
Punkte A nach der Riehtung A B, welche mit den Richtungen A X, A ¥, A7
die Winkel 2, g, » bildet, als Funktionen dieser Winkel und der 6 Elemente

nacl

B fo e Y YTy
auszudriicken, unter &, & und &, die Ausdehnungen im Punkte A nach den
b b P o

Richtungen A X, AY und A7 verstanden,

Y. — Diese 3 Ausdelmungen und 3 Verschiebungen kinnen nur durch
Vermittelung der inneren Kriifte gefunden werden, welche in den 3 um den
Punkt A herumliegenden Seitenfliichen des Parallelepipedums stattfinden und
welehe fiir einen Punkt A an der Oberfliche des Kirpers in gewissen Be-
ziehungen zu. den daselbst angreifenden Husseren Kriiften stehen mii

Diese inneren Kriifte sind zweierlei, den Ausdelinungen und den Verschie-
bungen entsprechend.

Ist /" ¢ine Ebene in einem helasteten Kirper, A ein Punkt in 7, £ der
Inhalt eines den Punkt A einsehliessenden Stiicks von /7 und p die Resultante
der an den Punkt A versetzten inneren Krifte, den die von ciner Seite angren-
zenden Korpertheile auf die Elemente von / ausiiben, so heisst die Grenze des

. P r g R ot SSEaat e T
Quotienten g wemn f, den Punkt A stets r-nmn]l[l:'ss:'mi} in die Grenze Null

tibergeht, die Spannung im Punkte A der Ehbene I7,%
3 ] E )

r Kraft durch e h als

IFliche definirte Spannung kamnn a

ge innere K welche anf die
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Wird dieselbe in zwei Componenten zerl go dass die Richtungslinié de §
einen senkrecht zu /' ist und die der anderen in der Ebene F liegt, eo heisst
erstere die Normalspannung, letztere die Tangentialspannung im
Punkte 4 der Ebene [

Wenn man die von beiden Seiten her ausgeiibten inneren Kriifte unter-
scheidet und die Richtung A B nach derjenigen Seite hin senkrecht zu £
zieht, von welcher her man sich den Zug oder Druck durch die angrenzenden

Korpertheile ansg
oder Druck, jemachdem sie die Richtung AB oder B.A hat. Um diesén
zwei Fillen duorch einen positiven oder negativen Werth zu entsprechen,
wird fiir die Normalspannung im Punkte A der Ebene /' die Bezeichnung:
Spannung im Punkte A mach der Richtung AB eingefilit
Eine solche ist dann positiv oder megativ, jenachdem sie die Richtung A5
oder die umgekehrte Richtung hat; im ersteren Falle heisst sie aueh Span-

siibt denkt, so entspricht die Normalspannung einem Zug

nung im engeren Sinne oder absolute Spannung, im letzteren Pressung oder
riickwirkende Spannung. Solehe Spannungen (Normalspannungen) werden
in der Folge, algebraisch verstanden, mit ¢ bezeichnet: ¢’ hedeute s
besondere eine positive, ¢ den Absolutwerth einer ne

rafiven Spannung
Tangentialspannungen werden mit 7 bezeichnet; sie sind absolute Grissen
Ist aber AC eine Richtung in der Ebene I, welche mit der Richtung vant

den Winkel ¢ bildet, so ist die Tangentialspannung im Punkte 4

der Ebene /' nach der Richtung AC = wcosg ecine positive ol

. negative Grisse, jenachdem ¢ ein spitzer oder stumpfer Winkel ist,
] 10. — Betrachtet man wieder das unendlich kleine materielle recli
: winkelige Parallelepipedum mit den Kanten AX, AY, AZ im Innere

eines Korpers, so werden bei der Belastung des Korpers anf die 6 Seiten

fliichen durch die umgebende Kirpermasse gewisse innere Kriifte ausgeiibi,
und es seien fiir den Punkt A
oy Oy 0, die enisprechenden Spannungen nach den Richtungen
XA, YA, Z4,
Tyy und 7y, die Tangentialspannungen der Ebene Y.AZ nach den
Riehtungen YA und Z A,
Ty und 7y die Tangentialspannungen der Ebene Z.A X nach den
Richtungen Z.A und X A4,
zx und 7;y die Tangentialspannungen der Ebene X .4Y nach den
Richtungen X' A und Y.A.

(!

Ebene

f.'ill‘lu-il der ausgeibt werden wii wenn in allen ihren Punkten
im Punl

No. 3, Ann

richtet wiire

Irite, wenn eine I"':-'Ii.lI.LJ]"‘l"
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Finleitung 9
Durch diese 9 Spannungen und die Inhalte der Seitenfliichen des
Parallelepipedums lassen sich die inmeren Kriifte ausdriicken, mit welchen
die umgebende Korpermasse auf dasselbe einwirkt; je 2 in den gegeniiber-
liegenden Fliichen sich entsprechende dieser im Ganzen 2.9 = 18 Kriifte
unterscheiden sich um unendlich kleine Griissen 3ter Ordnung, da die Kxiifte
gelbst mit den Fliichen unendlich klein 2ter Ordnung sind. TIm Gleichgewichts-
zustande des ganzen belasteten Korpers muss nun auch an dem parallele-
pipedischen Korperelemente Gleichgewicht stattfinden zwischen den gedachten
18 Kuiiften an seiner Oberfliiche und derjenigen Kraft (in der Regel nur der
Schwerkraft), welche als iiussere Kraft auf die Masse des Parallelepipedums
selbst wirkt und welche mit dieser unendlich klein 3ter Ordnung ist. Vermittels
der allgemeinen 6 Gleichgewichtsbedingungen eines Systems von Kriiften er-
hiilt man also 6 Gleichungen zwisclien den obigen 3 Normalspannungen und
6 Tangentialspannungen im Punkte 4, von welchen drei, den in No. 8 er-
withnten Beziehungen:
Yi2 = Yoyy Yox =Yxmy Vxy = ¥yx
entsprechend, einfach folgende sind:
3 Ty = Tay, Tax = Txz; Txy = Tyx-

Sie folgen sofort aus den Momentengleichungen in Beziehung auf die
durch den Mittelpunkt des Parallelepipedums parallel seinen Kanten gezo-
genen Axen, in welche nur die zn diesen senkrecht und windschief gerich-
teten Tangentialspannungen mit unendlich kleinen Gliedern von der 3ten Ord-
nung eintreten, alle fibrigen Spannungen aber nebst der auf die Masse des
Parallelepipedums wirkenden fiusseren Kraft mit unendlich kleinen Gliedern
htherer Ordnung, die vernachliissigt werden,

Hiernach sind die noch tibrigen 6 verschiedenen Spannungen fiir den-

selben Punkt A4 nur durch 3 Gleichungen verbunden, wodarch dieselben
vermittels der fiir einen Punkt A an der Oberfliche des Korpers aufzu-
stellenden Beziehungen zwischen ihnen und den Husseren Kriiften moch nicht
bestimmt sind. Liessen sich aber die 6 Spannungen ¢ und z durch die
6 Grissen £ und y, diese dagegen durch nur 3 neue Elemente ausdriicken,
so wiirde die Aufgabe bestimmt sein, weil sich dann vermittels jener
3 Gleichungen zwischen den Spannungen und mit Hiilfe der Oberfliichen-
bedingungen die fraglichen 3 Elemente fiir jeden Punkt des Korpers
finden liessen.

Solche 3 Elemente, wodurch die 6 Grissen ¢ und y sich ausdriicken
lassen, hat man nun in der That in den Verriickungen, weleche der materielle
Punkt 4 in Folge der Deformation des Kiorpers nach den Richtungen der
Coordinatenaxen erleidet: die partiellen Differentiale dieser Verriickungen
nach den Coordinaten des Punktes 4, wovon sie der Continuitiit des Korpers
wegen stefige Functionen sind, bestimmen niimlich offenbar die relativen Ver-
riickungen der verschiedenen Eckpunkte des unendlich kleinen Parallelepipe-
dums gegen cinander und somit iiberhaupt die Formverinderung desselben.
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11. — Zur Lisung der Aufzahbe, die

Ausdelmung ¢ in einem beliehigen
Punkte A nach der ]H‘liq'!pi"_l‘f-” Richitung

AL hei gegebener Belastung  eineg

gegebenen Korpers zu bestimmen, ist also schliesslich noch die Kenntuoiss
derjenigen Bezielmgen ni'ullli;} die zwischen den Ausdelmungen und Ve
schiechungen einerseits und den zwelerlei Spannungen andererseits stattfinden,
welche auf denselben Punkt A wnd dieselben drei zu einander se nkrechten
Riehtungen A X, A Y, A2 bezogen werden.
Erfabrung mit zu Rathe zu ziehen.

Was zuniichst die Beziehung zwisechen Normals pannungen und
Ausdehnungen hetrifit,

Hierbei ist es unerliisslich, die

80 ist es zwar selbstverstiindlic h, dass ein anf einen
Kirper nach einer gewissen Rie htung A B ausgeiibter dusserer Zug oder Deuck
neben der positiven oder negativen Ausdel; nung nacl: dieser Richtung auch
eine solche naeh jeder anderen Richiung zur Folge halen muss, welche um
so kleiner ist, je melr der Winkel zwisehen dieser Richtung und der Ricltuny
AL cinem rechten sich nihe t; die Erfalirung lehrt aber, dass nach jeder
zu AL senkrechten 1 Richtung llii'JtL etwa die Ausdehnung — Null ist, son-
dern negativ im Falle deg Zuges, positiv im Falle des Diucks naeh der
Richtung A4 B. TIst in einem Punkte .1 die Ausdehnung nacl der Richtung

AL des Husseren Zuges oder Drucks — £, 80 ist sie nach irgend einer zu

A B senkrechten Riehtung A C etwa = — o unter e eine Zahl > 1 verstands 1,
isotropen Materiale nur von dicsem.
Materiale aber ausserdem von den Richtungen 4 B und

Daraus folgt ::]['_"i'lus-in: dass z. B. & nicht nur vOn gy, sondern
von oy und ¢ abhiingt, und dass also eine
zwischen der A usdehnung und der Spannung ¢ in
Punkte 4 nach irgend ciner Richtung
kann, wenn nach jeder

welehe bei einem bei nur homogenen
A€ abhiingt
auel
bestimmte Bezieliung
einem
AL nur dann stattfinden
zU ADB senkrechten
4 die Normalspannung Null ist.

In diesem Falle lehyt

Richtung im Punkte

die Erfahrung, dass in der That
von dem in No. 1 erwiilinten Einflusse der Zeit)
ein bestimmtes «

abgesehen

einem bestimmten ¢ auch
in demselben Punkte nach derselhe n Richtung entspricht

und dass der Quotient-2 ; " sowohl fiir positive wie

: filr negative Werthe von
o und e beinahe constant bleibt. so lange die Absolutwerthe
nicht so gross sind, das

von ¢ und &
ass die sogenannte

Elasticitiitsgrenze erreicht wird,

i ; ()
Streng genommen nimmt- ab, wenn ¢ und : absolut genommen wachser,
und zwar nach einem Gesetze, welches fiir
ein anderes sein kann, als fiir

auch verschieden fiip

positive Werthe von ¢ und ¢

negative, bei einem nur homogenen Materiale
verschiedene

von der Art des Materials,

Richtungen ist; jedenfalls ist es

abhiingig
indessen hisher

noch micht geniigend festgestellt.
Die Grenze, welcher sich der Quotient — niihert, wenn die Absolutwerthe
von ¢ und ¢ in die Grenze Null ibergehen, wird mit % bezeichnet und heisst
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der Elasticititsmodul des Materials fiir die betreflende Richtung, wenn
dasselbe nur homogen ist, oder kurzweg der Elasticitiitsmodul des Materials,
wenn dieses als isotrop angenommen wird.#)

Innerhalb der bei den praktischen Anwendungen zuliissicen Grenzwerthe
von ¢ und & worauf sich die Rechnungen der Festigkeitslehre beziehen, wird

o o ' -
immer — = F gegetzt. ¥%)
£
12. — Die Beziehung zwisclen Tangentialspannungen und

Verschiebungen ist einfacher, als die zwischen Normalspannungen und
Ausdelnungen. Beziehen sich niimlich = und 7 auf denselben Punkt der-
selben Ebene und dieselbe Schubrichtung der letzteren, so ist y durch =
bestimmt, also niclit auch von anderen gleichzeitigen Spannungen abhingig

2 i - M .
und der Quotient niihert sich, wenn z und y bis Null abnehmen, einer
%
/

gewissen Grenze, welche der Schubelasticitiitsmodul genannt und mit
G bezeichnet werden soll.  Er ist e isotropem Materiale nur von diese m,
bei nur homogenem aber ausserdem von der betreflenden Ebene und :ll-un
Schubrichtung abhiingie. Die in No.11 und 12 besprochenen Constanten i,
£ und G- stehen in einer gewissen Abhbiingigkeit von einander: ¢f. No. 168.
Bei solchen Belastungen und entsprechenden Formiinderungen, welche
sich innerhalb der Elasticitiitsgrenze halten, kann ohne wesentlic h:-n Fehler
T
= (¢ gesetzt werden.

/

13. — Derjenige Werth = K resp. K" der Spannung ¢° oder Pressung ¢
1er gewissen Richtung A7, womit, wenn nach allen zu 47 senkrechten
Richtungen im betreffenden Punkte die Normalspannungen = Null sind, eine

ll;u'h e

2 ) ‘I‘il'

und den z

den Werthen von ¢ als Abs
Curve zeichnet, so geht di :
und zwar so, dass die Curve in
» gukehrt. Bildet die Tangente im

goist B — nIm " o= coty
E S '3 £ - —_— &.

nannte Zahl ist, so ist % eine

von (.]l raelben Art wie o

wird unter -ln-m Elat ; : auch eine

V an einen aus l]l 'm betreffenden Materiale tigten

en solchen Stab aus demselben Mat ), von
: und wenn n!mln ch in

cifische) Ansdehnung

derer

bis zu einer gewis

n Grenze constante Verhiltniss
o . a3 . &
fir die Lingenrichtung des ersteren Stabes.

ist eine Linge wie I und steht zu dem in der technischen
¢

annten Elasticititsmodnl & in der Bezichung: K= Ls unter s
Materials (Gewicht: Volumen) verstanden,
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12 Einleitung

Aunfliebung des: Zusammenliangs- der materiellen. Dunkte durch: Zérreissen

pesp. Zerdriicken: verbunden ist;. heisst die speeifisehie Zug: oder: Dinekfestig:
leeity, aucli: knrzwog: die Zmg-oder Dyuckfestigkeit;,. abselute oder: riieks
witltende: Festizkeit: des: Materials- fiir die Riehitung AL,

Specifiselieo: Schubifestigkeit: oder kurzweg Sehubfestigkeit;. Scheers
fostigheit: oines Materials. fiin eine: gewisse Ibhene F und eine gewisse Riel-:
tung: A€ in derselben lieisst: der: Grenzwerth 77 dér: Tangentialspanmumg: 7]
welblien eine Auflichung dbs Ziisammenhiangs- durch Absehiebung-der Hbene K
nach dor Riclitung: A€ zur Folge hat:

Beii isotropem: Materiall Kann kurzweg. von seiner: Zig-- oder Druckfestig=-
Keitt K’ resp. A" und! von seiner: Sehiubfestigkeit: 7/ gesprochen werden

Wi — Die- i der folizenden: Tabells enthaltenen: Weérthe  vou B, I,
K" 7, (), und! (¢7) fiie die iin: Masehinenbau am liiufigsten angewendeten
Materialion, sind! aigerundete Mitteliverthie nachi Angalien: vieler: versehiedener
Amtoritsiten:, Sie Yezielien sieli,. wie alle: Angaben in: diesem: Buclie, wobei

-amm . 218 Krafteinheit: und

eine: gegentlieilige: Bemerkung: felilt), aufi das-Kilog
dhs: Quadiatoentimeter als- Eliicheneinhieit:

Dio Angaben fiit A und namentlieh (¢/) habenim Allgemeinen geringere
Zhverlissigheit;, als: digjénigen fiire A" wnd! (¢).. Die Werthe von: 7 sind! fast
nur- aus. Veersuelien tiber die: Abidreliung. von Stiiben| abgeleitet;. wolieiidie
Schubfestizkeitt niclitt rein;, sondern durch Nebenumstindé melir: oder: weniger
gestiitt auftritty: sio: diirfén: déshiall)) (ausser dém fiir: Sehmiedéeisen. angege-

Henen: Wiortlie) nur mitt Vorsiehitt i andéren Efillen: gebrauchit: werden.

Die- fiiir Hblz gemacliteny Angalien: sind| Mittelwerthe fiir: die im: mittleren
und! noidlielien Buropa: gewilinliehen Baulilzer: (Nadellitlzer; Bichen, Buclion)
und| Yezielien: sich aufi die Richtung: der natiitlichen Fasern; der Werth von 7/ auf

dbn Hall], diss: die natiicliehen Easern des:dér: Vierdrehung unterworfenen Stalies:

parallell miti dessen Ikin
richtung istt A etwaimu

Die: Produkte 7. (¢) undl J (&)
woranf! die: folgenden: Zalilenwertlie {iberhaupt: Anspruel. mackien;. denjeni

remriclitumg: verliufen:. Reehtwinkelig gegen die Hasers

Wierthen: von: @/ resp.. 6/ gleich; geaclitott werdén,. mit: welehen,. wenm nach

dén| zu der Betreffénden: senkreeliten: Riclitungen: die: Normalspannungen =
Nalll sind),, die: Elasticitiitsgrenze: erreiclitt wird!. Man: nennt! diese: Werthe
wolil| die' Tinagmodull fiin Zng: nesp:. Druek:

Beii deni aus: versehiedénen: Bezugsquellon: stammenden odérr an dbme
selben Orto: unten: verseliiedenen: Umstinden gewonnenen: Mitorialien: einerlei
Artt weiclien: allo: Constanten offt so. Hedéntend! von: déni Hier angefiilivten
Mittelwertlien: ali,. diss: es- Beii griggeren,. wichitigen: und! Kostepieligen @on:
stinotionen ratlisam istl,, die- Higenscliaften: des: anzuwendendén) Miterials: in
Bozigliung anfiHlastieitit: und| Festipkeitt diweli Besondbre Vorsuchie: za, prillim

), Wiie- diese. Whéethi
lietreffendén Orts: ax

wird! im dén

fondén, wurdén odér- gefundén; werdén

v P
Holg

" mare Y g0 gross; als-nach derRiehtung derHaserm.

'y Koimen: mit! einer: solehien: Annitlierimg,,
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Die Constante (¢ entziehi sich einer directen und zuverlissigen experi-
mentellen Bestimmung giinzlich; fiir isotrope Materialien (u. A. Metalle) kann
aber aus theilweise theoretischen Griinden G = % F bis %k f4 gesetzt werden
{ef. No. 169).

K" (") Ol
E K K" ll kil | () (&) |1.’."- E() K
Bolz. .. ..l 1120000 800 500 s/s| 300(0,0018 [0,0015] 3 [201,6/0,: |
fusseisen . . 1000000 1250, 75006 |2000(0,00075{0,0015{ 2 |750 0,6 | 1500 0,2
Gussstabl . . {2750000! 10000 | —1750010.0022 — | — 16060 (0,605 — | —
Schmelz- und ' ‘ | |
29500000 7500 : I_f\l\ull'.]‘u!'r[:.’ | ik, — 12700 10.36 - -~
2000000| 4000, 3500| 7/ :‘..‘.u.s!.}__u._'.:ﬁ 0,0007] 1 |14n'|. 0,35 | 1400 | 0,4
1750000] 3500 :}nnui gl sir ),0008 [0,0008] 1 |1400 0,4 |1400|0,466
Bisendraht . . {2000000{ 6300 — |—| — [0,0012 — |2400 0,369] — =
Kupfer, insh. | ’ :

Blech . . . 1200000/ 2500| 6000|24| — |0,00025] — - 300 (012 | — —
Messing . . . | 650000 ;;:_‘mfnluul gl —= ln‘m‘r'ﬁfu — | —|487.5/0,89 | — —
Mo, .ot 50000| |:','\_:!_ 5204 | — 10,002 — | — \II_I;_J 0,769 —

15. Riicksichtlich der Art und Weise, wie die fusseren Kriifte einen

Kirper angreifen und demnach dessen Elasticitiit und Festigkeit sich iHussern,
unterscheidet man verschiedene Fiille, zu deren Charakteristik von einer be-
stimmten Korperform oder wenigstens einer bestimmten Entstehungsweise der

Korperform ausgegangen wird.
Denkt man sich die Korperform entstanden durch Bewegung einer im
Allg
Curve, so dass die Fliche bestindig in ihrem Schwerpunkte rechtwinkelig
von der Curve geschnitten wird, so heisse letztere die Mittellinie und
jeder zu ihr senkrechte Durehschnitt (den verschiedenen Liagen der erzeu-
iden Fliche entsprechend) ein Querschnitt des Korpers.
Ein Korper, welcher der Form nach auf solche Weise entstanden gedacht

neinen dabei stetig veriinderlichen ebenen Fliiche lings einer beliebigen

wird, soll ein stabfirmiger Krper im weiteren Sinne genannt werden.
Ein Querschnitt eines stabftrmigen Kérpers wird mit /', die Liinge seiner
Mittellinie gewthnlich mit [ bezeichnet, letztere auch kurzweg die Liinge des
Korpers genannt. Ein stabfiérmiger Krper im engeren Sinne ist
ein soleher, dessen Mittellinie iiberwiegend lang, wenigstens liinger ist, als

=R
die sste Dimengion irgend eines Querschnitts.

Besondere Fille der Stabform, welche besonders von praktischer
Wichtigkeit gind, entsprechen den Voraussetzungen, dass die Mittellinie eine
einfach gekriimmte Curve oder gar eine gerade Linie sei, in welchem letzteren
Falle sie anch die Axe des Korpers genannt wird; im Falle der einfach

gekriimmten Mittellinie ferner der Voraussetzung, dass deren Ebene den
Korper in zwei symmetrisch gleiche Hiilften theile, im Falle der geraden
Mittellinie, dass sich eine Symmetrieebene oder dass sich zwei zu einander
senkrechte Symmetrieebenen hindurch legen lassen; endlich der Voraussetzung,

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



My

L'.

ey

-

BADISCHE

LANDESBIBLIOTHEK

I

14

leitung.

dass der Querschnitt constant sei — abgesehen von den unendlieh vielen
Specialfillen, welche hinsichtlich der Form einer nicht geraden Mittellinie,
des Aenderungsgesetzes eines nicht constanten Quersehnitts und der Form
sowie der relativen Liage des letsteren gegen die Mittellinie oder die einwir-
kenden Kriifte miglich sind.

16. — Um die Wirkungen zu untersuchen, welche in einem Quer-
schnitte /" eines stabftrmigen Kérpers durch dessen Belastung hervorgerufen
werden, ist es einerlei, ob man das eine oder das andere der beiden dureh
den Querschnitt /' getrennten Stiicke 'des Kiorpers mit den an ihnen an-
greifenden iusseren Kriiften in Betracht zieht: heide Systeme von Kuiiften
sind mit einander im Gleichgewichte durch Vermittelune der gleichen und
entgegengesetst gerichteten inneren Kriifte in den Fliichenelementen wvon I
Das gerade in Befracht gezogene dieser beiden Systeme von Kriiften soll
das System der Husseren Kriifte fiir den Querschnitt /' genannt
werden. Unter der Riehtung s werde die Richtung der Tangente der Mittel-
linie im Schwerpunkte O des betrachteten Querschnitts #' verstanden. dieselbs
genommen vom Punkte () aus nach der Seite desjen

n Korperstiicks hin,
an welchem das betrachtete System der fusseren Kriifte angreift. (0 s
ein nach der Richtung —s gelegenes unendlich kleines Bogenelement der
Mittellinie; /' der Querschnitt dureh 0.

Die fHusseren Kuiifte lassen sich ersetzen durch eine in O angreifende
resultivende Kraft 2 und ein resultirendes Kriiftepaar M. Die Resultante £l
werde in zwei zu einander senkrechte Componenten £ und Ks zerlegt: [y
senkrecht zu /' (positiv oder negativ, jenachdem sie die Richtung s oder die
entgegengesetzte Richtung hat), also Ky in die Ebene /' fallend. Ebenso
werde das resultivende Paar M in zwei Componentenpaare A/ und Ms zerlegt,
deren Ibenen sich rechtwinkelig schneiden: die Ebene von My sei parallel
mit £ (M, selbst positiv oder negativ, jenachdem die Axe dieses Paares
die Richtung s oder die enigegengesetzte Richtung hat), also die Ebene
von My senkrecht zu F.

Die Kraft /7, verursacht, jenachdem sie positiv oder negativ ist, positive
oder negative Normalspannungen in den Fliichenelementen von /) welche der
Grisse nach so vertheilt sind, dass ihve Resultante dureh O eeht und = Ry st
Die entsprechenden posiliven oder negativen :
nahme oder Abnahme der
F und Fy zur Fols

Ausdehnungen ¢ haben eine Zu-
mseitigen Entfernung der materiellen Querschnitte

Das Kriiftepaar M verursacht Normalspannungen, welche in den Fliichen-
elementen von /' der Grissse mach
Kriiftepaar reduciren lassen,
dessen Moment - M ist. )

so vertheilt sind, dass sie sich auf ein
dessen Ebene parallel der Ebene von M, und
Die entsprechenden positiven und negativen Aus-
delmungen haben eine Aenderung der gegenseitigen Neigung von /7 und 1y
zur Folge, . |

Die Kraft R verursacht Tangentialspannm

izen in den Fliichenelementen
von £ welche der]

lichtung und Grisse naeh so vertheilt sind dass sie einé
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dureh O gehende Resultante — Hs haben. Die entsprechenden \'vr:c:-h[n-lum_-___rz-n
y haben cine gegenseitige Verschiebung der materiellen Querschnitte /" und
Fy zur Folge.

Das Kriiftepaar M, verursacht 'l‘.-m;_-'(‘mi:l[sp:lmmn;:'vn, welehe in den
Fliichenelementen von /° der Richtung und G

nach so vertheilt sind,
dass sie sich anf ein Kriiftepaar in der Ebene /' reduciren lassen, dessen

Moment = M, ist. Die entsprechenden Verschichungen haben eine g
seitige Verdrehung von / und F, zur Folee.

Sollten in den genannten Fillen die materiellen Fliichen F und Iy nach
wie vor genaue Ebenen bleiben, so wiirde dies in Jjedem Falle ein bestimmtes

entsprechendes Gesetz erfordern, nach welchem die Ausdehnungen der Grsse
nach, die Verschiebungen der Richtung und Grsse nach von Punkt zu Punkt
im Querschnitte sieh Hndern, Miuglicherweise ist aber das Aenderungsgesetz
ein anderes und findet dann neben der angefithrten Hauptwirkung (Aenderung
der Entfernung oder der N sung, Verschiebung oder Verdrehung von /'
und /%) auch noch eine Kriimmung der materiellen Querschnitte statt,
Positive oder negative Normalspannungen nach der tichtung s werden

nach No. 11 von negativen resp. positiven Ausdehnungen nach jeder Riel-

6 des

tung liines F begleitef, welche eine Aenderung der Form und Gris
Querschnilts 7 zar Fole

@ haben kiinnen; dieselbe ist aber so unbedeutend,
man im Allgemeinen davon absehen darf.
An denjenig

an iStellen der Oberfliiche des Kirpers, wo die #usseren
Kriifte unmittelbar angreifen, konnen Normalspannungen nach der Richtung
der Quere von solcher Grisse vorkommen, dass von ihrer Wirkung nieht
ohne wesentlichen Fehler abstrahirt werden darf; bei den zu charakterisi-
renden einfachen Fiillen der Inanspruchnahme eines stabformigen Korpers
wird von ilmen abgesehen,

Streng genommen gehirt zu den dusseren Kriften auch der Druck des
umgebenden Mediums, also im Allgemeinen der Druck der umgebenden Luft,
wodurch eine entsprechende innere Pressung nach jeder, also auch nach der
Richtung der Quere hervorserufen wird, Weil aber die 1511‘;!iu-1111gsu'ertfw,
mit denen man in der technischen Festigkeitslehre rechnet, auch durch Ver,
suche in atmosphirischer Tuft als Medium gewonnen und nicht etwa mit
Riicksicht auf diesen Umstand einer Correction unterworfen werden, so wird
consequenter Weise von dem Luftdrucke als Theil der Belastung eines stah-
tormigen Korpers im Folgenden stets abstrahirt.*)

17— s Aenderungen, welche die Krifto By und Ry und die
Kriftepaare M; und M, erfabren, wenn man vom Querschnitte /' zum
Querschnitte /7 iibergeht, sind zum Theil bedingt durch die an dem
Korperelemente zwischen ' und £y unmittelhar angreifenden  Husseren

i
ren Fl

druck als effec

n Korpern, die eir 3 ke eits dem Drucke
It ausgezetzt sin ofern in Betracht, als nur der Ueher-
Druck von der betreffenden’ Seite in Rechnung gestelli wird

elmner ar
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Kriifte, zum Theil aber sind sie auch davon unabhiingig. Wihlt man filr
den Punkt O als Anfangspunkt die Tangente, die Hauptnormale (d.i. die
Normale in der Schmiegungsebene) und die soge nannte Binormale (d.i. die
zur Schmiegungsebene senkrechte Normale) der Mittellinie als Axen, nimmt
man ferner die erste Axe positiv nach der Richtung s, die zweite nach der
Richtung des Krilmmungsr: adius, die dritte nach der Richtung der Axe einer
directen Drehung von der ersten zur zweiten positiven Halbaxe, und hezeichnet
man dann mit ¢ den Winkel der Kraft Hs, mit § den Winkel der Axe des
Paares Ms mit der zweiten Axe (dem Kriimmungsradius), beide Winkel ge-
vechnet von der zweiten gegen die dritte positive Halbaxe hin, so sind die
Aenderungen der in Rede stehenden Krifte und Krilftepaare vollstiindig be-
stimmt durch die Aenderungen von
Ry, Hycosa, Rasinw, My, Msycosg, My sen p.
Jezeichnet man nun mit
Ry+dRy, J"lfg"ﬂ-‘s‘f:’—;“'[lf'itl-;gf"l-\'{ﬂ.'l ete.

die analogen Kriifte und Kudiftepaare fiir den Querschnitt //y, denkt dieselben
aber in entgegengesetztem Sinne wirkend, so dass gie als das Resultat der
fusseren Kriifte erscheinen, welche den nach der Richtung —s iiber Fy hinauns
liegenden Kirpertheil angreifen, so miissen an der Korperscheibe zwischen /
und F, alle diese 6 Kriifte und 6 Kriiftepaare zusammen mit den etwa unmitte slbar
zwischen ' und ), angreifenden Husseren Kriiften sich Gleichgewicht halten
wird aber von letzteren abstrahirt, so liefern die allgemeinen 6 Gleichgewichts-
bedingungen, bezogen auf die vorgenannten . rechtwinkelizen Axen, hei
igung unendlich kleiner Glieder der 2ten Ordnung die folgenden

Vernachliis
Gleichungen, in welchen dg den Neigungswinkel der Querschmitte [ und
I, (den Contingenzwinkel der Mittellinie) und d den Schmiegungswinkel
sebene des Punktes Oh

(positiv entsprechend einer Verdrehung der Schmiegung
gegen die des Punktes () um die Tangente in demjenigen Sinne, in welchem
die Winkel ¢ und 8 wachsen) bedeutet:

d fn’.l = — _L'dr‘u,\'ﬂ .-_r't)(

d(Rscosa) = Rydeg + Rysinad

r.!’l._“-_- sing) = — .Irltht'f.J\\'f-f‘Jll {f.'

H’,”] = a--—;”-_;('r;-\'f';‘rr'lj.

d(Mzcosf) = Mydg + Mysinfdyp — Resinads
d(Mgsin ) = — Mscosfdp + Recosads.

Es sind dies
und Kr
sie unabhiin

die Aenderungen, welche die in Rede stehenden Kriifte

iiftepaare von einem zum folgenden Querschuitte erfahren, insoweit
sind von den zwischen diesen beiden Querschnitten un-

mittelbar angreifenden Husseren Kriiften.
Von jenen 6 Relationen sind namentlich die beiden letzten hemerkens-
werth; sie liefern, wenn My = 0 oder dg =0 ist:
d M,
“ds
d. h. es ist dann Rysin (8—c) das Mass der Schnelligkeit, womit sich das
Moment

- = Rysin(f—ua)

M von einem zum folgenden Querschniite iindert.

Baden-Wiirttemberg
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I8. — Die unter No. 16 vorgefiilirte Zusammensetzung und Zerlegung

der Husseren Kriifte fiir einen Querschnitt eines stabformigen Kiirpers weist
unmittelbar auf die einfachen Fiille hin, welche hinsichtlich der Elasticit:it
und Festigkeit eines solchen Kirpers unterschieden werden kimnen: es sind
diejenigen, in welchen (mit Beibehaltung der dortigen Bezeichnungen) die
idnsseren Kriifte sich fiir jeden Querschnitt durch nur eine der beiden Kriifte
Ry und Rs oder durch nur eines der heiden Kriiltepaare My und M er-
setzen lassen, oder in welchen wenigstens die fibrigen dieser Einzelwirkungen
der iinsseren Kriifte, ausser einer, ohne wesentlichen Fehler vernachli

werden konnen. Die entsprechenden 4 Specialfiille sind dann folgende:

1) Zug- oder Druck-Elasticitiit und Festigkeit (absolute oder
riickwirkende E. n. F.). Die iusseren Kriifte lassen sich fiir jeden Querschnitt
durch eine Resultante ersetzen, deren Richtungslinie den Quersehmitt in seinem
Schwerpunkte rechtwinkelig schneidet; wenn diese Resultante ziehend aus-
wiirts wirkt, wird der Kbrper verlingert und event. zerrissen, wenn sie
driickend einwiirts wirkt, verkiirzt und event. zerdriickt.

2) Bie
fusseren Kuifte lassen sich fiir jeden Querschnitt dureh ein resultirendes
Kriiftepaar erse

sungs-Elasticitit und Festigkeit (relative BE. u. F.). Die

en, dessen Ebene den Querschnitt rechiwinkelig schneidet;
der Kirper wird dadurch verbogen und event. zerbrochen.

3) Schub-Elasticitiit und Festigkeit (Scheer-E, u. F.). Die
dusseren Kriifte lassen sich fiir jeden Querschnitt dureh eine Resultante
ersetzen, deren Richtungslinie in den Quersehnitt fillt und durch dessen
Schwerpunkt geht; der Korper wird verschoben und event. in einem Quer-
schnitte abgeschioben.

4) Drehungs-Elasticitiit und Festigkeit. Die iusseren Kriifte
lassen sich fiir jeden Querschnitt durch ein resultirendes Kriiftepaar ersetzen,
dessen Ebene dem Querschnitte parallel ist; der Korper wird um seine
Mittellinie verdreht und event. abgedreht.

19. — Alle unter den vorgenannten einfachen nicht enthaltenen Fille
werden als zusammengesetzte Elasticitiit und Festigkeit be-
zeichnet. Sie lassen sich bei stabférmigen Kirpern als Verbindungen von
zweien oder mehreren jener cinfachen Fiille betrachten; doch werden unter
derselben Bezeichnung auch solche Fille hegriffen, in welchen die Kiirper-
form nicht wohl als Stabform zu Dbezeichnen, niimlich nicht ungezwungen
auf die in No. 15 angegebene Art entstanden zu denken ist, wie z B. bei
plattenfirmigen Korpern, Rohren und Gefissen.

Derjenige Fall zusammengesetzter Elasticitiit und Festig

]'trl!' hi'i :-'.!;lh

formigen Korpern, welcher als Verbindung von Zug- oder Druck- mit

Biegungs - Elasticitiit und Festigkeit erscheint, ist verhiiltnissmiissig einfach
theoretisch zu behandeln, indem es sich dabei nur um die Zugammensetzung
von Normalspannungen handelt, die in demselben Punkte nach derselben
Richtung auftreien, was einfach durch algebu:
wegen der praktischen Wichtigkeit dieses Falles wird ihm unter der Bezeich-

he Addition geschehen kann;

Grashof, Festigkeitslehro, &
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18 Einleitung.
nung als zusammengesetzte Jiecungs-Elasticitit und Festigkeit
ein besonderes Capitel unmittelbar hinter denjenigen Capiteln  gewidmet,
illen handeln.

welehe von jenen beiden ersten einfachen I

Ebenso wiirde die Combination des dritten und vierten einfachen Falles,
niimlich von Schub- mit Drehungs - Elasticitiit und Festigkeit, einfach anf die
Zusammensetzung von Tangentialspannungen hinauslaufen, die in demselben
Punkte derselben Ebene nach verschiedenen Richtungen auftreten, was nach
looramm der Krifte geschehen kinnte; zur besonderen Hervor-
hebung dieses Falles, etwa als zusam mengesetzte Drehungs -Elasti-
citit und Festigkeit, liegt indessen eine praktische Veranlassung nicht vor.

Alle tibrigen Fiille der zusammengesetzien Elasticitiit und Festigkeit er-
fordern zu ihrer theoretischien Behandlung eine erweiterte Grundlage in Betreff

dem Paralle

der allgemeinen Beziehungen zwischen den Normal- und Tan-
schiebungen, welehe

gentialspannungen, Ausdehnungen und Vers
in demselben Punkte eines belasteten Kirpers nach verschiedenen Richtungen,
stattfinden;
‘hickt, in-

resp. in verschiedenen Ebenen und nach verschiedenen Richtur
diese Beziehungen werden deshalb im sechsten Capitel voraun
soweit fir die im siebenten Capitel abgehandelte allgemeinere Theorie der
sammengesetzten Elasticitiit und Festigkeit ihre Kenntniss nithig ist.

20. — Bei der Zug- oder Druck-, der einfaghen und zu-
sammengesetzten Biegungs - Elasticitiit und Festigkeit darf nach
No. 11, sofern die Normalspannungen nach den zur Mittellinie senkrechten
Richtungen nicht in Betracht kommen, die den betreffenden Aufgaben nach
sprochen werden, dass in

No. 5 zu Grunde liegende Forderung dahin ausg
irgend einem Punkte des Korpers die Spannung ¢’ oder Pressung ¢”
n

nach

smiissig

ahru

der Richtung der Mittellinie hiichstens = einem gewi

zuliissigen Werthe sein solle, welcher in der Folge mit A" resp. /' hezeichnet
wird oder auch einfach mit &, falls &' =4 gesetzt wird oder eine Unfer-
gcheidung der vorkommenden Spannungen in Beziehung anf ihren Charakter
als Spannungen im engeren Sinne oder Pressungen der Natur der hetreffen-
den Aufgabe gemiiss nicht niithig ist oder wenigstens unterlassen wird.
Diese zul:

sigen Maximalwerthe &', k" oder k sind fiir alle Punkte die:
selben. sofern, wie im Folgenden stets vorausgesetzt wird, das
Material des Korpers entweder isotrop ist oder Iaumu;_’_'s-l; mit
einer ansgezeichneten Elastieititsaxe, welche fiiberall die
Richtung der Mittellinie hat.

Bei der Schub- und der Drehungs- Elastieitiit und Festig:
keit kommen als Spannungen nur die Tangentialspannungen in den ver-
schiedenen Punkten der Quersehnitte in Betracht, die zu den betreffenden
Verschiebungen nach No. 12 in bestimmter Beziehung stehen; die Funda-
mentalforderung wird deshalb hier dadurch erfiillt, dass man diese Tangen-
tialspannungen z hijchstens einen gewissen erfahrungsmiissig zuliissigen Werth
annehmen 1§

: st, der in der Folge mit ¢ bezeichnet wird, und welcher bei
isotropem oder bei homogenem Materiale mit ausgezeichneter Elastieitiitsaxe
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nach der Richtung der Mittellinie fiir alle Punkte und alle Schubrie :htungen
e der betreffenden Querschnitte in denselben gleich ist.

Bei der zusammengesetzten Elasticitiit und Festigkeit im
Allgemeinen ist es wesentlich, daran festzuhalten, dass prineipiell nicht
sowohl ¢’, ¢” und 7, sondern die Ausdehnuneen und Zusammenzie hungen &
und £” gewisse Werthe nicht tiberschreiten sollen: weil aber einmal die oben
mit &' und k"’ bezeichneten Werthe in der praktischen Festigkeitslehre sich
eingebiirgert haben, so mige die den Aufgaben der zusammengesetzten

Elasticitiit und Festigkeit im Allzemeinen zu Grunde zu legende Forderung
7 meht auch dahin ausgesprochen werden, dass das Produkt 7¢’ resp. F¢” in irgend
einem Punkte und nach irgend einer Richtung hichstens den erfahrungsmiissig
zuldssigen Werth X' resp. &’ annehmen darf, der bei nicht isotropem Ma-
Tax teriale fiir verschiedene Richtungen um]lwulvn ist.

21. — Die passende Wahl der Werthe ¥ und &’ fiir die verschiedenen
{.‘-l\ll-‘it!‘llt.‘-tiﬁll-il:lI‘lt{‘l‘i’l“f'll ist zugleich von den Werthen % (¢/) resp. £ (¢/) und
K' resp. K” der Tabelle in No. 14 abhiingig: je kleiner die Verhiiltnisse
i E(d) (&9

o nd _j “ sind, je weiter also ein bis zur Elasticititsgrenze belasteter

Kirper noch von dem Zustande entfernt ist, bei welehem der Zusammenhang
der materiellen Punkte (ml"clmin n wird, einem desto grisseren aliquoten
Theile von F(¢") resp. E ( dagegen ecinem desto kleineren aliquoten
Theile von K* resp. K" muss man k' resp. k" unter sonst gleichen Um-
stiinden gleich setzen,

Eine feste Regel lisst sich dariiber nicht aufstellen, weil noch mancherlei
praktische Riicksichten obwalten, z B. die Formiindernng, welche auch
abgesehen von der Fest

oleeit unter Umstiinden eine gewisse Grisse nicht
iiberschreiten soll, die von der ganzen Construction den Umstinden gemiiss
tiberhaupt beanspruchte Dauerhaftigkeit, die Widerstandsfiihigkeit des Mate-
rials gegen atmosphiirische Einfliisse, die Abnutzung, welcher ein Maschinen-
theil durch Reibung unterworfen sein kann, die verschiedene Leichtigkeit
und Billigkeit der Ersetzung eines schadhaft gewordenen Constructionstheiles
durch einen anderen, der verschiedene Grad, in welchem auf der Festigkeit
verschiedener Constructionselemente diejen der ganzen Construction be-
ruht, die grissere oder {_vllnwln- Gefalir, welehe mit einem etwa eintretenden
Bruche fiir den regelmd

7

igen Betrieh mlw gar fiir Menschenleben verbunden
1 wiirde, ferner Stosse und Einwirku

m lebendiger Kyiifte bewegter
M.mvn die Dbei verschiedenartigen \LN]nm*n in sehr verschiedenem Grade
vnl]\r_munr:n, ) sowie andere Umstiinde, welche sich der theoretischen Beriick-
sichtigung entzichen

leutend, d:
davon al
wi F
> Gefahr in si 1C ]1 aufnehmen ]\.ﬂlfl

#*) Unter
die Dimensionen der
Mittel dazu ¢
lehrt, die ein

nentheile vorwie
1 die Hand, welches fiir

Hierher gehint u. A. auch die Erfahrung, dass das Schmiedeeisen (vermuthlich

BADISCHE e
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20) Einleit

Tm Allgemeinen kinnen deshalb nur sehr weite Grenzen fiiv & und B
angegeben werden, innerhalb weleher in jedem Falle nach praktiseher T
fahrung oder nach Analogie verwandter Fiille die Wahl zu treffen ist, und
swar etwa % bis Y von f (&) resp. ("), oder 'fi bis ‘2o von K’
resp. K.

Was die passende Wahl des Werthes ¢ betrifft, so muss es zwar, da
itive Ausdehnungen znriickgefiihrt

die Verschiebungen auf positive und n ey
werden kinnen, einen gewissen der Elasticitiitsgrenze entsprechenden Wexth
(y) der Verschiebung geben, der von den Grenzwerthen (¢) und (¢7) fiir die 8
verschiedenen Richtungen abhiingt, und wiire deshalb ."s]l:l]il_‘_" dem oben An-
gefiihrten jener Werth ¢ zugleich von G'(y) und von 7" abhiingig zu machen;
indessen geniigt es bei der Schub- und der Torsions-Elasticitiit und Festig-
keit, wo dieser Werth ¢ liberhaupt nur in Betracht kommt, iln einfach einem
den Umstinden gemiiss grisseren oder kleineren aliquoten Theile von 7

gleich zu setzen, etwa innerhalb der Grenzen Yo und 'fea 7
;

) an Festighert

g Lol
Wenn es anbaltendeln
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