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EINLEITUNG .

1. — Materielle Punkte heissen die kleinsten gleichartigen ma -
teriellen Theilchen , woraus ein Körper bestehend gedacht werden kann .

Cohäsion im weiteren Sinnes) heisse die den Körpern eigenthümliche innere

Kraft , vermöge welcher sie einer durch äussere Kräfte verursachten Ver⸗

rückung ihrer materiellen Punkte einen gewissen Widerstand entgegensetzen .
Bei einem festen Körper , wovon im Folgenden allein die Rede ist ,

äussert sich eine solche Verrückung der materiellen Punkte durch eine ent -

sbrechende Formänderung , dieses Wort im weitesten Sinne genommen ,
in welchem auch eine blosse Aenderung der Grösse bei ähnlich bleibender

Gestalt des Körpers darunter verstanden werden soll . Die Inanspruchnahme
eines Körpers durch beliebige äussere Kräfte heisse seine Belastung . “ * )

Die Formänderung , deren ein Körper bei einer gewissen Belastung fähig

ist , tritt nicht augenblicklich , sondern nur allmählich ein und nimmt unter

Umständen selbst nach langer Zeit noch nachweisbar zu. Unter der einer

gewissen Belastung entsprechenden Formänderung ist deshalb

streng genommen die Grenze zu verstehen , welcher sich dieselbe im Verlaufe

der Zeit nähert .

Bei solchen Körpern und solchen Belastungen , wie sie in der technischen

Praxis vorkommen , pflegt indessen schon nach sehr kurzer Zeit die Form -

änderung bei andauernder Belastung von jener Grenze so wenig verschieden

zu sein , dass der Unterschied ausser Acht gelassen werden darf . “* *)

) Imn engeren Sinne versteht man unter Cohäsion nur die Widerstandskraft gegen
eine Vergrösserung des Abstandes der materiellen Punkte .

Mit Erweiterung des gewöhnlichen Sprachgebrauchs , nach welchem unter Belastung
nur die Inanspruchnahme durch Schwerkräfte verstanden wird .

) Nach Versuchen von C. F. Dietzel (Leitschr . des Vereins deutscher Ingenieure ,
Bd. I. P. 165 ) ist dieser Einfluss der Leit auf die Formänderung bedeutender bei Holz
( überhaupt bei organischen Körpern ) , als bei Metallen .

Dass bei sehr starker Belastung die Formänderung bei allen Körpern , auch Metallen ,
noch lange Zeit , selbst Monate lang merklich zunimmt und schliesslich so die Aufhebung
des den festen Körper charakterisirenden Zusammenhangs herbeigeführt werden Kann, ist
eine bekannte Thatsache . Fairbairn hat gezeigt , dass diese Wirkung durch häufige und
bedeutende Aenderungen der Temperatur befördert wird . ( Seventh Report of the British
Association . )
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Einleitung .

Man sagt , ein Körper verhalte sich volIkommen oder unvollkom men
elastisch bei einer gewissen Formänderung , jenachdem dieselbe vollkommen
oder nur unvollkommen wiedler verschwindet , wenn die Zelastung aufgehoben
Wird . Im ersteren Falle heisst die ganze Cohäsion , welche bei der betreffenden
Belastung zur Wirkung gekommen War , auch Elasticität , im letzteren Falle
nur derjenige Theil derselben , welcher dem rüe ängig gewordenen Theile der
Formänderung entspricht und eben diesen theilweisen Rückgang verursacht .

Die Cohäsion kommt wie jede Widerstands - oder secundärè Krt
mal nur mit derjenigen Intensität zur Wirkung , welche der Belastung oder
der primären Kraft entspricht . Wird die Belastung gesteigert , so erkolgt
schliesslich eine Trennung der materiellen Punkte , d.
Aufhebung des Zusammenhangs , welcher den
charakterisirt , und erst im letzten Augenblic
dem Maximum ihrer Intensität zur Wirkung gekommen .

Die zur vollen Wirkung gekommene Cohäsion , also die innere Kraft ,mit welcher ein fester Körper der Trennung seiner materiellen Punkte Wider⸗
stand leistet , heisst seine Festigkeit . * )

Die inneren Krätte , welche durch eine gewisse Belastung eines Körperszur Wirkung kommen , treten zwischen je zwei materiellen Punkten auf undsind einzeln ebenso unbestimmt und unbestimmbar wie die Massenhaftigkeitder materiellen Punkte , woraus man sich den Körper bestehend denkt . Dis
obigen Definitionen der Cohäsion , Elasticität und Festigkeit beziehen sichdaher auf gewisse im Körper anzunehmende Flächen , d. h. die damit be -zeichneten inneren Kräfte sind die Resultanten aller jener unendlich vielen
Elementarkräfte , welche auf die in einer solchen Fläche liegenden materiellenPunkte von allen Übrigen auf derselben Seite der Fläche liegenden materiellenPunkten ausgeübt Werden ; damit eine resultirende Kraft mit verschwindendkleinem Fehler ohne K räftepaar sich bilden lasse „ muss im All
Fläche als unendlich Kklein Vorausgesetzt werden .

t jedes -

h. eine stellenweise
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ke vorher war die Cohäsion mit
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2. — Genauere Versuche haben zu dem Se hlusse geführt , dass der Be -griff der vollkommenen Elastieität streng genommen der Wirklichkeitnicht entspricht , dass vielmehr jede Formänderung von endlicher Grösse auseinem bleibenden und einem nicht bleibenden Theile besteht in der Weise ,dass das Verhältniss des ersten zum weiten sich nur zugleich mit der g anzen8Formänderung der Grenze Null nähert . * *) Nichtsdestoweniger Pflegt man

*) Nach dem Sewöhnlichen Sprachgebrauche ve steht man unter Elasticität undFestigkeit die Higenschaft , solche innere Kräſte in höherem Oder niederem Gradeäussern zu können , welche hier als Elasticität und Festigkeit selbst definirt wurden .) In noch höherem Grade ist es unzulüässig , die Körper selbst in vollkommen undunvollkommen elastische au unterscheiden , weil selbst dann , wenn der Begriff der Voll-kommenen Elasticitat factisch begründet wäre , er doch immer nur relativ 901dem derselbe Körper bei Kleiner Formänderung sich vollkommen , bei grosser sich unvoll⸗kommen elastisch Verhalten Könnte . Höchstens darf von sehr elasti chen und wenigAlastischen Körpern Sesprochen werden , jenachdem erst bei grosser oder schon bei KleinerFormänderung ein Wesentlicher Theil derselben bleibend wird .
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Einleitung . 3

eine gewisse Grenze der Formänderung anzunchmen , innerhalb welcher ilir
bleibender Theil verhältnissmässig so Klein ist , dass er nur durch sehr feine
Beobachtungsmittel nachgewiesen und deshalb mit einem für die Anforderungender Praxis verschwindend kleinen Fehler S Null gesetzt werden kann . DieseGrenze nennt man kurzweg die Elasticitätsgrenze .

Wenn übrigens ein Körper eine Formänderung erfahren hatte , von derein Theil zurückgeblieben ist , und dieser Körper dann einer neuen Form -
ünderung von derselben Art , aber höchstens von der frühleren Grösse unter⸗Worfen wird , so ist der bleibende Theil der letzteren sehr klein im Vergleichmit dem früheren , so dass die bleibende Formänderung durch WiederholungSolchen Verfahrens nicht etwa beliebig gesteigert werden kann .

Bei allen Constructionen Pflegt man im Princip die Forderung zu Grundezu legen , dass in keinem Theile eine Ueberschreitung der Elasti —
citätsgrenze stattfinden s0lLle ; in der That freilich ist jener Forderungwegen mangelhafter Kenntniss dieser Grenze , selbst abgeschen von der Un -bestimmtlieit ihres Begriffs nicht immer sicher zu entsprechen und viel -mehr häufig nur die leichter bestimmbare und sicherer bekannte Festigkeitdes Materials als massgobend zu Grunde zu legen .

3. — Die Formänderung , welche durchi eine gewisse Belastung eines
Körpers bewirkt wird , lüsst sich immer darauf zurückführen , dass die ur -
sprünglichen Abstände der materiellen Punkte geündert wWerden , welche
Aenderungen theils Positiv , theils negatiy und sowohl in demselben Punktenach verschiedenen Richtungen , als in verschiedenen Punkten nach gleich -laufenden Richtungen verschieden gross sein können .

Zieht man von einem materiellen Punkte 4 eines Körpers eine Gerade Aund betrachtet dieselbe als den geometrischen Ort der darin liegenden mate -riellen Punkt )
so ertährt sie bei der Formänderung des Körpers eine

entsprechende Formänderung , u. A. das beliebige Stück 45 derselben eine
gewisse Längenänderung 4 ( AB) ; lisst man A B abnehmen bis zur Grenze

8 8
4Aα¹αNull , so heisst der entsprechende Grenzwerth des Verhältnisses Adie Ausdehnung des Körpers im Punkte A nach der Richtung 45 .

Eine solche Ausdehnung ( stets ein kleiner Bruch ) ist positiyv oder negativ ,eine Ausdehnung im engeren Sinne oder eine Zusammenziehung , und soll
algebraisch verstanden in der Folge mit æ bezeichnet werden ; e“ bedeute ins -
besondere eine positive , «“ den Absolutwerth einer negativen Ausdehnung. us )

Derselbe
der bleil

sich dadurch bestimmen , dass ein bestimmter Grenzwerth des Ver-nden zur ganzen Formänderung als Kriterium festgestellt würde .
) Tinien , Flächen oder Körperelemente , welche als die geometrischen Oerter derin ihnen liegenden materiellen Punkte betrachtet werden , heissen in der Folge kurzwegmaterielle Linien , Flächen oder Körperelemente .

) Die als unbenannte Zahl definirte Ausdehnung im Punkte A nach der RichtungA5 kann auch betrachtet werden als Länge , nämlich als Positive oder negative Ver -längerung , welche die materielle Gerade A5ν Æder Längeneinheit erfahren würde , wenn
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Man kann jetzt auch sagen : jede Formänderung eines Körpers kann auk

Ausdehnungen zurückgeführt werden , weleche in den verschiedenen Punkten

nach den verschiedenen Richtungen stattfinden .

4. — Als Ursache der bleibenden Formänderungen eines

Körpers muss angenommen werden , dass gewisse Werthe von s“ und “,

entsprechende neue Gleichgewichtslagen der materiellen Punkte bedingen ,

welche von ihnen eingenommen werden , wenn die betreffenden Belastungen

aufhören ; diejenigen Grenzwerthe von “ und / welche man als der Elasti -

eitätsgrenze entsprechend annimmt und welche unter sich verschieden sein

können , mögen mit (8%0% und ( “ ) bezeichnet werden . “ )

Die Grenzwerthe (s/ ) und (6“/ können im Allgemeinen sowohl mit der

Lage des betreffenden Punktes A, als mit der betreflenden Richtung 4 B sich

ändern . Bei einem homogenen , d. h. einem in allen Punkten gleich be⸗

schaffenen Körper sind sie nur vom Materiale und von der Richtung , bei

einem isotropen , d. h. einem nach allen Richtungen gleich beschaffenen

homogenen Körper sind sie nur vom Materiale abhängig .

5. — Auf Grund der in No . 2 ausgesprochenen principiellen Forderung

und der Aufstellungen in No. 4 lässt sich nunmehr die Hauptaufgabe der

praktischen Festigkeitslehre so aussprechen : Es sollen die Form , die

Dimensionen oder die Belastung eines Constructionsgliedes unter gegebenen

Umständen so bestimmt werden , dass &“ unde “ in keinem Punkte und nach

keiner Richtung gewisse erfahrungsmässig zulässige Werthe überschreiten ,

welche bei nur homogenem Materiale ausser von diesem auch von der Rich -

tung , bei isotropem Materiale nur von diesem abhängen, “ Principiell aber

jedenfalls kleiner sein sollen , als die Grenzwerthe (e“) und ( s4 , welche der

Elasticitätsgrenze entsprechen .
Die zweite Aufgabe : Bestimmung der Formänderung eines gegebenen

Körpers bei gegebener Belastung ist zwar an und für sich gewöhnlich nut

von untergeordneter praktischer Wichtigkeit , doch giebt es viele Fälle , 8

welchen die erste Aufgabe nicht ohne die zweite gelöst werden kann , unl

zwar ist dies immer dann der Fall , wenu die bei den Unterstützungen odes

Befestigungen des Körpers durch die primären belastenden Kräfte hervor⸗

in allen ihren Punkten ihre Ausdehnung gleich w In diesem Sinne soll die Ausdeh⸗

nung insbesondere specifische Ausdehnung heissen . Das Beiwort „specifisch “ gebraucht
der Verf. immer in dem Sinne , dass dadurch das Hauptwort ( immer eine G168860 auf die
betreflende Einheit bezogen wird ; 2. B. specifisches Gewicht = Gewicht der Volumeinheit ,

specilisches Volumen Volumen der Gewichtseinheit , specifischer Pruck einer Flüssigkeit 2
Druck auf die Flächeneinheit etc.

5

*) Wie es zugeht , dass gewisse Werthe von e die fraglichen Erscheinungen aur Folge

haben , bleibt hierbei dahingestellt ; es ist nur nöthig ausdrücklich hervorzuheben , dass eben

bestimmte Werthe von ihnen jene Erscheinungen begléeiten . Man könnte nämlich auch,

Was aber einen wesentlichen Unterschied machen würde (of. No. 11) , gewisse Werthe der
inneren Kräfte als charakteristische Begleiter der fraglichen Erscheinung 1 hinstellen .

) Abgesehen von praktischen Nebenrücksichten : cf. No. 21.
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gerufenen Widerstände , welche stets als äussere Kräſte in Bezichung auf den

Körper selbst mitgerechnet werden müssen , unbestimmt blieben , ſalls der

Körper als absolut starr vorausgesetzt würde .

Von den in der Praxis angewendeten Constructionsmaterialien können ge -

gossene Metalle unbedingt , geschmiedete und gewalzté näherungs -
Weise als isotrop , Hölzer nur als homogen gelten .

Auf die etwas verschiedene Festigkeit , welche 2. B. gewalztes Eisenblech

nach der Walzrichtung und nach der darauf senkrechten Längenrichtung be⸗

sitzt , mag bei der Ausführung einer Construction durch entsprechend vortheil -
hafte Lagerung der einzelnen Blechtafeln möglichst Rücksicht genommen
werden , die Theorie darf aber im Allgemeinen davon abstrahiren . Gezogener
Draht hat zwar in noch höherem Grade ein verschiedenes Verhalten nach
der Länge und Quere ; doch kommt hierbei überhaupt nur das Verhalten
nach der Richtung der Länge in Betracht , und wenn es nicht der Fall

Wäre , so dürfte wenigstens nach der Längenrichtung eine ausgezeichnete
Elasticitätsaxe vorausgesetzt werden , welche dadurch charakterisirt ist ,
dass nach je zwei Richtungen , die gleiche Winkel mit ihr bilden , ein gleiches
Verhalten stattfindet . Dieselbe Voraussetzung ist auch beim Holze zulässig
in der Weise , dass die ausgezeichnete Elasticitätsaxe nach der Richtung der
natürlichen Fasern angenommen wird .

6. — Damit die in No . 5 bezeichnete Hauptaufgabe gelöst werden könne ,
muss man im Stande sein , bei gegebener Belastung eines gegebenen Körpers
die Ausdehnungen zu berechnen , welche in einem beliebigen Punkte A nach

allen möglichen Richtungen stattfinden , um so die grösste unter ihnen zu
erkennen . Dies würde aber unmöglich sein , wenn zwischen den Ausdehnungen
in einem Punkte nach allen möglichen Richtungen nicht solche Bezichungen
stattfänden , dass die Kenntniss einer beschrünkten Zahl von Elementen genügt ,
um damit jede solche Ausdehnung zu berechnen . Wie es möglich ist , au
solchen Elementen zu gelangen , lehrt folgende Betrachtung .

Denkt man im Inneren eines noch unbelasteten Körpers ein unendlich
kleines materielles rechtwinkeliges Parallelepipedum abgegrenzt und verfolgt
seine ( Verhältnissmässig immer sehr kleine ) Formänderung bei der Belastung
und entsprechenden Formänderung des Körpers , so jist zwar Kklar, dass dieselbe
zunächst betrachtet werden kann als das Resultat von positiven oder negativen
Ausdehnungen verschiedener Grösse , die nach allen möglichen Richtungen im

Parallelepipedum stattfinden ; sie lässt sich aber auch betrachten als Resultat
von 1) nur 3 Ausdehnungen nach den Richtungen der Kanten , 2) gegen -
seitigen Verschiebungen der gegenüberliegenden Seitenffächen , 3) gegenseiti -

gen Neigungen dieser Seitenflächen , welche früher parallel waren , 4) gegen -
seitigen Verdrehungen der gegenüberliegenden Flächen , 5) Wölbungen dieser

ursprünglich ebenen Seitenflächen ( wegen der Continuität des Körpers bei
den gegenüberliegenden Flächen nothwendig nach derselben Richtung convex
oder concav ) . Erwägt man aber , dass die Neigungen der Seitenflächen nur
durch die Differenz der Ausdehnungen in parallelen Geraden , ihre Verdrehungen
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nur durch die Ver chiedenheit der Verschiebungen ( nach Grösse und Richtung )
in verschiedenen Punkten paralleler Ebenen , ihre Wölbungen nur durch die
Differenz der Ausdehnungen in parallelen Geraden und der Verschiebur gen
in parallelen Ebenen innerhalb des unendlich kleinen Parallelepipedums be-
dingt und deshalb von verschwindend kleinem Einflusse sind im Vergleich
mit den unter 1) und 2) genannten Aenderungen , so bleiben nur diese ,
also die Ausdehnungen nach den 3 Gruppen paralleler Kanten und die gegen⸗
seitigen Verschiebungen der 3 Paare paralleler Seitenflächen zu berücksichtigen
übrig . Die Verschiebungen sind bestimmt durch Grösse und Richtung oder
sie lassen sich zerlegen in je zwei Verschiebungen nach den Richtungen der
zweierlei Kanten der betreffenden Seitenebenen , und da schliesslich die
Formänderungen der 8 möglichen Parallelepipeda , welche einen Eckpunkt 4
gemeinschaftlich haben , wegen der Continuität des Körpers sich gegenseitig
bedingen , nämlich nur unendlich wenig verschieden sind , so erkennt man
Vorläufig die Möglichkeit , die Ausdehnung in einem Punkte 4
nach einer beliebigen Richtung 45 durch 9
zudrücken ( ausser durch die Winkel , welche die Richtung
nümlich durch 3 Ausdehnungen und 6 V erschiebungen ,
ander senkrechte Richtungen bezichen .

Elemente aus⸗

4 bestimmen ) ,
die sich auf 3 zu ein-

7. — Die jetzt gewonnene Erkenntniss
Betrachtung der Verschiebu ngen .

Ist V eine materielle Ebenèe in einem Vorläufig unbel
ein materieller Punkt in V und B ein anderer materielle
liegt , dass die Gerade 4½ senkrecht Zzu V ist , S0 findet
des Körpers im Allgemeinen eine solche Verrückung stat
dikel von B auf I einen neben 4 gelegenen Punkt A1 von V triflt ; die
früher ebene Fläche J / ist dabei im Allgemeinen krumm geworden . Lässt
man A B abnehmen bis zur Grenze Null , s

giebt Veranlassung zur näheren

astéeten Körper , 4
r Punkt , welcher 80
durch die Belastung

t, dass das Perpen -

0 heisst der entsprechende Grenz -
8 441Wertli des Verhältnisses

I Voelcher immer ein kleiner Bruch ist , die Mer⸗

schiebung der Ebene Vim Punkte A; unter der Ebene V ist dabeidie Berührungsebene der Fläche 77 im Punkte A4 zu ve
Verschiebungen werden in der Folge mit

Ist 4 Ceine Richtung in der Ebene V, vwelche mit der Richtung 441den Winkel ꝙ bildet , so ist 5cοͥοο die Verschieb ung der Ebene F imPunkte A nach der Rie htung 4C ; dieselbe ist Positiv oder negatiyv mitCo⁵ , da y eine absolute Zahl ist .

rstehen . Solche
Dezeichnet . *)

) Die als unbenannte Zahl definirte Verschiebung einer Ebene Y im Punkte 4 Kannauch betrachtet Werden als nge, nämlich als diejenige Strecke , um welche zwei paralleleEbenen im Abstande 45 der Längeneinheit an den cor pondirenden Punkten A undgegeneinander verschoben Werden wWürden, wenn die Ve niebungen aller dazwischenliegenden Parallelebenen in ihren betreflenden Durchschnittspunkten mit der Geraden 4B5gleich gross und gleich gerichtet wären . In diesem Sinne heissebesondere specifische Vers chiebung . Cf. No. 3, Anmerk .
die Verschiebung ins-
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8. — Wenn man bei einem unendlich kleinen materiellen rechtwinkeligen
Parallelepipedum im Inneren eines Körpers die vom Eckpunkte A auslaufenden
Kanten mit 4

und entsprechenden Deformation des Parallelepipedums , im Sinne von No . 7

AV A beteichnet , so seien bei der Belastung des Körpers

Verstanden , für den Punkt A:

J * und ½z die Verschiebungen der Ebene VAJ nacli den Rich -
tungen A4 V und AH ,

7½˙ und ½% die Verschiebungen der Ebene ZA & nach den Rich -
tungen A44 und AN ,

7½n und ½½ die Verschiebungen der Ebene XAV nach den Rich -
tungen AX und AV .

Die Verschiebungen / und ½ lassen sich beide als Folge des Um -
standes betrachten , dass der früher rechte Flächenwinkel an der Kante 42

P , etwas Kleiner oder g ser als ein rechter Winkel , geworden ist ;
sie können also immer nur gleichzeitig vorhanden sein , und zudem lusst
eine einfache Ueberlegung erkennen , dass sie einander gleich , nämlich

53
8beide S colg 2 Y ) oder absolut genommen = 0ꝙ , also auch mit Ver -4 3 8

ssigung kleiner G1nachl össen höherer Ordnung = ꝙ sind . Ebenso ist 7⁰⁴ S
7½½ und 7½½ I .

Die 9 Elemente , zu denen die Betrachtung in No . 6 geführt hatte , redu -
ciren sich also auf 6, und man erkennt die Möglichkeit , die Ausdehnung im
Punkte A nach der Richtung A4B , welche mit den Richtungen AX , AV AA
die Winkel J, /½ v bildet , als Funktionen dieser Winkel und der 6 Elemente

832 7¹ *
auszudrücken , unter 2 „ und en die Ausdehnungen im Punkte A nachi den
Richtungen AX , AV und 44 verstanden .

9. — Diese 3 Ausdehnungen und 3 Verschiebungen können nur durch
Vermittelung der inneren Kräfte gefunden wWerden , welche in den 3 um den
Punkt A herumliegenden Seitenflächen des Parallelepipedums stattfinden und
Welche für einen Punkt 4 an der Oberfläche des Körpers in gewissen Be- ⸗
ziehungen zu den daselbst angreifenden àusseren Kräſten stehen miüssen .
Diese inneren Kräfte sind zweierlei , den Ausdelinungen und den Verschie -
bungen entsprechend .

Ist V eine Ebene in einem belasteten Körper , A ein Punkt in J , ＋ der
Inhalt eines den Punkt A einschliessenden Stücks Vvon J , und Y die Resultante
der an den Punkt A versetzten inneren Kräſte , den die von einer Seite angren -zenden Körpertheile auf die Elemente von / ausüben , so heisst die Grenze des

Quotienten wenn 7½ den Punkt A stets einschliessend , in die Grenze Null

übergeht , die Spannung im Punkte A4 der Ebene H. x*)
) Die als Quotient einer Kraft durch eine Fläche definirte Spannung kann auch alseine Kraft betrachtet werden , nämlich als diejenige innere Kraft , welche auf die Flächen -
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Wird dieselbe in zwei Componenten zerlegt , so dass die Richtungslinie der

einen senkrecht zu FYist und die der anderen in der Ebene I liegt , s0 heisst

erstere die Normalspannung , letztere die Tangentialspannung in

Punkte A4 der Ebene V.

Wenn man die von beiden Seiten her ausgeübten inneren Kräfte unter⸗

scheidet und die Richtung 4 ½5 nach derjenigen Seite hin senkrecht zu

zieht , von welcher her man sich den Zug oder Druck durch die angrenzenden
Körpertheile ausgeübt denkt , so entspricht die Normalspannung einem Zug

oder Druck , jenachdem sie die Richtung 45E oder 5A hat . Um diesen

zwei Füllen durch einen positiven oder negativen Werth zu entsprechen ,

wird für die Normalspannung im Punkte A der Ebene J , die Bezeichnung :

Spannungs ) im Punkte 4 nach der Richtung 45 eingefllut .

Eine solche ist dann positiv oder negativ , jenachdem sie die Richtung 45

oder die umgekehrte Richtung hat ; im ersteren Falle heisst sie auch Span⸗

nung im engeren Sinne oder absolute Spannung , im letzteren Pre

rückwirkende Spannung . Solche Spannungen ( Normalspannungen ) Werden

in der Folge , algebraisch verstanden , mit d bezeichnet ; 6“ bedeute ins.

besondere eine positive , 6 “ den Absolutwerth einer negativen Spannung .
Tangentialspannungen werden mit 2 bezeichnet ; sie sind absolute Grössen .

Ist aber 4 Ceine Richtung in der Ebene V, welche mit der Richtung vont
den Winkel ꝙ bildet , so ist die Tangentialspannung im Punkte 4

der Ebene nach der Richtung 40 ivcosꝙ eine positive odet

negative Grösse , jenachdem ꝙ ein spitzer oder stumpfer Winkel ist .

ssung odler

10. — Betrachtet man wieder das unendlich kleine materielle recht -

winkelige Parallelepipedum mit den Kanten AX , AV , A4 im Inneren
eines Körpers , so werden bei der Belastung des Körpers auf die 6 Seiten
flächen durch die umgebende Körpermasse gewisse innere Kräfte ausgeübt
und es seien für den Punkt 4

O* Cν O½, die entsprechenden Spannungen nach den Richtungen
A ,

zzy und ½ die Tangentialspannungen der Ebene VAE nach den

Richtungen VA und ZA ,

h½ und ,α die Tangentialspannungen der Ebene ZAX nach den

KRichtungen ZA und XA ,
und 22) die Tangentialspannungen der Ebene XAV nach den

Richtungen XA und VA .

0

einheit der Ebene J ausgeübt werden würde , wenn in allen ihren Punkten die Spannung
ebenso gross und ebenso gerichtet wäre wie im Punkte A4. In diesem Sinne heisse si9
insbesondere specifische Spannung . Cf. No. 3, Anmerk .

8
*) Die ausdrückliche Bezeichnung als Normalspannung ist hier unnöthig , wWeildi

Bezeichnung der betreffenden Spannungsebene nicht fehlen dürfte , wenn eine resultirende0oder eine Tangentialspannung gemeint wäre .
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Durch diese 9 Spannungen und die Inhalte der Seitenflächen des

Parallelepipedums lassen sich die inneren Kräſte ausdrücken , mit welchen

die umgebende Körpermasse auf dasselbe einwirkt ; je 2 in den gegenüber⸗

liegenden Flächen sich entsprechende dieser im Ganzen 2 . 9 18 Kräfte

unterscheiden sich um unendlich kleine Grössen 3ter Ordnung , da die Kräfte

selbst mit den Flächen unendlich klein 2ter Ordnung sind . Im Gleichgewichts -
zustande des ganzen belasteten Körpers muss nun auch an dem parallele -

Dipedischen Körperelemente Gleichgewicht stattfinden zwischen den gedachten
18 Kräſten an seiner Oberfläche und derjenigen Kraft ( in der Regel nur der

Schwerkraft ) , welche als zussere Kraft auf die Masse des Parallelepipedums
selbst wirkt und welche mit dieser unendlich klein 3ter Ordnung ist . Vermittels

der allgemeinen 6 Gleichgewichtsbedingungen eines Systems von Kräften er -
hält man also 6 Gleichungen zwischen den obigen 3 Normalspannungen und
6 Tangentialspannungen im Punkte 4 , von welchen drei , den in No . 8S er -

Wähnten Beziehungen :

DD „

entsprechend , einfach folgende sind :

771 ν lzy) ; TZX ν uα Ll TLyx·
Sie folgen sofort aus den Momentengleichungen in Beziehung auf die

durch den Mittelpunkt des Parallelepipedums parallel seinen Kanten gezo -

genen Axen , in welche nur die zu diesen senkrecht und windschief gerich -
teten Tangentialspannungen mit unendlich kleinen Gliedern von der 3ten Ord -

nung eintreten , alle übrigen Spannungen aber nebst der auf die Masse des

Parallelepipedums wirkenden äusseren Kraft mit unendlich kleinen Gliedern

höherer Ordnung , die vernachlässigt werden .

Hiernach sind die noch übrigen 6 verschiedenen Spannungen für den -

selben Punkt 4 nur durch 3 Gleichungen verbunden , wodurch dieselben

vermittels der für einen Punkt A4 an der Oberfläche des Körpers aufzu -

stellenden Beziehungen zwischen ihnen und den äàusseren Kräften noch nicht

bestimmt sind . Liessen sich aber die 6 Spannungen undez2 durch die

6 Grössen ę und 5, diese dagegen durch nur 3 neue Elemente ausdrücken ,
so würde die Aufgabe bestimmt sein , weil sich dann vermittels jener
3 Gleichungen zwischen den Spannungen und mit Hülfe der Oberflächen⸗

bedingungen die fraglichen 3 Elemente für jeden Punkt des Körpers
finden liessen .

Solche 3 Elemente , wodurch die 6 Grössen « und / sich ausdrücken

lassen , hat man nun in der That in den Verrückungen , welche der materielle
Punkt A in Folge der Deformation des Körpers nach den Richtungen der

Coordinatenaxen erleidet : die partiellen Differentiale dieser Verrückungen
nach den Coordinaten des Punktes 4 , wovon sie der Continuität des Körpers

wegen stetige Functionen sind , bestimmen nämlich offenbar die relativen Ver -

rückungen der verschiedenen Eckpunkte des unendlich kleinen Parallelepipe -
dums gegen einander und somit überhaupt die Formveränderung desselben .
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7 6 1 6l 9 1 inE Cliehise11. — Zur Lösung der Aufgabe , die Ausdehnung & in einem be liebigen
Punkte A nach der beliebigen Riclitung 4 / bei gegebener Belastung eines
gegebenen Körpers zu bestimmen , ist also schliesslich noch die Kenntniss
derjenigen Beuiehungen nöthig , die zwischen den Ausdelnungen und Ver⸗
schiebungen einerseits und den zweierlei Spannungen andererseits stattfinden 7Welche auf denselben Punkt 4 und dieselben drei zu einander senkrecliten
Richtungen AX , 4V , AA betogen werden . Hierbei ist es unerlässlich , die
Erfahrung mit zu Ratlie zu zichen .

Was zunächst die Bezichung zwischen Norma Ispannungen und
Ausdehnungen betrifft , so ist es 2war selbstverständlich , dass ein auf einen
Körper nach einer gewissen KRichtung 45 : oder Druck
neben der positiven oder negativen Ausdehnung nachi dieser Richtung auch
eine solche nach jeder anderen Richtung zur Folge haben muss , welche um
80 kleiner ist , je mehr der Winkel zwischen dieser Ric
4B einem rechten sichi nähert ;

nusgeübter Ausserer J

htung und der Richtung
die Erfahrung lehrt aber , dass nach jeder2u A45 senkrechten KRichtung nicht etwa die Ausdehnung = Null ist , Son⸗

dern negativ im Falle des Zuges , positiy im Falle des Drucks nacli det
Kichtung 4B . Ist in einem Punkte 4 die Ausdehnung nach der RichtungAB des üusseren Zuges oder Drucks 5 s0 ist sie nach irgend einer 2u

45 senkrecliten Richtung A Cetwa 2 75 unter mn eine Zahl S1 Verstandeh ,
welche bei einem isotropen Materiale nur von diesem , bei nur homogenemMateriale aber ausserdem von den Richtungen 45 und 40 abhüngt .Daraus folgt allgemein , dass 2. B. ex nicht nur von C&, sondern auch
von o/⁵ und o abhängt , und dass also eine b estimmte Beziehung2wischen der Ausdehnung e und der Spannung 6 in einem
Punkte A nach irgend einer Richtung 45 nur dann stattfinden
kann , wenn nach jeder 2u 45 senkrechten Richtung im PunkteAdie Normalspannung = Null ist .

In diesem Falle lehrt die Erfahrung , dass in der That ( abgesehenvon dem in No. 1 erwähnten Einflusse der Zeit ) einem b estimmten & auchein bestimmtes e in den iselben Punkte nach derselben Richtung entspricht
;̃ 0 32 7und dass der Quotient - sowoll für Positive wie für negative Werthe Von2

ound æ beinahe constant bleibt , so lange die A! osolutwerthe von & und enicht so gross sind „ dass die sogenannte Elasticitätsgrenze erreicht wird .
0

Streng genommen nimmt — ab , wenn oüund e absolut genommen wachsen ,
und zwar nach einem Gesetze , welches für bositive Werthe von & und eein anderes sein kann , als für negative , bei einem nur homogenen Materialeauch verschieden für verschiedene Richtungen ist ; jedenfalls ist es abhängigvon der Art des Materials , indessen bisher noch nicht genügend festgestellt .

Die Grenze, welcher sich der QuotientL nä twerFrenze , welcher sich der Quotient Inähert , wenn die Absolutwerthe
von d und è in die Grenze Null übergehen, wird mit Ebezeichnet und heisst
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Einleitung . 1＋

der Elasticitätsmodul des Materials für die betreffende Richtung , wenn
dasselbe nur homogen ist , oder kurzweg der Elasticitätsmodul des NMaterials ,
wenn dieses als isotrop angenommen wird . “ )

Innerhalb der bei den Praktischen Anwendungen zulässigen Grenzwerthe
von d und e, worauf sich die Rechnungen der Festigkeitslehre beziehen , wird

0 *immer — gesetat . “

12. — Die Beziehung zwischen Tangentialspannungen und
Verschiebungen ist einfacher , als die zwischen Normalspannungen und
Ausdehnungen . Beziehen sich nämlich 2 und „ auf denselben Punkt der -
selben Ebene und dieselbe Schubrichtung der letzteren , so ist 7 durch 2
béstimmt , also nicht auch von anderen gleichzeitigen Spannungen abhängig ,

75
und der Quotient — nüllert sich , wenn 2 und „ bis Null abnehmen , einer7˙
gewissen Grenze , welche der Schubelasticitätsmodul genannt und mit
6 bezeichnet werden soll . Er ist bei isotropem Materiale nur von diesem ,
bei nur homogenem aber ausserdem von der betreffenden Ebene und deren
Schubrichtung abhängig . Die in No. 11 und 12 besprochenen Constanten n ,
LE und Gestehen in einer gewissen Abhängigkeit von einander : ef. No . 168 .

Bei solchen Belastungen und entsprechenden Formänderungen , welche
sich innerhalb der Elasticitätsgrenze halten , kann ohne wesentlichen Fehler
28

= gesetzt werden .

13. — Derjenige Werth K resp . K “ der Spannung 6“ oder Pressung 6 “
nach einer gewissen Richtung A , womit , wenn nach allen zu AB senkrechten
Richtungen im betreffenden Punkte die Normalspannungen Null sind , eine

*) Wenn man für rechtwinkelige Coordinatenaxen mit den Werthen von ꝙ als Abscissenund den zugehörigen Werthen von e als Ordinaten eine Curve zeichnet , so geht dieselbedurch den Anfangspunkt , welcher zudem Inflexionspunkt ist , und zwar so, dass die Curve inihrem ganzen Verlaufe der Abscissenaxe ihre ooYvexe Seite zukehrt . Bildet die Tangente im
Anfangspunkte den Winkel à mit der Abscissenaxe , so ist Iuim Æ Coth d.8

) Weil e eine unbenannte Zahl ist , 80 ist E eine Grösse von derselben Art wie 6(TKraft: Fläche ) .
Zuweilen wird unter dem Elaticitätsmodul eines Materials auch eine Grösse andererArt verstanden . Wenn man nämlich an einen aus dem betreflenden Materiale Verfertigtenverticalen prismatischen Stab einen anderen solchen Stab aus demselben Materiale , vondemselben Querschnitte und von der Länge J als Belastung anhängt , und wenn dadurch indem ersteren Stabe ( abgeschen von dessen eigenem Gewichte ) die ( Pecifische ) Ausdehnung e5 5 5hervorgerufen wWird, so heisst das bis zu einer gewissen Grenze constante Verhältniss —

der Klasticitätsmodul des betreffenden Materials für die Längenrichtung des ersteren Stabes .
Dieser Elasticitätsmodul / ist eine Länge wie Jund steht zu dem in der technischen8

Mechanik gewöhnlich sogenannten Elasticitätsmodul E in der Beziehung : E Æ Ls , unter 5das specifische Gewicht des Materials ( Gewicht : Volumen ) verstanden .
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Aufliehung des Zusammenliangs der materiellen Punkte durch Zérreissen

respl . Lordrüchten verbundenisth lieisst “ die specifisehle Zug - oder Druckféstig -

Ieith , aucll ! Kurzweg die Hug - oder Dr uckfestigkeit , abselute oders rüek⸗

Wirlkendle Hestigkeit des Mäterials für- die Richtung - 4 B.

Specifiselle : Schubféstigkeitt oder kurzweg⸗ Schubfestigkeit , Scheer⸗

föstigleit eines Materials für eine gewisse Ebene I und eine gewisse Hichs

tung 41 in derselhen lieisstt der Grenzwerthit L der Tangentialspannung

Weleller eine Aufliehung des - Zusammenlangs durch Absehiebungder Hbene H

nachl der Richtung AC zur Folge hatt .

Beii isotropem Mhteriall [ kann kurzweg vonseiner Zug⸗ oder Druckféstigæ -

lleitt K “ resb . . H und von seiiert Schubfestigkeit : L gesprochen Werden . .

1W4 .— Die - in der folgenden Tabelle enthaltenen Werthe von II , KHl,

LE , J/ , ( H/ undt ( 2%, für die im Mksellinenbauam liäufigsten angewendeten

Mkterialien sindl abgerundete Mittelwerthe - nach Angaben vieler versehiedener

Autbritäteni . Sie Peziellen sieli , wie alle Angaben in diesem Buche , wobei

eine gegentlieilige Bemerkung felilty , auf das - Kilogramm als Krafteinheitt und

dhs Cuadratbentimeterr als Elächeneinheitt “ )

Die Angaben füir A undinamentlich - ( 2 habenim Allgemeinen geringere

Tuverläässigkeith , als diejenigen flir : AÆ und ( ) . Die Werthe von- I sind fäst .

nur aus - Versuchen über die Xbdtehung von Stäben abgeleitet , wobeiidie

Sollubföstigkeitt niclitt reiin , Senderndurch Nebenumstände melir oderr wWeniger

gestörtt auftritttz : sie' dürfén doslialb ) ( aussert dem fürr Sehmiedeeisen angege⸗

benen Werttie ) nur ' mitt Vorsielitt in anderen Eällen gebrauchitt werden .

Die für Iblz/gemacliten Angaben siiid ! Mittelwerthe fürn die imn mittlerem

undll nördlielien:Europa gewöllnliehlen Bauhölzert ( Nadelliölzer , Eichen , Buehen )

undlhezielien sichlauffdie Rielitungederrnatürlichlen Easern , derrWertli von - L auf-

dbniFalll, dhss - die natürlielien Easern desderr Verctrehiunggunterworfénen Stabes

Barallbllmitt dèssenIlängenrielltungverlaufenl . Rechtwinkelig : gegenndie - Haserk. -

riolitungeistH ! etwamurr / murr/οross, , AlS nacht derRiehitungderaserm . ,
Die Produkte IL ( E) , undLH ( eνον köimen mitt eiiierr selehen Annällernngz ,

worauffdie fölgenden Zalilenwertlie überhauptt Anspruch machlen ) denjenigen
Worttien von 6/ 1oSH. . C/, gleielin geachtett werden, , mitt welehen ) , wenn nach

den zui der hetrefföndeni senkrechten ! Richtungen die Normalspannungen
Nulll sindh , die Elastieitätsgrenze erreielitt wirdl . Män nenntt diese Werttie

wolill diee Uragano dull füür - Zug respU . Druck . .

Beii denaus , verselliedtnen ! Bezugsquellent stammendent oderr am dem -

selhen Orte unter verselliedtnem Uinständen gewonnenen Mäkterialien ! einerlei

Artt weichenalle Consttintenioftt se bhedbutendl vont den Hiert angeffihrten
Mittelwertllen aby , dhsss es Heii grösserenh , wielltigem und ! kostsplieligen Com

structioneni ratlisamiisth , die Eigensellaſten dess amiuwendenden Mzkterialòs im

Bbziehiung aufHlastieitätt undlHestigkeitt durclii hesondere Versuclie - zui Hrüiſbm .

9 VWie diese Werthe ' gefünden wurden ! oderr gefünden ! Werden Rönnen ; wirdi im den
Folge betreffonden Orts angedéeutett
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Die Constante & entzieht sich einer directen und zuverlässigen experi - ⸗

mentellen Bestimmung gänzlich ; für isotrope Materialien ( u. A. Metalle ) kann
— — 22* 3 — 2 *

aber aus theilweise theoretischen Gründen 6 = ẽ I bis /½ J gesetat werden

(ef. No. 169 ) .

K. „ ꝑ

Iols . . . . . 112000 800/ 500 h3000,0018 0,0015 %%20,60,252 168

Gusseisen . . 1000000 / 1250 7500ʃ6 200000,000750,0015 2 750 0,6 1500
Gussstahl . . 275000010000 ——75000,0022 — - 6050 0,605 — —

Schmnelz- und

S —4 S 8 8Cementstahl225 7500 — —=65000 — 2700 0,36 — —

Schmiedeeisen ⸗ 0 4000 3500ù350000,0007 0,0007 ] 1 1400 0,35 140004

Liseublech. 3000 %/ [ — 0,0008 0,0008 1 1400 0,4 1400 0,466
lisendraht . . 2000000 6500 — — — 60,0012 — —2400 0. 369 — —

Kupfer, insb. 3
Blech . . . 1200000 2500 60002,4 — ( 0,00025 — — 6300 0,12 — —

Messing . . . 650000l 1250ʃ11000 8,8 — 0,00 487,50,39 — —

Ilei· 50000 130 520 ( 4 — (0,002“ — Eſi00 0%6%/ꝗꝗ%: .

15 . — Rücksichtlich der Art und Weise , wie die äusseren Kräfte einen

Körper angreifen und demnach dessen Elasticität und Festigkeit sich àussern ,
unterscheidet man verschiedene Fälle , zu deren Charakteristik von einer be⸗

stimmten Körperform oder wenigstens einer bestimmten Entstehungsweise der

Körperform ausgegangen wird .

Denkt man sich die Körperform entstanden durch Bewegung einer im

Allgemeinen dabei stetig veränderlichen ebenen Fläche längs einer beliebigen

Curve , so dass die Fläche beständig in ihrem Schwerpunkte rechtwinkelig
von der Curve geschnitten wird , so heisse letztere die Mittellinie und

jeder zu ihr senkrechte Durchschnitt ( den verschiedenen Lagen der erzeu -

genden Fläche entsprechend ) ein Querschnitt des Körpers .
Ein Körper , welcher der Form nach auf solche Weise entstanden gedacht

wird , soll ein stabförmiger Körper im weiteren Sinne genannt werden .

Ein Querschnitt eines stabförmigen Körpers wird mit V, die Länge seiner

Mittellinie gewöhnlich mit J bezeichnet , letztere auch kurzweg die Lünge des

Körpers genannt . Ein stabförmiger Körper im engeren Sinne ist

ein solcher , dessen Mittellinie überwiegend lang , wenigstens länger ist , als

die grösste Dimension irgend eines Querschnitts .
Besondere Fälle der Stabform , welche besonders von praktischer

Wichtigkeit sind , entsprechen den Voraussetzungen , dass die Mittellinie eine

einfach gekrümmte Curve oder gar eine gerade Linie sei , in welchem letzteren

Falle sie auch die Axe des Körpers genannt wird ; im Falle der einfach

gekrümmten Mittellinie ferner der Voraussetzung , dass deren Ebene den

Körper in zwei symmetrisch gleiche Hälften theile , im Falle der geraden

Vittellinie , dass sich eine Symmetrieebene oder dass sich zwei zu einander
senkrechte Symmetrieebenen hindurch legen lassen ; endlich der Voraussetzung ,

22 — 3
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dass der Querschnitt constant sei abgeschen von den unendlich vielen

Specialfällen , welche hinsichtlich der Form einer nicht geraden Nittellinie,
des Aenderungsgesetzes eines nicht constanten Querschnitts und der Form
sowie der relativen Lage des letzteren gegen die Mittellinie oder die einvir -
kenden Kräfte möglich sind .

16. — Um die Wirkungen zu untersuchen , welche in einem Quer —
schnitte Y eines stabförmigen Körpers durch dessen Belastung hervorgerufen
werden , ist es einerlei , ob man das eine oder das andere der beiden durch
den Querschnitt Y getrennten Stücke des Körpers mit den an ihnen an⸗
greifenden äusseren Kräften in Betraclit zieht ; beide Systeme von Kräften
sind mit einander im Gleichgewichte durch Vermittelung der gleichen und
entgegengesetzt gerichteten inneren Krüfte in den Flächenelementen von E.
Das gerade in Betracht gezogene dieser beiden Systeme von Kräften soll
das System der äusseren Kräfte für den Querschnitt V genannt
werden . Unter der Richtung s werde die Richtung der Tangente der Mittel -
linie im Schwerpunkte O des betrachteten Querschnitts 77 Verstanden , dieselbe
genommen vom Punkte O aus nach der Seite desjenigen Körperstücks hin,
an welchem das betrachtete System der Ausseren Krüäfte angreift . O COi sei
ein nach der Richtung — s gelegenes unendlich Kleines Bogenelement der
Mittellinie ; J1 der Querschnitt durch Oi .

Die äusseren Kräfte lassen sich ersetzen durch eine in 0 angreifende
resultirende Kraſt K und ein resultirendes Kräftepaar V. Die Resultante 1.
werde in zwei zu einander senkreéchte Componenten Ie1 und J2 zerlegt : I1
senkrechit zu V ( positiv oder negativ , jenachdem sie die Richtung s oder die
entgegengesetzte Richtung hat ) , also ERz in die Ebene J , fallend . Ebens0
werde das resultirende Paar M in zwei Componentenpaare Mi und / Zerlegt ,
deren Ebenen sich rechtwinkelig schneiden : die Ebene von MI Sei Parallel
mit V ( Mi selbst positiv oder negativ , jenachdem die Axe dieses Paares
die Kichtung s oder die entgegengesetzte Richtung hat ) , also die Ebene
von MVa senkrecht zu V.

Die Kratt Ki verursacht , jenachdem sie positiv oder negativ ist , positive
oder negative Normalspannungen in den Flächenelementen von Vꝗiwelche der
Grösse nach so vertheilt sind , dass ihre Resultante durch C gehtt und Ii ist .
Die entsprechenden positiven oder negativen Ausdehnungen e haben eine Zu-
nahme oder Abnahme der gegenseitigen Entfernung der materiellen Querschnitte
I und Vi zur Folge .

Das Kräftepaar Va verursacht Normalspannungen , welche in den Flächen -
elementen von V der Grösse nach so vertheilt sind , dass sie sich auf ein
Kräftepaar reduciren lassen „ dessen Ebene parallel der Ebene von /½½ und
dessen Moment = Mse ist . Die entsprechenden positipven und negativen Aus -
dehnungen haben eine Aenderung der gegenseitigen
zur Folge .

Die Kraft L2 verurs

7
Neigung von J / und II

acht Tangentialspannungen in den Flächenelementen
Von V. welche der Richtung und Grösse nach 80 vertheilt sind , dass sie eine
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durch O gehende Resultante I haben . Die entsprechenden Verschiebungen
„ haben eine gegenseitige Verschiebung der materiellen Querschnitte Yund
L zur Folge .

Das Kräftepaar Mi verursacht Tangentialspannungen , welche in den
Flächenelementen von V der Richtung und Grösse nach so vertheilt sind ,dass sie sich auf ein Kräftepaar in der Ebene 77 reduciren lassen , dessen
Moment Mi ist . Die entsprechenden Verschiebungen haben eine gegen-seitige Verdrehung von 77 und Ji zur Folge .

Sollten in den Senannten Fällen die materiellen Flächen Y und Li nachwie vor genaue Ebenen bleiben , so würde dies in jedem Falle ein bestimmtes
entsprechendes Gesetz erfordern , nach welchem die Ausdehnungen der Grösse
nach , die Verschiebungen der Richtung und Grösse nach von Punkt zu Punktim Querschnitte sich ändern . Möglicherweise ist aber das Aenderungsgesétzein anderes und findet dann neben der angeführten Hauptwirkung ( Aenderungder Entfernung oder der Neigung , Verschiebung oder Verdrehung vonund V) auch noch eine Krümmung der materiellen Querschnitte statt .Positive oder negative Normalspannungen nach der Richtung s werdennach No. 11 von negativen resp . positiven Ausdehnungen nach jeder Rich -

tung längs 1, begleitet , welche einé Aenderung der Form und Grösse desQuerschnilts Y zur Folge haben können ; dieselbe ist aber 80 unbedeutend ,dass man im Allgemeinen davon absehen darf .
An denjenigen Stellen der Oberfläche des Körpers , wo die äusserenKräfte unmittelbar angreifen , können Normalspannungen nach der Richtungder Quere von solcher Grösse vorkommen , dass von ihrer Wirkung nichtohne wesentlichen Fehler abstrahirt werden darf ; bei den zu charakterisi -renden einfachen Fällen der Inanspruchnahme eines stabförmigen Körperswird von ihnen abgeschen .
Streng genommen gehört zu den àusseren Kräften auch der Druck des

umgebenden Mediums , also im Allgemeinen der Druck der umgebenden Luft ,Wodurch eine entsprechende innere Pressung nach jeder , also auch nach der
Richtung der Quere hervorgerufen wird . Weil aber die Erfahrungswerthe ,mit denen man in der technischen Festigkeitslehre rechnet , auch durch Ver .suche in atmosphärischer Luft als Medium gewonnen und nicht étwa mitRücksicht auf diesen Umstand einer Correction unterworfen werden , so wird
Consequenter Weise von dem Luftdrucke als Theil der Belastung eines stab -
förmigen Körpers im Folgenden stets abstrahirt . *)

17 . — Die Aenderungen , welche die Kräfte Tei und ½ und dieKräftepaare Mi und ½ erfahren , wenn man vom Querschnitte 7 zumQuerschnitte J4 übergeht , sind zum Theil bedingt durch die an demKörperelemente zwischen I und Vi unmittelbar angreifenden àusseren

) Nur bei Plattenformigen Körpern , die einerseits dem Luftdrucke , andererseits dem Druckeeiner anderen Flüssigkeit ausgesetzt sind, kommt jener insofern in Betracht , als nur der Ueber -druck als effectiver Druck von der betreflenden Seite in KRechnung gestellt wird .
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Kräfte , zum Theil aber sind sie auch davon unabhängig . Wählt man für

den Punkt O als Anfangspunkt die Tangente , die Hauptnormale (d. i. die

Normale in der Schmiegungsebene ) und die sogenannte Binormale (d. i. die

zur Schmiegungsebene senkrechte Normale ) der Mittellinie als Axen , nimmt

man ferner die erste Axe positiv nach der Richtung s, die zweite nach der

Richtung des Krümmungsradius , die dritte nach der Richtung der Axe einer

directen Drehung von der ersten zur zweiten positiven Halbaxe , und bezeichnet

man dann mit 6 den Winkel der Kraft , Nz, mit 5 den Winkel der Axe des

Paares ½ mit der zweiten Axe ( dem Krümmungsradius ) , beide Winkel ge⸗

rechnet von der zweiten gegen die dritte positive Halbaxe hin , 80 sind die

Aenderungen der in Rede stehenden Kräfte und Kräftepaare vollständig be -

stimmt durch die Aenderungen von

Fei , Hacos d, Nasin d, Mi , Mecοõ , Ma sin B.
Bezeichnet man nun mit

HiαHE , Hꝛ co⁶αοιυι a coο⁶ ) ete .

die analogen Kräfte und Kräſtepaare für den Querschnitt Ji , denkt dieselben

aber in entgegengesetztem Sinne wirkend , so dass sie als das Resultat der

Ausseren Kräfte erscheinen , welche den nach der Richtung —s über Vu hinaus

liegenden Körpertheil angreifen , so müssen an der Körperscheibe zwischen I .

und Ji alle diese 6 Kräſte und 6 Kräſtepaare zusammen mit den etwa unmittelbar

zwischen J und Vi angreifenden àusseren Kräſten sich Gleichgewicht halten ;

wird aber von letzteren abstrahirt , so liefern die allgemeinen 66 leichgewichts⸗

bedingungen , bezogen auf die vorgenannten 3 rechtwinkeligen Axen , bei

Vernachlässigung unendlich kleiner Glieder der 2ten Ordnung die folgenden

Gleichungen , in welchen d % den Neigungswinkel der Querschnitte Y und

Vi ( den Contingenzwinkel der Mittellinie ) und d % den Schmiegungswinkel

( positiv entsprechend einer Verdrehung der Schmiegungsebene des Punktes 01

gegen die des Punktes C um die Tangente in demjenigen Sinne , in welchem

die Winkel d und f wachsen ) bedeutet :

C HK¹ FEeꝛ cos a dꝙ
d ( Hea cos d) Erdꝙο Æ S α,νεν

( Al Sinα ‘ e=-= οννeο⁶α

4II1 ſ LLle cos g̊dᷣ ꝙ
d ( Macos 5) ν = idꝙο αν gdνν rsin d

( Masin 83) — MacosS5̊dνα Le coSGds .

Es sind dies die Aenderungen , welche die in Rede stehenden Kräfte

und Kräftepaare von einem zum folgenden Querschnitte erfahren , insoweit

sie unabhängig sind von den zwischen diesen beiden Querschnitten un—

mittelbar angreifenden àusseren Kräften .

Von jenen 6 Relationen sind namentlich die beiden letzten bemerkens -

werth ; sie liefern , wenn MI = O oder dꝙ⸗ = O ist :

11¹
ds

d. h. es ist dann Nasin ( S=dα ) das Mass der Schnelligkeit , womit sich das

Moment ½ von einem zum folgenden Querschnitte ändert .

fHesin ( 6e = d)
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— dDie unter No . 16 vorgeführte Zusammensetzung und Zerlegung
der äusseren Kräfte für einen Querschnitt eines stabförmigen Körpers wWeist
unmittelbar auf die einfachen Fälle hin , welche hinsichtlich der Elasticität
und Festigkeit eines solchen Körpers unterschieden werden können : es sind
diejenigen , in welchen ( mit Beibehaltung der dortigen Bezeichnungen ) die
äusseren Kräfte sich für jeden Querschnitt durch nur eine der beiden Kräfte
Ie und 2 oder durch nur eines der beiden Kräftepaare Vi und ¼ er -
setzen lassen , oder in welchen wenigstens die übrigen dieser Einzelwirkungen
der àusseren Kräſte , ausser einer , ohne wesentlichen Fehler Vernachlässigt
werden können . Die entsprechenden 4 Specialfälle sind dann folgende :

1) Zug oder Druek - Elasticität und Festigkeit ( absolute oder
rückwirkende E. u. F. ) . Die äusseren Kräfte lassen sich für jeden Querschnitt
durch eine Resultante ersetzen , deren Richtungslinie den Querschnitt in Seinem
Schwerpunkte rechtwinkelig schneidet ; wenn diese Resultante ziehend aus -
Würts wirkt , wird der Körper verlängert und event . zerrissen , wenn sie
drückend einwärts wirkt , verkürzt und event . zerdrückt .

2) Biegungs - Elasticität und Festigkeit ( relative E. u. F. ) . Die
äusseren Kräfte lassen sich für jeden Querschnitt durch ein resultirendes
Krättepaar ersetzen , dessen Ebene den Querschnitt rechtwinkelig schneidet ;
der Körper Wird dadurch verbogen und event . zerbrochen .

3) Sehub - Elästieität und Festigkeit ( Scheer - E. u. F. ) . Die
Ausseren Kräfte lassen sich für jeden Querschnitt durch eine Resultante

ersetzen , deren Richtungslinie in den Querschnitt fällt und durch dessen
Schwerpunkt gelt ; der Körper wird verschoben und event . in einem Quer -
schnitte abgeschoben .

4) Drehungs - Elasticitäts und Festigkeit . Die äAusseren Kräüfte
lassen sich für jeden Querschnitt durch ein resultirendes Kräſtepaar ersetzen ,
dessen Ebene dem Querschnitte parallel ist ; der Körper wird um seine
Nittellinie verdreht und event . abgedreht .

19 . — Alle unter den vorgenannten einfachen nicht enthaltenen Fälle
werden als zusammengesèetzte Elasticität und Festigkeit be⸗
zeichmet . Sie lassen sich bei stabförmigen Körpern als Verbindungen von
zweien oder mehreren jener einfachen Fälle betracliten ; doch werden unter
derselben Bezeichnung auch solche Fülle begriffen in welchen die Körper⸗
torm nicht wohl als Stabform zu bezeichnen , nämlich nicht ungezwungen
auf die in No . 15 angegebene Art entstanden zu denken ist , Wie 2. B. bei
Plattenförmigen Körpern , Röhren und Gefässen .

Derjenige Fall zusammengesetzter Elasticitit und Festigkeit bei stab -
förmigen Körpern , welcher als Verbindung von Zug - oder Druck - mit
Biegungs - Elasticität und Festigkeit erscheint , ist Verhältnissmässig einfach
theoretisch zu behandeln , indem es sich dabei nur um die Zusammensetzung
von Normalspannungen handelt , die in demselben Punkte nach derselben
Richtung auftreten , was einfach durch algebraische Addition geschehen kann ;
wegen der praktischen Wichtigkeit dieses Falles wird ihm unter der Bezeich —

Grashof , Festigkeitslehre . 2
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nung als zusammengesetzte Biegungs - Elasticität und Festigkeit

ein besonderes Capitel unmittelbar hinter denjenigen Capiteln gewidmet ,

welehe von jenen beiden ersten einfachen Fällen handeln .

Ebenso Würde die Combination des dritten und vierten einfachen Falles ,

nümlich von Schub - mit Drehungs - Elasticität und Festigkeit , einfach auf die

Jusammensetzung von Tangentialspannungen hinauslaufen , die in demselben

Punkte derselben Ebene nach verschiedenen Richtungen auftreten , was nach

dem Parallelogramm der Kräfte geschehen könnte ; zur besonderen Hervor -

hebung dieses Falles , etwa als zusammengesetzte Drehungs - Elasti -

cität und Festigkeit , liegt indessen eine praktische Veranlassung nicht vor .

Alle übrigen Fälle der zusammengesetzten Elasticität und Festigkeit er -

fordern zu ihrer theoretischen Behandlung eine erweiterte Grundlage in Betreff

der allgemeinen Beziehungen zwischen den Normal - und Tan⸗

gentialspannungen , Ausdehnungen und Verschiebungen , welche

in demselben Punkte eines belasteten Körpers nach verschiedenen Richtungen ,

resp . in verschiedenen Ebenen und nach verschiedenen Richtungen stattfinden ;

diese Beziehungen werden deshalb im sechsten Capitel Vorausgeschickt , in -

80weit kür die im siebenten Capitel abgehandelte allgemeinere Theorie der

zusammengesetzten Elasticität und Festigkeit ihre Kenntniss nöthig ist .

20 . — Bei der Zug - oder Druek - , der einfachen und zu⸗

sammengesetzten Biegungs - Elastieität und Festigkeit darf nach

No . 11 , sofern die Normalspannungen nach den zur Mittellinie senkrechten

Richtungen nicht in Betracht kommen , die den betreffenden Aufgaben nach

No. 5 zu Grunde liegende Forderung dahin ausgesprochen werden , dass in

irgend einem Punkte des Körpers die Spannung 60 oder Pressung C“ nach

der Richtung der Mittellinie höchstens = einem gewissen erfahrungsmässig

zulässigen Wertlie sein solle , welcher in der Folge mit resp . I , bezeichnet

Wird oder auch einfach mit &, falls “ =IV gesetzt wird oder eine Unter -

scheidung der vorkommenden Spannungen in Beziehung auf ihren Charakter

als Spannungen im engeren Sinne oder Pressungen der Natur der betreffen -

den Aufgabe gemäss nicht nöthig ist oder wenigstens unterlassen Wird.

Diese zulässigen Maximalwerthe / &“ oder à sind für alle Punkte die -

selben , sofern , wie im Folgenden stets vorausgesetzt wird , das

Material des Körpers entweder isotrop ist oder homogen mit

einer ausgezeichneten Elasticitätsaxe , welche überall die

Richtung der Mittellinie hat .

Bei der Schub - und der Drehungs - Elasticität und Festig -

keit kommen als Spannungen nur die Tangentialspannungen in den ver —

schiedenen Punkten der Querschnitte in Betracht , die zu den betreffenden

Verschiebungen nach No . 12 in bestimmter Beziehung stehen ; die Funda -

mentalforderung wird deshalb hier dadurch erfüllt , dass man diese Tangen -

tialspannungen 2 höchstens einen gewissen erfahrungsmässig zulässigen Werth

annehmen lässt , der in der Folge mit bezeichnet wird , und welcher bei
isotropem oder bei homogenem Materiale mit ausgezeichneter Elasticitätsaxe
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nach der Richtung der Mittellinie für alle Punkte und alle Schubrichtungen
der betreffenden Querschnitte in denselben gleich ist .

Bei der zusammengesetzten Elasticität und Festigkeit im
Allgemeinen ist es wesentlich , daran festzuhalten , dass principiell nicht
Sowohl G 6 “ und ⁊, sondern die Ausdehnungen und Zusammenziehungen „“
und e“ gewisse Werthe niclit überschreiten sollen ; weil aber einmal die oben
mit L, und K“ bezeichneten Wertlie in der praktischen Festigkeitslehre sich
eingebürgert haben , so möge die den Aufgaben der zusammengesetzten
Hlasticität und Festigkeit im Allgemeinen zu Grunde zu legende Forderung
auch dahin ausgesprochen werden , dass das Produkt Le resp . Eel in irgend
einem Punkte und nach irgend einer Richtung höchstens den erfahrungsmässig
zulässigen Werth L, resp . I “ annehmen darf , der bei nicht isotropem Ma -
teriale für verschiedene Richtungen verschieden ist .

21 . — Die passende Wahl der Werthe Vund &“ für die verschiedenen
Constructionsmaterialien ist zugleich von den Werthen L (2%0) resp . L ( e ) und
K resp . K “ der Tabelle in No . 14 abhängig : je kleiner die Verhältnisse
E ( 4 3 3und

* sind , je weiter also ein bis zur Elasticitätsgrenze belasteter

Körper noch von dem Zustande entfernt ist , bei welchem der Zusammenhang
der materiellen Punkte aufgehoben wird einem desto grösseren aliquoten
Theile von I ( e) resp . LE( e, ) , dagegen einem desto kleineren aliquoten
Theile von K“ resp . K “ muss man 4 “ resp . X“ unter sonst gleichen Um -
ständen gleich setzen .

Eine feste Regel lässt sich darüber nicht aufstellen , weil noch mancherlei
praktische Rücksichten obwalten , 2. B. die Formänderung , welche auch
abgesehen von der Festigkeit unter Umständen eine gewisse Grösse nicht
Überschreiten soll , die von der ganzen Construction den Umständen gemäss
überhaupt beanspruchte Dauerhaftigkeit , die Widerstandsfähigkeit des Mate -
rials gegen atmosphärische Einfftisse , die Abnutzung , welcher ein Maschinen -
theil durch Reibung unterworfen sein kann , die verschiedene Leichtigkeit
und Billigkeit der Ersetzung eines schadhaft gewordenen Constructionstheiles
durch einen anderen , der verschiedene Grad , in welchem auf der Festigkeit
verschiedener Constructionselemente diejenige der ganzen Construction be -
ruht , die grössere oder geringere Gefahr , welche wit einem etwa eintretenden
Bruche für den regelmässigen Betrieb oder gar für Menschenleben verbunden
sein würde , ferner Stösse und Einwirkungen lebendiger Kräſte bewegter
Massen , die bei verschiedenartigen Maschinen in sehr verschiedenem Grade
vorkommen,s ) sowie andere Umstände , welche sich der theoretischen Berück -
sichtigung entziehen . * * )

) Unter Umständen sind diese Einwirkungen so bedeutend , dass es angemessen ist ,die Dimensionen der betreflenden Maschinentheile Vorwiegend davon abhängig zu machen . Die
Mittel dazu giebt das letate Capitel an die Hand , welches fur gewisse Fälle die Arbeit berechnen
lehrt , die ein fester Körper durch seine F ormänderung ohne Gefahr in sich aufnehmen kann .

) Hierher gehört u. A. auch die Erfahrung , dass das Schmiedeeisen ( Vermuthlich
9 *
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Im Allgemeinen können deshalb nur schr weite Grenzen für und I

angegeben werden , innerhalb welcher in jedem Falle nach praktischer Er -

fahrung oder nach Analogie verwandter Fälle die Wahl zu treffen ist , und

2War etwa / bis ½/ von E (d) resp . E (e“) , oder ½/ bis ½%⁰ von K

resp . K“ .

Was die passende Wahl des Werthes “ betrifft , so muss es zWar , da

die Verschiebungen auf Ppositive und negative Ausdehnungen zurückgeführt

werden können , einen gewissen der Elasticitätsgrenze entsprechenden Wertl

( Y) der Verschiebung geben , der von den Grenzwerthen ( e ) und (2%0) für die

verschiedenen Richtungen abhängt , und wäre deshalb analog dem oben An-

geführten jener Werth “ zugleich von G0 ) und von J ' abhängig zu machen ;

indessen genigt es bei der Schub - und der Torsions - Elasticität und Festig -

keit , wo dieser Wertlin ! überhaupt nur in Betracht kommt , ihn einfach einem

den Umständen gemäss grösseren oder Kleineren aliquoten Theile von 7

gleich zu setzen , etwa innerhalb der Grenzen / und ½0 7.

tructurveränderung ) an Festigkeit verliert , Wenn es anhaltendenin Folge einer gewissen 8
esetzt ist .heftigen Erschütterungen

flie1

Hele

We
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