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ZWEITES CAPITEL.

Biegungs-Elasticitit und Festigkeit.

37. — Nach der Definition in Nr. 18 wird hierunter derjenige Fall ver-

standen, in welchem die Husseven Kriifte sich filr jeden Quersehnitt durch I
ein resultirendes Kriiftepaar ersetzen lassen, dessen Ehene den Querschnitt 1t
rechtwinkelig schneidet und dessen Moment hier mit M bezeichnet werden

goll. Freilich ist dieses Kriiftepaar im Allgemeinen unvermeidlich von einer
Kraft K begleitet, deren Richtungslinie in die Ebene des Querschnitts fillt,*) ek g
von deren Wir L
Der dadurch be;

Fehler ist um so kleiner, je grisser die Linge |
| des stabférmigen Kirpers im Vergleich mit seiner oriissten Hohe A ist, auch
kleiner fiir solche Querschnitte , welehe eine constante Breite oder gar ihre
grosste Breite in der Mitte haben, als fiir solche, welche von der Mitte nach
Ausgen hin an Breite zunehmen.
Unter der Hohe eines Quersehnitts oder der Hohe des Stahes an
der Stelle eines gewissen Querschnitts wird hier und in diesem Capitel iiber-
haupt die grosste mit der Ebene des Paares M parallel gemessene Di-
miension des betreflenden Querselmitts verstanden, d. h., die Entfernung

derjenigen beiden zur Ebene von M senkrechten Geraden, welche den Unm-
fang des Querschnitts so beriihren, dass sie

ihn ganz zwischen sich fassen.

Jede andere zur Ebene von M senkrechte Gerade, welche zwischen den beiden
vorgenannten liegt, bestimmt durch die Summe ilrer in den Querschnilt
fallenden Strecken die Breite desselben an der hetreffenden Stelle; die |
dreite in der Mitte wird auf solehe Weise bhestimmt durch diejenige zur
!-\;lu-m:- von M senkrechte Gerade , welche durch den ré.-i.“-\-]-.lmu]\t des
Querschnitts geht und welche die Axe des Kri ftepaars M genannt wer-
den =oll.

Wenn fiir jeden Querschnitt die Breite in der Mitte nicht kleiner ist,
als an einer anderen Stelle, so ist der durch die Vernachlis igung der
Kraft & begangene Fehler schon dann sehr klein, wenn die Liinge [ des

Cf. No 17, letzte Glei
das Moment M mit AM,.

wo diese Kraft mit R. bezeichnet ist, ebenso Wi
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Kirpers kaum = seiner griissten Hohe /4 ist (ef. Nr. 174). Ist aber die
Breite der Querschnitte gerade umgekebrt in der grissten Entfernung von

=]

der Axe des Paares M am grissten, so kann die Vernachliissigung der Kraft
R auch bei grisserer Liinge des Kirpers wesentlich fehlerhaft sein, Be-
sonders gilt dies von zusammengesetzten Triigern, welche, wie grissere
Briickentriiger, aus zwei von der Fliche der Axen der Paare M miglichst
entfernt gehaltenen Haupttheilen (sog. Streckbalken, Rahmstiicken, Guriungen)
bestehen, welche durch eine verhiiltnissmiissiz diinne Wand (oder einige
golche Wiinde) oder durch ein System von Stiben mit einander verbunden
sind; indem nimlich die Kraft /2 oder eine Componente derselben (cf. Nr.17)
als das Mass der Schnelligkeit betrachtet werden kann, womit das Moment
M von einem zmm andern Querschnitte sich indert (abgesehen von den
zwischen diesen beiden Querschnitten unmittelbar angreifenden insseren
Kriften), diese Veriinderung aber bei einem auf die angedeutete Art zusam-
mengesetzten Tri

ver [ast allein dureh die wand- oder stabftirmige Verbindung

der beiden Streckbalken vermittelt wird, so werden die Anstrengungen di
Verbindungstheile fast nur durch die Kriifte bedingt, wiihrend die Stre
balken zumeist durch die Kriiftepaave M in Anspruch genommen werden.
Solche zusammengesetzte Triiger sind deshalb in diesem Capitel, wenn auch
nicht ganz, so doch wenigstens in Bezichung auf die Functionen und die
Widerstandsfiihigkeit der fraglichen mittleren Verbindungstheile ausgeschlossen.

38, — Damit fiir alle Querschnitte die in Nr. 16 mit M; bhezeichneten
Kriiftepaare, deren Ebenen den betreffenden Querschnitten parallel sind
= Null sein kinnen, muss VOIalsg

setzt werden, dass die l{iciitung'sﬁ‘
linien der Husseren Kriifte die Mittellinie des Ko6rpers schnei-
den. Von der eigenen Schwere des Korpers, sofern sie als belastende Kraft
berticksichtigt werden soll, wird diese Voraussetzung jedenfalls erfiillt, weil
der Sehwerpunkt jedes scheibenformigen Korperelementes, welches von zwei
unendlich nahen Querschnitten begrenzt wird, in der Mittellinie liegt.

Damit auch fiir alle Querschnitte die in Nr. 16 mit [y bezeichnete, tan-
gential an die Mittellinie gerichtete Kraft = Null sein kiinne, muss ferner
vorausgesetzt werden, dass die Richtungslinien der Husseren Krifte die
Mittellinie nieht nur tiberhaupt, sondern rechtwinkelig schneiden. Diese
Bedingung wird von den Schwerkriiften jener scheibenférmigen Korper-
elemente nur dann erfillt, wenn die Mittellinie in einer horizontalen Ebene
liegt; ist dies micht der Fall, so werden in diesem Capitel die Schwerkriifte
Jemer Korperelemente, wenn tiberhaupt, nur mit ihren zur Mittellinie senk-
rechten Componenten beriicksichtigt, wihrend die lings der Mittellinie ge-

richteten Componenten vernachli

sigt werden.

Wiire nun aber die Mittellinie eine Curve, so wiirden trotz der ge-
machten Voraussetzungen die Kriifte 72, noch nicht fiir alle Querschnitte
= Null sein kénnen, und muss deshalb noch vorausgesetzt werden, dass die
Mittellinie eine gerade Linie sei. Die in diesem Capitel enthaltenen Re-
sultate bezielien sich also nur auf
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gerade stabfirmige Kirper,
deren cerade Mittellinie oder Axe von den Richtungslinien
der iusseren Kriifte rechtwinkelig gesehnitten wird, bevor
die Biegung eintritt. Durch diese Biegung oeht freilich die matericll
gedachte Axe in eine Curve iiber, welche diec elastische Linie genanut
wird. Damit also alle vorgenannte Voraussetzungen, welehe sich anf die

urspriingliche Form des Korpers beziehen, ohne wesentlichen Fehler auch
fiir den durch die Biegung eintretenden Gleichgewichtszustand des belasteten
Kirpers gelten, woraul es eben ankommt, wird endlich noch vorausgesetat,
dass die Biegung sehr gering sei, derart, dass alle Tangenten
der elastischen Linie mit der Axe des unbelasteten Korpers
gsehr kleine Winkel bilden.

Die primiiren belastenden Kriifte iindern gewdlmlich ihre Richtung nicht
mit der Biegung des Korpers, inshesondere natiirlich nicht, wenn sie z. B.
Sehwerkriifte sind. Die secundiiven Widerstandskyiifte der Stiitzpunkte da-
gegen, welche auch zu den belastenden oder dusseren Kriiften gehiren, er-
fahren streng genommen durch die Biegung eine Aenderung ihrer Richtung

und entsprechend auch eine solche ilirer Grisse, indem sie immer senkrecht
zur Korperoberfliiche geriehtet bleiben (abgesehen von der Reibung); ent- i
sprechend der Voraussetzung einer nur sehr unbedeutenden Biegung diirfen
aber auch diese Widerstandskriifte senkrecht zur Axe des unbe-
lasteten Korpers gerichtet angenommen werden.

fl 29, — Wenn zwischen zwei unendlich nahen Quersehnitten ' und £
nicht etwa eine iiussere Kraft von endlicher Grisse angreift, so ist der
Voraussetzung entsprechend, dass die Richtungslinien der iusseren Kriifte
des Kiirperelementes 7 dessen Mittellinie )0y rechtwinkelig sehneiden, ilre

Momentensumme in Beziehung auf jede durch O gehende Axe im Quer-
schnitte /' umendlich klein zweiter Ordnung; die Relation (ef. Nr. 17)
d M
«l’"ly\_'

gilt- deshalb auch mit Riicksicht auf die iiusseren Kriifte, d. h. es ist

= Msin '_J}’ o)

Rsin(f—¢) das wahre Mass der Schnelligkeit, womit sich A/ vom Quer-
sehnitte /7 zum Querschnitte /7y im Abstande O = ds lindert. Dabei ist
o der Winkel, unter dem die Kraft 7, § derjenige, unter welchem die Axe
des Paares M gegen die Richtung des Kriimmung
Linie im Punkte O geneigt ist, beide Winkel vom Kriimmung
im Sinne einer durch die Riehtung O, O als Axe rvepriisentirten, d. h. im it

sehen

der ela

radius aus

Sinne einer rechtliufigen Drehung genommen von der Seite desjenigen
Kiorpertheils aus gesehen, an welchem die durch 2 und M ersetzten usseren i
Kriifte angreifen. )"

I zn 2 T . . . :
40. —Durch den Umstand allein, dass die Normalspannungen in den
siimmtlichen Flichenelementen eines Querschnitts sich auf ein Kriiftepaar
miissen reduciren lassen, dessen Ebene parallel der Ebene von M und dessen
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Moment = M ist, ist das Vertheilungsgesetz dieser Spannungen im Quer-
sclnitte noch nicht bestimmt, und es wird deshall eine Amnahme in dieser
Bezichung zu Hiilfe genommen, welche darin besteht, dass die mate-
riellen Quersehnitte auch bei der Biegung genaune Ebenen und
zur elastischen Linie senkrecht, dass sie mithin auch die
Querschnitte des gebogenen Korpers bleiben, dessen Mittellinie
eben die elastische Linie ist. Streng genommen ist diese Annahme zwar
nur mit derjenigen Anniherung zuliissig, mit welcher von der Verschiebung
der Querschnitte, niimlich von der Wirkung der Kuiifte 72 abstrahirt wird;
indessen werden die Normalspannungen selbst dadurch kaum bertihrt, weil
diese nicht sowohl von den Kriimmungen der Quersehnitte an und fiir sich,
als vielmehr von dem Unterschiede dieser Kriimmungen fiir zwei unendlich
nahe benachbarte Querschnitte abhiingen.

Sind nun O und O, zwei unendlich nahe Punkte der elastischen Linie,
I und #y die entsprechenden Querschnitte des gebogenen Korpers, so fallen
dieselben in die Normalebenen der Punkte () und Oy der elastischen Linie
und schneiden sich in der Kriimmungsaxe des Punktes (). Diejenige
Gerade im Querschnitte /, welche durch seinen Schwerpunkt ) geht und mit
der Kriimmungsaxe des Punktes () der elastischen Linie parallel ist, heisse
die Biegungsaxe des Querschnitts #. Der Ort der Biegungsaxen
aller Quersehnitte heisse die elastische Fliich e; der Ort aller Tangenten
der elastischen Linie heisse die Biegungsfliche. Die elastische Linie
ist hiernach die Durchschnittslinie der elastischen und der Biegungsfliiche;
die Biegungsaxen sind senkrecht zur Biegungsfiiiche in den Punkten der
elastischen Linie.

Theilt man die Korpe

rscheibe zwischen 7 und F) durch eine Schaar
von Kreiscylinderfliichen, welche alle die Krtimmungsaxe zur geometrischen
Axe haben, und durch eine Schaar von Ebenen, welche zn dieser Axe
senkrecht sind, in unendlich kleine Elemente Jter Ordnung, so haben je zwei
derselben, die zwischen denselben anfeinander folgenden Cylinderfliichen
liegen, gleiche Linge nach der Riehtung O0;, wnd da diese Liingen auch
vor der Biegung gleich waren, so folgt, dass in allen Punkten cines
Querschnitts, welche in einer mit der Jiegungsaxe parallelen

Geraden liegen, die Ausdehnung & gleich gross ist. Dasselbe
gilt von den Spannungen o, wenn von solehen Normalspannun-
gen abstrahirt wird, die nach tichtungen senkrecht zu 00,
stattfinden (cf. Nr. 16); denn dann ist ¢ = Iz, unter I den Elastici-
titsmodul nach der Lingenrichtung des Kiirpers verstanden.

Diejenige mit der Biegungsaxe parallele Gerade des Quersehnitts F, in
deren Punkten & und ¢ = Null sind, heisst die neutrale Axe dieses
Querschnitts,

") Sie isi dieselbe G ade, we nach Saint-Vénant in der Theorie der Corven
doppelter Kriimmung die Binormale des Punktes O der Carve (hier der elastischen Linie)
genannt wird, Sie | benso wie die Normalebenen F und F; und also anch deren Durch
schnitislinie, die Kri , senkrecht zur Schmiegungsebene des Punktes O derGarve.

Grashof, Festigkeitslehro. 3
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4. — Tst & die Ausdehnung, ¢ die Spannung in einem Punkte des
Quersehnitts #, dessen Entfernung von der Biegungsaxe = 7 ist (positiv auf
der convexen, .Ilt‘.g:it‘l\" auf der concaven Seite der elastischen Fliiche), s, die
Ausdehnung in allen Punkten der Biegungsaxe und ¢ der Kriimmungshalb-

messer der elastischen Linie im Schwerpunkte O von I’ (= der Entfernung
der Kriimmungsaxe von der Biegungsaxe), so ist:
Il "1'
e==& -+ L]. -+ Eg) pr
L

oder mit Vernachlissigung des kleinen Gliedes 2t Ordnung:
3 .
e= g+ —; o=.Ie.
0

Hierdurch ist ¢ fir jeden Punkt eines Querschnitts bestimmt, wenn
ausser den betreffenden Werthen von & und g auch die Lage der Bie-
gungsaxe im Querschnitte bekannt ist.

Im Allgemeinen kann die Biegungsaxe mit der Axe des Paares M einen
Winkel bilden, welcher von der Form des Querschnitts und von der Lage
der letztgenannten Axe in demselben abhiingt. Zerschnitte die durch ¢

gehende Ebene des Paares M den Querschnitt I in zwei symmetrische
Hiilften, so fiele die Biegungsaxe mit der Axe des Paares M zusammen und
die Schmiegungsebene des Punktes O der elastischen Linie mit der Ebene
von M. Damit dasselbe fir alle Querschnitte gelte, wird zuniichst die fol-
semacht, welehe in den meisten Fiillen der Praxis sich

gende Voraussetzung
genau oder anniiherungsweise erfilllf findet:

A. Die Richtungslinien aller dusseren Krifte liegen in
einer Ebene, welche Symmetrieebene des geraden stab-
formigen Korpers ist.

49. — Diese Ebene — die Kraftebene — ist die gemeinschaftliche Ebene
aller Paare M und die gemeinschaftliche Schmiegungsebene aller Punkte der
elastischen Linie. Letztere ist also eine ebene Cnrve, die Biegungsfliiche ist
Biegungsebene und fillt mif der Kraftebene zusammen. Die Biegungsaxen und
die neutralen Axen aller Querschnitte sind zur gemeinschaftlichen Biegungs-
and Kraftebene senkrecht, und die elastische Fliche ist eine Cylinderfliche.

Der in Nr. 39 mit 8 bezeichnete Winkel ist jetzt = 907, der Winkel @
= 0 oder 180°, jenachdem [ die Richtung des Kriimmungsradius oder die
entgegengesetzte Richtung haty es ist also ]

d M
3 ds e i ‘{"}
und in denjenigen Querschnitten, fiir welche /2 = 0 ist, ist M/ ein Maximum
oder Minimum, und zwar ein Maximum dann, wenn 5 vom Positiven

s
T 1 g T 5 . - " L
znm Negativen durch Null geht, d. h. wenn die Kraft &, nachdem sie 1
den vorhergehenden Querschnitten die Richtung des Kriimmungsradius hatte,
in die entgegengesetzte Richtung tiberzeht.

Baden-Wiirttemberg
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Die elastische Linie wird im Folgenden auf ein rechtwinkeliges Coordi-
natensystem bezogen, dessen Abscissenaxe, wo nicht eine andere Lage aus-
driicklich bemerkt ist, in der urspriinglich geraden Axe des Stabes liegen,
Jedenfalls derselben parallel sein soll; die Ordinatenaxe ist dann stefs pa-
rallel den Richtun Zur Erleichternng des Aus-
drucks migen die Letzteren bei der Darstelling der betreffenden Gesetze
und Formeln vertical
dann horizontal, die Ordinatenaxe vertical, und zwar sei sie abwirts ge-

slinien der iinsseren Kriifte.

richtet angenommen werden: die Abscissenaxe ist

richtet positiv. Bind dann die primiiren Husseren Kriifte Schwerkriifte, so
haben sie die Richtung der positiven Ordinatenaxe, und es ist in den Quer-
schnitien /2 = 0 das Moment M ein Maximum oder Minimum, jenachdem an
den betreffenden Stellen die elastische Linie coneav nach Oben oder nach
Unten ist.

Natiirlich gelten die unter dieser Voraussetzung gefundenen Gesetze
auch flir jede nicht horizontale Lage der urspriinglich geraden Stabaxe, sofern
wenigstens die eigene Schwere des Stabes entweder ganz vernachlissigt
oder nur mit ihrer zur Axe senkrechten Componente beriicksichtict wird.

Im Allgemeinen wird die Abscissenaxe als #-Axe, die Ordinatenaxe als

y-Axe angenommen und die Biegung als so gering vorausgesetzt (ef. Nr. 38),

dass ohne wesentlichen Fehler der Kriimmungsrading der elastischen Linie:

£ dyng o
(|+i NN 8

L b ida /i

da? da?
kann. Entsprechend wird auch statt des Sinus
oder der Tangente des Winkels, den die elastische Linie mit
der #-Axe bildet, immer dieser Winkel selbst gesetzt.

geselzt werden

43. — Ist dF der Inhalt eines der Biegungsaxe im Abstande 7 paral-
lelen unendlich sehmalen Flichenstreifens des Quersehnitts 7, o die Spannung
in allen Punkten desselben, so folgt aus den Gleichgewichtshedingungen

JodF = 0; fodF.n = M

nach Nr. 4
g

g =0und — =M

1] -Q ?
heitsmoment des Querschnitts in Beziehung auf die
Biegungsaxe bezeichnet wird, welches in der Folge kurzweg das Trig-

in Verbindung mit ¢ = &

wenn mit J das Tr

heitsmoment des Querschnitts genannt werden soll; es ist
J = n2dF
d. h. die Summe der Producte ans den Inhalten der Flichenelemente und

den Quadraten ihrer Abstinde von der Biegungsaxe,
Die Gleichung g, = O lehrt, dass die Biegungsaxe mit der neu-
tralen Axe zusammenfillt.

BADISCHE
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- d2

i LEGY : Yy
Die Gleichung —i{—— = M dient in Verbindung mit — = Zog durch
y [} 4 H

zweifache Integration zur Bestimmung der angeniiherten Gleichung der elasti
gehen Linie, sofern o/ und M bekannte Functionen von @ sind. Aus ihr folgt:
o1 _ My,
0= .-'!"j' = Flaal |

1T

— M = Momentensumme der Spannungen eines Quersehnitts

Die Grisse
in Beziehung auf die Biegungsaxe heisst hinfort kurzweg das Spannungs-

moment des Querschnitts.

44. — Ist fiir irgend einen Querschnitt
¢ der grosste Werth eines positiven 1),
¢ der griosste Absolutwerth eines negativen 7,
¢’ die grisste Spannung im engern Sinne,
¢’ die grosste Pressung, so ist
M M
% J
Beide Werthe iindern sich im Allzemeinen von einem zum andern Quer-
schnitte, und es darf dabei ¢’ hochstens = &', ¢” hichstens = k' werden,
(Of. Nr. 20.) Dieser Forderung wird entsprochen, indem man die Verhilt-
nisse so wihlt, dass der grissere der beiden Quotienten

max. o' ML
— I .

=1 wird; der Querschnitt, in welchem dies der Fall ist, heisst der Brueh-
querschnitt.

*) Das Resultat des Zusammenfallens der Biegungsaxe und nenfralen Axe ist wesent-
lich falsch fiir die Querschnitte in der Nihe derjenigen, fir welche M = 0 ist. Es berubt
niimlich wesentlich auf der Gleic

_1""-”' = 0, wofiir eigentlich I.f.‘”--‘lfr'r = i)
oosetzt werden muss, unter &, die in Nr. 16 niiher hezeic
Kraft verstanden, welche freilich sehr klein, nimlich
elastischen Linie gegen die x- Axe proportional ist. Mit

I .
0= LT’ wihrend die Gleichung ——'\J—— = M
unveriindert bleibt, Die neutrale Axe erhiilt aber jetzt den Abstand

hnitten, fiir welche M = O ist, soga

» je nach dem Vorzeichen von . Fiir o

von der Biegung, co, riickt also i de
s Unendliche auf der einen oder :
erhilt man

R, . My

o o
1 das erste Glied trotz seiner Kleinheit das
hnitte M = 0. Weil aber die
ohne praktisches Interesse
der hier bezeichneten Cory

vorhanden,

mnd kann hi
der Qu

ite iiberwiegen in der Nihe
en O rachnitten

gonanere Kennini n o in dis

W

rhaupt ein praktisches Bediirfniz
dionen an den oben unter Nr. 43 angefihrten Resultaten 1

zur Anbringung

hit
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&

Damit die Zug- und die Druckfestigkeit des Materials in gleichem Magse
verwerthet werden, sind die Verhiilinisse so zu wihlen, dass gleich-
zeitig

-

i

H
5
g
‘.

4

.
|

max, o' maz, o
- -_,J',"-_-_‘:_‘_f.‘”—”:l
wird, was im Allgemeinen in zwei verschiedenen Querschnitten der Fall sein
kann, die dann beide Bruchquersehmitte sind. Besser ist es aber, in jedem
einzelnen Querschnitte die Zug- und Druckfestigkeit in gleichem Magse
auszunutzen, also fiir jeden
¢ a”

aaiva

zu machen, was dadureh geschicht, dass die Form jedes Querschnittes und
seine Lage gegen die Kraftebene der Bedingung
o rr
& e

RO s
entsprechend gemacht wird. Dann wird auch in demselben Querschnitte,

welcher demnach alleiniger Bruchquerschnitt ist, zugleich
max. ¢ maz. 6"
i = 7 i
Immerhin aber wiirde es im Allremeinen nur dieser einzige Quersehnitt

sein, in welchem die Zug- und die Druckfestigkeit des Materials vollstiindig

ansgenutzt werden; damit es in allen der Fall sei und dadureh ein sogenannter
Kérper von gleichem Widerstande hervorgehe, miisste der Querschnitt
entsprechend der Veriinderlichkeit von M derart verinderlich gemacht wer-
den, dass in jedem Querschnitte

o' a” M Me"

F- — F — 1, also 7}{:';' = _J-}r._JT —
ist. Selbst dann wird nur in den Hussersten Punkten aller Querselnitte die
Widerstandsfiihigkeit des Materials vollstindig verwerthet, in den iibrigen
aber um 8o weniger, je niher sie der Biegungsaxe liegen. Dies ist ein un-
keit in Anspruch ge-
nommenen stetigen stabférmigen Korper, und es Lisst sich die dadurch

vermeidlicher Mangel bei einem nur auf Biegungsfesti

bedingte Materialverschwendung nur bis zu gewissem Grade vermindern, in-
dem man, soweit es die Umstinde gestatten, die Masse des Korpers in
mijglichst grosser Entfernung von der elastischen Fliiche auf beiden Seiten
anhituft, also ./ miglichst gross macht bei gegebenem F. Bei einem aus
cinzelnen stabférmigen Theilen zusammengesetzten Triger indessen
lisst es sich erreichen, und es ist dies eben der Zweck einer solchen, freilich
nur bei grossen Dimensionen (z. B. bei Briickentriigern) sich lohnenden

Counstruction, dass alle Theile fast nur gezogen oder gedriickt werden, dass
also in den Querschnitten der einzelnen Theile die Spannungen oder Pres-
sungen fast gleichftrmiz vertheilt sind und somit die Widerstandsfiihigkeit
des Materials bei angemessener Grisse der einzelnen Querschnitte fast voll-
kommen verwerthet wird.
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45. — Bei den Fiillen der Biegungsfestigkeit, welche im Maschinenban

vorkommen, iiberhaupt bei beweglichen Construetionen im Gegensatze zun den
ind Baufachs ist es meistens nothig, dass die

unbeweglichen des Ingenieur-
entweder nur bei der Ume

Widerstandsfihigkeit des betreffenden Kirpers
itungen oder selbst dann ungeindert bleibe, wenn die
Der erste Fall (z. B.

kehrung der Kraftricl ¢
Kraftebene sich beliebig um die Karperaxe dreht.
Zilme von Zalmriidern, Arme von Riidern und Riemenvollen ete.) bedingt
Querschnittsformen, welehe in Beziehung
liec schneidende Axen symmetriseh sind, da

auf die Biegungsaxe, folglich in

Bezichung auf zwei sich rechtwinke
der zur Biegungsaxe senkrechte Schnitt der Kraftebene mit dem Querschmitte
hier stets :|i:~' Symmetrieaxe des letzteren vorausgesetzt wird: im zweiten
Falle (z. B. tragende Wellen und Wellzapfen) miissen diesen beiden Sym-
‘riicheitsmomente des Querschnitts ent-

metrieaxen zundem gleich grosse T
sprechen, so dass also dieses Moment iiberhanpt constant ist fiir alle Geraden,
welehe dureh den Schwerpunkt des Querschnitts in seiner Ebene gezogen
werden konnen. In beiden Fiillen ist immer ¢ =¢” und muss deshalb, wenn
Verwerthung der Zug- und Druck-

¥ pieht = ¥’ ist, auf die gleichmiis
fostickeit des Materials verzichtet werden; es koramt dann nur der kleinere
bend in Betracht, welcher in der

der beiden Werthe ' und ' als massg
Folge mit k& bezeichnet wird, ebenso wie jeder der gleichen Abstiinde ¢
und &' mit e.

Ferner ist es bei einfachen, d. h. nicht auns verschiedenen Theilen zu-
sammengesetzten stabftrmigen Korpern theils wegen des natiirlichen Yor-
kommens (insbesondere bei hilzernen Balken), theils mit Riicksicht auf die
praktische Herstellung oder wezen gewisser Nebembedingungen oit nicht

moglich oder wenigstens nicht vortheilhaft, eine der theoretisch rationellsten

Form eines Korpers von gleichem Widerstande genau oder niiherungsweise
entsprechende Korperform zu wiihlen, sondern ist vielmehr die miglichst ein-
fache Form eines seraden stabfGrmigen Kirpers mit constantem Quers
gehnitte durch die Umstinde vorgezeichnet. In anderen Fiillen, namentlich
des Maschinenbaues, ist, wenn auch der Querschniit nicht gemau constant

gein sollte, doch eine theoretische Beriicksichticune seiner Veriinderlichkeit
iiberfliissig. Es wird deshalb im Foleenden dieser Specialfall des constanten
Quersel
mehr,
Tyiger von veriinderlichem Querschnitte als erste Anniherungen gute Dienste

laisten.

nittes einer besonders eingehenden Behandlung unterworfen, um 0

ls die fiiv ihn geltenden CGesetze auch bei der Berechnung grosserer

46. — In dieser und in den folgenden Nummern sind die Triigheits-

momente J der am hinfigsten vorkommenden und einfacheren Quersehnitts-
formen enthalten; in den Figuren ist mit J die Axe bezeichnet, worauf sich
das ebenso bezeichnete Triigheitsmoment bezieht.

Unter den in Beziehung aunf die Biegungsaxe symmetrisehen
Querschnittsformen st g
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das Rechteck (Fig. 1) die einfichste; dafiir ist:

= ' 7 OB ¢ A
v — 13 3 € = '_-)_ .
= | Um bei gegebenem Inhalte & des Quersehnitts die Funetion
' Tty % e
B e
Fig. 1. miglichst gross zu machen, muss & moglichst gross, also &
! ; ! . J
entsprechend klein gemacht werden; damit aber diese Vergrisserung von —
&

nicht anf Kosten der ndthigen Widerstandsfihigkeit gegen die zufillice Ein-
wirkung von Seitenkriiften g

schehe, empfellen sich noch mehr die folgenden
vom Rechtecke abgeleiteten Querschnittsformen:

_ AR e .
NN e B / 4
E el - Sl 2 LR
i\ / 4 . ufi I
Fig. 2. Fig. 8. Fig. 4.

Krenzférmiger Quersehnitt (Fig. 2):

;. bH® + (B-b)&s ; H

o
Doppelt-Tformiger und hohler rechteckiger Querschnitt
(Fig. 3): :
7 BH3—b73 H
T T3 e
Doppelt-rechteckiger Querschnitt (Fig. 4), wohei eine Verbin-
dung beider Theile durch Verstrebung vorausgesetzt ist, deren geringer Ein-
fluss auf das Triigheitsmoment des resultirenden Quersehnitts vernachliis-
sigt wird:

7 B(H5 —13) H
d= . 6= s
Bei einem rechteckigen Balken von Holz, der aus einem run-

den Stamme geschlagen werden soll, ist das erreichbare Maximum der
J
Funetion — ein durch jene Bedingung beschriinktes, und die Aufgabe kommt

darauf hinaus, in einem Kreise vom Durehmesser ¢ ein Rechteck so zn zeich-

nen, dass, unter b die kleinere und unter 4 die grissere Seite verstanden,

die Function 6A? ein Maximum wird; die Losung ist:
. - =
b= ‘f.-’ L - h= "’";’/ .
3 &
die Construction des fraglichen Rechfecks ist dadurch bestimmt, dass die Pro
jectionen der Seiten & und /& auf die Diagonale d sich wie 1:2 verhalten.
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&7. — Das Triigheitsmoment eines reguliiren Polygons ist fiir jede
in seiner Ebene durch seinen Mittelpunkt gehende Axe:

F i &2
Ji 19 (.).r'- — -_7>,

unter I° den Inhalt, s die Seite des Polygons und unter » den Radius des
"’ sind je nach der Lage der

umschrichenen Kreises verstanden; ¢ und ¢
Bicgungsaxe verschieden zwischen den Radien des um- und des einbeschrie-
benen Kreises als iiussersten Grenzen. Bei rofirenden Wellen, wo dergleichen
Querschnitte hauptsiichlich vorkommen, ist als ungiinstigster Fall € =¢' =7
zu setzen.

Mit s = O erhiilt man das Triigheitsmoment eines Kreises vom Ra-
dius # fiir einen beliebigen Durchmesser:

md
—_— e[l o=~ i

e 1 ] E )
daraus das Triigheitsmoment einer Ellipse mit den Halbaxen a und &, be-
zogen auf die Hauptaxe = 2a:
; w at (h\i‘ mwab?

= —13e=0b
4

| =
7y 4

48. — Unter den in Beziehung auf die Biegungsaxe micht symmetrischen
Querschnitten ist der doppelt-Tférmige Querschnitt der gewihnlichste
und bildet wenigstens die Grundform anderer zusammen-

wesetzterer Formen fihnlichen Charakters. Bei demselben
ist mit Riicksicht auf Fig. 5 die Lage der Biegungsaxe
hestimmt durch:

1 al2 -+ (b H:;-r.lr:? + |h[ -zrur,"l:jf; r.-'l;

- 1 ; e — % “alk 3 |_1":;rr.| d + (by-a)d; 3
: 1 /) - mit e = a".a.; ¢, f=¢ d, fy =e;—d; ist dann ferner:
l‘:f J= 3 | bet 4 byeyd — (b—a) f* — (bi—a) fi®
) Mit 6y = @ erhiilt man hieraus fiir den T fGrmizen
@i . % . P
| Querschnitt (Fig. 6):
1 ah?4 (b-a)d?
el ¢= ks ad
EAL 0 : __-_ 6 = e 5 fh;':' r.""J
E o ¢ 1 [ 2 i
a : J = 3 bed + ey (b—e) 9 }
= + L o=
% "5‘ Ist ein solcher Querschnitt durch # Elemente be-
g, O

stimmi, g0 kann man im Allgemeinen n—2 Relationen
zwischen denselben willkiirlich annehmen und eine weitere der Forderung
gemiiss ansetzen, dass

Ii i’

[ [

_"r‘." = ;If'ln
sein  soll; hiernach sind alle # Elemente dureh eins derselben bestimmt,
-l

a a
‘1_.;' — J'f_u'
0 l

welches schliesslich davon abhiingt, dass im Bruchquerschnitte oder
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bei cinem Korper von gleichem Widerstande in allen Querschnitten = 1
sein soll.

49. — Bei Berechnung der Function J fiir gewisse Quersehnittsformen
und bei gewissen Lagen derselben gegen die Biegungsaxe ist es oft be
quemer, zundichst das Triigheitsmoment = J/y filr ¢ine andere Axe zu bereeh-
nen, welche der Biegungsaxe im Abstande « parallel ist; die Reducetion auf
letztere geschieht dann mittels der Gleichung:

J=J,— e’
Bei Berechnung von J/; fiir soleche Querschnitte, welche sich als alge-

braische Summen von Rechtecken und Dreiecken, die mit ihren Grundlinien
auf der betreffenden Parallelaxe stehen, betrachten lassen, ist es niitzlich zu
bemerken, dass das Triigheitsmoment eines Rechtecks 44 fiir seine Grund-
linie b:
blk?
Jp=—
o
o)
und dasjenige eines Dreiecks von der Grundlinie & und Hohe 4 fiir seine
Grundlinie: -
fJf]a b
1)‘.] = —
12
ist,
Wenn der Querschnitt dureh eine empirische oder durch
eine sehr complicirte mathematische Curve begrenzt ist, kann

17 zur Berechnung von .J irgend ecine der he-
| & ‘ kannten Niherungsformeln zur Berechnung
_ _ cines bestimmten Integrals (mechanische
s | S Quadratur) angewendet werden, Z. B. man
g 7 i theile die Hihe / (cf. Nr. 37) in eine gerade
[ o 0 m -
o - d Anzahl gleicher Theile:
//: =
b g !{ =na
v T ] X und messe die Breite
L NI sse die Breiten
Vg i Yo Y1 Yz «.v: Yn
in den Abstinden 0 a 2¢ .... na
[.": T 1 . . r 4 IR
i von der Grundlinie O Y (Fig. 7), d.h. von
einer der heiden zur Kraftebene senkrechten Geraden, welche den Querschnitt
beriihrend zwischen sich fassen, so ist:
r=2( - )
r= 3 \.‘_.-‘., +4d 42y + 4y + 2t oo 4y + n |

ferner der Abstand der Biegungsaxe von der Grundlinie: '
oL

g= oV |\ Ly + 2.2ys+4.3ys + 2. by 4+ .. . + 4 (n- 1),{"!! 1+ u.f}.f,,)

und das Trigheitsmoment in Beziehung auf die Grundlinie:
as f
Ji= 3 I'\l_r_x; + 228+ 4.2y + 2,42, + .., + L(n—1)2yy—y + n2y, \:
endlich 3
J=Jy = Fee,

B' BADISCHE
¢ LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



LANDESBIBLIOTHEK

Biegungs-Elasticitit und

Diese Formeln kinnen w A, zur Bevechnung den Funetion of umid der
Lage der Biegungsaxe fiir dem Quevselnifti einer Disenbabnscliene umd in

iihnlichen Fiillen Anwendung finden.

I. Gerader stabformizer Kirper vom comstantenn @merschmitte.

50. — IHat in diesem Falle die elastizsehe Linie keime Infilexions-
punkte, d. h. ist sie fiberall nacl devselben Seite concav geliogen, so s
der Bruchquesschnitt (cf. Nu. 44) denjenige; fiin welchen das vesulfivends

Moment der fusseren Kuiifte am grossten ist, und der Fondemmg, dass
max. ¢ hochstens = I und maw. ¢ hivehstens = A" seil, wind deadunel: ent-
sprochen, das maw. M dem kleineven der heiden Wertlie
J J
o Jrn o
/ 7 und A" —

gleich gesetzt wird, welcher das Widerstandsmoment des: Stabes fii
den betreffenden Sinn der Biegung genannt und mil I Hezeichnet
werden mige

V' =k oder ¢ d" = ¢, so ist

unter ¢ im 1ten Falle den grisseren der Wenthe ¢ und &)
s k , 2tm Falle , kleineven , B B M
verstanden.

Wird der Forderung entsprochen, dass die Zug- und die: Dimckfestighet
des Materials in jedem Querselimitte in gleichem Grade im Anspruch genom:
men werden sollen, so ist 7

T

W= ; — 4

i @

Hat aber die elastische Linie Inflexionspunlkte, so tauschen ¢ und
¢’ fiir die entgegengesetzt gebogenen Stabstrecken ilive Wentlie nmy umdl it
deshalb das Widerstandsmoment W’ fiiv die naclh Oben concaw gelorensn
Stabtheile im Allgemeinen von demjenigen = TF" fiin: die nach [Unten concax
gebogenen Stabtheile verschieden; ist danm meaa. W dex orriinptie Wiently won
M fiir die ersteren, maz. M"” der grisste Wenth vom 3 fiir die Tetuforen

Stabstrecken, so wird der Fovderung, dass maz. ¢ = ¥ undl maa. o =k

anace. S v, 3"
W und - W
L gesetzt wird; der betrefiende Querselinitlt, wo dieser Maximalwenth =1
stattfindet, ist der Bruchquersehnitt. I

sein soll, dadurch entsproclien, dass der grissere der leiden Quotienten

Ist in diesem Falle ¥/ =" =} oder ¢ = ¢" — g, 80 ist

W =W"=k J. 5

wenn im Ltn Falle unter ¢ der eriasere der Deiden Wentlie ¢ und &
2ten Falle unter k& der kleinere der beidem Wenthe 2 und ¥ wenstanden wird,

i




Biegungs - Elasticitat und Festighet 13
und der Bruchquerschnitt ist derjemige, fiir welchen M am grissten ist,
einerlei ob daselbst der Stab mnach Oben oder nach Unten concav ge-
||ul:_1't':|l ist.

Die Bedingung, dass die Zug- und die Druckfestizgkeit in gleichem Grade
verwerthet werden, erfordert eine entgegengesetzte Lage des Quersclinitts

gegen die Biegungsaxe in den entgegengesetzt gebogenen Stabstrecken, wo
durch die Kenntniss der Inflexionspunkte von construetiver Wichtigkeit wird;
auch in diesem Falle ist W' = W und der Bruchquerschnitt derjenige, fiir
welehen M am grissten ist.

Bei den im Folgenden betrachteten besonderen Fiillen wird vorausge
setzt, dass alle primiiren Krifte in gleichem Sinne gerichtet

seien: vertical abwiirts, wenn der Stab horizontal liegend gedacht wird.
a. Der Stab ist am einen Ende befestigt,
am anderen fref.

ol. — A sei das hefesticte, B das freie Ende des Stabes, die Liinge
AB =1,

M ist am grissten im Querschmitte bei A. Hat der Stab eine iiber

2

geiner ganzen Liinge gleichftrmig vertheilte Last @ und ausserdem eine bei
B concentrirte Last P zu fragen, so ist:

O\
=

g Ml
i \ +

Sind ausser der gleichformig vertheilten Last Q
verschiedene Lasten P, Ps P; . .. vorhanden, welche
gen in den Abstinden a; a3 as ... vom Ende 4 angreifen,

:
*
;1

80 ist: £
| = Q1 p.
maw. M= Z(FPa) + - _)' . "
82. — Wellzapfen.
Ist I die Liinge, d der Durchmesser eines cylindrischen Zapfens, der durch
die rechtwinkelig gegen die Zapfepaxe gerichtete Reaction P des Lagers auf

Biegungs

Festigkeit in Anspruch genommen wird, so darf P als gleichftrmig auf
der Linge I vertheilt vorausgesetzt werden, und erhiilt man dann mit [ — od

durch Gleichsetzen

von maz, M = -}_-.'..).“ I_I
. " w3
mit W = ,{-_‘i — s
e
16 s
7y J.-/—_ “t . 1' P — 296 “f t_t}_
nk ) / 2
n
= 1,2 + ——
5 : 60d

T-‘if?!ll @ = 3 gesetzt werden, indem namentlich, je grisser n, eine desto grisgsere
ac F Farhii iibermissicer Frhits E
Auflagerfliche zur Verhiitung iibermiissiger Erhitzung und Abnutzung des Zapfens

BADISCHE =
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erforderlich ist. Bei miissig schnellem Gange, etwa bis n = 60, kanu auch )
iibereinstimmentd

1
a—=12 = g
genommen werden und mit Redtenbacher {67 B i
g - rdi : 51
d=0,18}P fiir gusseiserne Zapfen, entsprechend k = 189 T
A nd
d=0,12YV7r , schmiedeeciserne , » k= 424 A

Fiir Zapfen von Stahl kann unter solchen Umstiinden geselzt werden:

d = 0,09 'l-f-'_. entsprechend & = 786 bei o« = 1,25. -
o3, — Radzihne.
Ist @ die Zahndicke im Theilkreise, =
[ die Liinge, nach der Richtung des Radius gemessen,
b die Breite des Zahns = der Radbreite,
50 ist unter der Voraussetzung, dass der Druck £%) in der fiusseren Kante des
Zahns angreift, gleichformig in der ganzen Breite 4 vertheilt und senkrecht zur
Liinge ! gerichtet, dass auch die Zahndicke an der Wurzel nicht wesentlich von |
a verschieden ist, die der Gleichung
i 322
LF]
entsprechende Zalmdicke: a = ‘ » % A
wenn [ = la, b = ga gesetzt wird, Nimmt man fir gusseiserne Zihne
J =15 und k= 90, so wird
o3
o ‘y 105
und mit 2 = 6 als Mittel fiir gewthnliche Transmissionen:*")
a=0,13)P,
Wenn hilzerne Zilne mit eisernen zusammen arbeiten, so kann fiir erstere
bei gleichen Werthen von [ und b die Dicke «; = 1,5 a gesetat werden, entsprechend
9N 2
i (\ .90 =10,
3
Uebrigens kann sich bei ungenauer Lagerung der Wellen, mangelhafter Aus-
fiilhrung der Riider oder beim Dazwischenkommen cines kleinen Kirpers der noch o
ungiinstigere Fall ereignen, dass der Druck 7 sich an einer Zahnecke concentrirt i
und dieselbe abzubrechen droht, am wahrscheinlichsten in einer Bruchiliiche, i
#y  Aus der Angzahl der tiberty mngszahl pro okl

) agenen Plerdestivken = NV, der Un
Minute = = und dem Theilrissradius = r Centimeter findet man

P — 71620

— Kilogr.,
‘alls nur ein Paar Zihne in

i

rch Mensel

werden

ist 3 1

grosser bis 8 zu setzen.
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welche unter 45° gegen die Stirnfliche des Zahns geneigt ist. Diesem Falle ent-
spricht die Maximalspannung
,
3

e :

I

-k =2k fiir A=1,0 und 2=6,

wodurch der nur kleine Werth & = 90 gerechtfertigt ist.
Aus der Zahndicke « findet man die Theilung der Riider

bei blos eisernen Zihnen etwas = 2a, etwa — 21a,
bei eisernen mit hillzernen w = 20a, ,, = 26ba.
54, — Wenn der am Ende A befestigte Stab eine am freien Ende B

concentrirte Liast / nebst einer auf seiner ganzen Liinge AB =1
gleichfrmig vertheilten Last € zu tragen hat, so findet man die
7 : angeniiherte Gleichung der elastisehen Linie

7 e ']I' I fiir das aus Fig. 8 ersichtliche Coordinatensystem
i durch zweimalige Integration der Differentialglei-

chung:

"u o ijhr ( & ,.
¥ !
Fig. 8. {v{'. Nr. 43) wie folgt:
a2(: 3l—a) a2 (62—4 [z + @2%)
i g LT ) (B, b e Cadl A
W= L= tae i 211 -'

daraus mit # = { die Durchhiegung am Ende B, d. h. den Maximal-
werth von y:

, P g ¢
i 54 L
: e 18
Mit @=o0 istd = W e
TR 2
)! =g () === ’.’)‘_ }: o 1 I’IJ.‘

wenn § den Winkel bedeutet, unter welchem die Tangente der elastischen
Linie bei 13 gegen die a-Axe geneigt ist.

55, — Wenn der Stab A5 nach irgend einem anderen Ge
helastet ist, wobei im Allgemeinen von A nach 3 gerechnet
an gewissen Stellen €; Cy G .
in den Abstiinden @ az as ... von A eine Ste-
tigkeitsunterbrechung der Belastung stattfindet, so erfihrt die elastische
Linie daselbst ensprechende Unterbrechungen |I|1ur Stetigkeit,
ben die einzelnen Strecken A€ 1 G G s

setze

und es ha-
. ihre besonderen
Gleichungen, welche auf folgende \‘um_- gi-i'llnnlml werden, “wenn
hei Gy 103 Gy
mit Yt Yo ¥s... die Neignngswinkel der elastischen Linie gegen AX
und mit o7 ds dy. . . die betreffenden Ordinaten oder

Durchbiegungen
bezeichnet werden.

BADISCHE :
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Bei gegebener Belastung und gegebenem Querschnitte ergiebt sich aus
der Momentengleichung by
0] dty T
i ~— BJ——= M (cf. Nr. 43)
0 u’_;-; :
a2y il

. — einer bekannten Funection f(2),

-
e
welehe aber fiir die verschiedenen Strecken AC;, CiCs. . . verschieden ist.

Ist nun fir die Strecke AC;

2 h ;
i A fi(z), so folgt daraus durch Integration:
da® ; y z
] A d Yy i Al
:j':. = ¢y (), Constante bestimmt durch: 2= 0, TR 03

Y= ;I.'_ll-.r'::_, - - & a=0, y= (14

daraus mit @ = a; : y1=@i(a); 01 = Yila)
Ist dann fiir die zweite Strecke ( .

- = fy(w), so folgt fiir dieselbes

di
= (pa (), Constante bestimmt durch @& = ay, ”,r'J_ =1,

Yy = s x), %3 2y g =01 Y =i 1P

daraus mit @ = a2 Y2 = @a(as); g = Ye(az) u. 8. W.

56. — Eine Stetigkeitsunterbrechung der Belastung an einer

| gewissen Stelle ¢ im Abstande @ von A riihrt entweder davon her, dass I
daselbst eine Kraft P von endlicher Grosse angreift, oder davon, dass die .

stetig vertheilte Belastung = p pro Liingeneinheit sich daselbst plofzlich um

einen endlichen Werth 4p iinderf. Im Ausdrucke von M kommt in Folge
dessen beim Passiven des Querschnitts €, wenn man von B nach A fort-

schreitet,
im ersten Falle das Glied P (a-2)

(a—a) 2

. Zweiten , o T s
hinzu, und es #ndert sich also bei C

. im ersten Falle {f.'u?

da ’
d*M
r||r,1" 2
2 fen

um eine endliche Grisse, entsprechend einer Stetigkeitsunterbrechung der 2

, Zweiten

| o Y =
resp. 3ten Ordnung von M = EJ 7 <, also der 4ten resp, Hlen Ordnung von ¥
L1 A
Diese Bemerkung gilt fiir jede Art der Unterstiitzung oder
Befestigung des Stabes. ]
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Biegt

b. Der Sitah ist an heiden Enden unterstiitzt
oder hefestigt.

57. — Dieser Fall schliesst die 3 Specialfiille in sich, dass der Stab
AB an beiden Enden nur gestiitzt, oder am einen Ende gosti
anderen befl

zt und am
t, oder endlich an beiden Enden hefestiet ist. Sind
A und B die durch die primiiren belastenden Kriifte hervorgerufenen Wi

derstiinde der Stiitzen oder Befestigungen an den gleich be-
zeichneten Stabenden,
[4] und [B] die in den Hussersten Querschnitten daselbst hervorgerufenen
Spannungsmomente,
@ und 8 die Winkel, unter welchen die elastische Linie bei A resp. B gegen
die gerade Verbindungslinie AB ihrer Endpunkte geneigt ist,
so ist [ 4] oder [B] =0, wenn bei A oder B der Stab nur gestiitzt ist, und
es ist deshalb derjenige der 3 genannten Specialfille, bei welehem der Stah

an beiden Enden befestigt ist, der allgemeinste, aus welchem die bei-
den anderen durch die Voraussetzung abgeleitet werden k@nnen, dass eines
der beiden Spannungsmomente [A] und [B] oder dass beide = O seien.
Umgekehrt kann anf diesen Fall des beiderseits unter beliebigen Win-
keln @ und g

geneigt befestigten Stabes auch der noch allgemeinere Fall
zuriickgefiihrt werden, dass zwischen den Stiitzen oder Befestigungen an den
Enden des Stabes sich noch eine beliehige Zahl von Zwischenstiitzen befindet:
cf. Nr. 91—100.

Hinsichtlich der Art der Belastung des Stabes sind unendlich viele
Fille mijglich, und kann deshalb die Art der Jehandlung der betreflenden
Aufgaben (iihnlich wie in Nr. 55) im Allgemeinen nur angedeutet werden:
cf. Nr. 88,

Specieller ausgefiihrt wird der Fall, dass die Belastung in einer gleich
formig auf der ganzen Liinge AJB = I vertheilten Last ¢ =pl und in sol-
chen Kriiften Py Py . .. besteht, welche in gewissen Punkten Ci1Cs... con-
centrivt angreifen, ein Fall, welcher seinerseits wieder auf den noch ein-
facheren zurtickgefiihrt wird, dass ausser der gleichformie vertheilten Last Q
nur eine einz solche in einem Punkte € concentrivte Last P vor-
handen ist,

Der Stab wird dabei horizontal liegend gedacht, wiihrend die primiiren
Krifte wie Schwerkiifte lothrecht wirkend vorausgesetzt werden; die unter
dieser Voraussetzung entwickelten Formeln gelten allgemein fiir den Fall,
dass alle primiiven Kuiifte in gleichem Sinne gerichtet sind, falls nur diese
Richtung iiberall der lothrechten und die geneigte Riehtung der Stabaxe der
horizontalen Richtung substituirt wird.

58. — Die elastische Linie AB ist jetzt im Allgemeinen nicht mehr
wie im vorigen Falle sub s, in ilrer ganzen Erstreckung nach derselben
meite, sondern theilweise nach Oben, theilweise nach Unten concay gekrlimmt,
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Dieser entgegengesetzen Kriimmung soll hinfort auch ecin entgegenges
I

= M entsprechen,
o

setztes Vorzeichen des Spannungsmomentes

und zwar wird dasselbe positiv oder negativ gesetzt, jenachdem die elastische
Linie an der bestrefienden Stelle nach Oben oder nach Unten concav ge
kriimmt ist. Das so algebraisch verstandene Spannungsmoment des Quer-
schnitts X im Abstande @ vom Ende A des Stabes wird mit [X] bezeichnet.
X bezeichne zugleich die Resulfante der fusseren Kriifte fiir den gleich
bezeichneten Quersehnitt, d. h. die algebraische Summe der fusseren Kiriifte
incl. des Widerstandes A, welche auf das Stiick AX des Stabes wirken, und
es werde auch diese Kraft X algebraiseh verstanden, niimlich positiv
oder neeafiv gesetzt, jenachdem sie aufwiirts oder abwiirts gerichtet ist.
Hiernach liisst sich die Gleichung

dM Sl
= R (ef. Nr. 42),
i s dx A /
weil absolut genommen = X = ist, anch so schreiben:
1[X ;
axi - X
({8

und sie ist nicht nur mit Riicksieht auf die absoluten Werthe, sondern auch
mit Riicksicht auf die Vorzeichen richtig, weil /¢ die Richtung gegen den
Kriimmungsmittelpunkt oder die entgegengesetzte Richtung hat, jenachdem
die Vorzeichen von [\[ und X gleich oder entgegengesetzt sind.

In derselben Weise sind nun auch die in Nr. 57 bezeichneten Wider-
standskuiifte A und B positiv oder negativ, jenachdem sie aufwiirts oder
abwiirts gerichtet sind, desgl. die Spannungsmomente |A] und | 5] positiv
oder negativ, jenachdem die elastische Linie an den betreffenden Enden nach
Oben oder nach Unten coneav gekrilmmt ist.

Was die in der vorigen Nummer noch bezeichneten Winkel ¢ und f
betrifit, so wird ihre Definition dahin ergiinzt, dass ¢ gebildet werden soll
von der Richtung AB mit der gegen /3 hin gerichteten Tangente des

Punktes A der elastischen Linie, 8 von der Richtung 5A mit der gegen A
hin gerichteten Tangente des Punktes /3 der elastischen Linie, und dass
endlich beide Winkel ¢ und 8 positiv oder negativ gesetzt werden,
jenachdem sie unterhalb oder oberhalb der Geraden AL liege

1. Der Stab hat eine gleichformig auf seiner ganzen Liinge vertheilte und
eine an einer beliebigen Stelle concentrivte Last zu tragen.

859, - Die gleichformig vertheilte Last sei im Ganzen = ¢, pro Liin-
geneinheit des Stabes =p, also Q = pl. Die Kraft I’ greife in einem Punkte
€' der clastischen Linie an, dessen Abstiinde von den Endpunkten A und B
= a und & sind (Fig. 9).

Die Strecke AC =« der elastischen Linie wird anf ein Coordinaten-
system bezogen, dessen Anfangspunkt A, dessen w-Axe A5 und dessen
z-Axe die Lothrechte durch A ist.




X mit den Coordinaten &, z ist ein beliebiger Punkt dieser Strecke, und

eg wird mit

X zugleich die resultirende K mit
[X] das Spannungsmoment fiir den betreffenden Quersehnitt bezeichnet.

(Cf. Nr. 58.

Die Strecke BC = b der elastischen Linie wird auf ein Coordinatensystem
bezogen, dessen Anfangspunkt B, dessen y-Axe BA und dessen z-Axe die
Lothrecht

Y mit den Coordinaten v,z ist ein beliebiger Punkt dieser Strecke, und

durch B ist.

&=

es wird mif
Y zugleich die resultirende Kraft, mit
| } das Spannu

moment fir den betreffenden Querschnitt bezeiel net,
bezogen auf diejenigen Husseren Krilite, welche von B bis ¥ den Stab
angreifen.
Es sei ferner y der spitze Winkel, unter welchem die elastische Linie
im Punkte (

en die Geraden 4B geneiot ist, positiv oder negativ, je-

nachdem daselbst positiv oder negativ,

also

negativ oder positiv ist;

d sei die z-Coordinate dieses Punktes C,

60. — Ausser den Punkten A, B und € sind noch gewisse andere
ausgezeichneéte Punkte der elastischen Linie von besonderem In-
teresse, nimlich die relativen Bruchpunkte, die Inflexionspunkte und die
Punkte

og

rosster Durchbiegung.

Die relativen Bruchpunkte sind diejenigen, fiir welche in den zu-
gehiirigen Querschnitten 3 ein rela
zuniichst hen:

Maximum, d. h.

arten Querschnitten ist. Liegt ein soleher Punkt an einer

stelle, wo nicht eine Kraft von endlicher Grisse angreift (Lier

‘[.' B oder (), s0 ist er charakterisirt durch R = Uy vorausgesetzt,

dieser Stelle die elastische Linie nach Oben coneav gebogen ist (ef N
Im vorliegenden Falle kann es nur einen solehen mittleren relativen Bruch-
punkt ge

en; liegt er in der Strecke AC, so dass er also dureh X = 0 be-
stimmt ist, 20 sei er mit X, und sein Abstand von A mit oy, liegt er aber
in der Strecke BC an der dureh ¥V — 0 bestimmten Stelle, so sei er mit Y,
und sein Alstand von B mit Yo bezeichnet. Er kann indessen auch im
Puankte €' liegen, wenn nimlich sowohl X fiir alle Punkte zwischen A
und €, als Y fiir alle Punkte zwischen B und ¢ positiv ist, einen positiven
Werth auch des Spannungsmomentes [C] vorausg

setzt.
Ausgerdem sind auch die Endpunkte A und B relative Bruchpunkte,
wenn. dagelbst der Stab nicht blos gestiitzt, sondern befestigt ist und wenn

zudem A und [A] resp. B und [5] ent

engesetzte Vorzeichen haben.

'Int'll:xinlnpn|.i;t.|:', in welchen der Sinn der Kriimmung der
gchen Linie sich umkehrt, und welche durch ein Maximum der Neigt
4

elasti
mg der
Grashof, F
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elastischen Linie oder durch ¢ =w, also M =0 charakterisirt sind, kamn es
hier im Allgemeinen 2 gehen, entweder cinen in A€, den andern in 53 C,
oder auch beide in einer dieser heiden Strecken, Ein Inflexionspunkt in der
Strecke A C, weleher sonach dureh [X] = O bestimmt ist, sei mit X; und
gein Abstand von A mit ay, ein soleher in der Strecke BC, bestimmt durch
[Y] =0, sei mit Y, und sein Abstand von 5 mit y bezeichnet.

Punkte grosster Durchbiegung oder grisster Abweichung von der
Geraden AB, eharakterisirt dadurch, dass die elastische Linie in ilmen eine
geben, wenn die Winkel

horizontale Tangente hat, kann es miglicherweise 3
« und § beide negativ sind. Haben ¢ und § entg
giebt es 2 soleche Punkte, einen Punkt grijsster Erhebung und einen solchen

gengesetzte Zeichen, so

grissster Senkung; sind @ und g beide positiv, so giebt es nur einen Punkt
t ein solcher Punkt in der Strecke A€, so dass er

grosster Senkung. L

r}:.' . 5 o - . H
dureh =% — 0 bestimmt ist, so sei er mit X und sein Abstand von A it

aa

S s ; i dz } - g »
a', liegt er in BC, so dass er durch — =0 bestimmt ist, so sei er mit
- . Ly

Y’ und gein Abstand von B mit y’ bezeichnet.

Der Werth einer grissten Durchbiegung, d. h. ein Maximum oder Mi-
nimum von z wird mit ¢ bezeichnet.

Uebersichtlich zusammengefasst und bezogen beispielsweise anf die Strecke
AC der elagtischen Linie ist sonach

der hichstens einfache mittlere relative Bruchpunkt,

zweifache Inflexionspunkt,
dreifache Punkt grisster Durchbiegung

n .
beziehungsweise charakterisirt dureh :
X =0: L‘\l — snaa. oder miin.
dz

[X]=057— = » »
n’."l_“'

=03 =z —~ ” n »
(& " ;

Die Aufsuchung der Inflexionspunkte wird unterstiitzt durch Beriicksichti-
A, [ B] und [C], die der Punkte grivsster Durchbie-
engesetzien

gung der Vorzeichen von
gung durch Beriicksichtigung derVorzeichen von &, fund y; ent;
Zeichen von [A] und [€] oder [B] und [C] entspricht je ein dazwischen

liegender Inflexionspunkt, entgegengesetzten Zeichen von e und y oder gleichen

Zeichen von § und y wenigstens je ein Punkt grisster Durchbiegung.

a. Der Stab ist beiderseits befestigt.

61, — Die Winkel ¢ und g sind

[ L/
p & y =7 ~ gegeben, die Kyiifte A und 5 sowie
R die Spannungsmomente [.A] und [5]
e sind vorliufie unbekannt. (Fig. 9.)
Flir irgend einen Punkt X der

Z £ Z ; Z i
i Strecke A € der elastischen Linie
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_'T"Cl'(L‘ll die I‘i_]]:.l'L'Jli[l_'ll tllh'il'llll“l:'l'li_. welche durch successive lllft'gl“iltiﬂﬂ aus-
einander erhalten werden:

X=4—pa
L a2z
[X]=—EJ - _,-,-:1.1|+ o1

j §t

i e 20 s

i} l I|f— £ ._J.'?‘ },;l

4 p2 ) s '4. 1)
E. {Kh _ 1 |]r + J P “I ad \ ead,
!

EJ (za — 2) e
und analog fiir irgend einen i'uu?;l X: du hir:-rl{v B
}' =B —py
[Y]==BJ S==[B] + By 2¥

- J_ . By pyd > L. . (B).
Iy I\..) - f"r.*.f-') = [J’)EI_{." + & i \

Yy iy ; Bly2 By* pip

ET (yg—z) =1 vt i et ‘f‘_;_’;- |

Vermittels dieser Gleichungen wiirde man fiir jeden Punkt der elastischen

Linie resp. fiir jeden Quersehnitt des Stabes die Resultante der #usseren
Kriifte, das resultivende Moment derselben = dem Spannungsmoment, die
Neigung und die Durchbiegung der elastischen Linie unmittelbar berechnen
kinnen, wenn die 4 Grossen

A B [4] [B] [
bekannt wiren. Um sie zu finden, dienen die zusamme ngehirigen Werthe: !
dz
D=0 =il =0
L
dz

und y = &; ‘_f_,*,;f

welche, in die je zwei letzten Gleichungen obiger Systeme (A) und (B)
eingesetzf, 4 Bestimmungsgleichungen liefern, wodurch in Ve 1in11u11mo mit tlm]

= — }', s r}‘,

beiden Gleichge \\HiJTrs'Jl_fllll}_l[l],{i_ll des ganzen Systems der Husseren Kriifte:
_'I + jJ’ = !}—{—‘; (d -|' |'FJ'
)12 }a;:
[4] + Aa —*— = [B] + Bb —
jene 4 Unbekannten nebst den ausserdem in den 4 ersteren Bestimmungs-
gleichungen vorkommenden Unbekannten y und ¢ bestimmt sind. Man
findet :

A=P (s _:_sm i (j + -"j! (—e+p)
B=PZ ”--—i—j.__-‘,::-j’-h’l + i:) ‘”;_,—‘—{ (e—8)
[4] = Z ‘“:_;2 = :J_)f 21; (2e—B)
[B]=-P --”;j’- L ;’f + --]—i?,—— (—a+2p)
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Fu i)“ -__-
EJ.tgy = F e
mJ
5 n [;
; asbd a?h? EJab 3
EJd=P- 3 +p t‘)_l + -—l,—‘f— (ba + af).

Unter Anderem ergiebt sich hiermit

aus der zweiten der Gleichungen (A) fiir @ = a
l'llh'i' | }IJI » .’."' — L:
: f’ l

—at+4ab—10%) + T

;
[(ca+20) e+ 2a-b) ;‘J\.

;I
I 12
Die Momente [«
unabhingigen 11L.-z.u_-]nm_; zu einander:

[[C] = blA] — a[B] = | l+ _\_M»

A], [B] und [C] stehen in m] folgenden von ¢ und 3

welche entweder durch Elimination von mul B zwischen den Gleichungen fiir

diese drei Momente, oder einfacher durch C nmi:m \tion der beiden Gleichungen
i T i v : .."‘_’ 4 1
[C] =[4] + 4a - "r--_-j und [C] = [B] +Bb -5 gefunden wird. .

\ 62. — Die Lage des mittleren Bruch punktes und das zug ehirige

! relativ grosste Spannungsmoment sind in der Strecke A C bestimmt durch:

A : A2
2= —1 [Xl=[4] + 5
,JJ i L » L 2!’
wenn 0 = &, = a und 'L_\'._.‘I positiv ist; dagegen in der Strecke B C durch:
B y 2
_ 2. 1Y, = [B] + 5
P - ,.' hei

wenn 0 < y, = b und [ Y] positiv ist. ist Beides nicht der Fall, so liegt
der mittlere Bruchpunkt in €, falls [C] positiv ist, widrigenfalls er ganz
fehlen, d. h. nur A und B oder |11«In nur einer dieser beiden Punkte rela-

tiver (letzteren Falls absoluter) Br unchpunkt sein wiirde,
Die Inflexionspunkte sind in der Strecke A4 C ' durch die zwischen
0 und @ liegenden Wurzeln der Gleichung:

in der Strecke BC durch die zwischen O und b liegenden Wurzeln der Gleichung: Siatnre
2y 2 g%
(B] + Byy— 22— =0 |

A4 b

" . < ’ .

bestimmt; mit 2, = — und 1, = — folgt aus denselben auch: |
] Y 3 !
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Die Punkte grisster Durehbiegung sind in der Strecke AC
durch die zwischen O und a liegenden Wurzeln der Gleichung:

: ’ : Az'e a8

EJa=[A] o + S5 _ 2%~

2 Gl

in der Strecke BC dureh die zwischen 0 und & liegenden Wurzeln der Gleichung:
B2 .I".'."’J 3

2 G

bestimmt. Die entsprechenden grissten Durehbi egungen d’ selbst wer-
den durch Einsetzung der gefundenen Wurzelwerthe 2 und y' filv « resp. Y
in den letzten der Gleichungen (A) und (B), Nr. 61, gefunden, welche aber mit
Riicksicht auf obige Bestimmungseleichuneen von 2 und y" sich reduciren auf:

¥ ) [ A] a a2
]'. 1’11 = a4 |-: -+ !‘— — ! — \
- o
= /[ B] By
und EJd =y'2 | l;,—| g —?,"'L — -
\ & o

BESONDERE FALLE.

6. — Es sei: e=§=0, d. h. der Stab beiderseits so be-
festigt, dass die elastisehe Linie gendthigt ist, sich bei 4 und
B tangential an die Gerade AB anzuschliessen. Dieser Fall findet
gewthnlich mit geniigender Niiherung statt bei einem Balken, der mift bei-
den Enden eingemauert ist, oder hei einem stabférmigen Korper, dessen
Enden mit festen und festliezenden Kérpern zusammeng

rossen, verschraubt

oder anderweitiz fest verbunden sind.

Es sei ferner vorliufig =0, d. h. der Stab AB habe nur die
bei € concentrirte Last P zu tragen, eine Voraussetzung, welche die
bei nicht sehr grosser Liinge in der That meist ohne wesentlichen Fehler
zuliissige Vernachlissigung des Eigengewichts des Stabes in sich schliesst.

Aus den Formeln sub Nr. 61 und 62 ergiebt sich dann:

4= ploalhit S ""”;L -2,

L 2a2h2

/J

i E 'Hu?iz
[A4] = - P—=
4]

5 [B]l=- P -

A, B und C sind relative Bruchpunkte, und die 3 relativ grossten
Spannungsmomente, absolut genommen, verhalten sich:
3 y Lo 1 1 1
~[4]:[C]: = [B] = T 5
sie folgen so nach abnehmender Grossse, wenn a = b vorausgesetzt wird.
Die Inflexionspunkte liegen je einer in jeder der beiden Strecken A C
und BC; jhre Lagen sind bestimmt durch:

2a

gy e e L
—[.5] ﬁ_

n= R b %
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Fiir den Angriffspunkt C der Kraft [ ist:
P azlt(b—a) P P ablbs y
‘=37 a2b ' EJ 8B -

Abgesehen von den Endpunkten A und B, welehe nach der Voraussetzung

u'.l",:. “f_-

den analytischen l"||.-n':ﬂi1|'r',I =0 resp. 7= _() yon Punkten grissster Durchbie-

s o {1

gung haben, giebt es nur ginen solehen Punkt, welcher ein Punkt grisster Sen-

kung ist. Wegen des mit ¢ = b positiven Werthes von y liegt derselbe in der

Strecke BC im Abstande

. l“.l' 2b
W = 2 = ff,‘: e,

i _!; Iy it + 5] [’!

opsste Senkung selbst ist:

51 I-’Ifr:‘ P 2a2hd

T 1{'.‘,! 1‘..’ - !,J'r ::l'rx._}._:l)“l:-:'--’ A |
d, jemehr a und b verschieden sind; z. B.

von B33 die entsprechende

d'

Diegelbe ist um so mebhr =

Ry
fiir — =1 2 3 4 D v .
i
w3 =1 1,10 1,28 1 )
i — = ) 1.98 148 1,6¢
180 % ) ,28 1,48 1,
64 — Ist bei dem TFalle sub Nr. 63 inshesondere @ = b, so wird:
[l
| 7 - b= B
i i o
f ~[d]=~[B]=[Cl=%
l
ay = I-’_,-'._ —
P /3 :
d=Fy 7.8 =" :
65, — Hsgei c=0F=0und a= b, aber nicht Q =0, d. h. der heider-
seits genan mnach der Richtung AB befestizte Stab habe zugleich eine

gleichformig auf seiner Linge [ vertheilte Last ¢ und eine in
In diegem Falle ist:

der Mitte concentrirte Last F zu tragen.

: P+ 0O
! A=B== _+ =
: { D
];I'|::||!;’]—. S e e f}‘.-;
\ o J.' o
) e 1 B St
N dod 0 [C=(P+5¢)5i
ferner mit i q: =

/ 1/ 1\ !
L — ‘?_” — ll\r!l ‘l.' 1 ‘ ,1,'_' + 'j"l_.l.\.' o

;-_\"_”“'i" EJ) By
b 4 a4 ik |
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66. — Ist bei dem Falle suly Nr. 65 inshesondere P =0, d. h. ist der
Stab nur mit der gleichfirmig vertheilten Last Q beschwert,
s0 wird:

Q)
l=8=—
e OIS o)
l‘IIT"h] 192 ? |_( iz 94
AT {
=y =(1- ‘ L) £ 0403 =
\ /2 4
LB :
")__;"./ H,J‘-«_J
67. — Der beiderseits befesticte Stab AB wiirde die grisstmigliche

Tragfiihigkeit erhalten, deren er bei g

sgebenem constanten Werthe von
J und geg

sbener Belastung dureh die Kyiifte 7 und ) liberhaupt fihig ist,
wenn die bisher als gegeben vorausgesetzten Winkel & und

f# 80 bestimmt
wiirden, dass jedes der 3 rvelativ eriissten Spannungsmomente zu dem Wider-
standsmomente fiir den betreffenden Sinn der Siegung (cf. Nr. 50) dasselbe
Verhiiltniss hiitte.  Die betreffenden 3 Quersehnitte bei .4, B und an einer
mittleren Stelle X,, Y, oder ¢ wiren dann gleichwerthige Bruehquerschnitte,
d. h. es wiirde in ihnen gleichzeitig die Spannung ¢ oder Pressung ¢ den
hischstens zuliissigen Werth A’ resp. &7 erreichen.

Mit Riicksicht auf die Bezeichnungen in Nr. 50 sind also @ und g so
zi bestimmen, dass
- |1| = — |H] = maa, M"
maax, M’ maix. M
und - W= W
ist, wo je nach Umstiinden
ma. M’ = [.\",l un[t'l‘r }u| oder ||’|
sein kann. Die erstere Bedingung: [A] = [B] liefert mit Riicksicht auf die
allgemeinen Ausdriicke dieser beiden Spannungsmomente sub Nr. 61:
: P ab (b—a)
W RSigps ey
womit u. A. die allgemeinen Ausdriicke von A und B iibergehen in:
A=P ; 3 B=P T3

d. h. es sind dann diese Widerstandskiifte ehen 80 ETOSS, wie sie nach dem

&

bo

Hebelgesetze sein wiirden, wenn der Stab beiderseits einfach gestiitzt, mithin
|,_J l] = EHI = 0 wiire,

Was die noch nithige zweite Bestimmungsgleichung fiir @ und g be-
trifft, so mige insbesondere W' = W vorausgesetzt werden, was nach

o

Nr. 50 dann der Fall ist, wenn /' =#" oder ¢ =¢” ist, oder wenn der

Quersehnitt bei den Inflexionspunkten seine Lage gegen die Biegungsaxe
umkehrt. Die zweite Bedingung ist dann:
max., M = max. M" {:: - |J|] = [/J“] )
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und es sind die beiden Fiille zu unterscheiden, ob das Maximum von M’ im
Querschnitte € oder ausserhalb desselben stattfindet.

Ist a = b, so ist |

A A P =
Ty = F‘ :"';)'lif —P,J!r)'[- ?.-- b \
YT R |
: P () [i g =
f“ T
jenachdem Yol = r:

l = :
ist, unter m = b — 5 die Entfernung des Angriffspunktes ¢ vom Mittel-

punkte des Stabes verstanden. Ist also
lll.’ T
(D
und die Bedingung: — [4] = — [B] = [(] liefert:
EJa | ab (b—a at—ab <+ b2
gy =ik P~ o7 + @ 51 :
wihrend aus der allgemeinen Relation zwischen den 3 Spannungsmomenten
bei A, B und € (Nr. 61) sich ergiebt:

1) =14 ‘I..»t nae. l.l'” = ]f_l

]

y O\ ab
|‘I‘| —_ |f,f| |11‘ | = | P + S ] = max. M.
| 5 e =
P 1 3 ; -
Ist aber 2) (\3 = =y B0 ist max. M’ = L“]

und die Bedingung:

EJa ) ( Lo A ' a?
Frpate = Smgn YRS T TS T QS
“ay : _ B:
— [A4] =— [ 5] (Y] — max, M.

ip

'}

[B] = [Y,] liefert:

y I P2z a2

GS. — Ist z B. der Stab nur durch die Kraft P belastet, so ist mit
. : m 1 s . g * L
Q =0 jedenfalls - = —; die orisstmbgliche Tragfithighkeit findet alzso

statt fiir

J’) ‘r -"lJ '.J?J — ff\l

\ i e =—8
LJ 12
& ab o
und zwar ist maw. M =P 57
If -
= —.max. M fiir ¢ = =0 (Nr. 63), 80 dass, wenn P sehr nahe am
- 1

fast auf das Doppelte derjenigen filr o = =0 cesteigert

werden kann.
Ist aber hierbei @ =& (Nr. 64), so sind e =g =0 die vortheilhaftesten

Richtungswinkel der beiderseitigen Befestigungen des Stabes.
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i ey ; 5 el i B
e Ist, wiihrend @ = & ist, nicht (=0 (Nr. 65), so ist doch noch =7
. ; J \ _ St
)
das Maximum der Tragfiihigkeit findet also statt bei:
e 01
S =T R
: / e\ L . % L
und zwar ist maw, M = | P+ —- | —, insbesondere fiir =0 (Nr. 66):
\ aebiy
. ol 3 1 :
mar. M = =~ = — ,max. M fira =8 =0.
16 4 F
In diesem letzteren Falle kann zwar m jeder beliehige Werth, also auch

P m

7 =0 < — sein; indessen ergeben sich mit den hierfiir geltenden Formeln
a 5

Y

sub Nr. 67 dieselben Werthe von ¢, 8 und maaz. M.

69. — Arme von Transmissionsriidern (Zahnriidern, Riemenrollen ete.),
itberhaupt von Riidern, in deren Peripherie (Theilkreis) eine Kraft P wirkt, welehe
den Radkranz gegen die Nabe zu verdrehen strebt und dadurch die beide Theile
fest verbindenden Arme auf Biegungs-Festigkeit in Anspruch nimmt. — Es sei

(Fig., 10):
£ CA = q der Radius der Nabe,
Py = CD=7r 3 des Theilkreises,
‘ A2 % ¥
ARy =1 die Liinge eines Arms,
z die Anzahl der Arme,
und es werde angenommen, dass jeder Arm durch dieselbe
j{,
Kraft = — gebogen wird.
Y Ist 4B, die urspriingliche Axe eines Arms und , der
p I : 7
4 Winkel 2, CB, um welchen der Radkranz gegen die Nabe
verdreht wird, so wird dadurch der Arm so gebogen, dass
Az seine elastische Linie den Radius CB; bei 4 und den
| i Radius €8 bei B beriibrt, und er ist mithin als ein stab-
k formiger Kiorper zu betrachten, welcher
¢ bei 4 unter dem Winkel —g =— — BAB,
Fig. 10. i, = & 8= ABC
gen die Gerade 4B geneigt befestigt ist. Die 3 Winkel «, g, » sind sehr klein, und
wegen , L l+a
5 w=g+ 2 B IBN: oo == e
3 a a

Wird also vorlinfig ein constanter Querschnitt des Arms vorausgesetzt,
so liefern die allgemeinen Ausdriicke von [4] und [B] sub Nr. 61 mit
I¥ia

jn”=r);_ Q=10; a0 = —- 4
a

zwei Gleichungen, aus denen sich durch Elimination von g ergiebt:

[B] l 4+ 3a
e e
_['.FI: —{': b | o

Hieraus und ans der Momentengleichung fiir den Querschnitt bei 4:

i r ; : . P(r
[A] = — (r—a) — [B] folgt: —[A] = —

9
(T

8l + 6a’
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nY Biegungs-Elasticitit und Festigkeit

eian! s s S SR e e S 3 3
Diese pannungsmoms nt ist da ._‘_:’In-‘-“!l, welehes in irgend einem Querschnitte
des Arms stattfindet, und aus seiner Gleichsetzung mit

J I |’J"r

et hd |

=)
é 1] D

unter & die in der Radebene, {
I/ mh die nach der Riehtung der Axe gemessene Dimension des reeht-

eckigen Querschnitts verstanden, ergiebt sich:

o "/" P(r—a) 414 Ba
zhm i+ 2a

Weil aber das Spannungsmoment bei B absolut genommen kleiner ist, als
bei A, so darf schliesslich der Arm von A4 gegen B etwas verjiingt, nimlich
die Dimension & bis & verkleinert werden, und zwar bei constanter Dimension &
im Verhiltnisse:

[
by 7

J3a’
Freilich ist dieses Verjiingungsverhiiltniss sowohl, wie auch, falls es ausgefiilict
weil die benutzten

wird. die obige Formel fiir # nur angenihert richtig,

Formeln sub Nr. 61 auf der Vora

ssetziing eines constanten Querschnitts be-

sehen worden, welche den Armen

ruben. Auch ist von den Seitenrippen abg
eewihnlich gegeben werden,

Jis

Bei iibrigens gegebenen Verhiiltnissen fillt & um so grosser und — um 80

kleiner aug, je kleiner a ist. Wird durchschnittlich
I i {

@ == = =
3 4
. Iy "
aegetzt, 80 wird: ;I = ()52
n
und sollte also eine stirkere Verjiingung, als auf & = —h 1m Allgemeinen nicht
: 3

ansgefiihrt werden; ferner wird:

/a9 Pr
o T A Z

oder mit m = 1/; als Durchschnittswerth fir gusseiserne Rider:

1/99 Pr
= \ Tk omn

Der Coefficient & wird hier verhiiltnissmiigsig klein genommen, weil abge-
quf eine gleichmiissige Theilung des \ZE1

sehen davon, dass nicht immer
Theilrissdrucks P unter alle z Arme eerechnet werden kann, die Letzte
o um bei Stisssen ohne Gefahr eine betriichtliche

n auch

seniigende Masse besitzen miisse

lebendige Kraft zu ihrer Deformation verwenden zu kinnen; im Mittel kann etwa |
genommen werden: |
i |_‘1|1-‘p|'i-r]|1'1|l| k= 691/2.7)
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Elasticitii nnd Festigkeit. 50

10, — Als ein anderes

Beispiel der Benutzung der hier in Rede stehenden
allgemeinen Formeln zur Lisung scheinbar fremdartiger oder zusammengesetzter
Aufgaben sei es gefordert, einen gleichformig schweren Stab S7 von
der Liinge ! in zwei so gewiihlten Punkten 4 und B zu unterstiitzen,
dass dadurch gewisse Bedingungen erfiillt werden, dass z B. die
3 relativ grossten Spannungsmomente in den Querschnitten bei A, B und an
einer gewissen mittleren Stelle ¢ zwischen A und B gleich gross werden, oder

dass die 3 relativ grijssten Senkungen der elastischen Linie an den iiberhan-
genden freien Enden S und 7' des Stabes und an einer mittleren Stelle ¢' gleich
gross ausfallen ete.

In den beiden genannten Fillen miissen offenbar die Stiitzpunkte 4 und B
symmetrisch gegen den Mittelpunkt des Stabes licgen, welcher seinerseits mit €
zusammenfillt; sind dann

AS = BT = = die Lingen der iiberhangenden iiusseren Theile des Stabes,
« die Winkel, unter welchen die elas

sche Linie bei 4 und B gegen die
Horizontale AB geneigt ist,

so lisst sich zunfichst « als Function von = — j(#) finden, indem man das
Spannungsmoment im Querschnitte A einmal nach Nr. 54 dureh x, dann nach
Nr. 61 durch « und z ausdriickt und beide Ausdriicke gleich setzt,

Setzt man nun der Forderung entsprechend, dass die Spannungsmomente
bei 4, B und C ecinander gleich sein sollen, das nach Nr, 54 durch = ausge-

driickte Spannungsmoment bei 4 = dem mnach Nr. 61 durch « und =z ausge- f
driickten Spannungsmomente bei €, go findet man mit ¢ — fia):
21 .
)

Der anderen Forderung entsprechend, dass diec Senkungen der Punkte S,
T und C unter die Horizontale 48 einander gleich sein sollen, kann man nach
Nr. 54 die Senkung des Punktes S unter die Tangente des Punktes 4 der ela-
stischen Linie durch =, also unter 45 durch « und x ausdriicken, desgl. auch
die Senkung des Punktes € nach Nr.61, und die Gleichsetzung Dbeider Ausdriicke

liefert mit « = f(z) eine cubische Gleichnug, woraus
]

z=0,223..] = nahe —!
é 9

folgt, ein Resultat, wovon z B, Behufs zweckmiissiger Unterstiitzung langer Mass-

stiibe Gebrauch gemacht werden kann.

r der Welle verstanden, welcher (V Zahl der iibertragenen Pferde-

der Formel

[P
71620

or ¢ den Durel

stéirken, n U
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lasticitit und Festipkeit

B. Der Siab ist einerseits befestict, anderseits unterstitzt.

71. — Bei A sei der Stab befestigt,

2. « ) } :
/ﬂ_'r‘“—au._'_‘_ = =% hei B unterstiitzt (Fig. 11). Das Span-
- e nungsmoment [B] ist jetzt = 0, der
Winkel g nicht gegeben. Man findet

Z P % aber f, indem man den allgemeinen

Fig. 11. Ausdruck von [B] sub Nr. 61 = O setzt,

und indem man dann diesen Ausdruck von # in den librigen Formeln von Nr. 61
substituirt, ergiebt sich:
e TR Y e o
’..)JI]'. I ”._1_ 8 2 5 ;
(Sa2 + 6ab 2080 5 alJa
p har 4 1 +. .|_+ fr"} J.";it_t

23 8™ 2
az(2a + 80 3 sEJa I
B=PT 2=+ Q4 bl
Jr!I{J (e 4 ‘_’I'IJ': {‘\J:’i sEJa
[J|] =g o e \ + = i
: a2b (2a + 3b) 3a-b)b 3EJbae
W=f e Qi T
y [ s r’\_}\'
J"l(]| (al,-ll = \:’ m '2-;!0'!1
. _rf::.f,.:f.-.'. a?) a(—a2—-3ab + 6052
EJy=1F =T + 7 =T =
a2—2ab 3 202 _
4- r e — EJa I

a3l (B3a 4+ 4 0) 2 5 (¢ a by abla+2b0)
Erg=pLlEir L2 82 0T LI 5 EJa.
Vermittels der hiernach bekannten Werthe von
A, B, [4] und g
und der in Nr. 61 mit (4)und (B) bezeichneten zwei Systeme von Gleichun-
ieder mit [B] verschwinden, kann man nun fiir jeden

gen, worin nur die Gl
resp. fiir jeden Querschnitt des Stabes die Re-

Punkt der elastischen Linie
cultante der dinsseren Kiifte, das resultirende Moment derselben = dem
Spannungsmomente, die Neigung und die Durchbiegung der elastischen Linie

unmittelbar berechnen.

72. — Im Allgemeinen giebt es 2 relative Bruchpunkte: A und
einen zweiten, dessen Lage nebst dem sugehirigen relativ grossten Span-
nungsmomente in der Strecke AC bestimmt sind durch:

e A2
2o =" (X =[4] + 55
wenn 0 — & < a und [XN,] positiv ist; dagegen in der Strecke BC durch:
B B?

Yo = = 3 I }-,,.E = —2;”-,

P’
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wenn 0 < yo < &b ist.  Ist Beides nicht der Fall, so liegt dieser mittlere
Bruchpunkt in €, falls [C] positiv ist, widrigenfalls A der einzige oder ab-

solute Bruchpunkt wiire.
Der hichstens einzige Inflexionspunkt ist in der Strecke AC dureh

die zwischen O und @ liegende Wurzel der Gleichung:
1 P A . 1/
L-'IJ- + Az — 5 =10 oder &1 = a, + "

bestimmt, in der Strecke B C dagegen durch:

I
i =2 — = 2y,
; p Y

Die hisehstens 2 Punkte grisster Durchbiegung sind in AC durch
die zwischen O und « liegenden Wurzeln der Gleichung:

: : . Ad? pals
jL,!‘I{:{_!|_a' + 5 T
in BC durch die zwischen O und b liegenden Wurzeln der Gleichung:

By's  py's

f'..)"lj‘ = B) 6
bestimmt. Die entsprechenden griossten Durchbiegungen d’ sind:
= A 0 Anl - pay
.f,.]f) - l\ 3 -+ 3- — g'
Rl > [
und EJ ¢ = y's (—_ - b—) - !
BESONDERE FALLE.
73. — Essgei ¢ =0, d. h. der Stab bei 4 so befestigt, dass die
elastische Linie daselbst die Gerade AB beriihrt. Auch sei vor-
liufig /=0, d. h. der Stab habe nur die bei € concentrirte Last
P zu tragen, welche Voraussetzung die Vernachlissigung des Eigengewichts
des Stabes in sich schliesst.
Aus den Formeln sub Nr. 71 und 72 ergiebt sich dann:
a? (2a + 3b)
Sy o g R e g,
B=1 oh
[4] und [C] sind relativ grosste Spannungsmomente, und das Verhiiltniss
ihrer Absolutwerthe:
[A] I(a + 20) b / ]__
22t R - ist = 1, jenachdem — = |/ -
l'i'| ”.:2”4_3(,);'11 = 1, Jenachden = _" 9
ist. Der Inflexionspunkt liegt zwischen 4 und € in der Entfernung von 4 :
- [4] a(a+ 20)
it = B S Sy e
A 3a? 4 bab + 242
P ab
Ferner isf f = —= —
ol Sl ST Y
BADISCHE e
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a9 Biegungs - Elasticitit und Festigkeit

und fiir den Punkt C:
2 P H”ﬂln!-}-l!":l

Bid=%7 — 12P

Jenachdem — == -, also y positiv oder negativ ist, findet die grisste
; .
Durchbiegung (Senkung) zwischen 5 und € oder zwischen A und € statt;

im ersten Palle ist gie bestimmt 1!111'{]:‘

- 1 .,:_’_.".’fr.rf = 5 ¥ — 54 Iﬂjf'l:"
= ‘ B \r Sat356'" T EJ 8"

im zweiten Falle durch:

1 i1| ; ] A a8
o=2—7 =220 = g7 13-

Th — Hat der Stab nur die gleichfirmig vertheilte Liast Q
zu tragen, so ist nach den Formeln sub Nr. 71 und 72:
H 3 01
= 7 < B =z @5 [Al=—-7¢-
Der mittlere relative Bruchpunkt liegt im Abstande
do=n L

! von der Stiitze B, und das entsprechende Spanmungsmoment ist:

9 Uf )
(Bls s 0 i

Der Inflexionspunkt liegt im Ah:a!:mdu*

e ay Stiitze B. wose = = ist.
von der Stiitze B, woselbst 7.7 18

Die grtsste Durchbiegung findet statt in der Entfernung

i = - 1=04221
3 1 + I| b
von B, und zwar ist:
g M0 G il T
= = K — — )
& =100 Z7 g =""%

unter § die Durchbiegung in der Mitte des Stabes verstanden, wo y = p isk.

75. — Der bei A befestigte, bei B unterstiitzte Stab erhilt die grosst- 3
mogliche Tragfihigkeit, deren er bei gegebenem constantem Werthe g
von ./ und gegebener Belastung durch die Kriifte P und ) fihig ist, wenn
der Winkel ¢ so gewiihlt wird, dass die beiden relativ grigsten Spannungs-
momente amax. M’ und — [A] zu den betreffenden Widerst: mdsmomenten W’
und W (cf. Nr. 50) dasselbe Verhiilfniss haben, dass also

max. M' — [4]
e =

BLB BADISCHE
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Biegungs- Elasticitiit und Festigknit.

ist, wo je nach Umstiinden

mar, M’ = |\| oder |}| oder [€]
sein kann; in den beiden ersten dieser 3 Fiille ist die Bestimmungsgleichung
von & 1|!l.'ll|1':lf'l.-u'|.'|. im I]l'il[t'l! }‘.:l]]I.‘ linear,
weleher von ihnen stattfindet, so kann man j
einég den Umstiinden entsprechende
geméiss ¢, damit A und B, x,

Ist es mnicht a priori gewiss,
n dieser Beziehung vorliiufig
wahrscheinliche Annahme machen, ihr
und y, berechnen und so die tichtigkeit der
Amahme nach Nr. 72 controliren,
Mit W' = W" wird die Bestimmung: sleichung von
maz. M' = — [A];
wird dann in einem zweifelhaften Falle der mittlere Bruchquerschnitt vor-
liiufig in C angenommen, so ergiebt sich vermittels der Ausdriicke von [A],
[C], 4 und B sub Nr. 71

. Jab (202 — q2) L(a2 —ab 4 202)
- 61 (@ =+ 2b) + € I.’l (a + 26)
ah a2 dab 2652
A =P — ) g + 26

a+26" % T g7 (a + 2b)
3 ) {1 a? 4 :3”],_'_2}._.
s 3 7 A - Pk
5 £ @+ 2b ® ¢ 21 (e + 'jf;_]
und es ist nun die Annahme bestiitigt, also obiger Werth von & der der
Aufgabe entsprechende, wenn

: A i an P _a?—2p2
&y = P. =~ &, d. n. f‘;} = i ?}_Z
B : & 252 . g2
und Yo = j’ = !’}_‘ d. h. {J — ‘3”_( 5

2

oder auch 7 dem grosseren dieser beiden Quotienten gleich ist, IZs liesse
<

sich aber der mittlere Bruchquerschnitt
in AC vermuthen, wenn #, = a und Yo = b, dagegen

s DG

o n @ =>=a , Yy, =0b gich herausstellen
sollte,
Ist @ der Gleichung: [C] = — [4] gemiiss berechnet, so ist
3 i ) ab
[4] durch Einsetzung des anderweitie gefunde
nen Werthes von @ in den allgemeinen Ansdruck von |

widrigenfalls maz. M =
A gefunden wird,
76. — Ist z. B. Q=0, so ist jedenfalls C der mittlere Bruchpunkf
also der Neigungswinkel der vortheilhaftesten Befosti
Gerade AB hbestimmt durch :

3
gungsrichtung gegen die

P ab(2bh2— a?)
= EJ 61 |-': -f 2 b)
ab

* T =21, I o RS ] [ —— } ————
und zwar wird dadureh maz. M = [ prgngy S
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X, oder Y, als der mittlere Bruch-

Ist P=0, so kann nach Belieben
giebt die Bedingung:

punkt betrachtet werden; letzteren Falls

32
— [4] =[Yo] = 3p
mit Ricksicht auf die Ausdriicke von [A] und B sub Nr. 71
Qe S YE | Jf — 00,0131 i‘”—:
s o

a=gyjl=g*tV?)3

und damit maz. M = |

b 1'9—\, Ql=0,0858 Ql
\ / h

b3

max. M fir @ =0, so dass also die Tragfihigkeit des gleichformig

= 1,457
belasteten Stabes durch die vortheilhafteste Befestigungsrichtung am Ende A
auf das 1,457 fache derjenigen bei horizontaler Befestigungsrichtung er-

hisht wird.

=Y. — Ein an beiden Enden unterstiitater, gleichfirmig auf geiner ganzen
sigengewicht ) zu helastender Bal-

Liinge AB = I = 24 mit der Last ¢ (inel. 1
¢ unterstiitzt werden; e

ken soll in seiner Mitte noch durch eine dritte Stiltze
dieser mittlere Stiitzpunkt unter der Hori-

fragt sich, um welchen Betrag = =
welche

wn milsse, damit die griisste Spannung oder Pressung,
belasteten Balkens eintritt, unter iibrigens gege-

zontalen AB lieg
in irgend einem Punkte des

benen Umstinden ein Minimum sei:
Die Hilfte A4 C des Balkens lisst sich als bei C befe
lhorizontale Tangente hat, so

stigt, bei 4 unterstiltzt

betrachiten, und da die elastische Linie bei C eine
ist letztere unter dem Winkel o = = gegen AC geneigth. Nach der vorigen Nr.
a
muss deshalb
0,0131 Qa®
P = - 5 j,ﬂ
Anstatt diesen kleinen Betrag abzumessen, kann man den vor-

gemacht werd en.
hes Gewicht P in der

liufig nur bei 4 und B aufliegenden Balken durch ein sole
Mitte belasten, dass in Folge der Biegung seine Unterfliiche
ze erreicht: die Bedingung dafiir ist (ef. Nr, 81):

cerade die erfor-

derliche Oberfliiche der Mittel
o5t
P+gY% @ap 0,0131 Qa?
TnhT aAB o P kY
und liefert: ! b E
P = n_,u.‘_}l.l_'j Q- -P_ {r.

Soll dasselbe durch eine ;__':lf.‘ii']li\i-l!"lll-l_'_',' vertheilte Last @1 erzielt werden, 80

muss o
Q= — P=10,00629 @ — G |
b |
gein,
y. Der Stab ist beiderséits unterstiitzt,
(Fig. 12.)
78. — Die Spannungsmomente [A] und [£] in den Endquerschniften

des Stabes tiber den Stitzen sind jetzt beide = 0, die Winkel a und g aber
nicht gegeben.




Biegungs. Flastic

it und Festigkeit 65

Wegen [A] = [B] ist zuniichst ebenso wie bei dem beiderseits nach der
vortheilhaftesten Richtung befestigten Stabe (Nr. 67):

P oab _:'1 —ct)

8% 61

und, wie hier auch aus dem el

: setze !'In]"_"[’:

f-.J L 5 G ./
._;: 15 I 7 +
ferner mit Riicksicht auf die allgemeinen Ansdriicke von [4] und [B] sub
Nr. 61:

e p.?
L = .'r -

BJ P al (a - :‘f:_l "_J’.f'f
i hipy (T e
i b, b @a4ib) QB
EJ P = / h} = o1

Die Substitution dieser Werthe in den betrefienden Formeln der Nr. 61

\ By )

(p. B+2ab \ab@®—a (

e e e ey
b G 2 +ab \ a2l?

ot J'F‘.Jrc’jzl\}”{— Bab 3 af

y | P Filr jeden Quersehnitt X oder Y
oy Y 5 h 4 "B . z
=il : ? der Streeke AC e

BC des Stabes

findet man die R
t\l I!.'

esultante der lusseren

, das resultivende Moment der
7 7 .«u:ll_|=-11 = dem Spannungsmomente, die
Pie. 19, Neigung und

elastischen Linie vermittels der Gleichuneen :

X=4 P Y =08 Py
X= Az E% AP PR

¢ Durchbiegung der

3

; dz\ Aux2 pgd / dz\  Bye 3
F.7 \r( - = sl wr(p 5T 1;'} .’J’.":"
(009 2 6 \! -'r'l_r,r/.’ 2 6
s S r A Bys  pi
ET (2o —2) = et EJ(yB—2) = ‘;I- — 5"

79. Die elastische Linie ist nur nach Oben econcay gekriimmt und
hat nur einen B ruchpunkt, welcher entweder in € oder zwisclien € und

dem Mittelpunkte des Stabes liegt,

¥ i P m g <
Es sei a = & und m = a=10 3 Ist dann = —. 5 ist €
. 2 {'\:‘ e’
der Bruchpunkt und
R Q \ ab
maz. M = [C] = 3._\[ 2 ) S

Grashof, Fastigkeitslehre,

BADISCHE
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Biegungs- Elasticitit und Festigkeit,

AT
ist aber - ":, so liegt der Bruchpunkt in der Entfernung
@
¥ By .
Yo=1H¢ + 0} }
_ e A
von B und ist max. M = [Y,] = ap° :

In beiden Fillen ist maw. M doppelt so gross, alg bei beiderseitiger
Befestigung des Stabes unter den vortheilhaftesten Winkeln ¢ und g (cf.
Nr. 67).
Ein Inflexionspunkt ist nicht vorhanden
Der einzie vorhandene Punkt grosster Durchbiegung (Senkung)
liegt in der grosseren Abtheilung BC, und seine Fntfernung y von BB ist
die zwischen O und & liezende Wurzel der Gleichung:
3 By'? '8
die gisste Senkung ist bestimmt durch:
] ol
Ere=ys( G
A 8 /

BESONDERE FALLE.

80. — Wenn der Stab nur die bei C angreifende Last P
trigt, so ist:

b
A=P; B=P7
__f_’_ ﬂilfa_-{— 5”:]_ el P__ ab (2a + b)
sdah bl gl kT EJ Bl '
: ab
mae. M = [C] =P T
P ab(b—a) P a2l2
= e A s R VS < M e e
r=g7—sr —:©@-B;d=FF 3 .
o /::".l_'.ff' 8 _1/0@2a+ b) 0
J _‘ = V =g
P a ‘r_lrr"i
I=i 5
81. — Wenn der Stab eine gleichférmig auf seiner Liinge !

vertheilte Last Q nebst der in der Mitte concentrirten Last P
zu tragen hat, so sind alle Verhiiltnisse symmetrisch in Beziehung auf die
Mitte, und man hat:

2
e L e s
a=8-2%8  amp-—pr
b
-- P+ = Q
o i O Sl b -
max. M = l\f + 2-..| i) Jd= ¥ oA i8 = 4.
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Biegungs - Elasticitiit und Festigkeit, 67
82. — Nachstehend sind zur Vergleichung die Werthe von maw. M

und von d° unter den Voraussetzungen einer in der Mitte des Btabes an-
greifenden Last P (Q=0; a=5) und einer gleichibrmig auf seiner ganzen
Liinge vertheilten Last @ (FP=0) fiir die 5 Fille zusammengestellt, dass
der Stab
1) beiderseits unterstiitzt,
2) einerseits unterstiitzt, anderseits unter dem Richtungswinkel &= 0
llll'ilk':‘;ﬂj_.':i,
J) einerseits unterstiitzt, anderseits unter dem die grijsste Tragfihig-
keit bedingenden Winkel & befestigt,
4) beiderseits unter den Winkeln ¢ = 8 = 0 hefestigt,
5 beiderseits unfer den der grissten Tragfiihigkeit entsprechenden
Richtungswinkeln befestigt ist.

Q=03 a=1b P=20
max, M d max, M | d’
1 P P e @5 oo
2 4 EJ 48 8 4" EJ 96
3
2, gk 0,447 . = - 0,520 . 4
| 2 I
3. F v B | O,—ﬂj? - o ”,G"!l‘:- . | 1_],?44. £ o
= 1 8 =
2 R T R |
1 1 1 ik
5 ? .y n T n ? " n 2' » n

83. — Die Formel fiir § sub Nr.81 ist auf Grund entsprechender Biegungs-
versuche vorzugsweise geeignet und vielfach benutzt worden (von Eytelwein
Gerstner, Lagerhjelm, Morin, Fairbairn u. A.) zur
des Elastieit

Jestimmung
itsmodul soleher Materialien, welche sich nicht in Form
von Driihten oder geniigend langen und diinnen Stiiben herstellen lassen, wie
solche zu einfachen Ausdehnungsversuchen nithig sind. Der Stab erhiilt

behufs sicherer Berechnung ven ./ aus den gemessenen Querdimensionen am
besten einen rechteckigen Querschnitt und wird, auf zwei kantigen Stiitzen
mit dem Abstande [ liegend, in der Mitte durch nach und nach vergrisserte
Krifte P belastet. Vermittels der dureh gewisse vergrossernde Mittel (Fithl-
hebel, Keilmass ete.) jedesmal gemessenen Durchbiegung J findet man dann,
unter () das Eigengewicht des Stabes verstanden, den Elasticititsmodul
Pt= 0.

8 3

aJ 48’

80 lange der Stab bei der Entlastung keine merkliche bleihende Durchbie-
gung zeigt und die gefundenen Werthe von & nicht merklich almelimen,

F =

9]
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e

fiberhaupt nur solche Unterschiede zeigen, welche den Beobachtungsfehlern

der einzelnen Versuche zneeschrichen werden diirfen.
Hihe des in Bezichung auf die Biegungsaxe symmetri-
der positiven oder megativen

Ist e die halbe
schen Querschnitts, so ist der Absolutwerth
Ausdehnung, welche bei der Belastung durch die Kraft £ im tiefsten, resp.

hichsten Punkte des mittleren Querschnitts stattfindet:

é 1/ @nyilive
o —!J . max. .” . -.-f — -!.:, -I\ = -_’) ; T T
Br ist entweder = (¢) oder = (¢”) — ef. Nr. 4 —, wenn P diejenige

orufene Durchbiegung

belastende Kraft ist, bei weleher eben die hervor

theilweise merklich bleibend zu sein anfiingt; ob dieses
ist. wird durch die Vergleichung mit Ausdehnungsversuchen oder auch mit
Biegungsversuchen sold her aus demselben Materiale verfertigter Stiibe erkannt,
deren Querselnitt nicht symmetrisch in Beziehung auf die Biegungsaxe ist,
fiir welche sonach ¢ und ¢, ¢ und & verschieden sind.

Wenn man P zwischen obigen zwei Gleichungen fiir /¥ und & eliminirt

und @ vernachlissigt, ergiebt sich :

[2
d= 198 &

und das Verhiiltniss dieser Durchbiegung zu der Liingeniinderung Al = le
des bis zu gleichem Werthe von & der Linge nach gezogenen oder zusam-

mengedriickten Stabes ist:

) l {
A1~ 12e ~BR?
unter h = 2e die Hohe des Querschnitts verstanden. Es ist also d grisser,

mithin verhiiltnissmiissig sicherer zu messen, als Al, sofern nur I = 61 ge-

nommen wird; darvin liegt ein Vorzug dieses Verfahrens der Bestimmung von

E, (¢) und (&’) vor demjenigen durch einfache Ausdehnungs- oder Com-
pressionsversuche,

2. Der Stab hat ausser ciner gleichférmig aunf seiner ganzen Liinge ver-
theilten Last noch beliebig viele an verschiedenen Stellen concentrirte
Lasten zu tragen.

84 — In den allgemeinen Ausdrlicken von
.‘ J'IiJ |!;1i |.}r;-|| 1.‘ l‘]}l
als Functionen von P, @, « und g fiic den Fall des beiderseits befestigten

Stabes, ferner in den Ausdriicken von

A B [4] g (Ne Tl
als Funetionen von 22, @ und e fur den Fall des einerseits befestigten, an-
derseits unterstiitzten Stabes, endlich in den Ausdriicken von £

A B aaf (N TE)
als Functionen von P und Q fiir den Fall des beiderseits unterstiitzten Stabes
1;c'un'nn_1' P nur in je einem Gliede allein vor, welches von ¢}, @ und f, resp.
von Q und @ oder von ) unabhiin ntimlich von der Form: P. f (a, b)
ist, unter /(a,b) eine Function der Abstiinde @ und & des An;;riﬂ'aimul{rvs




schliessen, dass, wenn mehre Kriifle
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C der Kraft P von den Stabenden A und B verstanden. Daraus ist zu

)“I !J._- J'ﬂ;‘. “ w u

den 8tab in den Punkten s Cs

L P

angreifen in den Abstinden o s a

Ak .

vonAund . = by by bs

von f3; alsdann in jenen Ausdriicken iiberall nur

= f'_l,r'.rr, b) statt

P.f(a, J(.'__

gesetzt zu werden braucht, um sie diesem allgemeineren Falle entsprechend

2 zii. machen. So erhilt man

a) fir den beiderseits befestigten Stab:

(Ba + b) 427

(43 6 .7 5

3 ) ke v o
A =30/ e ] ) ] e+ g)
' a® (a + 81 0 eET
B=x|p=*X |+ = + (@ —p)
L | 2 {
abl 1 2
Al==-= ) e sl Qa — 8
l \!! ) 2 {
(Bl % ’; al \I I"\""l v 2 BT
Bl=-3(P %) -3 + =7 (o
g) fiir den einerseits befestigten, anderseits unterstiitzten
Stab:
- |— , (3a® + 6ab+ 26907 | _} e E; o
A= : P — ._}.” TR [2
.. a2(2a+ 30) 3 . 3FEJa
B=Z2|P— e | t 8 Gt
e S cab{ad28) Q! 3T
[;1|:—.} |;J-- oY) _‘H._|_ =
e - Fi . a?h\ . I"‘:h'r?f it I
J‘,JI.; — 3~ ,\f‘ | 57, & jo 48 5 1
y) fiir den beiderseits unterstiitzten Stab:
\. .-'f l.-’r Y { ‘J
A=23 l\;’ T) a7 9
!’ - ,",! @\ f\f
=% 4 ] 4+
> |.\ ] ) B
r y (@ + 287 02
S = | H.-'r i 4= ‘2 J 4
i - Y ) - B
Ble=3|.P —%7 — |\t a1
Fl g =3 |—j‘u ab _“)”_T b) Q!
e 61 L

85. — Indem sonach die Werthe von A, B, [A4] und [£] in jedem

Falle bekannt sind, kann man damif fii

die Resultante X und das vesulfirende

Bruchpunkt und die durch [X]=0 cha

BADISCHE
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r jeden Querschnitt X des Stabes

Moment [X] der #Husseren Kriifte

finden, inshesondere also auch den dureh X =0 charakterisirten mittleren

rakterisitten Inflexiongpunkie,

69
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nrc 27" B theilte Last pro Lingeneinheit ver-

O €& ¢ Ist, unter p die gleichférmig ver-
o

| standen,
y | ! ; i m-1
BB B B IR SP+ pany <A <3 P+pan,
1 1

Fig. 15

g0 liegt der Bruchpunkt X, in der Abtheilung Cny Cn (Fig. 13) in der Ent-
e o m-1
fernung 43P
1
&g = 5
: S

von A, vorausgesetzt dass dieses v, = ay ist, widrigenfalls der Angriffspunkt
Cp der Bruchpunkt wiire. Letazteres ist immer der Fall, wenn p =0 und

m-1 m n
P - _?: B
:
ist. Wiire aber im Falle p =0
fit-1 "
3 P=A, folelich B=Z2 2
< ’ 8 Ly
_ 0 d : . ; i
80 wilre &, = 5, das Spannungsmoment aller Querschnitte von (g bis
(i gleich gross und die elastische Linie zwischen diesen Punkten ein Kreis-
bogen.
\ 86. — Der letztgenannte Specialfall findet z, B. statt bei einem Stabe
| AB (Fig. 14), welcher, beiderseits bei 4 und B auf Stiitzen liegend, bei €, und
| 5 in den Abstinden
o Bl .
£ 3 {C; — B =a
i [4 L _p mit den gleichen Kriiften F belastet ist, wihrend
sein Eigengewicht ausser Acht gelassen wird; hier
e N : e !
J F ist von 4 bis €3 das Spannungsmoment constant
Fig. 14. — Pa und der Kriimmungsradius der elastischen
Linie: ¢ = 5=
Ist z. B. AB eine Locomotivaxe mit inneren Axenhiilsen, wobei
die Duder die Stellen der Stiitzpunkte 4 und B vertreten und o die Entfernung
des Radmittels von der Mitte des Axenbalses bedeutet, so ist dieselbe bei con- !
1 . . - a5 . T L y . P
i stantem Durchmesser d ein Kirper gleichen Widerstandes, und d bestimmt durch i -
g o : ; =
Pa — = & : ptwa d = 0,52 ‘ Pa
L G I
entsprechend &k — 310 fiir eine schmicdeiserne Axe. Der Radius der kreisformi-
gen Kriimmung von (4 his (% ist dann l Ti
EJ A ’
p = = d nahe = 3200 d
I T
entsprechend b = 310 und E = 1984000,
Bei einer Locomotivaxe mit dusseren Zapfen kehren sich blos alle
4 Kriifte P um, indem jetzt A4 und B die Zapfenmittel, €; und €, die Radmittel i

gsind, Es gelten dieselben Formeln wie zuvor, nur ist die elastische Linie jetzt
nach Unten concav gekriimmt.

BADISCHE
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=

i

Der hier betrachtete Fall liegt n. A, auch vor bei einer Wasserradwelle,
welehe nur zu tragen hat, indem die gewonnene Arbeit unmittelbar am
Radkranze durch einen damit verbundenen Zahnkranz fortgeleitet wird; dabei sind
A und B die Mitten der in Lagern liegenden Wellzapfen, Ci und C: die Mitten der
Naben der beiden Armsysteme, weleche den Radkranz mit der Welle verbinden,

Rl
s e R e,

.,‘__
e

87. — Um bei der vorliegenden allgemeineren Aufgabe die Gleichun-
gen der einzelnen Strecken
A0, G G0y 5 B (Fig: 18)
der elastischen Linie zu finden, ist nun &hnlich zu verfahren, wie sub
Nr. 55 angegeben wurde. Bezogen auf A als Anfangspunkt, A B als posi-
tive w-Axe und die Lothrechte durch A als positive z-Axe seien
in den Punkten €, C; C3...

dz
| Y1 Y2 ys...die Werthe von =75
""1 d‘g t?,ﬂ, e n " po -8
Ist dann die Momentengleichung dcr Strecke AC;y:
22 f ;
;r",—‘, = j1(x), so folgt daraus durch Integration :
a2 N ! >
dz L dz
T~ 1), (Constante bestimmt durch « =0, dz =
2 =1y I'_.f'\_.‘, = = i X = O, z=0;3
daraus mit 2 = a;: y; = @1 (a1); 01 = Y1 (a1)- i
Ist dann fiir die Strecke C; Cy: [
d2z s O ] |
P = fq (@), so folgt fiir dieselbe:
dz dz

Pt (2), Constante bestimmt dureh 2 = ay, o

2 =Y (), n n R e = d;

daraus mit @ = as: ¥2 = @a(ag); ds = We(ag) n s. f

Haben in zwei aufeinander folgenden Angriffispunkten €' die Winkel y
entgegencesetzte Zeichen, so liegt dazwischen ein Punkt grisster Dureh-

dz X : : :

biegung, welcher durch o — 0 bestimmt ist, unter z die Ordinate eines
Punktes der betreffenden Abtheilung der elastischen Linie verstanden.

Statt vom Endpunkte 4 kann man natiirlich auch vom anderen Enld-
punkte B ausgehen oder auch fiir einen Theil A, des Stabes von ;l‘, fiir
den anderen BC, von B ausgehend die aufeinander folgenden Integrationen

verrichten.
3. Der Stab ist auf beliebige Weise belastef.

88 __ Ausser den in gewissen Angriffspunkten concentrirten endlichen
Kriiften P, P, ... hat der Stab noch eine stetige Belastung = p pro Lin-
geneinheit, welche aber im Allgemeinen weder constant, noch auf der ganzen

Liinge des Stabes vertheilt ist; Stetigkeitsunterbrechungen der Belastung,

BADISCHE -
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2 B

mithin auch der elastischen Linie an gewissen Stellen €; C ... ktnnten
nicht nur von den daselbst angreifenden Kriften &, P, ..., sondern auch
von plitzlichen Aenderungen von p um endliche Grossen 4 p herriibren, nur
gind die letzteren Stetigkeitsunterbreclungen von einer hoheren Ordnung:
ef. Nr. 56.

Von den 6 Grijssen:

A (4] o B [B] B,

welche den Zustand an beiden Stabenden bestimmen, sind 2 gegeben, also
4 vorliufig unbekannt; am Ende A z. B. ist e gegeben, wenn der Stab da-
selbst befestigt, dagegen | 4] = 0, wenn er dort nur unterstiitzt ist.

Nach dem Verfahren sub Nr 87 kann man nun fiir jeden Querschnitt

— T T

X des Stabes in der Entfernung & von A die 4 Grissen:

£ : el 2
AP —

[

als Functionen gegebener E |
oder A und ¢, desgl. fir jeden Querschnitt ¥ in der Entfernung y von 5

die Grijssen: y (Y] rf'_: h

{ -'r 'lir

:mente und der beiden Unhekannten 4 und [A4]

e ————

durch gegebene Elemente und die Unbekannten 53 und [B], oder B und g

ausdriicken, und durch die Gleichsetzung der auf denselben, iibrigens beliebig I
zn wiililenden bestimmten Quersehmitt bezogenen Ausdriicke von

- ﬂ'."l: v."l_:
X und - Y, [X] und [Y], und — —, z und 2z
} il d - rrr..r' rf '
erl man 4 Gleichungen, wodureh die 4 Unbekannten bestimmt gind.

Liegt der Stab bheiderseits auf Stiitzen, so kinnen iibrigens A

und 5 aunch ohne Riicksicht auf die Biegung direet durch das Hebelgesetz
gefunden werden, und ist dann nur zur Berechnung von ¢ und g die Gleich-
setzung der auf denselben Punkt der elastischen Linie bezogenen Aus-
driicke von dz lz
— und - , 2 und z
da dy
erforderlich.
80, — Als Beispiel einer unter den obigen Fiillen sub 2. (Nr. 84—8T)
nieht begriffenen Belastungsweise, bei welcher zugleich eine durch plitzliche
t Aenderung von p bedingte Stetigkeitsunterbrechung stattfindet, werde ein
i Stab A8 von der Linge [ voraunsgesetzt, welcher, mit beiden
Enden aunf Stiitzen liegend, bestiindig eine gleichfirmig auf i

der ganzen Liinge vertheilte Liast = p; pro Liingeneinheit zu
tragen hat, wihrend aunsserdem voriibergehend eine andere !
auf einer gewissen Liinge (1 = AB gleichférmig vertheilte
Last = pg pro Liingeneinheit sich von 4 oder B herkommend

iber 7 hinwegsechiebt. In irgend einem Punkte X der elastischen

Al
Linie in der Entfernung « von A dindern siech hierbei die Werthe von
o

X [X] o5 und:

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK



BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

gs - Elasticitiit und

73

stetig, wihrend der Anfang oder das Ende der beweglichen Last sich zwi-
schen A und B befindet, somit die Belastung des Stabes selbst sich stetig
indert, indem sie anf einem verinderlichen Theile der Linge A B = p,,
auf dem andern = py + ps = p ist.

Dieser Fall kommt vor bei einem beiderseits unterstiitzten Briieken-
triger, dessen ruhende Belastung, im Eigengewichte der Briicke bestehend
constant = py pro Lingeneinheit vorausgesetzt wird, wiihrend die bewegliche
Last in einem Menschen- oder Wagenzuge ete. besteht. Indem die Con-
structionselemente eines solchen, meist zusammengesetzten, Briickentriigers
theils durch X und theils durch [X] bedingt sind, so ist besonders die

Kenntniss der Maximalwerthe von X und [A] von Interesse, sowie
auch desjenigen Werthes von [X], der den Maximalwerth von X, und des-
jenigen Werthes von X, der den Maximalwerth von [X] begleitet, weil
nidmlich gewisse Dimensionen unter Umstiinden von diesen beiden Grissen

X und [X] zug hadet der

ich abli cemacht werden miissen. Unbese

Allgemeinheit darf dabei @ <= -, d. h. der Quersclmitt X als zwischen 4

liche Last als von A

und der Trigermitte O liegend, sowie auch die beweg
herkommend vorausgesetzt werden, weil sowohl die entgegengesetzte Lage

des f_-‘!Lt:'

sehnitts in Beziehung anf die Trigermitte, als auch die entg

lichen Last nur eine umgekelirte Rei-

egen-

o

henfo

itzle Bewe

iel tung der hew es
der Aenderungen der in dem betrachteten Querschuitte staitfinden-
Ll S S
den Einwirkungen zur Folge hat.

Man findet nmun, dass das Spannungsmoment in dem beliebigen
Querschnitte X seinen grossten Werth dann erreicht, wenn die bewegliche

)

Last die ganze Linge A5 iberdeckt, und es ist also derselbe nebst dem
entsprechenden Werthe von X:
z (I—x) o £ 3
5 L — P \ & .'i'!, .
2 \ 2 i
Die Resultante X dagegen erreicht ihrven grossten Werth in dem
Augenblicke, in welechem d bewegliche Last von dem betreffenden Quer-
schnitte X bis zu dem entfernteren Stiitzpunkte 5 reicht, und zwar ist dann
e 1N
max. X = J.u('_j' > {\,I + P2 -*?;‘ |_ \] = I::‘u = :r / -

maa. [\ | =P

16

90. — Der Punkt X, fiir welchen X = 0, also [X] ein Maximum ist,
indert bei der in der vorhergehenden Nr. betrachteten Aufgabe seine Lage

ien Werthen von X und [X] entsprechend
: .

(3 It d moglicl

wenn schon  der }-1::1L1j$'.||'
iitts durch eine nach end

pen die

sprungwe

e -
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mit dem Belastungszustande. Kommt die bewegliche Last von der Stiitze 4
her, so bewegt sich in dem Augenblicke, in welchem ihr vorderer Endpunkt
C die Stiitze A iiberschreitet, der Punkt X, aus der Triigermitte ) heraus
nach der Richtung 04 dem Punkte €' entgegen und trifit damit an einer ge-
wissen Stelle M zusammen, von welchem Augenblicke an der Punkt X
seine Bewegungsrichtung umkehrt und, hinter €' sich herbewegend, die Trii-
iche Last den ganzen Tr

germitte () wieder erreicht, wenn die bewe
ADB tberdeckt; wenn aber darauf das hintere Ende /) dieser Last den
Stiitzpunkt A iiberschreitet, setzt sich vor ihm her der Punkt X, nach der
Richtung O B wieder in Bewegung, wird vom Punkte /) an einer gewissen
Stelle N im Abstande ON = OM von () eingeholt und kehrt dann zur
Trigermitte O zuriick, wiihrend 1) die noch iibrige Strecke N £ des Trii-
gers durchliutt.

Die Strecke M N, innerhalb welecher die Resulfante X ihr
Zeichen dindert, ist bei einem zusammengesetzten Triiger von construc-
tiver Wichtigkeit in Betreff der Anordnung derjenigen Constructionsglieder,
welehe die beiden Streckbalken oder Gurtungen des Triigers verbinden und
vorzugsweise der Einwirkung dieser Kraft X ansgesetzt sind. Die Lage
des Punktes M in der Triigerhiilfte 4 O ist aber bedingt durch den Mini-
malwerth, welchen die Resultante X in irgend einem Punkte dieser Triiger-
hiilfte annehmen kann; derselbe ist:

/1 \ @2

min. X = p; ( >— & ) —Pigy

e /
und findet in dem Augenblicke statt, in welchem die bewegliche Last von
diesem Punkte X bis zur nichstgelegenen Stiitze A reicht; A M =BN =m
ist derjenige Werth von @, fiir welchen

min, X =0

ist, woraus sich ergiebt:

1 [y / T
T = L P Bl g 2L
A P2 P2 '\ Pa/
)
2. Bi M &L = vy oy 1 2
P
iy i
= 0,309 0366 0414 0,449;
m Y J : : : s
] ist um so kleiner, d. h. die Strecke M, in welcher der Punkt X sich
hin und herbewegt, verhiiltnissmiissiz um so grisser, je kleiner PL oder je

2

kleiner die Spannweite der Briicke ist.

e. Der an den Enden unterstiitzte oder hefestigte Stab ruht
ausserdem noch auf eis Anzahl von Zwischenstiitzen.

1. Wiihrend die Enden des Stabes wie bisher mit 4 und B be-

zeichnet werden, seien von 4 aus gerechnet




ght
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die- n Zwischenstiilzen mit. . . . .. ... Cy Cs Gt om
die Liingen der (n + 1) Abtheilungen., .. AC; C1C; CCs .... L B
BT i ton s d sl Iy g = v = i

bezeichnet. Diese Zwischenstiitzpunkte brauchen im Allgemeinen nicht ge-
nau in der Horizontalen 4B zu liegen ; es seien vielmelr, unter 4, Cy, Cy.. .
die betreffenden Punkte der elastischen Linie verstanden,
A A «.. Ay die kleinen Winkel der
Riehtungen AC; € C; . ... C; B mit der Richtung A B,
welche Winkel positiv oder negativ gesetzt werden, jenachdem sie unterhalb
oder oberhalb einer durch

A Cy ... (4, gezogenen Horizontalen liegen. In glei-
cher Weise werden die Winkel
7 s SROERICHICE &
der elastischen Linie bei () Chinter Fraais

mit der Horizontalen A B positiv oder negativ gesetzt, ihre Neigungswinkel
¢ und 8 bei A und B aber so verstanden wie in Nr. 58.
Bezogen auf 4 B als #-Axe und eine Lothrechte durch A4 als z-Axe

seien endlich noch. ... ... d; Fa: a5 it

die z-Coordinaten der Punkte C Cariafes il
Ausser den betreffenden 4 Unbekannten der 6 Grissen:
A [4] @} B [B] B,
welche den Zustand an den beiden Stabenden bestimmen (cf. Nr. 88), sind
nun auch die Reactionen
oA R £ ST o

der gleich hezeichneten Zwischenstiitzpunkte a priori unbekannt. Durch die-
selben und durch die gegebenen Elemente lassen sich aber nach Nr, 88 jene
ersteren vier Unbekannten ausdriicken, und indem man dann damit auch
lie z-Coordinate fiir jeden Punkt der elastischen Linie ausdriicken kann,

dieselbe aber in den Zwischenstiitzpunkten = dy, dz . . dn gegeben ist, er-
hiilt man so viele Gleichungen, als zur Bestimmung der noch iibrigen Unbe-
kannten nithig sind.

Die 27 + 2 Elemente ! und A, wodurch die Lagen der Zwischenstiitz-
punkte gegen A B bhestimmt sind, kiénnen so gewiihlt werden, dass aunsser
2l=AB und 21=0
noch 27 Bedingungen dadurch erfiillt werden, dass z B, die Spannungs-
momente in 27 + 1 relativen Bruchquerschnitten einander gleich werden oder
zu den betreffenden Widerstandsmomenten W' und W' (Nr. 50) dieselben
Verhiilinisse erhalten, Ist der Stab auch an den Enden nur unterstiitzt, so
sind iiberhaupt nicht mehr als 2n 4 1 relative Bruchquerschnitte vorhanden:
je einer iiber den Zwischenstiitzen und in den dureh diese begrenzten n + 1
Abtheilungen; ist aber der Stab bei A oder B oder beiderseits befestigt,
80 kommen die Spannungsmomente daselbst als relativ grésste hinzu, und
milssen dann noch die Winkel ¢ und § zu Hiilfe genommen werden, um zu
machen, dass alle relativen Bruchquerschnitte gleiche Sicherheit gegen eine

libermissige Spannung oder Pressung gewihren.
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02, — Wenn der Stab in jeder Abtheilung eine gleichformig \‘
auf deren Liinge vertheilte Last ausser beliebig vie len an ver- |
schiedenen Stellen concentrirten Lasten zu tragen hat, so lHsst

sich die in voriger Nr. im Allgemeinen angedeutete Berechnung der zur fer-
neren U nhhurl,un\f nothigen 7 + 4 unbekannten Constanten mit Hiilfe der
allgemeinen Relationen fﬁuh Nr. 84 wesentlich vereinfachen.

Bezeiclinen nimlieh €y, Cs, Csirgend 3 aufeinander folgende Stiitzpunkte,
g0 kann man nach den Formeln i'ﬁr [A] und [B] sub Nr. 84, «) mit

[4] = [C1); [B] = [Ce]5 e =11 My B=Xi- 7

die heiden 111||u'k:l1|1m"11 .‘p.nmml;__*«muntm-m:.-. [Cy] und [Cy] dureh gegebene
Elemente und die beiden unbekannten y; und ye ausdriicken, woraus durch

Elimination von y; eine Gleichung

fila), [G, re, =0
zwischen [Cy], [Cs] und ys erhaiten wird. Eine
steht zwischen [Cy], [Cs] und yp, und durch Elimination von s zwischen

ranz analoge Relation be-

beiden erhiilt man eine Gleichung

Euh G 5] [Cs] | =0
zwischen den Spannungsmomenten der Querschnitte tiber ircend 3 aufein-
ander folgenden Stiitzpunkten. Setzt man nun diese Gleichung n Mal, d. h.
so viel Mal an, als je 3 aufeinander folgende Stiitzpunkte (die beiden End-

punkte A und B witgerechnet) vorhanden sind, sv hat man in Verbindung
mit den beiden Gleichungen:

£ 1Lr | | -

fi[4],[C); «| =0 und 7 [B]; [Cals B 1=0
smomente [f 1-|}

im Ganzen n + 2 Gleichungen, wodurch die .pmmlu;_
[f 5] . .. [C,] und die beiden nicht gegebenen der vier Grissen (4], [B],
g bestimmt sind.

Sind nun . . .. . St - Sea b padoiibnion Eniim ety

S 8 sdangt
diejenigen Theile der l.: actionen. . . . - L ek Sy Cs $
welehe von den Belastungen der \ltlnmnl en...... C1Cy GGs.n.
herrithren, sind ferner. . .. ... .. ... sl i1 Hy ew
die resultirenden Kriifte, welche die \hﬂu flungen ACy C;Cs GGy ...
belasten, omd: . .. o U M,y 7,0 S
ihre Momente in Ju;nhnnl- auf die Punkie . . . . ) Gy Cy

| so ist:
§ [G]=[4] + Al - M; [C5] =[G] + Sily = My ete,
Ci] -4
also ,I == + | l,f L |
S, = 1;! & |u]}1|f1;1 g Bl
@ _.”._,‘ llf'_|—|lf;,.Ir g - & et
2 L i 7 1 VA 1 14 g et

wodurch dann die fraglichen n + 4 Unbekannten, niimlich die n + 2 Reae-
tionen A, Oy, Cy . . . ', B und die beiden nicht gegebenen der 4 Grossen
[B], ¢, 8 bestimmt sind. Zugleich wurden als Zw ischenglieder die
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Biegungs- Elasticitit und Festigkeit. 77

mig Spannungsmomente in den Querschnitten tiber den Zwischenstiitzen gefunden,

welche als relativ grisste im weiteren Verlaufe der Untersuchung ohnehin

zu berechnen gewesen wiiren.
3. — Der Stab sei auch an den Enden ebenso wie in den
Zwischenpunkten € nur gestiitzt und in den einzelnen Abthei-

ke, lungen nur gleichférmig belastet:

mit p  p;r pa... pro Lingeneinheit

in den Abtheilungen = [ l; fazae n®):
Die in voriger Nummer erwiihnten Gleichungen f=0 und =0 wer-
den dann: L : 012 6.5
(G +2(C]=- "/ + 27 (-1)
i 1

= P = = : . ni3 glaB 5 .
WG]+ 20+ L)[Cs] + &|Cy) = - 222 T“”" + 6.EJT (A

Das System der n Gleichungen, welche nach Analozie dieser letzten
Gleichung fiir je drei amfeinander fo
bestimmt wegen

nde Stitzpunkte angesetzt werden,

[4] = (B] =0
die % unbekannten Spannungsmomente :
Ci] [Cs] - . [CL]*).

ganzen 4
| entaprich h dia it 1 p in den einzelner

o der
stattfinden

| addirt werden nach ihrer ltiplication 1
gind, dass bei der Addition
l L IO za dem Ende gy = 1, g0

| [Cy], wenn feq

Unbekannte

_1] ans der letzten,
w n» vorletzten ete.
der urspriinglichen Gleichungen.
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Danach findet man:

‘ua" ”‘.]
A=—3-+ 7
I =
'“‘-1:“3)]-}-1 ~!_ [ 1]_’(-1_:!“‘; s
“ 1
1o ls Gl —=[E5)
Sp = f:} = [S] U'I =2 Ca=p1lh — 51 + 5 ete.
Sind ferneri s v ov s o 4 s D Dy Ds ... die mittleren Bruchpunkte

in den Abtheilungen. . .... L e i
and d dy ds ... ihre Entfernungen

von den Punkten 4 €1 Ca ..., |
go ist nach Nr. 62: |

A ) Az
o =—3 L])] ==

p 2p
T (e
f1—£_‘l; l !_|—l 1|+24“1
h=l: (D] =[G % ot o
g = - = a| = e,
3 Ps 1 "l l o :.!l,f.’-,g

Desgl. sind die Abstinde . . . A N

der Inflexionspunkte . F Fy I

von den Stiitzpunkten A s

nach den betreflenden Formeln sub Nr. 62:
f=24d

] e

Jai=dy ok "Jr di® + '-3]' 1

P

’ / [Ca
Ja=da & [ ds?+ 2 .}j ete.
pe )

wobei die Doppelzeichen beide gelten, entsprechend je 2 Inflexionspunkten
in jeder Abtheilung ausser den hbeiden iussersten.
Um endlieh auch nach Nr. 62 die Punkte grosster Durchbiegung und
die grossten Durchbiegungen sclbst zu finden, gind zuvor die Winkel @, 1, i
Y3 . . . zu berechmen, was nach Analogie der obigen Gleichung zwischen
|C1], [Ce] und yy
geschehen kann.

94. — In den folgenden Nummern sind beispielsweise die Resultate der
in Nr. 93 angedeuteten Rechnung fiir einige Fiille unter der besonderen
stellt. dass alle Stiitzen gleich hoch und

Voraussetzung zusammengi
in gleichen Entfernungen liegen und dass die Belastung auf
der ganzen Linge des Btabes gleichfirmig vertheilt ist:

A=h=24  v..=Mhh=0
I = fll = fg oowle wo=— 'f::
pP=pi=pPa-- - = Pn

In gleichen Abstinden beiderseits von der Mitte des Stabes sind dann
alb alle Werthe nur fir die dem End-

alle Verhiiltnisse gleich, und sind des

Baden-Wiirttemberg



Biegungs - Elasticitit und Festigkeit.

punkte A zuniichst liegende Stabhilfte angegeben. Auch die Gleichungen
zur Berechnung der Spannungsmomente

=, . . [l
redueiren sich dadurch auf nur 5 Tesp.

[&] [C3] -
T 1
5 ) jenachdem = eine gerade

oder ungerade Zahl ist; sie sind nimlich:

(€G] + 4(Cs) + [Go) =

Dann ist:

96. —

Dann ist:

BADISCHE

) LANDESBIBLIOTHEK

[Cs] + 4[Cy] + [Cy] = — 5~

24

€

5 '_l'"n_.! = - [”L

|7(1; Bt 1] ot

1[(1] -+ |l’_£:| — B

95. — Der Stab liegt auf 3 Stiitzen:#)

J.IJJ.’:
Jf){'rl‘!
5
P2
2
0- resp. z‘-r_(fr_x-i-}—l—ll s e [ —,‘”_ﬁ_
2 B oo
A ey B
e pl2
(=L
3 - 5

A:C; = 3:10

a % l; [D]=0,0708 pl2 = — 0,562 [C}]

Der Stab

) For diesen Fall ergeben sich die Resultate auch aus Nr. 74.

j' = 0:7"_) l.

liegt auf 4 Stiitzen:
A e B

[z
5y RESR AR o

[ =55

2 : 11
A = )‘ I,'.r!'l (/1 IU?“‘:

Az Ch = 11
2 }
5 [D]=008pk=—08[Cy]
1 2 ; =
=1 [U;]:U,Uﬂupt"—'

F=081; f1=0276L.

.

} FiRgd
dew B R e,

X

: P
B AWE e

L1

.,
/

. ~
-y
B N

o

A

A
>3

.

g
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20 Biegungs- Flasticitit und Festigkeit.

97. — Der Stab liegt anf 5 Stiitzen:
A4 Oy Cawly D \
Danu ist: '

5 |
C MO — e
|. 3| :3,.;.1" Rl ].l'lr
[Ci] o [Ce] = 5:2
8 13

11 .
A -IJ“_IIE-’I'J: fl] e Ifl.’"', Ir._. — -I,.:;'

d= [« [ =04 |T]';_"r-,,";' —— 0722 !.r 1 |

iy ==L [Dy] =0,0364 pl2
) y

N 0,266 /
i =09861: 11 =
: ! Ji 0.805 (.

93, — Der Stab liegt auf 7 Stiitzen:
A Gl Gy Gy Gy Cs B,

Dann ist:

Cl:[Cel s [Cs]l = 11:8:9
11 59 1=
— Lo pis L ] (
104 ¢ 1 = 591 26
Lyt f L:118 )2 106
11 _ : BaE T
o = L I!:’. — 0.077T nl2 = — 0,735 |Cq]
104 L : :
5D ] .
iy = [: ||If_;J = 00,0340 p 2

— (0.0434 p 2

02681 : 0

— O07881: 11 =

l]_""_lll.":-"" i)
09, — Der Stab liegt anf 9 Stiitzen:

4 G G C C G G G B.
Dann ist:

ll.jlrljn’--_

B' BADISCHE
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| = 0,0339 pi2

388
191 .
dy = 5gzl; [D5] = 00438 p 2
195
dy = 5oz b5 [Ds] = 0,0412p 2
| . . oy 02681
; F=12t.789 !‘: Ji= ( 0.789 1
'I <0 V0,196 O ALEA B 5
[ 9= Yiaraal) Ja=1 e
(0,7881" - ) 0,790 1.
100. — Die Beispiele sub Nr. 95—99 gestatten einige Folgerungen,
welche dazu dienen kimnen, bei noch grisserer Zahl von Stiitzpunkten unter

den sub Nr, 94 angefilrten Voraussetzungen auch ohne weitere Rechnung
die Hauptverhiiltnisse zu beurtheilen. Es ist nimlich jenen Beispielen zu-

folge bei 3 4 5 T 9 wtiitzen :
- [G] g b o
—w— = 0,125 0,1 0,1071 0,1058 0,10567
pl 2 ) ; ?
EN  ooion T bk
!Jh - = 00703 0,08 00,0772 LOTTT O [
[] o |
S 0,562 0,8 0,722 0,735 0,735 \
[G1]
s = 0,375 04 03929 0,3942 0,3943
Ilr“f’ 2 ? ?
C r] e P ~ 2
o 1,25 1,1 1,1429  1,1346 1,1340.
p =

Die Absolutwerthe der Spannungsmomente iiber den Stiitzen nehmen in
jedem Falle von den Enden A4 und B gegen die Mitte des Stabes hin ab-

wechselnd zu und ab; [C1] ist immer am gréssten und nihert sich bei

zunehmender Zahl der Stiitzen einer gewissen Grenze — 0,1057 . . pl2. Nach
- Jiz

der Mitte hin niihert sich [Cw| patiivlich der Grenze 19 (ef. Nr. 66).

Auch die Spannungsmomente der mittleren Bruchquerschnitte nehmen
von Aussen nach der Mitte hin abwechselnd ab und zu; [D] ist am gross-
ten und nihert sich der Grenze 0,0777 .. pl2 Nach der Mitte hin ist der

| 3 SO
Grenzwerth von [ D), ] offenbar = f-’] (ef. Nr. 66).
] . : s, [D] " : :
Immer ist — [C)] = [D]; das Verhiiltniss — l(' niihert sich mit zu-
i

nehmender Zahl von Stiitzen der Grenze 0,735.
Die Pressung der dnsseren Stiitzen hat zur Grenze: s =0,3943 . . pl
kleiner, als pe und haben nach der Mitte hin pa zur Grenze; Cy ist im-
mer die grosste Pressung einer Stiitze und nihert sich der Grenze 1,134 .. pl

Grashof, Festigkeitslehre, 6

" Die Pressungen der Zwischenstiitzen '}, Cs .. sind abwechselnd grisser und

BADISCHE
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II. Gerader stabformiger Korper von veriinderlichem Querschnitte.

a. Allgemeine Methode.

10. — Wenn in diesem Falle der Stab AB=1 am einen
Ende bhefestigt, am anderen frei, oder wenm er beiderseits nn-
terstiitzt ist, so sind die resulfirenden Schubkriifte /2 und Spannungs-
momente M der verschiedenen Querschnitte unabhiingig von der Biegung
des Stabes, lassen sich also ebenso berechnen, als ob der Querschnitt con-
stant wiire.

Um bei beliebiger Belastung die Art der Biegung, also die Gleichung
der elastischen Linie zu finden, ist bei stetiger Verinderlichkeit des
Querschnitts nach Analogie von Nr. 55 zu verfahren: fiir den bei A befes-
tigten Stab wird die horizontale Tangente der elastischen Linie im P unkte A,
fiir den beiderseits unterstiitzten Stab die horizontale Verbindungslinie A5
der Endpunkte der elastischen Linie als a-Axe, in beiden Fillen die Loth-
rechte durch A als z-Axe angenommen, und werden dann nach und nach
die Gleichungen

e =4 (2); z=s (@) ...
der einzelnen Strecken der elastischen Linie entwickelf, welche event. durch
solehe Punkte getrennt sind, in denen e ine Stetigkeitsunterbrechung (ef. Nr. 56)
stattfindet: in den betreffenden je 2 Mal zu integrirenden Gleichungen:

M
sind nur die rechten Seiten = = 77 jetzt weniger einfache Functionen von & we-

ren der gleichzeitigen \l'ldlllhlil.i]lluﬂ von M und J. Auch ist zu bemer-
l\u]. dass im Falle des beiderseits unterstiitzten Stabes die @Gleichungen der
einzelnen Strecken vorliufiz mit der unbekannten Constanten @ behaftet er-
halten werden, deren Werth erst schliesslich durch Substitution der zusam-
mengehirigen Werthe
a=ls2=0
in der Gleichung der letzten Strecke niichst dem Stiitzpunkte 2 gefunden wird.
Bei stellenweise plotzlichen Aenderungen des “l]l rachnitts
sindert sich in diesem Verfahren Nichts, als dass dadurch neue Stetigkeits-
unterbrechungen der elastischen Linie an den betreffenden Stellen bedingt
werden, welche, entsprechend einer plotzlichen Aenderung des Kriimmungs-

E . - C e . .
radius p oder der zweiten Ableitung ——, von der 3ten Ordnung in Bezie-
da?? .
hung auf die Ordinate = sind, withrend die Stetigkeitsunterbrechungen der
Belastung nur solehe der 4ten oder 5%n Ordnung von 2 verursachen. (Cf.
Nr. 56.)

102. — Wenn der Stab an einem Ende befestigt, am anderen

unterstiitzt, oder wenn er beiderseits befestigt ist oder end-

Baden-Wiirttemberg
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lich noch auf Zwischenstiitzen ruht, so sind die Schubkriifte und
Spannungsmomente der Querschnitte von der Art der Biegung abhingig,
und es ist dann mach Analogie von Nr. 88 resp. 91 zu verfahren. Plotz-
liche Querschnittsiinderungen bedingen dabei wieder Stetigkeitsunterbrechun-
gen der elastischen Linie, also verschiedene Gleichungen ihrer beiderseits
angrenzenden Theile.

Bei zusammengesetzten Triigern (Briickentriigern) macht im All-
gemeinen die Riicksicht auf die praktische Ausfihrung dergleichen plitzliche
Aenderungen des Querschnitts an gewissen Stellen ntthig, und zwar in der
Weise, dass zwischen je zwei aufeinander folgenden dieser Stel-
len der Querschnitt constant gehalten wird; zur Ermittelung der pas-
senden Querschnittsdimensionen der einzelnen so gebildeten Strecken des Tri-
gers kann man dieselben zuniichst niiherungsweise denjenigen Werthen von
end machen, welche sich nach den sub I. entwickelten

R und M entsprech
Regeln unter der Voraussetzung eines durchweg constanten Querschnitts er-
geben, dann den dadurch veriinderten Werthen des Triigheitsmoments und
des urspriinglich angenommenen Eigengewichts des Triigers entsprechend
corrigirte Werthe von R und M berechnen, und diesen gemiiss endlich die
Querschnitte der einzelnen Triigerabtheilungen corrigiren.

103. — Wenn z. B. ein continuirlich fiber mehre Pfeiler €
Cy .. Oy fortlaufender Briickentriiger zu berechnen ist, der auch auf
den Endpfeilern 4 und B nur lose aufliegt, so kann man zuniichst unter
Voraussetzung eines constanten Querschnitts und eines constanten erfahrungs-
miissizen mittleren Eigengewichts des Triigers pro Liingeneinheif, eines ge-
wissen den Umstiinden entsprechenden Gewichts der Briickenbahn und unter
Berticksichtigimg verschiedener Belastungszustinde nach Massgabe von Nr. 93,
1. Anmerkung, also tiberhaupt unter der Annahme gleichformig vertheilter
verschiedener Belastungen

=0 P1 Pg - -« Pn Pro Lingeneinheit
in den Strecken 4C; C1Cy CCs ... CyB
nach der sub Nr. 93 angegebenen Methode die grissten Werthe von I und M
berechnen, welche in den Abtheilungen:
A C1 L (8 8 468 Patin (jl

C.Cr CurCeE Cpls ... CGuG

CuCit GiCE Ca2Ge... GmB
vorkommen, fiir welche schliesslich constante und sprungweise veriinderte
Querschnitte gewihlt werden sollen. Hat man dann demgemiss die Quer-
schnitte dieser Abtheilungen passend gewihlt, so sind dadurch sowohl die
Belastungen pro Liingeneinheit®), als auch namentlich die Triigheitsmomente

#) Auch kann man jetzt ausser denjenigen Belastungszustinden, wobei die beweg-
g%
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andere und zwar im Allgemeinen verschieden fiir die verschiedenen Abthei-
lungen geworden, etwa:

P i Pl Y E T e R p™ 5 Jm

P13 J ik 5idat Sdeee iy J

Pay Jn pat Jab . oo Pa®R; Sy

In Folge dessen indert sich auch die glastische Linie, und iindern sich

also auch die Werthe von B und M fir die verschiedenen Quersehnitte,
inderten Werthe der

welehe erst gefunden werden, nachdem zuvor die ge

Reactionen der Stiitzen berechnet wurdem.
Entwickelt man zu dem Ende successive die Gleichungen aller

m+1)+ (g +1 4.0+ (m,+1)
Abtheilungen des Triigers, von 4 angefangen, bezogen auf AB als Abscis-
sonaxe und die Lothrechte durch A als Ordinatenaxe, so erhiilf man die-
selben behaftet mit den (n 4 2) Unbekannten:

Aoy ez s G
zu deren Bestimmung (n -+ 2) Gleichungen dienen: (7 + 1) Gleichungen,
welche ausdriicken, dass die Ordinaten der Stiitzpunkie
CinaChmenall B

segebene Grissen sind, und eine Gl

chung, welehe durch Elimination der

Reactionskraft B zwischen den beiden Gleichgewichtshedingungen aller

susseren Kriifte an dem als starr gedachten ganzen Triiger hervorgeht.

104 — Die zeitraubenden Rechnungen, weleche mit dem in voriger Nr.
erkliivten Verfahren werbunden sind, machen es wiinschenswerth, dasselbe
durch eine kiirzere Methode ersetzen zu kinnen. Zu dem Zwecke liegt

es nahe, analog dem Verfahren sub Nr. 93 zuniichst auch hier eime all-

gemeine Relation zwischen den Spannungsmomenten der Quer-

-

sehnitte tiber 3 aufeinander fol

genden Stitzpunkten C;, €, G
anfzusuchen, weil, wenn aus den n nach Analogie dieser Relation anzusetzen-
den Gleichungen jene » unbekannten Spannungsmomente gefunden wiiren,
dadurch die Reactionen der Stiitzen ebenso einfach wie in Ny, 93 bestimmt
gein wiirden, mithin auch die Schubkyiifte & und Spannungsmomente M fiir
alle Quersclmitte des Triigers dann unmittelbar berechnet werden knnten.
Um eine solche Relafion
1 104], |

]

e ——————

(1] =0
die veriinderte Biegur
].(-..[ingl'[-_ andere _[]1'|||'L\l'!'T]u'ilIlll_',L_' auf die Stiitzen bei dem °

zn finden, kamn man bemerken, dass + und “dadureh

dessen

ch solche der Hecl

J]"'I;'J‘ii|"

erstreckt.
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Quersehnitt nicht mehr constant ist, in weit hherem Grade durch das ver

s e gt o™ B i

sinderliche Triigheitsmoment ./, als durch die veriinderte Belastung pro Liin-

geneinheit bedingt wird, so dass letztere (abgesehen von solchen Belastungs-

zustiinden, wobei die bewegliche Last bis zu den Zwischenpunkten zwischen
den Stiitzpunkten reicht: ef. Nr. 103, Anmerkung) auch hier mit kaum ge-
ringerem Rechte, als frither sub Nr. 93, in den einzelnen Strecken

ACG=1l; CiGi=h; Cils=10k
constant P3 m ;3

gesetzt werden kamn, weil das Eigengewicht des Triigers selbst, welches
neben dem constanten Gewichte der Briickenbahn und der zufiilligen, be-
weglichen Last immerhin nur einen Theil von p, pi, pz . . . ausmacht,

zudem bis zn gewissem Grade eine Ausgleichung dadurch erfiihrt, dass in

den mittleren "f]l\'l'_-ii_']|[|'[[1|'11_ fiir welche M am :_"L':'n_-;.a'ln-n, }‘.H_:'|l"|l'|l R=0 isf,
die grossten Dimensionen und CGewichte der durech M bedingten Construc-
! tionselemente des znsammengesetzten Triigers hier also mit den lleinsten

der durch R bedingten zusammentreffen; nur iiber den Zwischenstiitzen tref-
fen Maxi

walwerthe von M und K zusammen, so dass die Voraussetzung

einer nach wie vor in den einzelnen Strecken I, Iy, L. .. gleich-

formig vertheilten Belastung nur insofern etwas feblerhaft gein wird,
als die Reactionen der Zwischenstiitzen, inshesondere Cj und Cy ein wenig
zn klein, die Reactionen A und B der Endstiitzen also entsprechend zu

gross gefunden werden.

Was ferner das Tilicheitsmoment .J betrifit, so kann dasselbe, wenn es
bei der Ausfihrung sehliesslich auch absatzweise veriinderlich gemacht wird,
bei der Rechnung doch stetig veriinderlich vorausgesefzt werden, und zwar
entsprechend dem Ziele, welches hierbei eben angestrebt wird — der
Art veriinderlich, dass fiir jeden Querschnitt das Spannungsmo-
ment dem Widerstandsmomente gleich ist (ef. Nr. 50), also
EJ Jg
{‘] €
unter ¢ den grosseren der Abstinde ¢ und ¢’ verstanden, wenn K =k" ge-
setzt wird, oder unter k& den kleineren der beiden Werthe & und £" ver-

k 3
standen, wenn ¢ = &’ ist, oder endlich unter — den fiir denselben Querschnitt
. [

1./ '
- eleichen Werth — =—; verstanden, wenn, wie bei dem Briickentriiger in
i ’
] der That zu fordern ist, die Querschnitie so proportionirt werden, dass die
| Zug- und die Druckfestigkeit des Materials gleichmiigsig in

Anspruch genommen werden.
Daraus folgt, dass der Kriimmungsradius o der elastischen Linie eines

Fe
solchen Triigers oder Stabes von gleichem Widerstande = i mithin pro-

portional der Hohe 4 des betreffenden Quersehnitts ist; insbesondere fiir
’ ir € : " ¥ Eh
also h=¢ + ¢" = I |J|r| -+ fl\l wird : p= ?L'f ;t—,l’;” .

' '
[ &

S A
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Werden also schliesslich noch Querschnitte von constanter Hihe
vorausgesetzt, wie es bei continuirlichen Briickentriigern der Fall zu sein
pflegt, so wird @ constant und sei dann mit » bezeichnet; die elastische
Linie besteht dann aus Kreishigen mit demselben Radius 7,
welche in den M = O entsprechenden Inflexionspunkten mit entgegengesetz-
ten Kriilmmungen in einander iibergehen. Fiir diesen Fall moge die oben er-
wiihnte Gleichung /" = 0 ermittelt werden.

105. — Dazu sind analog dem frither bei Voraussetzung eineg constanten
Querschnitts angewendeten Verfahren zunichst fiir den Fall eines beider-
geits unter den Richtungswin-
keln ¢ und g befestigten und
oleichformig belasteten Stabes

~

AB = | die Spannungsmomente [A]
und [B] der Endquerschnitte durch die
Winkel ¢ und g auszudriicken. Sind

-__'_-{“‘*H & Mt /,jf""f!_- zu dem Ende X und Y (Fig. 15) die
/g {-,—f"'/\' Inflexionspunkte der elastischen Linie,

a, ¢, b die Mittelpunkte der Kreis-

W higen AX, XY, Y8 mit den gleichen
£ i\ Radien », so sind bei iibrigens den-

selben Bezeichnungen, wie in Nr. 61,
die Entfernungen a der Punkte X und

i : } YV vom Punkte A die beiden Wurzeln
o 3 der quadratischen Gleichung:
22 7 [A]
ll"‘] + Ax '}'],. — 0 oder a% — 2 : x—2° L =0.
& 1“ ‘.'J

Wird insbesondere A X =&, B Y =y gesetzt, so ist das Product bei-
der Wurzeln:

: A
&£ |f’ - ‘J‘.I.’" - — 2 | | : daraus [.lﬁ = - _): & 'rf, _};ﬂ
P € !
oder mit © = ;_: y= ,r'}f'-. = ?',.l}.f
PR a1
(4)=— B -,

Die Winkel & und 5 sind mit Riicksicht auf Fig. 15 bestimmi durch

die Gleichungen:

» [2sin(a+8)—sine] + v [28tn (8 + 1) sin f] = l
und D=92p | L r.“.\.lr{_‘_;:- : p(1l—cosg)= 27 |] oS !-IJ;,{_ i'-'| _¢(1—cos I.‘n
oder wegen der Kleinheit aller Winkel:
(¢+28) + (8+279) = A

0

[

(==

=
( £) % = e S
(e+8)t—5=0@+0 73"
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Die Einsetzung der hieraus sich ergebenden Werthe von & und % in den

obigen Ausdruck von [A] liefert mit den Bezeichnungen: Y
o
y=a+8; d =a—f: ":.
(Al i /“": A — .}- 244 ."" i ‘-;__z — 72 + 214 \'. -.,?
5 32 Aty " Aty 5 1
Daraus folgt [B] durch Vertauschung von J mit — . Wenn man endlich

y und § aus diesen beiden Gleichungen fiir (4] und [B] entwickelt, so er-

giebt sich auch

— fiir 4:
-

w4 i A-[BY oA
e r | e y :r“ & / 1S a.“'!"’ﬁ‘

108. — Werden nun alle Stiitzen als in gleicher Hihe lie-
so erhilt man, bei denselben Buchstabenbezeich-
nungen wie in Nr. 93, die gesuchte Bezichung zwischen den Spannungsmo-
er folgenden Stiitzen, wenn man

gend vorausgesetzt®),

menten der Quersehnitte iiber drei aufeinand
in der fiir 8 gefundenen Gleichung

aerst g p U [4] (5]

mit —y2 p1 4 [G1] [Cd |

und dann mit y: p2 & [Cs] [C3] '

endlich beide Werthe von yg €

Ir;l' — 1y '/] - _~_>_f.].|__' |f k. s

2 \ ph?

fllg I
= s (1+2=
s \

Y
\

waserer Zahl von Stiltzen ist freilich auch diese Relation micht be-
quem zu gebrauchen; hei wenigen Stiitzen, d. i. dem gewohnlich vorkom-
menden Falle, kann sie jedoch unter Umstiinden gute Dienste leisten.
107. — Sind z B. nur 3 Stlitzen vorhanden, also eine Zwischenstiitze

' ausser den Endstiitzen A und B, so hat man wegen [A]= [B]=0 zur
Berechnung von [C] die quadratische Gleichung:

/1 1 : 1 1N = [+

(g + 37 ) - (O + (54 57 ) - [+ =5~ =0,

\p= ¥ pr* ]-1/' . P P1ty/ o

von deren 2 negativen Wurzeln die eine absolut genommen kleiner, die an-

en hier in der That ohne Nutzen, withrend bei constantem
hwerthigkeit der relativen Bruchquerschnitte dadurch ange-

Ungleiche Hihen
Querschnitte méglichste
strebt werden kann: cf, Nr. 91.
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2 pe ph? ; A j '
dere grisser als ‘- mund “—— ist; nur die erstere hat praktische Bedeu- |
tung. Mit [C] findet man:
| i ‘p; 4 |\'_| ,"}' - llfa’1||r.|. N Ef’l
T o ] Iy !
und damit die Sehubkraft und das Spannungsmoment fiir jeden beliebigen /
Querschnitt.
Wiire inshesondere [ =/, und p = py, 80 wiire
2y s WD
[Cl=t— (=1% ‘ —\ = —0,1464..pk,
4\ 2/
mithin absolut genommen ungefibr im Verhiilinisse 7 : 6 grisser, als bei
’ W2
constantem Querschnitte, d. h. als ’L_ = 0,125 p 2.
108. — Bei 4 symmetrisch angeordneten Stiitzen A4 C, Co B
und hei symmetrischer Belastung, d. h. fiir
l=1I3 und p = ps
sind die gleichen Spannungsmomente [C3] und [Cg], welehe mit ['] bezeich-
net sein migen, wenn zudem
y Jr-f-'
|!r 1 - o 5]
gesetzt wird, bestimmt durch die Gleichung:
I+ 1/ pl2
i T L / ! 2
5 (1—x) h‘ 1 IIM-'H:J
oder
( & =1 (=1 )\ I+ BL-=1
pdpala AW e (e o0 ), b e =0,
\ =) \VET o, P2
d - E = L prly® . e .
Nur die positive Wwrzel #, welche < 1 7 ist, hat ]}I':!I(Tln‘t'hl‘ Be-
P z ;
dentung. ot
Insbesondere fiir { =1 wnd p = p, erhiilt man:
= 021363 (€] = — 0,1068 pl
statt — 0,1 p I* bei comstantem Quersehmitte.
: 109. — Schliesslich muss in Betreff eines der Biegumg unterworfenen
Stabes von veriimderlichem Querselnitte ausdriicklieh darauf anfmerksam ge- Ll
7

macht werden, dass alle Gesetze dieses Capitels umber der Voraussetzung
einer vor Eitritt der Biegung von den Riehtumgslinien der iiusse-
ren Krifte vechtiwinkeliz sesehmittenen geraden M ittellinie
entwickelt sind, und dass also, wo diese Yoraussetzung nicht erfiillt i-“"_,
jeme Gesefze nyr meby oder weniger angendhert zutreffen. Wenn z. B. ein
aus einer verticalen Wand hexvorstehender, durel Seliwerkriifte zu belasten-

der, comsolartiger Trizer von wechfeekigem verticalen Quersehnitte  oben

dureh eine hovizontale Ehene begrenzh ish, so ish bei einer geneigten Ebene

als unterer Begvenzung zwar die Mittellinie noelh gerade, aber nicht mehr
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wiirde gar die untere Begrenzung durch eine krumme cylindrische Fliche

horizontal, also auch nicht senkrecht zur Richtung der Husseren K

spbildet, so wiirde auch die Mittellinie eine krumme Linie. Wenn nun auch
in beiden Fillen die dureh die Belastung hervorgernfenen Spannungen ge-
wohnlich nach den Regeln dieses Capitels beurtheilt werden, so kann es

doch immerhin nur mit einem geringeren Grade von Zuverlissigkeit gesche-

hen, als wenn der beispielsweise betrachtete (von der Kraftebene stets sym

metrisch eschnittene) Triiger oben und unten durch dieselben Cylinder-

gen eine horizontale Ebene,

renzt wird von symmetrischer L

fliichen beg
in welcher somit die gerade Mittellinie lieg
Aber selbst wenn die Dedingung einer zur Kraftrichtung senkrechten

seraden Mittellinie erfilllt ist, kann doch die den Rechnungen dieses Capitels
durchweeg zu Grunde liegende Voraussetzung, dass mit der Biegung nur
solehe innere Zng- und Druckkrifte verbunden seien, welche senkrecht ge-
wen die Flichenelemente der Querschnitte gerichtet sind, bei veriinderlichem
Querschnitte nicht mehr genau zutreffen. In der That werden im Umfange
eines Querschnitts jene inneren Kriifte tangential an diejenigen Curven ge-
richtet sein, in welchen die Oberfliche des Stabes von einem durch seine
serade Mittellinie zelegten Ebenenbiischel geschnitten wird, und werden von
dort aus nach dem Schwerpunkte des Querschnitts hin sich jene Richtungen
nur allmiihlig derjenigen der Mittellinie niihern; mit anderen Worten, es
miissten die zur _\|i[I'_-I.|'|ni\- senkrechten ebenen Querschnitte durech krumme

Fliichen ersetzt werden, welehe sowohl die Mittellinie, als auch jene vor-

genannten Durchsehnittseurven auf der Oherfliiche des Stabes rechtwinkelig
schneiden, um nach wie vor mit demselben Rechte annehmen zu diirfen,
dass in allen Fliichenelementen nur normale Spannungen statt-

finden.
Zu einer rechnungsmiissigen Riicksichtnahme auf den hier hervorgeho-
henen Umstand, resp. zu einer Correction der bisher entwickelten Formeln

nenbau vorzugsweise vorkommen, sowie aueh in allen denjenigen Fillen ein

praktisches Bediirfniss nicht vor, wo auch schon von dem Einflusse der auf

Verschiebung der Querschuitte wirkenden Kriifte ohme in Betracht kommen-
den Fehler abstrahirt wird. Nur bei znsammengesetzten, insbesondere
Briickentriigern, bei denen die den Kraftmomenten M entsprechenden
Spannungen in grosster Entfernung von der Biegungsaxe, nimlich in den
Gurtungen concentrirt und ebenso wie diese gerichtet sind, kommt es we-
leicht in

sentlich in Betracht, kann es dann aber auch verhiltnissmiissig
Rechnung gebracht werden, dass, wenn der veriinderliche Querschnitt mit
einer verinderlichen Hohe verbunden ist, jene Gurtungen und folglich
deren Spannungen unfer veriinderlichen Winkeln gegen die Mittellinie des

Triigers gerichtet sind.
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bh. KHirper von gleichem Widerstande,

110. Im Folgenden sind fiir die beiden Iille, dass der stabformige
Korper entweder an einem Ende befestigh, am anderen frei, oder dass er
an beiden Enden unterstiitzt ist, die Regeln zusammengestellt, nach welehen

r fiir einige besondere, einfache Belastungsarten und Quersehnittsformen als
wfrulmnlm Kiirper von gleichem Widerstande hergestellt werden kann, d. h.
nach welchen gewisse Querdimensionen veriinderlich ge 'macht werden miissen,
damit in allen Querschnitten zugleich die Maximalspannung o = F oder die
O o™\
B =)
gleich ¢’ = /' und ¢”= & sei. Dieser Forderung wird entsprochen, wenn
fiir alle Querschnitte

l i W s
Maximalpressung o’ = k" | jenachdem oder noch hesser zu-
X

Me
—.-’, - = r‘.
3 e (‘”
gemacht wird, unter - dag grossere der beiden Verhiiltnisse 7 und 7
resp. jedes dieser beiden gleichen Verhiilinisse verstanden.
Ausser den Bemerkungen unter Nr. 109 ist dabei noch zu beachten,
dass, wenn hiernach gewisse Querschnitte unendlich klein gemacht werden
diirften, dieselben doch in Wirklichkeit schon deswegen eine endliche Grisse

te Schubkraft

B

iiltnissmiissic um so grosseren Einfluss ausiibt, je kleiner M

--111.:['([11 miissen, weil die in diesem Capitel stets vernachliis

R einen ver
ist, dass sie also vorzugsweise oder selbst allein massgebend wird, wo M

sehr klein oder gar = O ist#).

1. Der Korper AB ist einerseits (bei A) befestigt, anderseits frei.
o. Belastung am freien Ende B durch die Kraft P.

111. — TIst der Querschnitt ein Rechteck von constanter
Breite &, so sind dessen Hthen % bei A, sowie y in der Entfernung =

6 ?ij I-'_Ir'-f a
= ‘/--}.‘,E"'? B

Fiir Korper von Gusseisen ist diese par abolische Form zwar leicht herzu-
stellen und zweckmissig (bis auf die nithige Zugabe an Hishe bei B:
¢f. Nr. 110), fiir Korper von Schmiedeeisen oder Holz wird sie aber an-
gemessener Weise durch eine Trapezform des Liinge nprofils ersetzt, etwa

von B bes tlmmt dureh:

1 ; 1 ; Hgrt
so, dass fiir @ = ¢ [ die Hohe y=—4 h gemacht wird, wodurch in Ver-

ndere Nr. 179

#) Wegen der betr
bis 181.

len Cotrection giehe das vierte Capitel, insbes

)

70,
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L]
bindung mit y = A fiir @ = [ das Trapez bestimmt ist. Freilich wird dann : 3
auf % der Linge, von A aus gerechnet, der Kirper etwas schwiicher, als t"
. - %
: : : : b - 1 4
er sein sollte: um dies eben zu vermeiden, miisste die Hihe bei B = 5- 4 -y
- - L
gemacht werden. {
E Bei Voraussetzung der vollkommen parabolischen Form des Liingen-
} schnitts ergiebt sich die Durchbiegung am Ende B:
y 8PB
L] T o
Fbh3
d. i. doppelt so gross, als sie unter sonst gleichen Umstiinden bei constanter

Hohe A sein wiirde.

112. — Ist der Querschnitt ein Rechteck von constanter
Hihe %, so sind dessen Breiten & hei 4, sowie y in der Entfernung 2 von
B bestimmt durch:

6Pl y &
Ao o TR, Bl B
entsprechend einem Dreieck als Horizontalsehnitt, weleches aber der vernach-
ein Trapez auf derselben Grundlinie b

14

sigten Schubkriifte wegen durch
Bei Voraussetzung der vollkommenen Dreiecks form des Horizontalsehnitts
findet man die Durehbiegung am Ende B: .
6 Pls f
s

d. h. 1,5 Mal so gross, als sie unter sonst gleichen Umstiinden bei constan-
ter Breite b sein wiirde. Die elastische Linie ist hier ein Kreishogen

(ef. Nr. 104).
Sollten abgesehen von den Verstiirkungen bei B die in dieser und der
vorigen Nr. bestimmten Korper gleiches Volumen erhalten, so miisste b dort

und % hier so angenommen werden, dass
27 Pl
bht = ——
4 8 L
ist.
113. — Wenn alle Querschnitte einer gegehenen Figur dhn-

, lich sein sollen (z. B. einem Rechtecke von gegebenem Seitenverhiiltnisse,
{' einer Ellipse von gegebenem Axenver

gind durch eine einzige Dimension eines Querschnitts alle tibrigen Di-
bestimmt. Ist y der Werth dieser bestimmenden ho-
mologen Dimension fiir den Quersehnitt in der Entfernung 2 vom Angriffs-
punkte B der Kraft P, und @ derselbe fiir den Querschnitt bei 4, d. h. fiir

z = [, so ist:

hiiltnisse, insbesondere einem Kreise ete.),

80

mengionen desselben

# __f.)'g_. b &
m'ad L'

ooy _JT\'

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK



o —— e

¥ L g
V) - e i iy, = < - =
092 Biegunos - Blasticitit und Festigheit.
s . . . . . . . . ',( i
Dabei ist m von der Querschnittsform abhiingig, niimlich m Jr_.’,? B.
&y |I

fiir ihnliche rechteckige Querschnitte: |
Breite
" =76 X Hohe’

fir kreisfirmige Querschnitte (Umdrehungskirper):
7
15

Sofern iibrigens eine zolehe Krperform weder leicht herzustellen, noch
von gefiillicem Ansgehen ist, auch am Ende 55 ohnehin wieder einer Zngabe
an S

=

irke bedarf, so kanu sie durch eine andere von derselben Form des
Querschnitts, aber constanter Verjiingung, d. h. durch eine abgekiirzte Ke

. : I : : ;
gelform ersetzt werden, etwa so, dass fiir & = % ! die bestimmende Di-

mension y = - a gemacht wird. Freilich wird dann der Korper auf /s

seiner Linge, von A aus gerechnet, etwas schwiicher, als er sein sollte;
! ! e pil SO0
um dies zu vermeiden, miisste das Verjiingungsverhiiltniss 7, constant
. : L da
= demjenigen gemacht werden, welches bei der theoretischen Form gleicher
Festigkeit fiir & = [ stattfindet, was dadurch geschieht, dass fiir & =0, d. h,
=)

bei B:y =+ a gemacht wird. !
; 3 |
'j GleichfBrmig auf der ganzen Linge 1 vertheilte Belastung — pl.
114. — Wird dabei ein rechteckiger Querschnitt von constan-

ter Breite b vorausgesetzt, so ergiebt sich dessen Hohe A am Ende A,
sowie die Hiohe y in der Entfernung 2 von B:
.-'!i" ] 1 o
h=1 ‘ ¢ I
4 fI.IJJ h {
Eine Verstiirkung am Ende B ist hier kaum nithig, weil die Schub-

kraft A zusammen mit dem Spannungsmomente M nur allmiihlig von B
gegen A wiichst.

2. Der Kiorper AB ist beiderseits unterstiizt.

. f""l-‘tr-—inn: durch eine in einem Punkte O concentrirte Last P.
115. — Beide Theile 4 C und B des Korpers verhalten sich wie
wenn sie bei € befestigt und bei A resp. B durch eine Kraft dem

Stiitzendrucke angegriffen wiirden: ilre der Aufgabe entsprechenden Formen
sind deshalb nach den obigen Regeln sub 1,¢ zu bestimmen.
Namentlich sind die Endstiicke von Wellen, welche nur zu fr

gen haben, wie z. B. eine Balancierwelle oder die Welle eines Wasser-
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rades, dessen Arbeit durch einen unmittelbar mit ihm verbundenen Zahn-
kranz fortgeleitet wird, nach der Regel unter Nr. 113 zu gestalten, sofern
hier die Querschnitte alle unter sich ihmlich, insbesondere kreisformig sein
sollen. Der anderweitig zu bestimmende Zapfendurchmesser ])t!gri:ll?.t-d;ll}f'i
die zulissige Verjiingung nach Aussen hin.

116. — Wenn die Last 7’ beweglich wiire, so dass ihr Angriffs-
punkt €' jede Lage zwischen 4 und /3 annelimen kann, so ist es zwar nicht
mehr miglich, dass bei jeder Lage in jedem Querschnitte

' M.
—5 = k
ist; allein es lisst sich dann der Forderung entsprechen, dass diese Glei-
chung in dem jedesmaligen Bruchquerschnitte, d. h. im jedesmalizen Quer-
schnitte € erfiillt sein soll.

Wird z. B. ein rechteckiger Quersehnitt von constanter Breite
b angenommen, so muss zu dem Ende, wenn die Lange 4 B = 2a gesetat
wird, die Hohe & in der Mitte:

/3 Pa
=V

gemacht werden, wonach die Hthe y im Abstande & von der Mitte bestimmt
ist durch die Gleichung:

a2 yg

a® B i
d. h. sie ist = der betreffenden Ordinate einer Ellipse mit den Halbaxen
a und /.

B. Gleichféormig auf der ganzen Lange AB = 24 vertheilte
Belastung.
117. — Bei Voraussetzung eines rechteckigen Querschnitts von

constanter Breite & sind dessen Hiohen % und y in der Mitte des Kir-
pers und in der Entfernung @ von der Mitte bestimmt durch:
I_.’"r:il,r-;. £ _F,fz
h=a . ,'r.'l.‘y: s + hi2 =1
Dieser Korper ist bei gleichen Werthen von a, & und £ identiseh mit
dem unter Nr. 116 bestimmten, wenn F = pa ist.

— 118. — Der Triger bestehe aus

2 bogenformigen flachen Gurten mit
constanten Querschnitten /' wnd F",
.y welche durch Streben so verbunden sind, dass
| ihre vertical gemessene gegenseitize Entfer-
| nung von den Stiitzpunkten 4 und B gegen
=3 die Trigermitte hin wichst. (Fig. 16.) Die
mg.1e.  Dicke der Gurte, lings der Biegungsebene

o  h
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gemessen, sei so klein, dass ohne in Betracht kommende Fehler die Span-
nung des unteren und die Pressung des oberen Gurts als gleichformig in den
resp. [ vertheilt, mithin auch als in den bogenfirmigen }

Querschnitten "
" geien die der Abscisse &

Mittellinien concentrirt anzusehen sind; y' und y’
entsprechenden Ordinaten dieser Mittellinien fiir den Mittelpunkt O der Ho- |
rizontalen AB als Anfangspunkt und O als a-Axe. Beide Curven, sowie '
die Querschnitte F' und F" sollen so bestimmt werden, dags die Spannung
des unteren Gurts iiberall = I/, die Pressung des oberen iiberall = I ist.

Sind ¢’ und ¢” die Winkel, unter denen die Curven in den Punkten
x,y’ und , " gegen die x-Axe geneigh gind, so entsprechen jener Forde-

rung die Gleichungen:
F'l cosq' = I cosgp” i

r
F'¥ eos yjr(ﬁr i I,J,H'J e _f;_ (a2 -.J"E_IJ
ht bestimmt ist, so dass noch eine Beziehung

wodureh die Aufgabe noch nic
welche nach der ersten Gleichung

zwischen beiden Curven anzunelmen ist,
nur in einem constanten Verhiltnisse von cos ¢’ zu cos " bestehen kann; .
auch muss fiir eine von beiden Curven noch ein Punkt ausser A sowie die '
Richtung der Tangente in demselben gegeben sein.

Es seien z. B. beide Curven congruent, also

g=g'=9:¥ =YY"=y

und fiir & = 0 gegeben: ¢ = 0;y = k.

Dann wird: |

P 2. g L

41 R pae

08 = If].——-”
yeosgp=h\1—25

Hiernach kann die Curve durch successive Niherung construirt werden,

indem man als erste Anniherung die Curve:

a2
‘rfjl = }J (1 - ”_2)

construirt, dann, wenn fiir diese der Winkel ¢ mit ¢, bezeichnet wird, als

zweite Anniiherung die Curve:
p!
o8 (P1
und, wenn fiir diese der Winkel ¢ mit s bezeichnet wird, als dritte An-

g =

niherung:

Uebrigens entspricht der ersten Anniherung eine Parabel mit dem Schei-

tel S, der Axe SO und der Gleichung:
3 z &t
T a®?
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wenn & —yy = 21 gesetzt wird. Die der zweiten Annitherung entsprechende
Curve kann niiherungsweise dargestellt werden durch die Gleichung:

zg At h2 / .?'2\_
y e 1 & bl ',Te,.J”W/* Y2

s

Obige Aufgabe enthiilt das Princip der Briickentriiger nach Pauli’s
System, abgesehen von dem Einflusse der Schubkriifte und der entsprechen-
den Wirkung der die Gurte verbindenden Streben.

B. Die Richtungslinien der #usseren Kriifte liegen
in verschiedenen Ebenen oder in einer Ebene, welche nicht
Symmetrieebene des geraden stabférmigen Kérpers ist.

119. — Die elastische Linie ist im Allgemeinen doppelt ge-
kriimmt; wenigstens fillt, wenn sie auch einfach gekriimmt ist, ihre Ebene
im Allgemeinen nicht mit der Kraftebene oder die Biegungsaxe irgend eines
Querschnitts nicht mit der Axe des resultirenden Paares M der iusseren
Kriifte fiir diesen Querschnitt zusammen. Ist die Axe sowie die Grisse
von M gegeben, so kommt es darauf an, zuniichst die Lage der Bie-
gungsaxe, demnichst den entsprechenden Kriimmungsradius o (Radius
der ersten Kriimmung) der elastischen Linie und endlich die Spannung ¢
fiir einen beliebigen Punkt des betreffenden Querschnitts zu finden.

Letzterer werde bezogen auf seine Hauptaxen OY und OZ fiir den
Schwerpunkt O (Fig. 17), welche in solchem Sinne positiv genommen sein

zsollen, dass die Axe einer im Sinne YZ stattfin-
denden Drehung nach demjenigen Korpertheile hin
gerichtet ist, dessen System wvon Husseren Kriiften

B bei ihrer Versetzung an den Punkt O das Kriifte-

G paar M liefert. OA sei die Axe, welche dieses
' Kriiftepaar in Beziehung sowohl auf die Lage seiner
T i Ebene, als den Sinn seiner Drehung darstellt; sie

s I_.ig_'”__ 2 bilde mit OY den Winkel @, wihrend S der
Winkel zwischen OY und der Biegungsaxe OB ist.

Die zu Anfange dieses Capitels bis Nr. 41 inel. ertrterten Voraus-
setzungen werden auch hier beibehalten, und ist deshalb nach Nr. 41 und
mit Riicksicht auf Fig. 17 in einem beliebigen Punkte des Querschnitts im
Abstande % von der ]'iI(-;:;lmrr-*,;m> 0 B:

i (s’ LYo gy
@

An die Stelle :11\1 zwei (rl(’wlinf’mrht-.h('dm"ulm‘n sub Nr, 43 freten
aber jetzt die folgenden drei, unter d " ein unendlich kleines Fliichenele-
ment 2ter Ordnung des Querschnitts verstanden:

JodF =0; foedF.z= Mcosa; JodF.y = —Msina.
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Aus diesen Gleichungen in Verbindung mit dem obigen Ausdrucke von
¢ folgt, wenn mif
Y =/2dF; Z=/pdF
die Triigheitsmomente des Querschnitts fiir die Hauptaxen OY und OZ be-
g, = 0, entsprechend dem Zusammenfallen der

zeichnet werden, ausser
Biegungsaxe mit der neutralen Axe:
cos f§ Mcose sinf M sin o

A S S P
tgp _ Y
tgu T
e & W cos?a  sin*a

G

(zeosa ysina\

iyl 1 ol ity
'[\ Y 7z )
120, — Mit ¢ =0 oder ¢ = — : gehen diese Formeln iiber in:

E"I =a

31 e M

o BY “PEZ
Mz My

dli= .

- Tesp. —7
in Uebereinstimmung mit Nr. 43; die dem Hauptabschnitte dieses Capitels
cub A. zu Grunde liegende Voraussetzung, dass die insseren Kriifte in einer
Ebene liegen, welche den Kirper gymmetrisch theilt, kann sonach dahin
erweitert werden kann, dass die Kraftebene der Ort des einen oder
des andern der beiden Systeme von Schwerpunkishauptaxen
aller Querschnitte sei.

Ist ¥ = Z, o ist immer aueh g = e; in der That hat dann jede durch
O gezogene Gerade in der Ebene des Querschmitts den Charakter einer
Hauptaxe desselben, und zwar mit dem nimlichen Triigheitsmomente Y = Z.

Ist ¥V = 7, so ist /£ fiberhaupt das kleinste Thriig
gehnitts fiir irgend eine Axe, und eine Biegung um (2 als Biegungsaxe
ist mit dem kleinstmiglichen Widerstande verbunden. Nennt man deshalb
0% die Axe der leichtesten Biegung, so kann man sagen:

eitsmoment des Quer

Wenn die Axe des Paares M nicht mit einer Hauptaxe fiir

den Schwerpunkt des Querschnitts znsammenfillt, so liegt die
betreffende Biegungsaxe zwischen ihr und der Axe der leich-
testen Biegung, und zwar der letzteren um so niher, je mehr

#) Die Ableitung dieser Gleichungen beruht darauf, dass
[ydF = 0; f2dF =0; [yzd ' =0
en Schwerpunkt und die Hauptaxen charakterisiven.

ist, welche Gleichung
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die Haunpttriigheitsmomente Y und Z verschieden sind. Hat der —5
Querschnitt eine sehr Lingliche Form, so kinnen Y und 7 so sehr ver- By
7 ¥ ;
schieden sein, dass f# nahe = -, obgleich @ nahe = 0 ist. b |
. 5 e
| 1
121. — Die grisste Spannung b
: ; -
. fz2eos i st o - ]

| o = M. meazx. \-- s : r o
{ ) Z -
und die griigste Pressung i

L [y sin 2 08
' =M maz. k : \

z vty
finden in denjenigen Punkten des Umfangs statt, welche von der Bie-
gungsaxe : Zeost Y SN
e =1
auf der einen und der andern Seite am weitesten entfernt sind. Beide Maximal-
werthe ¢’ und ¢” #indern sich im Allgemeinen von einem zum andern Quer-
schnitte, und zwar nicht nur mit A/, sondern, wenn die Richtungslinien der
dusseren Kriifte in verschiedenen Ebenen liegen, zugleich mit e, in welchem

Falle selbst bei gleichen und gleich gelegenen Querschnitten, d. h, bei pris-
matischer Form des Korpers, die Punkte grisster Spannung und Pressung
in den verschiedenen Querschnitten wverschieden liegen und ilire Oerter auf
der Oberfliiche des Korpers zwei krumme Linien bilden kinnen.

Wenn die secundiiren iusseren Kriifte, d. h. die Widerstandskriilte dex
tiicke der
it sich eing der

Stiitzpunkte, unabhiingig von der Biegung durch die Bestimmu

ren Kriifte ausgedriickt werden kiinnen, so lLis

1
letzteren oder eine Dimension des Korpers ohne Weiteres so bestimmen, /
nitte hieh- [

primiiren i

i '

und ¢ in irgend einem Que

dass die Maximalwerthe von ¢
stens = gegebenen Werthen A/ rvesp. 4 werden. Is ist dies der Fall, wenn
der Korper an einem Ende befestigt und iibrigens frei, oder wemn er in
zwei Punkten unterstiitzt ist.

122, — Ist z. B. der Querschnitt eine Ellipse mit den Halbaxen &
und ¢ in OY und OZ, so ist

V2

lgp = -h:!-f.r.rrr,
woraus folet, dass die Biegungsaxe OB in den Durchmesser fillt, welcher
dem zur Axe (0A senkrechten Durchmesser, d. h. dem Schnitt der Ebene
malwerthe o' und

des Paares M conjugirt ist. Die einander gleichen M:
! ¢ finden in den Endpunkten dieses Schnitts statt und sind:

( 5
NS T
% J Y " b2 eosta + o

i

| 7T
Ist der Querschnitt ein Rechteck mit den Seiten & und ¢ parallel
OY resp. OZ, so ist auch

Grashof, Festigkeitalehre.

BADISCHE ;
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{iillt z. B. der zu OA senkrechte Schnitt der Ebene des Paares M in eine
Diagonale des Rechtecks, so fiillt die Biegungsaxe in die andere. Die Maxi-
malwerthe ¢ und ¢ finden immer in zwei gegeniiberliegenden Eckpunkten
statt und gind:

a | oM

\ (b eosc + e sin ).
a’| b2 2 X

1
123. Der Ausdruck von in Nr. 119 dient zur Bestimmung
o

der elastischen Linie, also auch zur Bestimmung der Reactionen der
Befesticungs- oder Stiitzpunkte, wenn diese von der Biegung des Stabes ab-
hiingen, insbesondere also wenn der Letztere beiderseits in-lna-\tl;_-f.‘ oder einer
seits Defostict und andererseits gestiitzt, oder ausserdem noeh in beliebig
vielen Zwischenpunkten gestiitzt ist. Der erste dieser drei Fille kann wie-
der als Fundamentalfall betrachtet werden, ans welchem der zweite durch
Specialisirung, der dritte durch Combination abzuleiten ist; praktisehe Wich-
tigkeit haben alle diese Fiille nicht, und es mige oenticen, das Verfahren
der Behandlung des Fundamentalfalls nur allgemein anzudeuten.

124, A B sei der stabformige Kirper von der Liinge 1. weleher an

beiden Enden so befestigt ist. dass die Tangenten der elastischen Linie in

ihren Endpunkten A und B gegebene Richtungen haben, weleche mit der
Geraden A B sehr kleine Winkel bilden. Mit A und B seien zugleich die
der Grosge und Richtung mnach zun bestimmenden Widerstandskriifte an den
eleich hezeiclmeten Stabenden, mit | A] und [B] die Spanmungsmomente der
Endguersehnitte beze sichnet, welche I|||‘~uhl|1|l1 ihrer Grisssen und der Lagen
ihrer Ebenen bestimmt werden sollen. Die Art der Belastung sei nur an
die allgemeine Voraussetzung dieses Capitels gebunden (Nr. 38); die Ver-
sinderlichkeit des Querschnitts wird nur durch die Voraussetzung beschriinkt,
dass vor der Biegung die Hauptaxen der Schwerpunkte aller Querschmitte
des geraden Stabes in zwei Ebenen liegen, welche in der Axe AB sich
rechtwinkelig schneiden.

Diese heiden Ebenen und die im Punkte A zn ihrer Durchselmittslinie
A B senkrechte Ebene seien die Coordinatenebenen, AR die a-Axe, AY,
und A 7, die beiden anderen Axen, worauf die Lage eines beliebigen Punk-
tes () der elastischen Linie durch seine betreffenden Coordinaten 2, ¥o,
bezogen wird. Der sehr kleine Winkel, unter welchem die Tangente des
Punktes @ der elastisehen Linie (genommen im Sinne der Bewegung eines
die elastische Linie von A nach B3 durchlaufenden Punktes) gegen die
a-Axe geneigt igt, habe in der Ebene X /7, die Projection ¢y, in der Ebene
XY, die 1'1‘l'|-|l(llnll ¢z} ¢ty und @ seien die gegebenen Werthe |l1|~n Win-
kel fiir # =0, d. h. im Punkte A, gy und [, dieselben fiir @ ={, d. h. im
Punkte B; alle diese Winkel werden positiv oder negativ gesetzt, jemach-
dem sie von dem mit der x-Axe gleich gerichteten Schenkel aus gerechnet
nach der Seite der positiven oder negativen Axe AZ, resp. AY, liegen.
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Ist nun d¢ der Countingenzwinkel der elastischen Linie im Punkte O
go ist mit sehr kleinem Fehler

)

h".'.' a’{.‘a'
r;(,( = {‘J = {) 3
und wenn man diese unendlich kleine Verdrehung dg um die Biegungsaxe
des betreflenden Querschnitts in zwei dergleichen um die Hauptaxen OY
und O dieses Quersehnitts zerlegt denkt, niimlich (Fig. 17):

da

dgpy=dg.cosf = cosfum OY
" 0

: da = .
und degp, = —dg . sinf = - sinfi um OZ,
o
0
g0 ergiebt sich sofort:
f{f\r' :
Py—ay = | — cosf
Py — Qy 0 !

vda A
Pg— Uy = — stn g,
¥ J o I

Wiire der Punkt A nicht fest, so wiirde er
vermige degy um die Strecke @ . d gy nach der Richtung 2, A,
i Ldipiis s - wadgy e n Yo 4
von der Tangente des Punktes O sich entfernen; in der That entfernt sich
umgekehrt der Punkt () von der Tangente des Punktes A

J'.fJ'I_." = 5
um &.dgy = cos 3 nach der Riehtung 4 7,
o o
¢
adax b -
und , z.dg,=— 1 S G = AYy.
(4]

Daraus ergiebt sich:

wdw A
Zo— &y = — cos 3
‘ @

n

wda i
Yo — &y = — ST 3.
2 o

4]

In diesen Gleichungen ist mach No. 119:

cos 3 Meosee  sinf 12 M sin e
i R

und weil fiir @ = ! gegeben ist:
Py = Py; Pza=Pz; 2o=0; 1o =0,
so erhilt man die 4 Gleichungen:
I
- + Meosa
By =ty += e (
By = ay I, Y

&
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1 fMsine
Pe =G Sl

o
1 IrT-f
= f:(_\ 4 ’] i f\j:'”" vl

]
1 o Msine
0=l — — = s
1 !r"- ‘/, I 1
worans die in den Ausdriicken von Meos e und Msine vorkommenden 4 un-
bekannten Grossen, niimlich A, [4] wnd die 2 Winkel, wodareh die Rich
tichtime der Ebene von [A] Destimmi simd, sich fin-

tung von A und die |
{ Unbekannten fiir das anmdere Stabende

den lassen. Die entsprechenden
fndet man dann aus den Bedingungen des Gleichgewichts aller insseren

Kuifte am ganzen Korper,
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