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FUNFTES CAPITEL.

Drehungs-Elasticitiit und Festigkeit.

186. — Nach der Definition in Nr. 18 wird hierunter derjenige Fall
verstanden, in welchem die iHusseren Krifte sich fiir jeden Querschnitt des
stabformigen Korpers durch ein vesultivendes Kriiftepaar ersetzen lassen,
dessen Ebene dem Querschnitte parallel ist und dessen Moment hier mit M
bezeichnet werden soll. Die Mittellinie des Korpers wird im Allgemeinen
als eine gerade Linie (geometrische Axe) vorausgesetzt, gegen welche
die Richtungslinien der Husseren Kiiifte rechiwinkelig und windschief ge-
richtet sind, so dass sie in Ebenen liegen, welche die Axe rechtwinkelig
sehneiden. Denkt man die Kriifte in diesen Ebenen an deren Schuittpnnkte
mit der Axe versetzt, so erhiilt man ausser einem Systeme von Kriiftepaaren im
Allzemeinen noch ein System von Kriiften, welche den Korper auf Biegungs
Elastieitiit und Festigkeit in Anspruch nehmen, von welehen aber ebenso
wie von dem eigenen Gewichte des Kirpers in diesem Capitel
abgtrahirt wird.

Fiir jeden Querschnitt eines zwischen den Ebenen zweier auf einander
folgender Kriiftepaare liegenden Stlicks A 5 des Kirpers ist das resultirende
Moment M gleich gross = der algebraischen Summe der Momente der von
dort bis zum Ende des Korpers angreifenden Kriiftepaare. Ein eonstanter
Querschnitt eines solchen Stiicks A5, wie er im Folgenden vorausgesetat
wird, entspricht also hier zugleich der Forderung eines Korpers von gleichem
Widerstande.

Sind A4 wnd A; zwei correspondirende materielle Punkte der unendlich
nahe benachbarten Querschnitte / und Fy (A A, parallel der Axe vor der
Einwirkung von M), so lisst sich die durch M bewirkle relative Verdrehung
von /" und /) betrachten als das Resultat eines gewissen Systems von Ver-
schiebungen y, welche der Richtung und Griisse nach mit der Lage der
Punkte A und A, sich findern und fiir gewisse Punkte O und (J; = Null sind.
Der Drehungsmittelpunkt ¢ hat in allen Querschnitten des Stabstiicks
A B dieselbe Lage, wnd der Ort dieser Punkte () ist also eine mit der
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tigkeit. 161

geometrischen Axe parvallele oder zusammenfallende Gerade: Drehungs
axe.

Den Verschiebungen Y in den verschiedenen Punkten A4 eines Quer-
schnitfs entsprechen Tangentialspannungen 7 von derselben Richtung und

welehe der Grissse nach zu y ein constantes Verhiiltniss hahen. sofern. wie

vorausgesetzt wird, der Kirper entweder isotrop ist oder homogen mit einer

ansgezeichneten Elasticitiitsaxe im Sinne der geometrisehen und der Drehungs
axe. Den Maximalwerth von 7 zn finden, welcher in ireend einem

Punkte des l.‘!lli'l‘*l'flll‘IH% hei & gehener Form desselben und hei j,;'i'_'_-':']nr-]h-]n

Drehungsmomente M stattfindet, ist die Hauptaufgabe dieses Capitels; indem
ehenen Werthe £ sein soll, ist die erforderliche Grijsse

derselbe = einem g
des Querschnitts oder die zuliissige Grosse des Moments M bestimmt.
Aunsserdem ist der specifische Drehungswinkel 9 zu berechnen. d. i
der Winkel, um welchen zwei materiell gedachte Querschnitte /' und Fy in

der Entfernung O () =1 gegeneinander verdreht werden.

A. Gewohnliche Theorie.

187. Man geht gewdhnlich von der Annahme aus, dass bei der
Verdrelung die materiellen Quersehnitte vollkommen unverin
dert, insbesondere anch vollkommen eben bleiben. Die Ver
schichung y und Tangentialspannung # im Punkte A eines Querschnitts
sind dann senkrecht gegen (). cerichtet nnd dem Abstande () A r vom
Drelinngsmittelpunkte O proportional, so dass, wenn y und z die Coordinaten
des Punktes A sind bezogen anf die im |;'Hl‘]"-'-|"|'|ii“{’ angenommenen rechi-
en Axen (Y und (02, und wenn ferner #; der Werth von # (i
fiir die Componenten von z nach den Riehtungen OY und () %)

]

die Gleichungen gelten:

Fy = —T1.25 Ty = T1.4
vorausgesetzt, dass = gerichtet ist im Sinne einer Dreliung von ()Y gegen
O Z. Hiermit folgt aus dem beiden ersten der 3 Gleichgewichtshedin-
gnngen

S dF =0; [ry.dF =0y frdf.r = M

worin ¢ I' =dy dz ein unendlich kleines Fliichenelement 2t Ordnung des

Querschnitts bedentet:
SzdF =0 und SydF =0;
d. h. der Drehnngsmittelpunkt O fiillt mit dem Schwerpunlkte
von /', die Drehungsaxe OX mit der geometrisechen Axe zu

sammen.

irden diese &

%) Nach

annungscormponenten

Txy und 7 zu bezeichnen sein, wofiir aber ebenso wie in der Folge die kiirzeren 1
nungen ¢, und o gew sind: of Nr, 211.
Grashof, Festigheitslehre, 11
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162 Drehungs - Elasticitit und Festighkeit
Aus der dritten Gleichung folgt, wenn mit
A .—._;‘ﬂﬂn" /i
das Mriigheitsmoment von /' in Bezichung auf X bezeichnet wird , nnd |
wenn ¢ der Maximalwerth von » ist:

My Me

T — ;] ‘ maix, T — I
- e 1 - S T] " 1 = |
Sind B=/22dF md C=/32dF die Trigheitsmomente von /* in I
Beziehung auf OY und 07, so ist:
A=B+ C.

Ist der Querschmitt ein reguliires Polygon, s die Seite, ¢ der Radius

des umbeschriebenen Kreises, so ist (ef. Nr. 47): )
y .\-:\‘ :
B=C; A=—5 (3¢ — o s
o\ a7 "
inshesondere fiir ¢inen Kreis vom Radins ¢ oder Durchmesser «:
Jl et 7T el 7 (4
S T R T
188, — Der specifische Drehungswinkel & ist = der Verschie
bung y; im Abstande = 1 von (), also
1 M Rl
== ¥y — ) | Nl
(r AG?
in Graden ausgedriickt: |
180
A — o
7T
Fiir Metalle, iiberhaupt isotrope Korper, ist hierbei nach Nr. 169
¥ 1 1 : o SR :
i (7 = S ) — I bhis — E
1) 2 m+ 1 tad D |
zu setzen: fiir Holzer kann die Constante G nur aus Versuchen iiber die B!
\
Verdrehung selbst entnommen werden, und ist danach im Durehschnitte zu
setzen : |
e 0
(+ = 7000 fiir Kiefernholz, il
G = 8000 ,, Eichenholz,
(7 = 12000 ,, Buchenholz. J
0
\
- ’ = g = - . 4 i
189, — Eine Transmissionswelle mit kreisformigem Querschnitte
habe ein Kraftmoment — M Kilogramm - Centimeter oder N Pferdestiivcken bei n
Umgiingen pro Minute zu iibertragen; soll dabei wmaz. ¢ = ¢ Kilogr. pro (] Centi-
meter sein, so ist nach Nr. 187 der erforderliche Durchmesser:
= 2 )

1 .-1“ i '_a"'l|'.Tlli;.f\| N
7 — ‘/ M "f ey ‘f Centim,
mi mt n

Wird also nach Redtenbacher im Durchschnitt g

setzt
fiir schmiedeciserne resp. gnsseiserne Wellen: |

d =12 ‘/ ’: d'=="16 ‘/ \,
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Drehnngs - Elasticitit und Festigkeit. 168
so ist entsprechend . t = 211 resp. ¢ == 89,
alsoaneh . . . . d=028VM , d = 0385VI."

Dabei ist nach Nr. 188 der Verdrehungswinkel in Graden pro 1 Centimeter
Wellenliinge:
48600 2] o1

T G d i

inshesondere fiir Sehmiedeeisen und Gusseisen
mit = 2kl s 89

nnd G = 800000 ” 400000
1 1
F AL —n= i —_—
a3d = 39d
190, — Bei sehr langen Wellenleitungen kann es unter Umstiinden

der Fall sein, dass zugleich die Riicksicht auf einen nicht zu grossen Verdre-
hungswinkel bei der Wahl des Durchmessers 4 in Betracht kommt; ist aber
o 180 180 M
2y z L m adt
32

eegeben, 50 fn]_'_f;f:

' /180.32 Vi /180.32.71620 /N
- L v, ' | e, :
¥ ‘v atl oo ’ ; a9 1

Setzt man nach Redtenbacher fiir dergleichen lange Transmissionswellen aus

/ N
d = 1'_).“( — 3
n

s0 ist entsprechend: d — 0,734} M
und mit ¢ = 800000: 9" = 2

7 = 800 P9 = o
d. h. nahe 19 Verdrehung auf 4 Meter Wellenlinge. Diese Constructionsregel
giebt natiirlich nur daan grissere Sicherheit, als die friihere sub Nr. 189, wenn
N —=mn ist.

Schmiedeeisen:

191. — Die den obigen Formeln zn Grunde liegende Annahme, dass
die materiellen Querschnitte des Stabes bei seiner Verdrehung vollkommen
eben bleiben und dass mithin die Tangentialspannung z in jedem Punkte
A des Querschnitts senkrecht zu dessen Verbindungslinie mit dem Drehungs-
mittelpunkte oder Schwerpunkte () gerichtet sei, ist iibrigens nur in dem
cinzigen Falle gerechtfertigt, dass der Querschnitt ein Kreis ist. Denn
wenn inshesondere A ein Punkt im Umfange des Querschmitts, A 7" Tan-
gente, AN Normale desselben und AS senkrecht zur Querschnittsebene
T"AN die betreffende Seite der eylindrischen Staboberfliche ist, so kann

¥) In Betreff der fiir einen gegebenen Fall passenden Werthe von ¢ ist der Beur-

theilung der jeweiligen Umstinde ein ziemlich weiter Spielraum zn lassen; bei Winden
z. B. und anderen durch Kurbel und Menschenkraft beweglen Maschinen, sowie in man-
chen anderen Fiillen, in denen heftize Stisse nicht zu befiirchten sind, darf ¢ wesentlich
grosser genommen werden, als 211 resp. 88,
11 %
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LANDESBIBLIOTHEK

P
*

.
#
L]
.
\
¥
{

A =

BadenWiirttemberg



e s —————————— S —

und Festighkeit.

164 Drahungs - Klasticitiit

bei dem Fehlen entsprechender fiusserer Kriifte in der Beriihrungsebene 7°AS
keine Tangentialspannung, inshesondere auch keine solche nach der Richtung
A S stattfinden; es muss also (ef. Nr. 10) 7, = 0, mithin auch =z, =0, d. k.
es muss die Tangentialspannung im Quersehnitte fiir jeden
Punkt seines Umfangs nach der Tangente desselben gerich tet
sein.

Dieser Bedingung entspriecht die obige Annahme in der That nur dann, |
wenn der Qunerschnitt ein Kreis ist; in allen andeven Fiillen muss die Rieh- |
tung von 7 sich von der zn der Verbindungslinie () senkrechten Riehtung
nm so mehr entfernen und der Riehtung der Tangente am Querschnittsumfange
um 8o mehr niihern, je mehr der Punkt A in einem von () aus gezogenen
Stralle sich von O entfernt und dem Sehnittpunkte dieses Strahls mit dem
Umfange niihert, ein Verhalten, womit dann offenbar auch eine unveriindert

ebene Beschaffenheit des materiellen Quersehnitts nicht mehr vertriiglich ist
il B. Corrigirte Theorie.
\ 192. — Eg wird hierhei voransgesetzt, dasgs der Quersehnitt zwei
i zi einander senkrechte Symmetrieaxen habe, welche zur Bestim- "
I-I mung der Lage eines Punktes /1 im Quersehnitte /' als Coordinatenaxen QY A
und ()7 angenommen werden: (7 ist der Schwerpunkt von F, OX die
geometrische Axe des Stabes
1 B=/2dF md € -—.,,-“'.u?-' d
| seien die Triigheitsmomente von /7 in Beziehung auf O Y und O %
Als selbgtverstiindlich darf a priori angenommen werden, dass die
Drehungsaxe mit der geometrischen Axe OX zusammenfiillt
und dass die materiell gedachten Symmetrieaxen OY und 0%
| irgend eines Querschnitts auch bei der Verdrehung stets zu |
einander und zu OX senkrechte gerade Linien bleiben. i
Die Verdrehung eines Querschnitts gegen einen anderen wird dann ge
messen dureh den Winkel, welchen die Symmetrieaxen beider Quersehnitte
miteinander bilden.
i
. Die Maximalspannung. |
! e A 193. — Im Punkte A mit den Coordinaten v, :
iz sei it
=7 S oy ialspannung nach der Rich-
y tung OY,
: S tyy = 7y die Tangentialspannung nach der Rieh il
i tung O 4,
| r, und 7y sind Funetionen von y und z, und zwar |

ist der vorausgesetzten Symmetrie weg

n (Fig. 34)
¥ der Ausdruck von z, nothwendig so heschaffen, dass

er ungeiindert bleibt, wenn y entgegengesetzt ge

BADISCHE ;
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Drehungs - Elasticitit und Festigkeit, 165

nommen wird, dass er aber selbst entgegengesetzt wird, wenn =z entgegen-
wesetzt genommen wird.

Nimmt man also an, es lasse sich 7z, in eine nach ganzen Potenzen
von y und 2 fortschreitende Reihe entwickeln, so kann dieselbe nur solehe
Glieder haben, welche gerade Potenzen von y und ungerade Potenzen von
= enthalten, und wenn man demgemiiss

Ty = M2 + Myl2z + megzd
setzt, so sind dabei nur die Glieder von der 5tr Ordnung incl. an wegge-
lassen. In gleicher Weise ist
Ty=n}Y 4 myz* + ngys
zu sefzen. Zur Bestimmung der Coefficienten dienen:
1) die Bedingungen des Gleichgewichts zwischen den Spannungen im

ganzen Querschnitte und dem fusseren Kraftmomente M

2) die Bedingungen des Gleichgewichts der auf die Oberfliche eines un-
endlich kleinen Kdrperelements wirkenden inneren Kriifte;
3) die Bedingung, dass die Spannung 7 im Umfange des Querschnitts

tangential an denselben gerichtet sein muss (Nr. 191). %)
194. Das Gleichgewicht zwisclhien den Spannungen im

WQuerschnitte und dem finsseren Kraftmomente M wird ausgedriickt
durch die Gleichungen:
St dF =0; fz,.d F=0;/(yry—21,) dF = M.
Werden darin fiir #, und 7z, die Ausdriicke aus Nr. 193 substituirt, so
finden sich die heiden ersten Gleichungen mit Riicksicht auf die Symmetrie
des Querschnitts unabhiingiz von den 6 Coefficienten » und n erfiillt; die

dritte Gleichung aber liefert als erste Bedingung:

nC—mB + (ng — fif].__'rl,"Jl_-’l.':' 22 ' + Hzlf:-",':fl" I mz.flcl dF =3, .. (1).

195. — Wenn man vom Punkte A als Eckpunkt -aus ein unendlich
kleines Parallelepipedum construirt denkt, dessen Kanten = da, dy, dz resp.
3 den Axen O X, OY, OZ parallel sind, so wirken anf die zur z-Axe senk-

rechten Seitenfliichen die Kuiifte:

d, ) s

— 7, und 7, + 7 * da nach der Richtung O Y
o
Aty

} ,

— 7y und 7y + o i v - 07,

auf die zur y-Axe senkrechten Seitenfliichen die Krifte:

.f.lfJ'., L o
r, und z; 4 ] - oy nach der Richtung OX
dy
und auf die zur z-Axe senkrechten Seitenflichen die Kriifte:
-'f;_.’. a »
— 7y und 7y + —— dz nach der Richtung OX,
dz

bestimmen BN, 80

und n sich diesen 3 Bedingungen entsprechend nicht
¢ Glieder mit hoheren Potenzen von y und z

die 6 Coefficienter

hinzugenommen werden.

BADISCHE
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166 Drehungs - Elasticitit und Festigheit

alle Kriifte auf die Fliicheneinheit bezogen, also beziehungsweise noch mit
dydz, dzda, dedy zu multipliciven. Dem Gleichgewichte dieser

inneren Kriifte entsprechen die Gleichungen:¥)
dr, 1Ty s dry
i .’ = =) =0: J = 0
ff_:/ dz ' da ' da 1
die beiden letzten sind dadurch erfiillt, dass die Coefficienten der fiir z, und 1

7, angenommenen Ausdriicke (Nr. 193) als constant (unabhiingig von & im

Bereiche eines Stabstiicks, fiir welehes M constant ist) vorausgesetzt werden,

die erste Gleichung aber fiihrt zu der zweiten Bedingung:
my+m=0...(2). |

a. Allgemeine Nitherungsformel.

196. — Die noch iibrige Bedingung, dass die Tangentialspannung
zim Umfange des Querschnitts tangential an denselben gerichtet
gein muss, fithrt bei verschiedenmen (Querschnittsformen zu verschiedenen

Bestimmungs

das Rechteck und fiir die Raute als zwei extreme Fiille die betreffende

Rechnung durchfiibrt, so wird man das Resultat derselben, insoweit es fiir
A beide Fiille iibereinstimmt, als niherungsweise giiltiz fiir jede convexe Quer-
| schnitisform betrachten diirfen, welche zwei zu einander senkrechte Sym-
| metrieaxen hat.

?

vichungen der Coefficienten m und »; wenn man aber fiir

Wenn insbhesondere fiir das Rechteck
die der y-Axe parallelen Seiten = 20,

~- Axe Y
» 3 = Axe b5 i — &t

: gesetzt werden, so muss

v, =0 sein fiilr y =+ 6 und jeden Werth von =,

i ty=0 5, 5 2=x¢ , ” ) n Y-
| Daraus folgt:
m n
my = 72 simg=02% 11 = e d Mg =)
T i [
und es ist also jetzt:
/ Y2\ / :2\
T mz — 3 ! Ty = :
% 1 kl ‘,"_,) ; Ty =ny (l i) i

wihrend die Gleichungen (1) und (2) zur Bestimmung von m und n iiber-

gehen in:
; [ 1 ¥ -
nC—-—mB—| ;_J = -“) | veztd F =M
(a --
m + n o
b2 (i ?
*) Durch diese 3 Gleichungen werden die algebraischen SBummen der Krifte nach

den i{.!"]'l"“f-:"“ 0X, 0Y, 0Z = Null gesetat; die 3 Momentengleichungen werden iden | %
tisch, weil durch die Bezeichnungen s

z fiir oy und 7p, 7y fir o, und 2,
e aug el liesen M . i E , :
die aus ehen diesen 1 omentengleichungen sonst hervorgehenden Relationen

Try == Ty Ul 7 = 1y

nach Nr. 10 als bekannt vorausgesetzt wurden.

BADISCHE
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Drehungs - Elasticitit und Festigleit 167

die letate Gleichung kann wegen
4 sl 4
B = } {'r':‘; C= 3 e
auch geschrieben werden:
nC+mbB=0.

197. — Fiir die Raute sei
die in der y-Axe liegende Diagonale = 20,
z-Axe ”» = = 2¢.
1z Die Bedingung, dass in allen Punkten der
- Hl‘ill.'_ B( -:]‘."lg__','. 35) die Hlf'ht!mg der resultiren-
Ton, X den Tangentialspannung mit ihr zusammentallen
muss (worin mit Riicksicht anf die der Symmetrie
' angepasste Form der Ausdriicke von 7, und 7, zu-
5 gleich liegt, dass dieses auch in allen Punkten der
PR b anderen drei Seiten der Fall ist), wird hier durch
die Gleichung ausgedriickt:
Tz Ty =0:¢ oder ¢z, 4+ b7y =0,
welehe durch alle Werthe von y und 2 erfiillt wer-
den muss, die der geraden Linie BC entsprechen,

also durch jeden Werth von y, falls

e

A

2=— f}—i—r'-:{‘(l --{))I
gesetzt wird. Dureh diese Substitution wird die linke Seite der obigen
Gleichung eine ganze Function 3tn Grades von y, und indem die Coefficienten
von y% y, #% und y3 einzeln =0 gesetzt werden, erhiilt man 4 Gleichungen,

woraus folgt:

e 1 e
my = — iz — b1 —':z- y Mg = — _r =

7] . n
= =g 2 Zzi e = 7%

Damit wird jetzt:
] 2 22
i . S b — 9mz
Ty = M2 (I 02 r-ié) 2nz

AY

Y2 2
Te = Y (’ L 211 -
¥ il \] b2 ny he ?

wiihrend die Gleichungen (1) und (2) zur Bestimmung von m und # iiber-
gehen in:

4 /[ n b . : " n p 2 m  p .
nC —mB+ k‘- - ;’\f PR — 55 fpdl + — [AdF=M

(] n

mta=9%
die letzte Gleichung kann wegen
s : bie
B8 e e
auch geschrieben werden : nC 4+ mB = 0.

BADISCHE
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Drehungs - Elasticitiit und Festigleit.

1985, Die in den beiden vorigen Nummern filr das Rechteck und die

Raute gefundenen Resultate lassen

ich zur Uebereinstimmung bringen,
wenn die voriibergehend beriicksichtigten Glieder der 3ten Oprdnung in den

Ausdriicken von z, und #, nachtiiiglich wieder weggelassen werden, wenn
also gesctat wird:

Ly =25 Ty =115
Gl (1) geht dadurelr iiber in:

nl) m A3 M,

: i |
wodurch in Verbindung mit der fiir Rechteck und Raute iibereinstimmend
gelundenen Gleichung

nwl +mb =0
die Coefficienten m und », mithin
M M J
Tz = '_),f; Z 5 J"\--— zf-l'.l’ [
bestimmt sind. Die resultirende Tangentialspannung « im Punkte (y,z) ist
sonach :
| ; DN e A
i T = . Ty s Vmt T
.” : T
mo. T=%t=
2 Ct
| 3 ) y . My
| Mit B = € wird 7 i
in Uebereinstimmung mit Nr. 187, und es hat also der hier eefundene all-
gemeine Ausdruek von # dieselbe Bedeutung als Niherungsformel fii
r ungleiche Haupttrigheitsmomente 5 und C des Querschnitts, wie jener
frithere Ausdruck fiir 55 = C.
i b. Besondere Querschnitisformen.
:
199, Ein Ausdruck von =, welcher fiir andere Fiille dieselbe Berech- ol
. . . ) - (i o » - . o -
tigung haben soll, wie die Formel z = (- fir den Kreis, muss fiir jede
Querschnittsform besonders abgeleitet werden.
FFiir das Reehteck ist nur die in Nr. 196 begonnene Rechnung dureh
. zufilhren. Wegen
e b r | Bz Ot |
“2¢l = f2dy [ 2dz = T8 o8 — " el §
b 9 3 3
erhiilt man # und # aus den Gleichungen:
5’
nC —mB 5 M
nl 4+ mbB 0

St Oprdnung i

BADISCHE
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Drehungs - Elasticital und

und damit:

_'I;' LA

Ty = Kl -r.‘i: .-'I —

9 .i_\lz Y2 [
=t L, V \ < S

Ist b =e¢, so ist z am grissten fiir y

Mittelpunkten der lingeren Seiten,
9
mal. T =1

200. — Bei der Ellipse wird, we

Umfangs sind, die Umfangs- oder Oberflichenbedingung

gedriickt durch die Gleichung:

L
_r,l.: 3 rf'_n”
weleche mit Riicksicht auf die Ausdriicke
chung: Y2 22
he & 7 R

der Ellipse (b und ¢ Halbaxen) iibergeht i1
n 4+ 122 4 ngy?
He + g iy -i— Mg z?
Sie wird erfiillt, wenn
my =Ms =M
und 702 4 me2 =0 oder wegen

11; bie

1 Festighkeat.

9 M g 28
16 3¢ / = c?

und zwar

M

£
i 19

nn y und 2

von 7, und

1:

nC +mbB =(
gesetzt wird, Weil nun hierdurch zugleich die Bedingung

withrend Gl (1) in
I {_I - I u!?’ =

iibergeht, so erkennt man, dass die in Nr.

symmetrischen Querschnitt gefundene Niherungsformel:

wenn — == 1
-

9 M

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

M

2. ¢ nach

== lJI)

bis 0.

=+ b und 2=0,

die Coordinaten des
3) sub Nr.

r, und

den Formeln

. bis 1,5

d.

(2)

169

auf die Glei-

198 fiir irgend einen doppelt-

T augleich am richtigsten, am sichersten und am einfachsten

Vi =

.f

h., in den

193 aus-

erfilllt ist,

e . il RO

sub Nr. 187,

o

!
2
|

BadenWiirttemberg
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Drehungs - Flasticitif nnd Festigleit.
bei dem t:llipiis-'lu-n Querschnitte allen gestellten Anforderungen entspricht,

A - Mr .. s
ng hat wie die Formel 7 = i fiir den Kreis.

mithin hier dieselbe Bereehfigt
Der Maximalwerth von 7 findet in den Endpunkten der kleinen

Axe statt und ist fiir b = ¢:
2M

mag. T=1=-= = Y
thie

II, Der Drehungswinkel.

20)1. Zur Ableitung einer corrigirten Formel fiir den specifischen !
Drehungswinkel & ist die Bemerkung vorauszuschicken, dass die in Nr. 8 l
erklirten Verschiebungen, welche in irgend einem Punkte . eines Korpers
bei dessen Belastung und entsprechender Deformation stattfinden, sich fol
cendermassen ausdriicken lasgen durch die mit der Deformation verbundenen
kleinen Aenderungen £, #, £ der rechtwinkeligen Coordinaten @, y, = jenes

Punktes:
-.f.lr U i ;
}r._z_:}’r.:_: “.,: + ”,.Jlr
dt . ds
Yix = Yxe = da T dz
dE  da
)'-":'. — )r'}-x = r.'lJ,r et r|"..l" '

Wenn in der That A8 =dy und AC =dz zwei im urspriinglichien

Zustande parallel der y-Axe und der z-Axe von A aus gezogene unendlich
kleine materielle gerade Linien sind, so ist
rJ‘r.rI ; 3 - : ;
7 dz die relative Verriickung des Punktes € gegen den Punkt A im
Sinne der y-Axe und
di b
”,; dy  die relative Verriickung des Punktes 53 gegen den Punkt A im |
' Sinne der z-Axe, also |
”"i i : y 4 i
s die Drehung von A C um A im Sinne ZY,
L L=
dr : e ;
!';; ” ” ” AB »”» A 2 3 YZ und somit
L
""r‘; “f= . - a 2 . -
P = = die Verkleinerung des urspriinglich rechten Winkels A 5, 1
th~ ) 1

welehe nach Nr. 8 auch Yvi = Yay 18L

#) Wird dieser

DETIEO \'.'j" .""illl Rech
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o2, — Ist nun inshesondere A ein Punkt des Querschnitts Y7 des der
Verdrehung unterworfenen stabfoymigen Kirpers und A; der entsprechende
Punkt (mit denselben urspriinglichen Coordinaten y,z) des im Sinne der
#-Axe um da von jenem entfernten Quersehnitts Yy Z;, sind ferner A2

unendlich kleinen materiellen Geraden 4B und 4, By durch die Verdrehung

dy und Ay By = dy wspriinglich parallel der y-Axe, so erfahren diese

des Korpers im Allgemeinen eine sehr kleine Neigung gegen die yz- Ebene
und eine unendlich kleine Verdrehung gegeneinander.

:’ da ist die Verriickung des Punktes A; gegen den Punkt <1 im
Sinne der z-Axe, also
s — da dy der Ueberschuss der Verrickung von /f3; gegen I3 iiber die
Ll
' Verriickung von A; gegen A im Sinne der z-Axe, und
r.fr_:,l.-..‘,' da der Winkel, um welchen in der yz-Ebene die Projection

3

von Ay By gegen dicjenige von A5 im Sinne YZ verdreht
wurde,
Setzt man in diesem letzten Ausdrucke, welcher eine Fumetion von y
und z ist, = = Null, so ist

die Verdrehung der Hanptaxe (4Y; gegen O Y im Sinne Y Z. Ebenso ist
e /odEn N
- |: - = 0 da
‘\rf.r'ri': ;
¥ }
die Verdrehung von )y % gegen O Z im gleichen Sinne Y Z, und da diese
beiden Drehungswinkel = #da sind, so hat man:

a2 \'. 1 { (2 1 \

g =

“\dzdz):

I'\ {.I’-.'r' fl'rl-’_.f ,_ y=0
208. Aus den Gleichungen:
Ty = Tyy = f,'};_\_,l
Ty = Txy = G Yas
folgt jetzt durch Einsetzung der allgemeinen Ausdriicke von z, und z, nach
Nr. 193 sowie von ¥., und y., nach Nr. 201: :
£ ,l.l";' d i‘\._

mz -+ ”’1.’_."3 &k f.r-’;-;:‘ — : ; )
\dy da)

_ ,, : . fdE dt
nY +my2+ngy = G — 4 =
! J \dz ¥ 4z,
, die zweite nach y abgeleitet, dann

in der ersten y =0, in der zweiten =0 gesetzt wird, mit Riicksicht auf
Nr. 202: -

und wenn die erste Gleichung nach z

m+ 3mez? =G ||

n -+ ‘I;”i.’."’e =G ’j{:\-r}'d—r;;-)’ + 9 J
¥ %
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gasatat wird,
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Setzt man endlich in der ersten dieser Gleichungen noeh =z =0, in de;
zweiten noch y = 0, so folgt durch Subtraction beider:

F L T
v — 56
204 — TFiir die Ellipse und niiherungsweise fiir irgend einen doppelt-
symmetrischen Querschnitt ist nach Nr. 198 und 200:
M M
n=gmim= Yk,
also ; M 1 1 } M
i u;(;‘; B0 NS AR
Bl
_ v s : M W
Mit 5 = € wird dieses { = 3BG = A6 in Uebereinstimmung it

Nr. 188%),
Fiir die Ellipse insbesondere wird, wenn & und ¢ die Halbaxen sind:
3 1 M b2 + ¢

RS ,’T (r Obses

Fiir das Rechteck ist nach Nr. 199 nur , M statt M zu setzen,

also: 3
M
9 2 9 M b2+ o2
; 4+ BC v " 82 (¢ 18es ?
L+ C 1

unter & und ¢ die halben Seiten verstanden.

205. — Die Gleichung der krummen Fliche, in welche der

materielle Querschnitt durch die Verdrehung iibergeht, wird
crhalten, indem man die Verriickung £ eines beliebigen Punktes des ur
spriinglich ebenen Querschnitts Y 2Z im Sinne der #-Axe als Function seiner
Coordinaten ¥, z aunsdriickt. Wird angenommen, diese Function lasse sich
in eine nach ganzen Pofenzen von y und 2 fortschreitende Reihe entwickeln.
s0 kinnen, damit & =0 werde fiir y =0 oder 2= 0 d. h. fiir alle Punkte
der Symmetrieaxen (ef. Nr. 192), nur solche Glieder vorkommen, welche
zugleich y und z enthalten, und wenn sonach bis zu den ('.[h_-:h-m. von der

Lten Ordnung
t=ayz+ b2z + cy22 4+ dysSz + ey2z2 + fyzs

¥y Ist B = ( so 1st, wenn
M M \

—— e == &y und - - = Gy
AG (B+ )G : 1 B0 "2

)
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cesetzt wird, so folgt aus den Gleichungen (Nr. 203):

‘deE Y i+ Sine 22
| "= : 9
(rf’lf,-' dz ) {r x ’ 7 m
£ d2s i : 0 J > (7
[ d2& it S gy & Ur
(5N wxsmp |
\.r’la; rf_’_'_'_ (r ]
n 4 m 2 ng . m'—'.
o— GY A - h=e=0:d i s i

¢ bleibt unbestimmt, muss aber = 0 gesetzt werden, weil die Symmetrie
erfordert, dass der Ansdmek von £ entweder nur gerade oder nur ungerade
Potenzen von » und z enthilt. Demnach ist

Yz ."'I” + i

+ ney? 4 mez? ).

P '\ ] /
Fiir einen rechteckigen und einen elliptischen Querschnitt ist
ms = ne = 0 nnd
1 1
o w4 m Ghigh g B )
2 (7 : i 1 v = T ; | = 3+ C oy
CilB
folglich : Ll T
S “_i_',..f.jf':‘

der gekriimmte Querschnitt ist also eine windschiefe Fliiche, welehe aus 4 sym-

metrischen Theilen besteht, die durch die Axen OY und (. von einander
getrennt werden und von denen zwei gegeniiberliegende vor der Ebene Y 7,
die beiden anderen dahinter liegen. Diese Fliiche ist um so stirker ge-
kriimmt, je grosser & ist und je mehr 2 und € verschieden sind; mit /2 = €
geht sie, wenigstens fiir Rechteck und Ellipse, sonst aber niiherungsweise in
der Nihe des Mittelpunktes (), in ¢ine Ebene fiiber.

206, — Die Priifung der hier dargestellten Theorie der Drehungselasti-
citiit durch Vergleichung mit den Ergebnissen von Versuechen kann nur
mit Hiilfe des Ausdrucks fiir den Drehungswinkel geschehen, weil die Span-
nung im Inneren eines Korpers sich nicht beobachten lisst; auch Versuche
iiber das zum Abwiirgen cines Stabes erforderliche Kraftmoment in Verbin-
dung mit der anderweitig bekannten Schubfestigkeit des betreffenden Ma-
terials kinnen keinen Aufschluss geben, weil dabei Zustiinde eintreten, auf
welche die ein vollkommen elastisches Verhalten voraussetzende Theorie
selbst nicht niiherungsweise mehr passt.

Durch Messung des Drehungswinkels prismatischer Stibe aus
isotropem Materiale, insbesondere aus verschiedenen Metallen, hat Wertheim

gefunden, dass, wenn & = 5 I7 (ef. Nr. 169) gesetzt wird, die Formel
v M
F=THO
==
I + (
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eawiithrt filr kreisformige, kreisringférmige und y

eine gute Uebereinstimmnng
elliptische Querschnitte; da
fiir den rechteckigen Quersclmitt entwickelte Formel:

egen liefert jenen Versuchen zufolge die oben

U o -'1— fll’r.l =%

BECs
im Allgemeinen etwas zu grosse Werthe, um so mehr, je mehr das Rechteck
einem Quadrate sich nihert, fiir welchen Grenzfall der Coefficient von M nur

etwa = 1,2 zu setzen ist. Wird allgemein '
; oM
USLBC |

B,

Y o T
gesetzt, so ist also mit & = - L

. isotroper Kirper)#) durchschnittlich:

a =1 fir kreisformige und elliptische,

= 1,2 fiir quadratisehe und
¢ =1,2 bis 1,5 fir mehr und mehr lingliche rechteckige Querschnitte.

Uebrigens wurde dieser Correctionscoefficient ¢ nicht nur von der Quer-
\ sehnittsform, sondern zugleich einigermassen von M und von der Liinge /
des Stabes abhiingig gefunden: @ nimmft etwas zu, wenn M zunimmt oder
¢ abnimmt; auch wurde schon bei miissi

ger Grisse von M ein Theil von =

nach der Entlastung bleibend gefunden, welcher mit M rasch zunahm und

y unter sonst gleichen Umstiinden bei lingeren Stiiben verhiiltnissmiissig grisser

war, als bei kurzen.

Diese letzteren Thatsachen hiingen zusammen mit der bei der obigen
i Theorie ausser Acht gelasgenen Compression in transversaler Rich-
i tung, wovon die Verdrehung eines Stabes stets in gewissem, und zwar,
| wie es scheint, von der Linge abhiingigem Grade begleitet wird; die ent-
gprechende Volumenverminderung bestimmte Wertheim durch die
Flilssigkeitsmenge, welche aus dem mit der betrefienden Fliissigkeit erfiillten il
Inneren eines hohlen Stabes bei dessen Verdrehung hinausgetrieben wurde

(ef. Nr. 169), und fand sie bei isotropen Korpern proportional 32, |
|
' 2A¥I. — Eine Spiralfeder von constantem Querschnitte, deren Mittellinie A o
auf einer beliebigen Umdrehungsfliche liegen mijge, sei am einen Ende be- K
festigt, am anderen durch eineKraft?” angegriffen, derenRichtungs- N
linie mit der Axe der Spirale, d. h, der Axe jener Umdrehungsfliche zu o
sammenfillt, Es soll die Ausdehnung oder Zusammendriickung 4 be-
rechnet werden, welche die Spiralfeder in der Riechtung ihrer Axe
erfihrt. bl
Diese Aufgabe, welche der Anwendung von dergl. Spiralfedermn zu Feder !
wagen und anderen Dynamometern, zu Eisenbahnwagenpuffern ete. zu Grunde i
AR
) In Betreff der fiir einige Holzarten einzusetzenden Werthe von @ siehe Nr. 188, s Rt
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liegt, ist streng genommen ziemlich complicirt, lisst siech aber niiherungsweise
unter gewissen Voraussetzungen, die bei den genannten Anwendungen meistens

zutreffen, anf die blosse Verdrehung der zelnen Lingenelemente der Feder

um ihre als geradlinig zn betrachtenden Mittellinien (niimlich die Bogenelemente
ds der ganzen spiralfirmigen Mittellinie) zuriickfiihren.

Die Axe der Spiralfeder werde wvertical stehend gedacht, und von einem
beliebigen Punkte O ihrer Mittellinie ans sei

X nach der Tangente,
0 ¥ nach dem Kriimmungshalbmesser gerichtet,
0 Z senkrecht zu 0X und O Y.

Die Normalebene Y Z enthiilt den Querschnitt der Feder, welcher in Be-
ziechung auf O ¥V und 0Z gewihunlich symmetrisch ist. In einer durch O gelegten
Horizontalebene sei

0 A nach dem Durchschnittspunkte A dieser Horizontalebene mit der
Axe AB der Spiralfeder gezogen (B Angriffspunkt von 2P),
O H sei die Horizontalprojection von OX, Winkel //OX = J,
O N senkrecht zu 04, Winkel HON = pu, Winkel XON = »;
dann ist CO8 Yy = €08}

- COS #t.

der Horizontalprojection der Spirale fiir

o = f(p) sei die Polargleichur
den Durel

zang der Axe 4B durch die Projectionsebene als Pol, der Winkel 4
1) Fahrstrahle p = » aus, welcher
nach dem festen Endpunkte der Spirale hin gezogen ist.

gerechnet von demjenigen (gewdhnlich griisste

Nun ist 4 bedingt durch die Deformationen der einzelnen Liingenelemente
00y = ds; um Jetztere auf ihre elementaren Bestandtheile zuriickzufiihren, werde
die Kraft P von ihrem Angriffspunkte B an den Punkt O versetzt und hier zer

legt in die Seitenkriifte:

P; = Pginj nach der Richtung OX und
Fye = Peosi in der Querschnittsebene 12,
Das durch die Versetzung von P eingefiihrte Kriiftepaar
M= Pp
mit der Axe 0N werde zerlegt in die Seitenpaare:
My == Ppceosy mit der Axe OX und
Wy, = Ppsiny, dessen Axe in der Ebene YZ liegt.

I: bewirkt eine Aenderung der Linge von 00,,

4. eine Verschiebung der Endquerschnitte dieses Liingenelements,

M, eine Verdrehung desselben um seine Axe O X,

My, eine Veriinderung seiner Kriimmung.
Streng genommen wirken alle diese Ums

nung oder

iinde zusammen, um die Ausdeh-
usammendriickung ¢ der Spiralfeder hervorzubringen, wozu noch
kommt, dass die Gleichung ¢ = f(y) mit dem Belastungszustande der Feder
sich etwas #ndert, besonders wenn der Angriffspunkt 2 der Kraft P frei zur
Seite ausweichen kann, wiihrend, wenn er geradlinig in der Axe der Spirale ge
fithrt wird, dadurch Seitenkriifte in den Fiihrungen hervorgerufen werden, welehe
die Grissen

Dy 1,3-3 ."I'{.l iuya
modifieiren.

208. — In Betreff der seitlichen Ausweichung des Angriffspunktes 22 resp.
des Seitendruckes der Fiihrung heben sich die Wirkungen je zweier Federelemente,
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welehe den Winkeln ¢ und ¢ + = entsprechen, griisstentheils gegenseitig auf, so

dass die Gesammtwirkung mit num so gervingerem Iehler wvernachliissigt werden
kann, je weniger der Maximalwerth von i d. h, der gesammte Windungswinkel
der Spirale sich von einem ganzen Vielfachen won 2z unterscheidet oder auch
je weniger der etwaige Unterschied wegen einer sehr grossen Zahl von iiberhaup
vorhandenen Windungen verhiltnissmiissig ins Gewicht fillt, Eine solche
Spirale voransgesetzt, werde ferner angenommen, dass 2 und g sehr kleine
Winkel sind, so dass niihernngsweise
Py = 05 Py mm PyMy = Poy My =0

gesetzt werden kann,

Die Wirkung des Momentes M, besteht in einer Verdrehung des Feder-
elementes um seine Axe O X, und zwar nach Nr. 206 um den Winkel:

w2
Gds = iy ds,
Al
S ¥ 4 BC i
wenn die Funetion Tire e A gesetnt wird,
Die entsprechende Drehung um O N betrigt:
Gdds . cosy |r}'{lf|filf
und bewirkt eine Verschiehnng des Punktes 2 nach der Richtung der Axe I3
o G
= Soldp = —— iy
¢ i &
Die Kraft Py, = I' bewirkt Versehichungen der Quersehnitte gegencinander,

die zv
Axe zur IFolge haben, indessen ist diese, verglichen mit der durch A bedingten
Ve

wie hier noch angenomwmen werden soll, die Querscehnittsdimensionen klein

ar auch eine gewisse Verriickung des Punktes £ nach der Richtung der

dickung des Punktes 22, nur eine kleine Griisse der zweiten Ordnung, wenn,

im Vergleich mit 4 sind*) Sonach ist nihernngsweise zu setzen, wenn n die
Zall der Windungen bedentet:

Spiralfeder

unter y, die specifische Verschiebung
ein Ansdruck von der Art:

in welchem ey cin der F
giger Zahlencoefficient ist, Wird
Punktes B

7 ol 8 oAt s
s odgp = a OF =%
1 G a:
verglichen, wobei A = Fal wurde, also @ eine den Querschnitt

oléichbare Lange bedentot, so folut:
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Fiir die eylindrische Spirale ist mit g = Const, = r:

alP

By = Dpn = g?
. ERAG
fiir eine conische Spirale mit
g=17r— ’!:n (r—r)
= P ri—p 4 1 > r 2
R SO WA VAR
2 Al r—nr 4 \ J/K £
i 1
durchschnittlich etwa d§. = 0,3 4, entsprechend », = =0
»

Ist insbesondere der Querschmitt der Feder ein Kreis vom Durchmessser d
oder ein Rechteck mit den Seilen & und ¢, so ist

el
=

. - F }
mit a = 1: J = 64n @&
JRCY,
w o=150" = 9n . L e I .
“ Bt

Die durch die Belastung hervorgerufene grtsste Tangentialspannu ng
¢ ist sowohl bei der eylindrischen wie bei der conischen Spiralfeder:
16 Pr 9 Pr
b : resp, = — ——(
m il 2 e
Sind z B. F, 4, t und der Querschnitt gegeben, so findet man » aus der
Gleichung fiir ¢, dann » aus der Gleichung fiir 4.

(b = ¢},

t =

mp———

Grashof, Festigkeitslehre, 12
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