Badische Landesbibliothek Karlsruhe

Digitale Sammlung der Badischen Landesbibliothek Karlsruhe

Die Festigkeitslehre mit besonderer Rucksicht auf die
Bedurfnisse des Maschinenbaues

Grashof, Franz

Berlin, 1866

Sechstes Capitel Allgemeine Beziehungen zwischen den Spannungen,
Ausdehnungen und Verschiebungen im Inneren eines duch aussere Krafte
angegriffenem Kopers

urn:nbn:de:bsz:31-274080

Visual \\Library


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:bsz:31-274080

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

SECHSTES CAPITEL.

Allgemeine Beziehungen zwischen den Spannungen,
Ausdehnungen und Verschiebungen im Inneren
eines durch #dussere Kriifte angegeriffenen elastischen
Korpers.

A. Die Spannungen.

2009. — A sei ein beliehiger Punkt des Korpers mit den Coordinaten
@&, ¥y, z, bezogen aunf ein rechtwinkeliges Axensystem OX, OY, O0X von
fester Lage gegen den Kirper, wozu mit Riicksicht auf die Veriinderlichkeit
der Form des Kbrpers unter der Einwirkung der diusseren Kriifte erforderlich
und geniigend ist, dass ein Punkt des Korpers, die durch diesen und durch
einen zweiten Punkt gehende Gerade, endlich die durch diese Gerade und
durch einen dritten Punkt gehende Ebene feste Lagen gegen die Coordi-
natenaxen haben; die genannten 3 Punkte kinnen dabei unendlich nahe
beisammen liegen.

[’ sei eine beliebige durch /A gelegte Ebene, deren Normale .1 B die
Winkel e, 8, y mit den Coordinatenaxen bildet,

p die Spannung im Punkte < der Ebene #) d. h. der auf die Fliichen-
einheit bezogene Zug oder Druck, welchen bei der Belastung des Korpers
die an die Ebene F" beiderseits angrenzenden Kirpertheile bei 1 gegenseitiz
auf einander ausiiben (cf. Nr. 9). Die Zweideutigkeit der Richtung von p
wird dadureh beseitigt, dass p betrachtet wird als derjenige Zug oder Druck,
welchen der nach der Richtung A B gelegene Korpertheil auf den jenseits
F' liegenden ansiibt.

Die so bestimmte Richtung von p bildet mit der Richtung A B einen
Winkel ¢, der jeden Werth von O bis & haben kann; A, u, v seien die
Winkel zwischen der Richtung von p und den Coordinatenaxen.

¢=pcosep ist die Normalspannung im Punkte A der Ebene I
oder im Punkte A nach der Richtung AB; sie ist positiv oder negativ,
eine Hp:lmnmg im engeren Sinne oder eine Pressung, einem gegenseitigen
Zuge oder Drucke entsprechend, jenachdem ¢ spitz oder stumpf ist.
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v =pasmg ist die Tangentialspannung im Punkte A der Ebene
I7; sie ist absolut wie p, kann aber in der Ebene /7 in Componenten nach
gewissen Richtungen zerlegt werden, die dann positiv oder negativ sind,
jenachdem diese Richtungen mit der Richfung von 7 spitze oder stumpfe
Winkel bilden.

Werden dureh den Punkt A insbesondere 3 Ebenen

YAZ ZAX XAY
parallel den Coordinatenebenen gelegt, so seien
Px Py P

die Spannungen im Punkfe . jener Ebenen, der Richtung nach befrachtet
als Kriifte, welehe von den nach den Richiungen A4 X, A Y, AZ gelegenen
Korpertheilen auf die jenseitzs der bezeichneten Ebenen lie

genden Kirper-
theile :I!Iﬁ'?;'l'i-lhi werden.

p« liisst sich zeilegen in eine Normalspannung ¢, und in eine Tangen-
tialspannung, welche wiederum nach den Richtungen A Y und A2 in die
I L=l o

(‘omponenten 7., und 7., zerlegt werden moge. Wird ebenso mit Py und p,
verfahren, so ergeben sich 9 Spannungscomponenten :

Ebene Y.AZ; p, mit den Componenten g, Tiy . Tix
1 ZAX; f?': 13 1 1 t)'l\. Tyy .:':'.x
X AY: = o
1" s W y Pz 9 ) HH] O Tyx Taye
210. Diese 9 Spannungscomponenten sind durch 6 Gleichungen verbun-

den, zu deren Herleitung der folgende Hiilfssatz vorausgeschickt werde:

Ist # ein nach jeder Richtung unendlich kleines Element der Spannungs-
ebene /7, so ist die Momentensumme der Spannungen in f fiir jede dureh
den Schwerpunkt von j gehende Axe eine unendlich kleine Grisse von der
4t Ordnung.

Selbstverstiindlich ist diese Momentensumme unendlich klein von der
sten Ordnung fiir jede durch einen beliebigen Punkt von f gezogene Axe;
dass sie aber insbesondere unendlich klein der 4ten Ordnung wird, wenn
man jenen Punkt mwit dem Schwerpunkte von f zusammenfallen lisst, ergiebt
gich leicht aus der Definition des Schwerpunktes und mit Riicksicht auf die
stetige Veriinderlichkeit der Spannung von Punkt zu Punkt der betreffen-
den Spannungsebene,

211. — Denkt man nun vom Punkte A als Eckpunkt aus ein unend-

lich kleines Parallelepipedum construirt, dessen Kanten = dau, r.flal.f', dz den
Coordinatenaxen parallel sind, so sind die Kriifte, mit welchen die umge-

bende Korpermasse auf die drei um den Punkt A herumliegenden Seiten-
fliichen nach den Richtungen AX, AY, A Z einwirkt, bei Vernachls

unendlich kleiner Griossen htherer Ordnung:

.nr o
Sigung

Richtung AX AY AZ
- g, dy d:z — Ty diy dz — Ty dy dz
— Ty dz dw -0, dzda — Ty deda
— Ty da dy — Ty da dy g, da dy !
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und diejenigen Kriifte, welehe aunf die 3 librigen Seitenfliichen ausgeiibt
werden, die um den Eckpunkt herumliegen, dessen Coordinaten « + da,
y+dy, 2+ dz sind:

“If r.\ £ A

do Aoy N \
(u‘, + ”,I;\' t{\f') dy dz; i_\;-\}_ AL o ”r-"‘f.' dy dz; (!M B 3 rI'l.J'.I_, dydz

o Tyx N { do. ( ) Tya X e

ATy

/ \ / ATy \ do
Tex + 7 7 :)’,‘.'/: da dy; | 3

\f.,_). -+ r.'r:;j da 'f.’-"':. .:..tj-'r. =+ 5 - rf';? fl;_f'rl'rl.rl,f‘
Endliech kann auf die Masse des Parallelepipedums selbst noch eine
iinssere Kraft wirken (insbesondere z. B. die Schwerkraft), deren Compo-
nenten nach den Coordinatenaxen sind:
Xda ”J.’."’ dz Y da rfl-',r iz Zda rr'.a_.r oz,
unter X, Y, Z die Componenten dieser auf die Volumeinheit bezogenen
Kraft verstanden.

Das Gleichgewicht aller dieser 21 Kyiifte an dem Parallelepipedum wird
durch die bekannten 6 Gleichungen ausgedriickt. Die drei ersten derselben
geben nach Division mit dem gemeinschaftlichen Faktor de dy dz:

d Gy d Tyy

dz

,rf‘;'_,‘
+ —4+X=0

da dy dz
r{,'“ d?‘}' (!l'-_:__\- _‘;_ Y=0
da dy dz
d Txz d Tyz da; -

% =)
dax ,fl,ll,. dz + /

Die drei iibrigen Gleichgewichtsbedingungen, nimlich die Momenten-
gleichungen fiir 3 Axen, die man durch den Mittelpunkt des Parallelepipe-
dums parallel seinen Kanten gezogen denken moge, fiihren mit Riicksicht
auf den Hiilfssatz sub Nr. 210 zu den einfachen Bezighungen (ef. Nr. 10):

Tye = Ty 3 Tax = Txz 3 Txy = Tyx.
In der Folge mige kiirzer
Tys = Tey it Tx
T = g DX Ty
Txy = Tyx Mit 7,
bezeichnet werden; dann sind also die 6 Spannungen
Oz 0Oy [ Tx Ty T,
an die folgenden 3 Gleichungen gebunden:

doe o ity Bt ; )
da + dz + dy + X=0 /
r.'fﬁ',f. ff Ty h"f'l

dy X dw + dz + Y=0) ...()

:f’__r;‘-,_ d 7y dry ] ' \
dz * dy + da Ty |

212. — Durch die 6 Spannungen

O Oy a, T Ty e
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ist die Spannung p der Richtung (Winkel mit den Axen 4, u, v) und
(irosse nach bestimmt, welehe im Punkte A einer Ebene F statt-
findet, deren Normale AFB die Winkel «, 8, y mit den Axen bil-
det. Schneidet man niimlich von der durch die Ebenen YAZ, ZAX,
XY begrenzten kirperlichen Ecke ein unendlich kleines Tetraeder ab
durch eine zu A5 senkrechte Ebene, welche die Kanten A X, A Y, 44
in den Punkten a, &, ¢ schneiden mége, so sind, wenn die Seitenebene
abe= j gesetzt wird, die drei iibrigen:
bAe :_,I"-":m'ff_: cAda :‘_f'r'rl-\';}’: adb :_I.f.f‘u\\‘}’.

und das Gleichgewicht der Kriifte an diesem Tretaeder fiihrt zu den Glei-
chungen:

Peosh = 0xcos@ + Tyeosy + 1z¢088 )

PCosit = 0yco8f 4 1508€ + Txcosy » .. . (II).

peosy = G3008y 4 ."',r'u,\'r‘]] + TyCOS @ )
Die auf dic Masse des Tretaeders selbst wirkende #ussere Kraft kommt in
diesen Gleichungen nicht vor, weil gie mit dem Volumen unendlich klein
von der 3ten Ordnung ist, wihrend die auf die Begrenzungsflichen wirkenden
Spannungskriifte mit diesen Flichen unendlich klein von der 2ten Ordnung
sind.

Sofern die rechten Beiten der Gleichungen (II) bezichungsweise gleich
sind den Componenten von p., py, p. (cf. Nr. 209) nach der Richtung
A B, so liegt darin das folgende Gesetz:

Sind AB und AC zwei beliebige Richtungen, so ist fiir den
Punkt A die nach 4B genommene Spannung in der zu AC
senkrechten Ebene = der nach AC genommenen Spannung in
der zu AB senkrechten Ebene. Es ist dies die Verallgemeinerung des
Gesetzes, welches fiir zwei sich rechtwinkelig schneidende Richtungen durch
die Gleichungen:

Tyz = Tay § Tax = Txz; Tay = Tyx (Nr. 211)
ausgedriickt wurde.

213. — Wenn man die Gleichungen (IT) quadrirt und dann addirt, so
erhiilt man mit
Pr = (0y 4+ 03) Tx + Ty Ta
Py = (0, + 0%) 7y + 72 Tx
P, = (0x + oy) 7z + 2x 7y
p? = px2eos? @ 4 pycos?f 4 py2eosty + 2 Pecosf cosy + 2. Pyeosy cosa
+ 2 P cosa cosf.
Werden nach Analogie dieser Gleichung die Quadrate der Spannungen
pi, Pe ps ausgedriickt, weleche im Schnittpunkte A von 3 beliebigen sich
rechtwinkelig schneidenden Ebenen stattfinden, so liefert die Addition dieser
3 Ausdriicke die Gleichung:
5 G R o
d. h. die Summe der Quadrate der Spannungen in 3 Ebenen,
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welehe in einem Punkte A sich rechtwinkelig sehneiden, ist
fiir diesen Punkt constant.

214. — Man erhiilt eine geometrische Darstellung des Aende-
L
Spannungsebene fir cinen gegebenen Punkt 2, indem man auf jeder

1 :
von 4 aus gezogenen Richtung A B eine Liinge » - dem reciproken

: ! P !

Werthe der Spanmung in der zu A B senkrechten Ebene abgetragen und
die Endpunkte dieser Strecken # durch eine stetige Fliiche verbunden denkt.
Sind

I ¢ esetzes der Grosse von p mit de der zugehiirigen

E=wreost; N =mcosf; L=rcosy

die auf die Axen A X, AY, AZ bezogenen Coordinaten cines solehen End-
punktes, also eines beliebigen Punktes der Fliche, so ergiebt sich ver
mittels der Gleichung fiir P sub Nr. 213 die folgende Gleichung  dieser

Fliche:

L = py

2R+ 2P L+ 2P 5,
d. i. die Mittelpunktsgleichung eines Ellipsoids. Wiire dasselbe gegeben, s0 |
finde man die Grisse der Spannung p im Mittelpunkte A irgend einer |
Diametralebene sofort = dem reciproken Werthe des zu ihr senkrechten

\ Radius.

Auch ergiebt sich, dass diejenigen beiden Ebenen, in welchen im ‘

Punkte A die Spannung p am grossten und am kleinsten ist, sich recht- .

winkelig schneiden, indem sie mit zweien der 3 Symmetrie- oder Hanpt-

diametralebenen des Ellipsoids zusammenfallen,

215, — Die Normalspannung ¢ im Punkte A nach der Rich-
il tung AFE bildet mit der resultivenden Spannung p in der zu A B senk-
i rechten Ebene im Allgemeinen einen gewissen Winkel ¢ (Nr. 209), und
es ist:

G = peosq = p(cosd cosa + os r'rl.\'..';. + cosv cosy)
also mit Biicksicht auf die Gleichungen (1I):

¢ + gy -'rf.~'~'l.:-' + 6, 0052y + 27, e« ._\-If cosy + 2 Ty CO8Y COS U

+ 21,008 cos .
- 1 - . - ) :
Diese Gleichung, welche in Beziehung auf e, 8, ¥ von ders

15t wie die Gleichung fiir £? in Nr. 213, gestattet dihnliche F

Jhen Form
nmneen wie

L)
dort: inshesondere o reiebt sich, dass fiir jeden Punkt die (aleebraische) |
summe der Normalspannungen nach je $ sieh rechitwinkelig
sehneidenden Richtungen constant ist.

216, — Zur geometrischen
gesetzes von
1
i | dem reciproken Werthe der Quadratwurzel aus dem Absolut-
\.\l'l'”:\' vin g a

Darstellung des Aenderune
o mit der Richtung 4B mige auf dieser die Linge

bgetragen und ebenso mit jeder anderen von A aus zn zie-
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henden Richtung A verfahren werden. Sind dann wieder &, %, { die auf
die Axen AX, 4Y, AZ bezogenen Coordinaten der Endpunkte dieser
Strecken 7 oder der sie verbindenden stetigen Fliiche, so ergieht sich die
Gleichung der letzteren aus dem Ausdrucke von o (Nr. 215):
+1l=0x8 L ap1?+ 022+ 209 4 205 L5 ¥ 20, 87,

d. i. die Mittelpunkisgleichung einer Fliiche 2ten Grades, welche, wenn sie
ben ist, die Normalspannung ¢ im Mittelpunkte A nach der Richtung

1
eines Radius + sofort + —; bestimmt.
r et

Eine Fliche 2ten Grades hat 3 zu einander senkrechte Hauptaxen, fiir
welche als Coordinatenaxen die Glieder mit den Produneten der Coordinaten
ans der Gleichung der Fliche verschwinden, fiir welche also hier

Tx = Ty = T3 0
ist. Daraus folgt, dass es in jedem Punkte A des Kérpers 3 zn
einander senkrechte Ebenen giebt, in welchen die Tangential-
spannungen fiir diesen Punkt= Null und zu denen also die be-

treffenden Spannungen p senkrecht sind. Diese Spannungen, deren
Richtungen mit den Hauptaxen der vorgenannten Fliche 2ten Grades zu-
sammenfallen, heissen die Hauptspannungen fiir den betreffenden Punkt
und seien mit

(51 O3 03
bezeichnet,
217. — Die Normalspannung nach der Richtung A B, welche mit den
Richtungen der Hauptspannungen die Winkel e, 8, y bildet, ist jetat:
0 = 0; cos2@ + 09 r'().ezrf + o3 :_'f}.-.-'-?y

und die Gleichung der Fliche 2ter Grades, deren in A fallender Halb-

MEsser = ist, wird filr die Richtungen der Hauptspannungen als Coor-

V+o
dinatenaxen:
+ 1 =018+ 0292 + 05 2.

Sind alle Hauptspannungen positiv, so gilt hierbei das Zeichen +, sind
sie negativ; so gilt das Zeichen —; in heiden Fiillen ist die Fliche ein
Ellipsoid und ¢ ist nach jeder Richtung im ersten Falle positiv, im zweiten
Falle negativ.

Sind aber die Hauptspannungen theils positiv, theils negativ, so gelten
beide Vorzeichen, und die den beiden Gleichungen entsprechenden Flichen
sind 2 Hyperboloide, welche sich gegenseitig ergiinzen und .durch einen ge-
meinschaftlichen Asymptotenkegel mit der Gleichung:

O0=0,524 oo + 052
von einander getrennt sind; die Normalspannung ¢ ist positiv, negativ oder
Null, je nachdem die Richtung .4 B das eine oder das andere Hyperholoid
trifft oder aber in der Kegelfliche liegt.

In allen Fiillen ist unter den 3 Hauptspannungen die grissste positive
und die kleinste negative (dem Absolutwerthe nach folglich auch grisste)
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Normalspannung enthalten, welche im Punkte A nach irgend einer Richtung
stattfindet.

218, — Mit 7x = 7y =7, = 0 wird auch (Nr. 213):
B =l =0

und es fallen sonach die Hauptaxen des in Nr. 214 besprochenen Ellipsoids
mit den Richtungen der Hauptspannungen zusammen. Auf letztere als
Coordinatenaxen bezogen wird die Gleichung jenes Ellipsoids:

1l =028+ 09292 + a3
und fiir die Spannung p in der Ebene, deren Normale die Winkel e, 3,
mit den Richtungen der Hauptspannungen bildet, erhiilt man die Gleichung:

P?=01% costa 4 032 cos?f 4 032 cos? ¥.

219. — Durch das Ellipsoid

1 =012 52 4 092 92 4 032 (B
wird nur die Grisse der Spannung p geometrisch dargestellt, welche im
Punkte A irgend einer Ebene /" stattfindet, deren Normale A B die Winkel
@, §, y mit den zu Coordinatenaxen genommenen Richtungen der Haupt-
spannungen bildet, und selbst wenn die Fliche

+1l=018+ 0392+ 03 2
zur Darstellung der Normalspannung o nach der Richtung A B zu Hiilfe
genommen wird, so ist dadurch die Riechtung A C der Spannung p noch

nicht bestimmt, sondern nur ihr Winkel ¢ = arecos E:— mit der Rich-
tung A B. f

Zur geometrischen Darstellung von p nach Grisse und
Richtung zugleich dient die gleichfalls auf die Richtungen der Haupt-
spannungen als Coordinatenaxen bezogene Fliche:

B2
+1 ﬁle. + Ta * FJ.-:I.‘

welche einem Ellipsoide oder zwei sich ergiinzenden Hyperboloiden ent-
spricht, je nachdem die Hauptspannungen gleiche oder ungleiche Zeichen
haben. Ist niimlich €' (Coordinaten: &, %, ¢) der Durchschnittspunkt dieser
Fliche mit der Richtung A4 C (Winkel mit den Axen = i, p, v), I die
Beriihrungsebene im Punkte €, B der Sehnittpunkt von /) mit AB,
ferner

B0 ist:
E=recosd; y=recosu; [ =rcosv
und nach dem Satze sub Nr. 2192:
P eos A= T1Co8et; Peosp = (j’,'.f_'ria"“f:_. Peosy = 6308y,
Sind also «, b, ¢ die Winkel, welche die Normale der Fliche im Punkte
C mit den Axen bildet, so verhiilt sich:
£ Ui -

cosa : cosh » cose =

0y = Os O3

= cos:cosf: cosy,
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woraus folgt, dass /7y parallel /° und dass mithin die Spannung p
nach dem der Spannungsebene F conjugirten Durchmesser der
obigen Fliche gerichtet ist.
Durch Substitution in der Gleichung der Fliche erhiilt man ferner:
e [ cos2), cos cos sy P2
+ 1 =172 _El - s —0,5> — }T Cos @
und mit + reosgp = A B =s:

P =18
Fiir die Normalspannung o und die Tangentialspannung z hat man:

C=pcosep ==p :- = 432
- ¢
T=psing = p = =&l

220, — Zur Bestimmung der Hauptspannungen nach Grisse
und Richtung vermittels der auf beliebigz gewiihlte Axen bezogenen
Spannungen:

O Oy Oy Tx Ty Tz
dient die Erwiigung, dass in den Gleichungen (II)
A=, B=f v=7
wird, wenn p = ¢ eine Hauptspannung ist. So erhilt man die Gleichungen:
(0x—0) cose + T5c088 + Tycosy =0
T2c08¢ + (Oy—0)cosf + 1cosy =0
Ty €08 + Txcosf + (0:— ) cosy =0,
woraus folgt:
cosq: cosf: cosy =
= (0y—0) (0,—0) — 7?2 : TxTy— T3 (0:—06) : 7,7z — Ty (05— 0)
= TxTy — T3 (0,—0) i (0,—0) (0x—0) — 732 : 737, —7x (0x—0)
= T3Tx — Ty (Oy—0) i TyTz— Tx(0x—0) : (6:x—0) (0y—0) — 72

Die Substitution der ersten, zweiten oder dritten dieser Verhiiltniss-
werthe fiir cosa, cosf cosy in der ersten resp. zweiten oder dritten der obi-
gen 3 Gleichungen liefert die cubische Gleichung:

(6x—0) (0y— @) (0:—0) — (0x—0) 72 — (0y—0)2y? — (0;—0)7:2 +
+ 25757, =0 .. .. (IO

deren nothwendig reelle Wurzeln

O=0,y, O0=03; O=403
den Hauptspannungen gleich sind. Zur Bestimmung der Winkel «, 8, ¥
irgend einer dieser Hauptspannungen mit den Coordinatenaxen kann jedes
der obigen 3 Doppelverhiiltnisse:

cosa : cosf i cosy

in Verbindung mit der Gleichung:

cos?a 4 cos?B + cos?y =1
dienen, indem man fiir o den Werth der betreffenden Hauptspannung sub-
stituirt. Uebersichtlicher gestaltet sich die Bestimmung dieser Winkel, wenn
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ableitet:
cosq ; r'ra.\'::l'-I : r'u.\"v'}’
= (Oy—0) (0y

\ Doppelverhiiltniss der

| 221. — Es seien
|

nach den Richtungen
der Ebenen . ... Y}
nach den Richtungen

soll deshalb kiirzer

bezeichnet werden
Sind ferner E, s
I'lt’]‘lll];:_;t']] der Coordins
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AX AY AZ:
Ysy und yyz; ¥y, und Yyx3 Yux und y,, die Verschiebungen
AZ ZAX AAY

AY und AZ: AZ und AX; AX und A Y.

Die letsteren sind zu 2 und 2 ecinander gleich (¢f Nr. 8), und zwar

= beziehungsweise den k

man aus jenen Doppelverhiltnissen durch Combination noch die foleenden

"0) = Tx* i (0, —0) (0x—0) — 732 © (05—0) (0y—0) — 7,2

"08Y L PORY COSLL " COR 108 7 =
][1"1 rra\r'fru'-; _ rJ\'{rH.‘\(, : COsO CO P

= TyTe — Tx(0x—0) @ TaTsx — Ty(0y—0) : TxTy — Tz (0 —0),
Aus ersterem folgt mit
n = (0y—0)(0;—0) + (0 —0) (0'x—0) —i—- (Ox—0) (Oy—0) — Tx= — Ty° rz
N/ (Oy—0)(0;—0 Tx*
Cos = +4 =
It

: : f-’r:fi_,_ —0) (Ox—0) — 732
COSD = o+
I
Fi

O)(0y—0) — 1,2

CO8Y = -+ =
/ i " n

¥

Bei einem dieser 3 Wurzelwerthe kann das Vorzeichen heliebiz ge
nommen werden, wonach dann die Zeichen der beiden

anderen dureh das
Cosinus-Produete oder durch die urspriinglichen Dop-

pelverhiiltnisse der einfachen Cosinus bestimmt sind.

B. Die Ausdehnungen und Verschiebungen.

im Punkte A (Coordinaten: 2, #

y Wy =)

die Ausdelnungen

£, Ey &;

A —

=2y 5 ¥Yax = ¥xz 3 Yy = Vyx

men Aenderungen der urspriinglich rechten Win-

kel der vorgenannten Ebenen an den Kanten A X, AY, AZ; in der Folge

Yyz = Yzy mit ¥
Yax = yxz mit ¥y
Vxy = Yyx mit y,

¢ die mit der Deformation verbundenen kleinen Aen-

iten @, ¥, @ des Punktes A, so ist:

as ({';l, at

T Yy = =
da 4 iz dy
r.l'lrF : u;'_‘ ”..:_

Ty = gy thigrite s (T
& dg r-"’rI
] 1z = :."’\f,' + rfr..r‘ ]
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in Betreff der Verschiebungen cf. Nr. 201. Was die Ausdehnungen
betrifit, so ist, wenn auf AX die unendlich kleine Liinge AA; =da abge-

(s 3
tragen wird, > die relative Verrlickung von A; gegen A mnach der

GE o
Richtung AN, d. h, die totale Ausdebnung, mithin x die specifische Aus-

dehnung von A.A4,.

222, — Durch die 6 Grissen
e ptpiiten s Yy 16
liisst sich die Ausdehnung & im Punkte 4 nach der Richtung 4 B,
welehe mit den Axen die Winkel @, g, y bildet, ausdriicken. Ist
niimlich /5 ein Punkt dieser Richtung mit den Coordinaten
& 4 f.'r.:‘_, /) + ”FI'.": = —I— r!'r;‘1
so sind deren Aenderungen:

it edd ak . g .
SL= 6T r.l".r'.[ s .;}IJ,’" YT ol z 5
“IF: T

I
1

L7 r."lfi
m=nr -rf.r' “'r-f‘+ ‘{1'}*,-' <+ - ‘ iz

dy VT

SERTRN w0 di dg
=+ goda+ gy + g2 ds,
wiihrend die urspriingliche Liinge AB =ds in ds (1 + &) iibergeht. Aus
den Gleichungen:
e ds?(1+€2 = (da 4+ 552 + (dy+m
und ds? = da24dy2 +dz?
folgt damm DLei Vernachlis

+ (dz+ G -0)?

sigung der kleinen Gri

sen von der 2ten Ordnung:

eds? = (5,—8) da+ (51— }'.'_‘, dy+ (G- dz

und daraus durch Einsetzung der Werthe von &1, %3, &, ferner mit
rr‘].r' 5 r.'"_-’_,n’ r.;:
Cost = —”r: 5 Cosp = “I,‘;- cosy = -;IF-I‘_I—-

und mit Riicksicht auf die Gleichungen (IV):
& = & cosia + Ey a-_rm21'1’ + &; cos2y + ¥x {‘u.s‘r'} cosy + Yy tosycosa +
+ yscosecosf.

223. — Dieser Ausdruck von & hat in Beziehung auf e, g, y dieselbe
Form wie der Ausdruck von ¢ sub Nr. 215, gestattet also auch dhnliche
Folgerungen, wie jener. Insbesondere ergiebt sich zuniichst, dass fiir
jeden Punkt die Summe der Ausdehnungen nach je 3 sieh recht-

winkelig sechneidenden Richtungen constant ist.

Zugleich hat hier diese eonstante Summe eine bemerkenswerthe Bedeu-
tung. Da niimlich der Inhalt des Parallelepipedums da dydz nur durch
die Aenderungen der Abstinde, nicht durch die gegenseitigen Verschie-
bungen seiner parvallelen Seitenflichen sich iinderf, so ist der
Inhalt bei Vernachlissi

refinderte

gung kleiner Grossen htherer Ordnung:
de(l+&).dy(l+ &y) . dz (1+4&) = da .f,"_J__.r dz (1 4 &x &y + '5'1._-}, ;
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m den Spannungen, Ausdehnungen u. Verschiebungen

und es hat also die constante Summe g
&+ & + &

die Bedeutung des Volumenausdehnu ngs-Coefficienten in dem be-

trefflenden Punkte.
224, — Auch lisst sich ¢ wie ¢ durch den positiv oder neg

nommenen reciproken Werth des Quadrats des Halbmessers

2ten Grades geometrisch darstellen (N, 216). Wird diese I

Hauptaxen als Coordinatenaxen bezogen,

ativ ge

einer Fliche

he anf ibhre f
80 verschwinden aus ihrver Gleichung
die Glieder mit den Producten der Coordinaten, wird also _
Yx=Yy=Ys=0; |
es giebt sonach in jedem Punkte 3 zu einander senkrechte Ebenen, deren
Verschiebungen fiir diesen Punkt — 0 sind und welche natiirlich dieselben
sind wie diejenigen Ebenen, in welchen
Tx=Ty=17, =0
ist, Die Ausdehnungen nach den zu diesen
nach den Richtungen der Hauptspannungen he
und seien mit

Ebenen senkrechten, d. h,
issen Hauptausdehnungen

& &g €3
bezeichnet; unter ihnen befindet sich die grosste

und die kleinste
Ausdehnung (algebraisch verstanden), welche

in dem betreffenden
Punkte nach irgend einer tichtung stattfindet. 4

X Nach einer Richtung, welehe mit diesen 3 ausgezeichneten Richtungen \
, die Winkel a, 8, y bildet, ist: '

& = & cos?q + €a f'u.\":l_'.‘ + &3 Co

225.— Zur Bestimmung der Ha upt
und Richtung vermittels der auf beliebig
| dehnungen und Verschiehungen

ausdehnungen nach Grisse
gewiihlte Axen bezogenen Aus-

€& & & Y« Ty ¥a
dass eine Hauptausdehnung als ein Maximal- oder
Minimalwerth von & charakterisirt werden kann, welcher sonach unveriindert
bleibt, wenn die Richtung unendlich wenig geiindert wird.
in der Gleichung fiir & sub Nr. 229
e(cos?a +r‘ra.~"~’1')'-i—r'~.:c"-’)’\_l fiir & i
und differenzirt die Gleichung nach einander in Beziehung auf , g und p,
80 wird, wenn man dabei & als Constante behandelt, dieselbe ebendadurch f
als eine Hauptausdehnung  charakterisirt, fiir
Gleichungen erhalten werden:
2 (ex—¢€) cos &t 4 y; cosB + Yycosy = 0
Y2 COS@ + 2 (6y—¢) cosf + yrcosy = 0
Yycosa+ yx cosf + 2 (&,— &) cos =),
Sie unterscheiden sich von den Gle
spannungen (Nr. 220) nur dadurch,

dient die Erwigung,

Setzt man also

welche 8o die folgenden 3

ichungen zur Bestimmung der Haupt-
dass 2¢ an die Stelle von ¢ und 7 an
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die Stelle von 7 getreten ist; durch dieselben Substitutionen erhilt man
deshalb auneh fiir ¢ die eubische Gleichung:
4 (ex—&) (8y— &) (62—8) — (Ex—&) ¥x2 — (6y— &) yy2 — (82— &) ¥2? +

+ yx7yy: =0 .. .. (HIa)

sowie die dortigen entsprechenden Ausdriicke von cose, cos B, cosy¥),

C. Beziehungen zwischen den Spannungen, Ausdehnungen
und Verschiebungen.

296. — Die in diesem Capitel unter A. und B. dargestellten Gesetze
sind unabhingig von der physikalischen Beschaffenheit des Korpers; die
Beziehungen aber, welehe zwischen den Normal- und Tangentialspannungen
einerseits und den Aunsdehnungen und Verschiebungen anderseits stattfinden,
sind wesentlich durch die Molekularbeschaffenheit des Korpers bedingt.

Hier werden nur isotrope Korper vorausgesetzt, weil das Holz als das-
jenige unter den techmisch verwendeten Materialien, welches auch nicht
niherungsweise als isotrop gelten kann, seiner discontinuirlichen Molekular-
beschaffenheit wegen iiberhaupt kaum Gegenstand von allgemeinen Unter-
suchungen der nachfolgenden Art sein kann, sondern vielmehr bei seiner
verschiedenartizen Verwendung als Constructionsmaterial den betreffenden
Rechnungen nur solche Erfahrungswerthe mit Sicherheit zu Grunde zu
legen sind, welche aus Versuchen unter Verhiiltnissen abgeleitet wurden, die
denen des betreffenden Falles der Anwendung ganz analog sind.

Wenn auf einen solchen isotropen Kirper nur nach einer Richtung
ein Husserer Zug (algebraisch verstanden, so dass ein megativer Zug einen
Druck bedeutet) ausgelibt wird, so ist die dadurch nach dieser Richtung,
etwa mnach der Richtung der «-Axe, hervorgerufene Normalspannung eine
Hauptspannung = ¢y und zwar ¢y = Fe,, sofern die Stiirke des Zuges eine
solche Grenze nicht ilberschreitet, dass das Verhiiltniss der Spannung zur
entsprechenden Ausdehnung é&; dem Elasticitiitsmodul E gleich gesetzt
werden darf (Nr. 11); zugleich ist damit nach jeder zur Zugrichtung senk-

. . €x X
rechten Richtung eine Ausdehnung = — ?; verbunden. ¥)

Ebenso ist flir einen nur nach der Richtung der y-Axe aunsgelibfen
Zug: o3 = Il&; und nach jeder dazu senkrechten Richtung die Ausdehnung

achinng, welche hier zur Bestimmung der Hanptausdehnungen benutat
s, h 220 in Betreff der Haupispannungen zu Grunde gelegt werden
m, und wiirde dann die .-'kl!:l]f:gic der Uluiuhunguu fiir UPRE R und £y By By .;st:hou aus
ler Glei fir & und ¢ sub Nr. 215 und Nr. 222 haben gefolgert
m auch so ausgedriick! werden, dass ¢ an die Stelle von o und

an die Stelle von = tritt.

*) Ueber den Werth von m of Nr. 169.
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= — —, gowie fiir einen nur nach der Richtung der z-Axe ausgetibten
= £ !

Zug: 63 = Fle; und nach jeder dazu senkrechten Richtung die Ausdehnung

&

m

Iinden die genannten 3 Ziige gleichizeitic statt, so bleiben die
spannungen 6y, os, o3 Hauptspannungen, die Hauptausdehnungen aber
werden :

|
&y + €z A
8 =& : , analog & und &;,
i . e <
woraus zur Berechnung der Hauptausdehnungen dureh die Haupt-
spannungen die Gleichungen folgen:
. Gy + 0y
I f'.ﬁj = 0y 4
| T o
, 03+ 0y
!"‘,—.:ff;_r (Y)
m {
e a1 -+ 03
\ E €3 = 03 —
| T
Zur umgekehrten Berechnung der Hauptspannuneen dureh die
Hauptausdehnungen hat man nur diesc Gleichungen nach oy, Gs, 0%
aufzulisen und findet so, wenn der Volumenausdehnunes-Coefficient
€ + & + & M
und die Constante |
1 7 2
| =G
2 m+4+1
wesetzt wird #):
) T &
Gy W | &1+ - )
\ (I ;’_ |
/ o\
| gy =2 | &z 4+ - ) I
Vi 1 2/
- I
03 =20 | &g+ —— \'.
\ - -_3;_1 .
§

227. — Diese Gleichungen gelten aber nicht nur fiir die Richtungen
der Hauptspannungen, sondern fiir beliebige 3 zu einander senkrechte Rich-
tungen; denn fiir eine beliebige Richtung, welche mit denen der Hanpt-
spannungen die Winkel e, 8, y bildet, ist

0 = 61008 4 020052 4 a3 cos?y nach Nr. 217
s 0 f 2 o - IR : 2
= 2G| &1c0520 + &3 c05% 0 + & costy + ] nach Nr. 226
k . m—2 /
‘i 0w\
= 2G| &€ + —— ) nach Nr. 224:
& m—2 ) -

braucht hier nicht
Untersn
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insbesondere also auch fiir beliebige rechtwinkelige Coordinatenaxen :

"I'".. \ | E ¢ ﬂ'y"’ﬁz
=26 (et ——) | Ba=a—--"L—
Oy T l\ x 2 ) m
/ Ll v 0y + 0y
oy = 2G (e + '-——\, ey =gy ————
N m—2 ) m
[ 1 ; 0x + 0Oy
0 = 2G| e, + —\. Be = ap— — A
= e 1 3 / b
ft =& + & + &
Mit oy = 0z = 0 folgt hieraus: & =&, = — pen als Verallgemeinerung

des Fundamentalgesetzes, von welehem in Nr. 226 ausgegangen wurde fiir
den besonderen Fall, dass o eine Hauptspannung ist.

228. — Die Bedentung der Constanten & ergiebt sich daraus, dass die
Normalspannung ¢ nach einer Richtung, welche mit den beliebigen Coor-
dinatenaxen die Winkel a, 8, y bildet,

. o\ Y
0 =2G (&+—— ) nach Nr. 222 auch
\ h—a)

=2 I Excos?at + ?J-"”-\':"Jg + & cos? Y + }’_\-r".‘m‘rﬁ' cosy + YyCosy cosa
3 7 4
+ yacosacosf + ——5 (cos?@ 4 cos?@ + cos? }"JJ
ist, wiihrend nach Nr, 215:
O = 0x008* @ + 0yc0s2f} 4 6, c082y + 27ccosfcosy + 2wycosy cosq
) + 27,coscosf
ist. Aus der Vergleichung beider Ausdriicke von o ergiebt sich mit Riick-
sicht auf Nr. 227:
((+ Yx — Tx) COS I_)‘,-r,a-}; + (f'-;'- ¥y — g'_\._‘lu COSY Ccostt + ['\l‘._; Yz — Tg) a'o.\*t!f'cl\'..j‘ =0
fiir jede Richtung e, g, 7, also:
ix=GY:; T=Gyy; T=Grs,
wodurch G als der Schubelasticitiitsmodul charakterisirt ist,
Mit Riicksicht auf die Gleichungen (IV) lassen sich sehliesslich

die Spannungen Ox Oy 0Oy Tx Ty Ty
folgendermassen durch die Coordin ateniinderungen
= %
EL i

ausdriicken:

1 (45
L \ il a
' .r.fr;
, = D {r {
9 = \ ey
e
Og = a2 la .,‘,,-";
de
= ;'f.':'
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