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SECHSTES CAPITEL .

Allgemeine Beziehungen zwischen den Spannungen ,8 S 8

Ausdehnungen und Verschiebungen im Inneèren

eines durch äussere Kräfte angegriffenen elastischen

Körpers .

A. Die Spannungen .

209 . — 4 , sei ein beliebiger Punkt des Körpers mit den Coordinaten

/ 2, bezogen auf ein rechtwinkeliges Axensystem OX , 0Y , C von
fester Lage gegen den Körper , wozu mit Rücksicht auf die Veränderlichkeit
der Form des Körpers unter der Einwirkung der äusseren Kräfte erforderlich

und genügend ist , dass ein Punkt des Körpers , die durch diesen und durch

einen zweiten Punkt gehende Gerade , endlich die durch diese Gerade und U0l

durch einen dritten Punkt gehende Ebene feste Lagen gegen die Coordi -

natenaxen haben ; die genannten 3 Punkte können dabei unendlich nalie

beisammen liegen .
F sei eine beliebige durch A4 gelegte Ebene , deren Normale 4 B die l

Winkel d, 6, 7 mit den Coordinatenaxen bildet ,

5 die Spannung im Punkte 4 der Ebene V, d. h. der auf die Flächen -
einheit bezogene Zug oder Druck , welchen bei der Belastung des Körpers
die an die Ebene Y beiderseits angrenzenden Körpertheile bei A4 gegenseitig
auf einander ausüben (ef . Nr . 9) . Die Zweideutigkeit der Richtung von 5
wWird dadurch beseitigt , dass ꝓ betrachtet wird als derjenige Zug oder Druck ,
welchen der nach der Richtung 4 B gelegene Körpertheil auf den jenseits
Iliegenden ausübt .

Die so bestimmte Richtung von p bildet mit der Richtung 4 B einen
Winkel ꝙ, der jeden Werth von 0 bis zr haben kann ; J , 1 , » seien die
Winkel zwischen der Richtung von ꝓ und den Coordinatenaxen .

σ doοs ist die Normalspannung im Punkte 4 der Ebene V
oder im Punkte A nach der Richtung A4B ; sie ist positiv oder negativ ,
eine Spamnung im engeren Sinne oder eine Pressung , einem gegenseitigen
Zuge oder Drucke entsprechend , jenachdem ꝙ spitz oder stumpf ist .
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= ν Snꝙ ist die Tangentialspannung im Punkte A der Ebene

Jöů; sie ist absolut wie P, kann aber in der Ebene V in Componenten nach

gewissen Richtungen zerlegt werden , die dann positiv oder negativ sind ,
jenachdem diese Richtungen mit der Richtung von 2 spitze oder stumpfe
Winkel bilden .

Werden durch den Punkt A4 insbesondere 3 Ebenen

VA KAX

parallel den Coordinatenebenen gelegt , so seien

2 * PD⁰ 2
die Spannungen im Punkte 4 jener Ebenen , der Richtung nach betrachtet
als Krüfte , welche von den nach den Richtungen AX , 4 V„ IV gelegenen
Körpertheilen auf die jenseits der bezeichneten Ebenen liegenden Körper —
theile ausgeübt werden .

Y˙liisst sich zeilegen in eine Normalspannung o und in eine Tangen -
tialspannung , welche wiederum nach den Richtungen A und 4VlJ in die

Componenten 2½ und 2%½ zerlegt werden möge . Wird ebenso mit Y und 2
verfahren , so ergeben sich 9 Spannungscomponenten :

Ebene YAA ; pos mit den Componenten σ ε 2

15 ZAR , B „ 57 NDο νν
5 „ 99 0˙ D¹ & Tay.

210 . — Diese 9 Spannungscomponenten sind durch 6 Gleichungen verbun -
den , zu deren Herleitung der folgende Hülfssatz vorausgesclickt werde :

Ist F ein nach jeder Richtung unendlich kleines Element der Spannungs -
ebene J , so ist die Momentensumme der Spannungen in / für jede dureh
den Schwerpunkt von 7 gehende Axe eine unendlich Kkleine Grösse von der
Aten Ordnung .

Selbstverständlich ist diese Momentensumme unendlich klein von der
3ten Ordnung für jede durch einen beliebigen Punkt von J genogene Axe ;
dass sie aber insbesondere unendlich klein der Aten Orduung wird , wenn
man jenen Punkt mit dem Schwerpunkte von ＋ zusammenfallen Iässt , ergiebt
sich leicht aus der Definition des Schwerpunktes und mit Rücksicht auf die
stetige Veränderlichkeit der Spannung von Punkt zu Punkt der betreflen-den Spannungsebene .

211 . — Denkt man nun vom Punkte A als Eckpunkt aus ein unend -
lich kleines Parallelepipedum construirt , dessen Kanten da , d , de den
Coordinatenaxen parallel sind , so sind die Kräfte , mit welchen die umge⸗
bende Körpermasse auf die diei um den Punkt AI herumliegenden Seiten -
flächen nach den Richtungen AX , AV , AV einwirkt , bei Vernachlässigung
unendlich kleiner Grössen höherer Ordhunz:

Richtung AX AV A4A.

αν αοι d —Luy CU, de

νν de dæ — oνν d d

LFR d d½ỹ —FLiy du di / ο α d⸗

2 3 2
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und diejenigen Kräfte , welche auf die 3 übrigen Seitenflächen ausgeübt

werden , die um den Eckpunkt herumliegen , dessen Coordinaten 4 ＋ da ,

„ ＋d , &＋Æ de sind :

4 9

( ＋* 40) d / da ; ( 5 40) dj dæ ; ( ＋* 75 a) dliidaæ

druyx J⁰ 4 4( ＋ 2 5 4 % e ; (5 5 5 4 % ( ＋ di,d da

( ＋ 185 d. bααν ονν ] ( 5 5 4.) Cαο αα ] 8 4⸗) Uαα ＋.

Endlich kann auf die Masse des Parallelepipedums selbst noch eine

Aussere Kraft wirken ( insbesondere 2z. B. die Schwerkraft ) , deren Compo —

nenten nach den Coordinatenaxen sind :

X dæ dj dæ Ada dy daæ,
unter X, V, V die Componenten dieser auf die Volumeinheit bezogenen

Kraft verstanden .

Das Gleichgewicht aller dieser 21 Kräfte an dem Parallelepipedum wird

durch die bekannten 6 Gleichungen ausgedrückt . Die drei ersten derselben

geben nach Division mit dem gemeinschaftlichen Faktor d d da :

d oÆ
, we ,

GU dioο dοgνε
⁰ 4 dæ „

GD d 4 2

i e
Die drei übrigen Gleichgewichtsbedingungen , nämlich die Momenten -

gleichungen für 3 Axen , die man durch den Mittelpunkt des Parallelepipe -
dums parallel seinen Kanten gezogen denken möge , führen mit Rücksicht
auf den Hülfssatz sub Nr . 210 zu den einfachen Beziehungen (ef . Nr . 10 ) :

7＋2 ν uy ; Tzx ν LxI; j Lxy Tyx.
In der Folge möge kürzer

yu Tay mit 2
mit

TXy Lyr mit 22
bezeichnet werden ; dann sind also die 6 Spannungen

VVW,tfl
an die folgenden 3 Gleichungen gebunden :

e e , : 5
,

ads , de .

d%ν d (J)

d0
775 d % 7

E 0
7

212 . — Durch die 6 Spannungen

nd

cuun

Die

liese

FOII.

SPpant
dul.

sind

45,
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ist die Spannung 2 der Richtung ( Winkel mit den Axen J , V, v) und

Grösse nach bestimmt , welche im Punkte A einer Ebene VJIstatt -

fkindet , deren Normale 45 die Winkel a , 6 , y mit den Axen bil -

det . Schneidet man nämlich von der durch die Ebenen YAZ , IAX ,
XAV begrenzten körperlichen Ecke ein unendlich kleines Tetraeder ab

durch eine zu 45 senkrechte Ebene , welche die Kanten AX , A4V, 44

in den Punkten , O, e schneiden möge , so sind , wenn die Seitenebene

ahον = νν cgesetat wird , die drei übrigen :
AC ſFeos d ; Aa ffoos 8 ; 4A4 S foos y,

und das Gleichgewicht der Kräfte an diesem Tretaeder führt zu den Glei -

chungen :

Ycο σν ασνοοεα τ? ανονν ＋＋ναο½

Y cos ε ονοο οεꝰαοαοαττνεάCαοeνονο . . ( IJ .

ꝓcοιν αοunαοεοννο. ,ανο νοg ατ νενοõu
Die auf die Masse des Tretaeders selbst wirkende àussere Kraft kommt in

diesen Gleichungen nicht vor , weil sie mit dem Volumen unendlich klein

von der 3ten Ordnung ist , während die auf die Begrenzungsflächen wirkenden

Spannungskräfte mit diesen Flächen unendlich klein von der 2ten Ordnung

sind .

Sofern die rechten Seiten der Gleichungen (II ) beziehungsweise gleich
sind den Componenten von Pe , Py , P (ef . Nr . 209 ) nach der Richtung

A5 , so liegt darin das folgende Gesetz :

Sind 45 und 4Czwei beliebige Richtungen , so ist für den

Punkt A die nach 435B genommene Spannung in der 2u 40

senkrechten Ebene der nach 40 genommenen Spannung in

der zu A5B senkreèchten Ebene . Es ist dies die Verallgemeinerung des

Gesetzes , welches für zwei sich rechtwinkelig schneidende Richtungen durch

die Gleichungen :

2½ Ty ; Tü Txz j Tu = Æα ( Nr. 211 )

ausgedrückt wurde .

213 . — Wenn man die Gleichungen (II ) quadrirt und dann addirt , 80

erhält man mit

( 0½ öe ,

( o ＋ o ) 12 ＋ L 77

5 iεανορꝰα,ατ ναο,,ẽ/quß ; ＋ ονẽ= os2 ) ＋ 2 Hrcoσ Cαονꝙνοατ FEeοsSpy coσu
＋ ꝗ2VuCos d coõg .

Werden nach Analogie dieser Gleichung die Quadrate der Spannungen

pl , 52 , Ps ausgedrückt , welche im Schnittpunkte 4 von 3 beliebigen sich

rechtwinkelig schneidenden Ebenen stattfinden , so liefert die Addition dieser

3 Ausdrücke die Gleichung :

bis K P e
d. h. die Summe der Quadrate der Spannungen in 3 Ebenen ,
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welche in einem Punkte A sich rechtwinkelig schneiden , ist

für diesen Punkt constant .

214 . — Man erhält eine geometrische Darstellung des Aende -

rungsgesetzes der Grösse von p mit der Lage der zugehörigen

Spannungsebene für einen gegebenen Punkt 4 , 7 indem man auf jeder

von 4 aus geézogenen Richtung 45B eine Länge / dem reciproken

Werthe der Spannung in der zu AB senkrechten Ebene abgetragen und
die Endpunkte dieser Strecken „ durch eine stetige Fläche verbunden denkt .
Sind

S uοσο&
die auf die Axen AX , AV , AA benogenen Coordinaten eines solchen End -

punktes , also eines beliebigen Punktes der Fläche , so ergiebt sich ver -
mittels der Gleichung für 2 sub Nr . 213 die folgende Gleichung dieser
Fläche :

Fesse ; S αο,5 ;
X*

1 ¹22 * P 7 ＋ P⁴ — ＋ 223 8＋ 2 5 85 2 575
d. i. die Mittelpunktsgleichung eines Ellipsoids . Würe dasselbe gegeben , 80
fände man die Grösse der Spannung „ im Mittelpunkte 4 irgend einer
Diametralebene sofort dem reeiproken Werthe des zu ihr senkrechten
Radius .

Auch ergiebt sich , dass diejenigen beiden Ebenen , in welchen im
Punkte 4 die Spannung 5 am grössten und am Kleinsten ist , sich recht⸗
winkelig schneiden , indem sie mit zweien der 3 Symmetrie - oder Haupt -
diametralebenen des Ellipsoids zusammenfallen .

215 . — Die Normalspannung 6 im Punkte A nach der Rich -
tung 45 bildet mit der resultirenden Spannung Y in der zu A5 senk -
rechten Ebene im Allgemeinen einen gewissen Winkel ꝙ (FJr . 209 ) , und
es ist :

πναονσοσετρ‚ντ εονf αοαα＋ά ? coνν αοε ‘ σ˙＋ν coοαν ο ? 7
also mit Rücksicht auf die Gleichungen ( I :

0 ν α cονν Æτ o ονν ＋ oαονν = ε 2 , eο 6 coν ον 2πνοο cos c

＋2αο,Gy coSg .
Diese Gleichung , welche in Beziehung auf c, 5, ) von derselben Form

ist wie die Gleichung für 52 in Nr . 213 , gestattet ähmliche Folgerungen wie
dort ; insbesondere ergiebt sich , da

7

ss für jeden Punkt die ( algebraische )
Summe der Normalspannungen nach je 3 sich rechtwinkelig
schneidenden Richtungen constant ist .

0 * ＋7 —216 . — Zur geometrischen Darstellung des Aenderungs -
gesetzes von d mit der Richtung

1
dem reciproken Werthe der Quadratwurzel aus dem Absolut -

werthe von & abg

A5B möge auf dieser die Länge

etragen und ebenso mit jeder anderen von 4 aus zu Zie -

und

Mes

flin

Ie 1

Tall

bül

Jiud

Hein

Von
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henden Richtung 4 5 verfahren werden . Sind dann wieder 5 7, & die auf
die Axen AX , Ay , A4 benogenen Coordinaten der Endpunkte dieser
Strecken „ oder der sie verbindenden stetigen Fläche , so ergiebt sich die

Gleichung der letzteren aus dem Ausdrucke von 6 ( Fr . 215 ) :
* 1 orE J. or 1½ K 0 dr4 2 UC＋ 277 K6 4 277 6 ,

d. i. die Mittelpunktsgleichung einer Fläche 2ten Grades , welche , wenn sie

gegeben ist , die Normalspannung d im Mittelpunkte 4 nach der Richtung
1

eines Radius 7 sofort 4 = bestimmt .＋ 72
2Eine Fläche 2ten Grades hat 3 zu einander senkrechte Hauptaxen , für

welche als Coordinatenaxen die Glieder mit den Producten der Coordinaten

aus der Gleichung der Fläche verschwinden , für welche also hier

33ͤ .
ist . Daraus folgt , dass es in jedem Punkte A4 des Körpers 3 2zu
einander senkrechte Ebenen giebt , in welchen die Tangential -

spannungen für diesen Punkt - Null und zu denen also die be -
treffenden Spannungen p senkrecht sind . Diese Spannungen , deren

KRichtungen mit den Hauptaxen der vorgenannten Fläche 2ten Grades zu -

sammenfallen , heissen die Hauptspannungen für den betreffenden Punkt
und seien mit

60¹ 02 03
beézeichnet .

217 . — Die Normalspannung nach der Richtung 45 , welche mit den

Richtungen der Hauptspannungen die Winkel d, 6, 7 bildet , ist jetat :
0 Cοõνeα˖ ατν ο ονõ9 - ＋ 03 C082

und die Gleichung der Fläche 2ten Grades , deren in 4B fallender Halb -

messer ↄ
8 ist , wird für die Richtungen der Hauptspannungen als Coor -

dinatenaxen :
＋ 1 0152 ＋ 02˙½ ＋. 03 &2.

Sind alle Hauptspannungen positiv , so gilt hierbei das Zeichen , sind

sie negativ , so gilt das Zeichen —; in beiden Fällen ist die Fläche ein

Ellipsoid und o ist nach jeder Richtung im ersten Falle positiv , im zweiten

Falle negativ .
Sind aber die Hauptspannungen theils positiv , theils negativ , so gelten

beide Vorzeichen , und die den beiden Gleichungen entsprechenden Flächen

sind 2 Hyperboloide , welche sich gegenseitig ergänzen und, durch einen ge -
meinschaftlichen Asymptotenkegel mit der Gleichung :

eeee
von einander getrennt sind ; die Normalspannung d ist positiv , negativ oder

Null , je nachdem die Richtung 45 das eine oder das andere Hyperboloid
trifft oder aber in der Kegelfläche liegt .

In allen Fällen ist unter den 3 Hauptspannungen die grösste positive
und die kleinste negative ( dem Absolutwerthe nach folglich auch grösste )
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Normalspannung enthalten , welche im Punkte 4 nach irgend einer Richtung
stattfindet .

218 . — Mit 21 2 ½ 0 wWird auch ( Fr . 213 ) :
2 . 33 „ 0

und es fallen sonach die Hauptaxen des in Nr . 214 besprochenen Ellipsoids
mit den Richtungen der Hauptspannungen zusammen . Auf letztere als

Coordinatenaxen bezogen wird die Gleichung jenes Ellipsoids :
1 612 FC2＋ 0²² 0 — 632 U²

und für die Spannung p in der Ebene , deren Normale die Winkel a, 5, )
mit den Richtungen der Hauptspannungen bildet , erhält man die Gleichung :

57²2 0i2 Cοα‚ τ? COοε ‘ ＋ν ο ? C082 5.

219 . — Durch das Ellipsoid
1 F2 ＋ 022 7 ＋ 032 8²

wird nur die Grösse der Spannung p geometrisch dargestellt , welche im

Punkte 4 irgend einer Ebene V stattfindet , deren Normale 4 B die Winkel

q, 5, „ mit den zu Coordinatenaxen genommenen Richtungen der Haupt -

spannungen bildet , und selbst wenn die Fläche

4 1 O1 S2 ＋02 ＋03 82
zur Darstellung der Normalspannung d nach der Richtung 45 zu Hülfe

genommen wird , s0o ist dadurch die Richtung 4 Cder Spannung 5 noch

nicht bestimmt , sondern nur ihr Winkel ꝙ = ane 60n mit der Rich -

tung 4B .

Zur geometrischen Darstellung von p nach Grösse und

Richtung zugleich dient die gleichfalls auf die Richtungen der Haupt -
spannungen als Coordinatenaxen bezogene Fläche :

52 7j g2

655
welche einem Ellipsoide oder zwei sich ergänzenden Hyperboloiden ent -
spricht , je nachdem die Hauptspannungen gleiche oder ungleiche Zeichen
haben . Ist nämlich C ( Coordinaten : C, ½ d) der Durchschnittspunkt dieser
Fläche mit der Richtung 40 ( Winkel mit den Axen I , u , 1) , Vi die
Berührungsebene im Punkte C, B der Schnittpunkt von Vi mit AB,
ferner

e , ieE ,
80 jist :

EeE οι N S reosu ; & reoον
und nach dem Satze sub Nr . 212 :

608 C1Cοα , Pανοοοανe 02CO⁸SB; PCοαον πν 0J3Cos .
Sind also à, V, die Winkel , welche die Normale der Fläche im Punkte

Cmit den Axen bildet , so verhält sich :

eoοõα : coSg : cos ) ,

cosdαον CHοαο-οοινο αοC.?⁰ne

ient

Wind,
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woraus folgt , dass Ji parallel “ und dass mithin die Spannung ↄ
nach dem der Spannungsebene Fconjugirten Durchmesser der

obigen Fläche gerichtet ist .

Durch Substitution in der Gleichung der Fläche erhält man ferner :

( 5 4
008 2

9
555

5 3
8885

0¹ 02 03 5
und mit 7αοꝰỹuñꝙᷓιρα,ßpÆ =σs:

YPÆ s .

Für die Normalspannung d und die Tangentialspannung 2 hat man :

0 ν PcosꝙÆ 12 ——

8 4
7 οοενꝙο 2 —

220 . — Zur Bestimmung der Hauptspannungen nach Grösse

und Richtung vermittels der auf beliebig gewählte Axen bezogenen

Spannungen :

Oο οε ι I 7

dient die Erwägung , dass in den Gleichungen ( II )
= a , U B, Y = Æ

wird , wenn eine Hauptspannung ist . So erhält man die Gleichungen :

(Oαυάο ) ον’ ονο οα ?fencoοfg̃ ＋τ y oονννν 0

22 Cοα ο ( 0y = -) coοεο οα Cοενο ε

17 cοͥNα ＋ Cοe ＋ ( 02= ) ονσ‚τν 0 ,

l

woraus folgt :
oOoöα : oo⁸S8 : coνν

( oy - 0 ) ( 0 =ο) εe : ν = ＋z ( 02 ): 22σ ½ ( 0 = )

2 * T 22 ( O2C) : ( 02 ) ( αEσ ) αν : 25 ¹ ( Gα )
f2e Ly ( Oy- C) : 25 7 ( = O) : ( Oα =0) ( Gν= ) 122 .

Die Substitution der ersten , zweiten oder dritten dieser Verhältniss -

werthe für oo⁸Sαν οfο αοε’νο in der ersten resp . zweiten oder dritten der obi -

gen 3 Gleichungen liefert die cubische Gleichung :

( 0 ) ( 0 — 0) ( 0 ο ) ( πσ u — ( ν ( ½⁰

A2U ,

l

deren nothwendig reelle Wurzeln

den Hauptspannungen gleich sind . Zur Bestimmung der Winkel g, 5, )

irgend einer dieser Hauptspannungen mit den Coordinatenaxen kann jedes
der obigen 3 Doppelverhältnisse :

coSdα : Co⁸Sß5: coS )
in Verbindung mit der Gleichung :

00õ²α ＋ C025 ＋ Cονν . u
dienen , indem man für den Werth der betreffenden Hauptspannung sub -

stituirt . Uebersichtlicher gestaltet sich die Bestimmung dieser Winkel , wenn
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man aus jenen Doppelverhältnissen durch Combination noch die folgenden
Ableitet :

Coαν : cονοεε : ooõινν ᷓg

( oν =0) ( 0ο ) ε: ( 05 0 ) ( αε ) : ( G ( 65- 0) — 722
und cof5ů co⁸ꝙον: coõ ) oo⁸õοα: co⁸ vοꝙf S

ννσντον νοα 0 ) 0 : 22 8 47 ( )οꝗ2127 72 ( 02 0) .
Aus ersterem folgt mit

* ( οανe ( o - —ο) ＋ ( 7O ) ( Gνο ) ο ( ασe ( νν . 42 772 222

( • . 9ονσ ο.
C0οN] tεt . / —

Bei einem dieser 3 Wurzelwerthe kann das Vorzeichen beliebig ge⸗
nommen werden , wonach dann die Zeichen der beiden anderen durch das
Doppelverhältniss der Cosinus - Producte oder durch die ursprünglichen Dop -
Pelverhältnisse der einfachen Cosinus béstimmt sind

B. Die Ausdehnungen und Verschiebungen .
221 . — Es seien im Punkte 4 ( Coordinaten : % :

Ex ey 62 die Ausdehnungen
nach den Richtungen AX A4V 44J ;

5 und ½½; 7½ und y%, ; Yar und Jr die Verschiebungen
der Ebenen . . VA EAX 831
nach den Richtungen AV und 4½ ; A und AX ; A & und AV .
Die letzteren sind zu 2 und 2 einander gleich (of. Nr . 8) , und zwar

„
⸗beziehungsweise den Kleinen Aenderungen der ursprünglich rechten Win⸗
kel der vorgenannten Ebenen an den Kanten AX , A V, AA ; in der Folge
soll deshalb Kkürzer

7¹¹ S ¹α mit 55

Jar νε mit 57
„ YX NyxXmit 7²⁴

bezeichnet werden .
Sind ferner S, 1, & die mit der Deformation verbundenen kleinen Aen -

derungen der Coordinaten , / , & des Punktes 4 , so ist :

d 435
e 4 %

49

Wäbrer

en U

lolgt

Und

d
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In Betreff der Verschiebungen ef. Nr . 201 . Was die Ausdehnungen

betriflt , so ist , wenn auf AX die unendlich kleine Länge A4A12da abge -

ͤ 8 5 3
tragen wird , 7, d die relative Verrückung von 41 gegen 4 nach der

2 33

5
Richtung AX , d. h. die totale Ausdehnung , mithin die specifische Aus -

dehnung von 4A41 .

222 . — Durch die 6 Grössen

lässt sich die Ausdehnung eim Punkte Anach der Richtung 45 ,
welche mit den Axen die Winkel a, 6, y bildet , ausdrücken . Ist

nämlich B ein Punkt dieser Richtung mit den Coordinaten

* ＋ dαν. , /＋ dν , 2 ＋ da ,
so sind deren Aenderungen :

FH
S1 ν S e eh

4h— 6
I een Lde

5383 J2
4 ꝙ74 * 4. de ,

während die ursprüngliche Länge 45 = ds in ds ( 1 ＋Té ) übergeht . Aus

den Gleichungen :

ds2 ( 1 ＋ 5) 2 = ( d 51 - 92 ＋ (di / 12 ＋ ( dæ ＋A - = 2
und dsa ν =r dννjſiꝑde⁊

folgt dann bei Vernachlässigung der kleinen Grössen von der 2ten Ordnung :
SdS2 ( FEiI - g) dν α? αe = d/˙άe dd dæ

und daraus durch Einsetzung der Werthe von Fi, Ji , &, ferner mit

60⁰ 2 00⁸5 3 C00587 S 3

und mit Rücksicht auf die Gleichungen ( W:
e ex Cο2d ＋＋ey coS253 ＋ e Co⁸2 eο⁶g Cοσνο ν uyy Co⁸ν οοεα Æ

＋ 7 Cο⁸α οοεf .

223 . — Dieser Ausdruck von & hat in Beziehung auf q, 6, 5 dieselbe

Form wie der Ausdruck von d sub Nr . 215 , gestattet also auch àhnliche

Folgerungen , wie jener . Insbesondere ergiebt sich zunächst , dass für

jeden Punkt die Summe der Ausdehnungen nach je 3 sich recht -

Wwinkelig schneidenden Richtungen constant ist .

Jugleich hat hier diese constante Summe eine bemerkenswerthe Bedeu -

tung . Da nämlich der Inhalt des Parallelepipedums dæ diide nur durch

die Aenderungen der Abstände , nicht durch die gegenseitigen Verschie -

bungen seiner parallelen Seitenflächen sich ändert , so ist der geänderte
Inhalt bei Vernachlässigung kleiner Grössen höherer Ordnung :

d ( ＋ eανν di ( 1 ＋ ey ) . dæ (1 ＋ E) dd diꝗ dæ ( 1 EτeανNτ ea ) ,
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und es hat also die constante Summe

SX ＋ SEy＋ E2
die Bedeutung des Volumenausdehn ungs - Coefficienten in dem be—
treflenden Punkte .

224 . — Auch lässt sich E wie 6 durch den Positiv oder negativ ge-
nommenen reciproken Werth des Quadrats des Halbmessers einer Fläche
2ten Grades geometrisch darstellen ( Fr . 216 ) . Wird diese Fläche auf ihre
Hauptaxen als Coordinatenaxen bezogen , so verschwinden aus ihrer Gleichung
die Glieder mit den Producten der Coordinaten , wird also

J * νꝘπν . ν⁰ = Oʒ
es giebt sonach in jedem Punkte 3 zu einander senkrechte Ebenen , deren
Verschiebungen für diesen Punkt 0 sind und welche natürlich dieselben
sind wie diejenigen Ebenen , in welchen

Zx νꝘνY 2 0
ist . Die Ausdehnungen nach den zu diesen Ebenen
nach den Richtungen der Hauptspannungen heissen II
und seien mit

senkrechten , d. h.

auptausdehnungen

61 52 83
bezeichnet ; unter ihnen befindet sich die grösste und die kleinste
Ausdehnung ( algebraisch verstanden ) , welche in dem betreffenden
Punkte nach irgend einer Richtung stattfindet .

Nach einer Richtung , welche mit diesen 3 ausgezeichne
die Winkel q, B, ) bildet , ist :

“ ν bi C0S24 ＋ E2 C05 26 ＋ 6830082 7.

ten Richtungen

225. — Zur Bestimmung der Hauptausdehnungen nach Grösse
und Richtung vermittels der auf beliebig gewählte Axen bezogene
dehnungen und Verschiebungen

ber ee e , I
dient die Erwägung , dass eine Hauptausdehnung als ein Maximal - oder
Minimalwerth von é charakterisirt werden kann , welcher sonach unverändert
bleibt , wenn die Richtung unendlich wenig geändert wird . Setzt man also
in der Gleichung für e sub Nr . 222

e(eoSαYαπ ονστꝗ＋ cοννινο für 8
und differenzirt die Gleichung nach einander in Beziehung auf ç, 5 und 5,so wird , wenn man dabei & als Constante behandelt , dieselbe ebendadurchals eine Hauptausdehnung charakterisirt , für welche so die folgenden 3
Gleichungen erhalten werden :

2 ( 6s ) cο⁸α , 7 cof˙ ＋ ν οενeσ
7 Co⁸α 2 ( ν = e) cοõfBD ιꝗαιονσν gε

Jy cos Æ Yν cοσ⁵g 2 ( ε αd αοννο ge=rε .
Sie unterscheiden sich von den Gleichungen zur Bestimmung der Haupt -

spannungen ( Nr. 220 ) nur dadurch , dass 26 an die Stelle von und „ an

n Aus- ⸗

Drud

Etwa

Hauf
olch
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die Stelle von 2 getreten ist ; durch dieselben Substitutionen erhält man

deshalb auch für é die cubische Gleichung :

4 - 0 5 - 0 E0 —( e . e ) . Cer - e ) 12 =( E 0 7ig

ινναο)ο‚ ‚ ‚ ‚¶NNαα

sowie die dortigen entsprechenden Ausdrücke von cosd , cosg3 , coõ⁶ο”h.

C. Beziehungen zwischen den Spannungen , Ausdehnungen
und Verschiebungen .

226 . — Die in diesem Capitel unter A. und B. dargestellten Gesetze

sind unabhängig von der physikalischen Beschaffenheit des Körpers ; die

Beziehungen aber , welehe zwischen den Normal - und Tangentialspannungen
einerseits und den Ausdehnungen und Verschiebungen anderseits stattfinden ,
sind wesentlich durch die Molekularbeschaffenheit des Körpers bedingt .
Hier werden nur isotrope Körper vorausgesetzt , weil das Holz als das -

jenige unter den technisch verwendeten Materialien , welches auch nicht

näherungsweise als isotrop gelten kann , seiner discontinuirlichen Molekular -

beschaffenheit wegen überhaupt kaum Gegenstand von allgemeinen Unter -

suchungen der nachfolgenden Art sein Kkann , sondern vielmehr bei seiner

verschiedenartigen Verwendung als Constructionsmaterial den betreffenden

Rechnungen nur solche Erfahrungswerthe mit Sicherheit zu Grunde zu

legen sind , welche aus Versuchen unter Verhältnissen abgeleitet wurden , die

denen des betreffenden Falles der Anwendung ganz analog sind .

Wenn auf einen solchen isotropen Körper nur nach einer Richtung
ein Ausserer Zug ( algebraisch verstanden , so dass ein negativer Zug einen

Druck bedeutet ) ausgeübt wird , so ist die dadurch nach dieser Richtung ,
etwa nach der Richtung der - Axe , hervorgerufene Normalspannung eine

Hauptspannung S ci und zwar oi Heès, sofern die Stärke des Zuges eine

solche Grenze nicht überschreitet , dass das Verhältniss der Spannung zur

entsprechenden Ausdehnung é dem Klasticitätsmodul gleich gesetat
werden darf ( Fr. 11 ) ; zugleich ist damit nach jeder zur Zugrichtung senk -

E
rechten Richtung eine Ausdehnung = 5 verbunden . )

Ebenso ist für einen nur nach der Richtung der / - Axe ausgeübten

Zug : o e , und nach jeder dazu senkrechten Richtung die Ausdehnung

) Dieselbe Betrachtnng , welche hier zur Bestimmung der Hauptausdehnungen benutat
wurde , hätte auch in Nr. 220 in Betreff der Hauptspannungen zu Grunde gelegt werden
können , und würde dann die Analogie der Gleichungen für c1 0½ und ei ez eg3 schon aus
der Analogie der Gleichungen für à und æ sub Nr. 215 und Nr. 222 haben gefolgert
werden können . Sie kann auch so ausgedrückt werden , dass é an die Stelle von ç und
1 8

ν n die Stelle von ꝛtritt .

*) U¹eber den Werth von n ef. Nr. 169 .
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A 155 sowie für einen nur nach der Richtung der 2 - Axe ausgeübten

Lug : o Her und nach jeder dazu senkrechten Richtung die Ausdehnung
E2

— 8
7N
Finden die genannten 3 Zuge gléichzeitig statt , so bleiben die

Spannungen oi , o , Hauptspannungen , die Hauptausdehnungen aber
werden :

87 ＋ E2
1e1r . = οιιι analog e2 und eg, 1

Woraus zur Berechnung der Hauptausdehnungen durchedie Haupt — U68U

spannungen die Gleichungen folgen : Aen

02 ＋ 03
Lei 0

7¹7⁴ *
63 ＋ C¹

Eeꝛ O „ F

0¹ ＋
EE3 = „ 0

Zur umgekehrten Berechnung der Hauptspa nnungen durch die
Hauptausdehnungen hat man nur diesc Gleichungen nach 01, C2, 653
aufzulösen und findet so , wenn der Volumenausdehnungs - Coefficient

81 ＋ 82 ＋ 53 ◻
und die Constante üt

1 n 2 0 ö—
2 mn＋r1

Sesetat wird æ) :
4

f0618 26 0 ＋ 5 45
7* 2 0

dir02 2 82 ＋ 285—2
10 vod03 2d (ei＋ = g ) .5＋

n —2 ö

lie 9
227 . — Diese Gleichungen gelten aber nicht nur für die Richtungen

der Hauptspannungen , sondern für beliebige 3 zu einander senkrechte Rich -

tungen ; denn für eine beliebige Richtung , welche mit denen der Haupt⸗
spannungen die Winkel d, f , 7 bildet , ist

0 dᷣ0 Cοοναν ＋ ον οεe ＋ οσν ] ν nach Nr . 217

00
2 0 cο⁰?. ανουτν Cοfe A＋e Cοετν＋ε pach Nr . 226

10 7 U Ju. 968 fdnmenr 22 ö260 ＋220 nach Nr

) Dass dieses & der Schubelasticitätsmodul ist , wie schon in Nr. 168 durch eine be-
sondere Betrachtung gefunden wurde , braucht hier nicht als bekannt Vorausgesetzt zu werden,Wird sich vielmehr aus dieser allgemeineren Untersuchung von sel den: Nr. 228.bst erg⸗
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insbesondere also aueh rechtwinkelige Coordinatenaxen :

Cy/ ＋ ,
2 EE260

22
— C2 ＋ OÆ

0 ( ——i 82 Her

8 ＋ 026 ( 2 32 Een 2

1ν α Ey ＋E3.
Mit o/ = g =O folgt hieraus : Eν Iu && als Verallgemeinerung

des Pid von welchem in Nr . 226 ausgegangen wurde für
den besonderen Fall , dass o eine Hauptspannung ist .

228 . — Die Bedeutung der Constanten &. ergiebt sich daraus , dass die

Normalspannung nach einer Richtung , welche mit den beliebigen Coor⸗
dinatenaxen die Winkel , 8, 5 bildet ,

5 A
6 2226 ＋ i

7˙² - 7 nach Nr . 222 auch
⸗.

33 (— 2 eοσνινά α eνyαοο ] g ＋ en Cοενν ατ αναονh⁵ ooο⁰ν =? ν “ αιοο oõ

＋ 7⁴οο,◻es ονY⁰ ＋ „ — ( oo αꝘ＋? coονα˖ ＋＋Cονε 1
ist , während nach Nr . 215 :

0 αειονν Ꝙαπσν σονάν ＋τ α αο,jn ＋ 2νννοe⁶ß cο⁸ο ? 2̃Co⁸⁶οο οs

＋222 Co⁸G 00ö5
ist . Aus der Vergleichung beider Ausdrücke von 6 ergiebt sich mit Rück -
sicht auf Nr . 227 :

( Cνν ſν ceοs BeονQα . ꝗνν vνν ᷣο %Cονα＋ ( G%½= u2½ oo⁸Gο⁸᷑f 0
für q̃ede Richtung a, 6, / also :

TX Æ Gr, ; 7² C y
wodurch & als der Schubelasticitätsmodul charakterisirt ist .

Mit Rücksicht auf die Gleichungen ( ( V) lassen sich schliesslich
die Spannungen U e ,
folgendermassen durch die Coordinatenänderungen

ausdrücken :

Jd * ,E5 ) ; 2⸗
˖

8
NAE n - = E2 dlæ

426 —

WM .
„

Id
237 5 3 6 700Je m 2 4¹0

„ 4
d dοανν die⸗i 2 m＋1

„ e
13 5 68

J3 „ 664ο O1t9
(A5 ＋ 4

Ie
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