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SIEBENTES CAPITEL.

Zusammengesetzte Elasticitit und Festigkeit.

229. — Die in Nr. 5 bezeichnete allgemeine Hauptaufgabe der Festig- i

keitslehre erfordert die Ermittelung der Maximalwerthe von & und &%, d.h.
der grossten Absolutwerthe der positiven und der negativen Ausdelinung, nath
| weleche in einem beliebigen Punkte eines Korpers nach irgend welchen
' Richtungen stattfinden, wenn die Gestalt und die Art der Belastung des
Kirpers gegeben sind. Diese Ermittelung ist (ef. Nr. 224) enthalten in der
Bestimmung der 3 Hauptausdehnungen fiir den betreffenden Punkt,

welche im Allgemeinen auf folgende Weise gefunden werden.
Die Ausdriicke (Nr. 228):

o dE n ofd 1 dty )
N P K =i e
i o5= 44 \H‘.‘a' t m—2 ) = L dz e, tf'{# /J /
18 ,dy L AdE dEN | c |
:Il' Oy =2 (6, ( r}';f' o —“’_2) 7 Ty = G (ﬁf.t' o -r-rl_“-'. e Sl T i
il ._
it o p\ fE dy\
I ,l Pes=An I"\ dz m— 2_/‘; g = \ ”r.;.f da ,fll mift
| o ot de oo dE
worin f == t @y T a:
/ 1 m
md G = T il
ist, werden in die Gleichungen (Nr. 211):
g J

d o5 dty dr, " )

dz £ dz &oay =0 .

da, dz dr, ; i i

dattids = de =00 D g

tf;rz dry dr, =L \

de T “dy e da e

eingefiihrt, welche dadurch 3 simultane partielle Differentialgleichungen 2ter

Ordnung fiir die Functionen &, %, { der urspriinglichen Coordinaten 2, y, 2
des betrachteten belichigen Korperpunktes werden, Durch die Integration -
dieser Gleichungen werden Constante oder vielmehr im Allgemeinen Func-
tionen eingefiihrt, welche nur in Beziehung auf diejenige Verinderliche
constant sind, d. h. diejenige Veriinderliche nicht enthalten, nach welcher
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Zusammengesetzte Elasticitit und Festigkeit. 193

eben integrirt wird, und diese Functionen sind dureh die Obexfliichen-
bedingungen bestimmt, niimlich theils dadurch, dass die Spannungs-
componenten
peosk, peosp, peosy
in den Gleichungen (Nr. 212):
peosk = 0xcose + Ty cosy + Tycosf
peospy = Gycosf + T5008¢ + vxC08Y ) . .. . (II)
Peosy = 05008 Y + Txcosf + rycosa
fiir die Punkte der Korperoberfliche gegebene Werthe haben, theils da-
durch, dass & %, { selbst fiir gewisse Punkte gegeben, insbesondere = Null
gegeben sind (feste Unterstilizungspunkte) oder auch zu den betreffenden
Pressungen in gewissen Beziehungen stehen (nachgiebige, elastische Unterlagen).
Wenn &, 9, { so als Functionen von &, y, = gefunden sind, findet man
entweder
Ox Oy Oy Tx Ty T
nach (VI), dann die Hauptspannungen als Wurzeln der Gleichung (Nr. 220):
(0x—0) (6y—0) (63 —6) — (6:—0) 752 — (oy—0) 132 — (04— 0) 7,2 +

+ 2oty Ts =0 . L (I11)
und endlich die Hauptausdehnungen (Nr, 226):
3 Oy 0%
.1};‘"1 =01— S /
m

7 O3+ 01 i
Eg=0y——— .

=03 . (V),
v 01402 \
Fey=0g———— )

m
oder auch die Ausdehnungen und Verschiebungen

& & & Yr ¥y o0
mittels der Gleichungen (Nr. 221):

S

= _d_.:‘ i dy dg ' ;
e dn dz dy e
_dy POl R N IV i
&y — dy!? " =gzt q A 4
\ dg as .dq
B3 =gy Y ]

und dann die Hauptausdehnungen als Wurzeln der Gleichung (Nr. 225):
4(&c—8)(&—8) (& &) — (&—E)p:? ~ (&1 — (&’ +
+ yx¥y¥: = 0 . . . . (IILa).

230. — Von besonderen Fiillen sind namentlich diejenizgen bemer-
kenswerth, in welchen die Gleichung (III) oder (III, a) sich in eine lineare
und eine quadratische Gleichung zerlegen liisst. Dies ist erstlich dann der
Fall, wenn fiir eine der Coordinatenaxen die Tangentialspan-
nung = Null ist und fiir die beiden anderen die Normalgpan-
nungen gleich gind, wenn also z. B.

7x =0 und oy = 0y
Grashof, Festigkeitslehre, 13
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104 Zusammengeselzle FElasticitit und Festighkeait,

ist. Dann zerfillt Gleichung (III) in die beiden Gleichungen:
oy—0 =0 und (0x—0) (0y—0) — 152 —1,% = 0,
woraus folgt, wenn
S g )

gesetzt wird: o7 = oy vl

o2] _ oxt0y+ V(or—0y)? + 4122 .

e &
das obere Zeichen der Wurzel entspricht oo, das untere os. Bildet ferner
die Richtung

L.

der ersten Hauptspannung oy die Winkel a, £y 7
y Zweiten % Oy % az P2 ¥z
9 dritten » O3 5 3 g I‘j’;; Ys
mit den Axen der @, v, 2z, so findet man nach Nr. 220:
Ty Tx
costy = U cosfl = g cos Yy
7 1

(rr-;) 0—0y i p’z) Ts 7 ;':) Ty
08 —— e el - = 3 Cos Z — ey |
g ¥n ° \\ﬁ:i Vn i l\ ¥s Van |

die letzteren Ausdriicke, worin |
n=(¢— oyt + 22
ist, liefern die Cosinus der Richtungswinkel der zweiten oder dritten Haupt- ’
spannung, jenachdem darin ¢ = 63 oder o= o3 gesetzt wird.
Es lisst sich hieraus folgern, dass die erste Hauptspannung ¢y parallel
der Ebene YZ senkrecht zur resultirenden Tangentialspannung = gerichtet
ist, dass also die beiden anderen o3 und ¢y in der Ebene liegen, welche
durch die Richtungslinie von 7 parallel der «-Axe geht; in dieser Ebene
ist ihre Lage bestimmt durch den Winkel zwischen @ und 7, fiir welchen
man findet:

tg (v, 03) = —Gj—zﬂ == f’— + ‘./ 1 +|:'\0‘__, F-'—’-"?}',
vorausgesetzt, dass der Winkel (z, o3) gerechnet wird von der tichtung 7
durch den rechten Winkel zur positiven a-Axe
hinaus.
Mit Hiilfe der Gleichungen (V) ergiebt sich endlich:

. 1 m—1
Bey=——a,+——ay
T T

of €2 m— 1 m—3 el el — g
E = O +_'.:m Oy + - - V(ox Wy

&g 2m 2m

und eventnaliter dartiber

Ist inshesondere oy = gy = 0, so wird:

o3| _oitVoi e

LAY
01 )? [‘F:JH 2
P £y + _rr}
ty(z,0%) P ‘, Lol (z.r,"/.

4 1 L €Y\ m—1 1t 41 T —
.i"x{:] ='~—gs: I ) = - —, + — ) G2 472 .
m &3/ 2 2m
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Zusammengesetzte Flasticitit and Festigkeit 195

231. — Die Gleichung (IIT) zerfillt auch dann in eine lineare und eine
quadratische Gleichung, wenn zwei der Ta ngentialspannungen
Txy, Ty, Tz = Null sind. Ist z. B.

Ty =T; = 0,
so zerfiillt Gleichung (IIT) in:
6x—6¢=0 und (oy — 0) (0, — 6) — 1.2 =0,
woraus folgt:

0y = Ox
g # o gy+Gzi‘__[dyj‘ﬁ'z]_z'i"lfx#
o3y~ 2 :

Die erste Hauptspannung oy fillt aunch der Richtung nach mit o, d. h,
mit der a-Axe zusammen; die Richtungen von ¢y und oy in der yz - Ebene
sind dann bestimmt durch den Winkel s, den @ mit der y-Axe bildet und
fiir welchen man nach Nr. 220 findet:

T o' "(Ij' Oy —G_\- V_ __-'.G_"t.' -I’)'J- 3
t e e e e R .
98 0y —0; iy 9z T A l\ 27y
Die Hauptausdehnungen ergeben sich nach GI. (V):
/ oy + 0,
O e e R
T
. €2 1 m—1 -7 0 A L e N
J = gt e T e, Ll )2 g,
E |\63) == a0t —(oy+o,)+ om 1 (05—02)2 + 4z,

A. Gerader stabférmiger Korper.

L. Aligemeines Problem.

232. — O sei ein Punkt der Mittellinie des Kirpers, also der Schwer-
punkt des betreffenden Quersclinitts 7. Er wird zum Anfangspunkte eines
rechtwinkeligen Axensystems OX, OY, OZ genommen von solcher Lage,
dass OX mit der urspriinglich geraden Mittellinie, die Ebene Y.Z mit dem
urspriinglich ebenen Querschnitte # zusammenfillt, und zwar sollen die
Axen OY und OZ in den Hauptaxen des Querschnitts liegen, dessen Triig-
heitsmomente

fir die Axen OX 0OY 0Z
resp. mit A i 6
bezeichnet werden.

Wegen der Deformation des Kirpers unter der Einwirkung der be-
lastenden Kuiifte ecrfordert indessen das Axensystem eine bestimmtere
Fixirung nach Massgabe von Nr. 209, und zwar werde festgesetzt, dass,
wenn im urspriinglichen Zustande P ein Punkt der y-Axe im Abstande dy
von O, () ein Punkt der z-Axe im Abstande do von O ist, immer O der
Anfangspunkt, 7 ein Punkt der y-Axe und Q ein Punkt der yz-Ebene sein
soll, wie auch diese materiellen Punkte O, P, Q verriickt werden migen.
Diese Art der Fixirung des Axensystems gegen den seiner Form nach ver-

13#
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196 Znsammengesetzte Elasticitit nnd Festigl

sinderlichen Korper wird dadurch ausgedriickt, dass fiir den Anfangspunkt,
d. h. fiir

a=10 y=0
gesetzt wird: £=0 n=0
dE
dy 5
a_,

Unter den Husseren Kriiften fiir den Querschmitt Y./ werden alle die-

jenigen verstanden, welche den von diesem Querschnitte an gerechnet anf

der Seite der positiven z-Axe gelegenen Theil des stabformigen Korpers an-
greifen; es seien

_f.’x }1,5 I?IJZ
die Componentensummen dieser Kriifte, algebraisch verstanden, so dass
positive Werthe den Richtungen OX, OY, OZ, negative den entgegenge-
setzten Richtungen entsprechen, und

M, M, M,
die Momentensummen in Beziehung auf die Axen, in der Weise algebraisch
verstanden, dass positive Werthe den Drehungsrichtungen Y., ZX, XY
entsprechen.

Wenn nun noch Form und Grisse I des Querschnitts Y7 gegeben
sind, so hesteht die Aufgabe zuniichst darin, die Spannungen zu er-
mitteln, welche in den verschiedenen Punkten des Querschnitts
hervorgerufen werden.

233, — Offenbar ist die Aufgabe, in dieser Allgemeinheit ausgesprochen,
noch nicht bestimmt. Vor Allem kinnten, sofern nur der einzelne Quer-
sehnitt und die dureh die 6 Griosgen K und M charakferisirten fnsseren
Einwirkungen gegeben wiiren, dadurch, wenn ftiberhaupt, jedenfalls nur die-
jenigen Spannungen; O Ty Ty
hestimmt sein, welche sich auf die Flichenelemente dieses Querschnitts
gelbst als Spannungsebenen beziehen, wiihrend die Spannungen

Oy Oy Tx
unbestimmt blieben, und es ist also nothig, ein gewisses Stiick des Kirpers
zu betrachten, welches sich vom Querschnitte Y7 bis zu einem um 00, =1
im Sinne der positiven z-Axe von jenem enffernten Querschnitte erstrecken
mige. Die Form dieses

Korperstiicks, welche vollstindig gegeben sein
muss, sei eylindrisch, also der Querschnitt constant; fiir einen wver
inderlichen Querschnitt gelten damn die Resultate der folgenden Unter-
suchung nur niherungsweise und unter der Voraussetzung, dass 00y =1
unendlich klein ist.
Denkt man den Korper durch den Querschnitt Iy bei Oy zerschnitten
und an der so entstandenen Endfliiche des betrachteten Korperstiicks OOy
die Knitte R'y Ry R,
und Kriiftepaare My My M,




Zusammengese

te Elasticitit und Festigheit. 197

angebracht, worauf sich die jenseits des Querschmitts F) angreifenden
iusseren Kriifte reduciren lassen, wenn sie an den Punkt Oy versetzt wer-

e,
v e MR s

den, so ist dadurch der Gleichzewichtszustand des betrachteten Kirper-

stiicks immer mnoch nicht bestimmt, weil es unendlich viele Systeme von
dusseren Kriften, in den Elementen der Endfliiche /7 angreifend, giebt,
die sich auf

:1‘1',

die Krifte ', Ry KR, am Punkte Oy
und die Kriiftepaare M, M, M,

&
reduciren lassen, desgl. unendlich viele Systeme iiusserer Kriifte, an den

Elementen der cylindrischen Oberfliche und an den Massenelementen im
Inneren des betrachteten Korperstiicks angreifend, welche zusammen mit
den 3 Kriiften /¥ und 3 Kriiftepaaren M’ sich auf
die Kriifte R, Ky R, im Punkte O
und die Kriiftepaave M, M, M,

reduciren lassen, und weil jedem besonderen solchen Kriiftesysteme auch
ein hesonderer Gleichgewichtszustand des betrachteten Korperstiicks ent-
sprechen muss. :

Abgesehen davon indessen, dass bei solcher Specialisirung des Systems
der iusseren Kriifte die wiinsehenswerthe Allgemeinheit der Losung ver-
loren ginge, ist man auch bisher kaum in irgend einem Falle iiberhaupt im

Stande gewesen, die Probleme der Elasticitiitslehre in solehem Sinne streng
durchzufiihr man sieht sich vielmehr geniithigt, die Aufgabe nmzukehren :
eine gewisse Art des Gleichgewichtszustandes vorauszusetzen
und die dusseren Krifte zu bestimmen, welche denselben
herbeifiihren wiirden, um daraus schliesslich die freilich nur mehr
oder weniger angeniihert richtige Folgerung zu ziehen, dass ein System
von Kriften, welches dem gefundenen beziiglich der Wirkung
an dem starren Kborper iHquivalent wire, den vorausge-

setzten Gleichgewichtszustand des elastischen Korpers zur
Folge haben werde,

234. — Entsprechend den Annahmen, welche den Untersuchungen iiber
stabférmige Korper in den vorhergehenden Capiteln zu Grunde liegen,
werde nun auch hier ein solcher Gleichgewiclitszustand des betrachteten
Korperstiicks voransgesetzt, dass in allen Punkten desselben

Oy =0; =Ty = (4]
ist, dass also die fadenférmigen Elemente von der Liinge [ und
vom Querschnitte dydz, woraus man das Korperstiick beste-
hend denken kann, keinerlei Zug oder Druck aufeinander aus-
iben, noch auch eine Verschiebung, d. h. eine Aenderung
der vollkommen rechteckigen Beschaffenheit ihrer Quer-
schnitte erleiden.®)

¥) Das Froblem, betreffend die Bestimmung derjenigen dusseren Krifte, welche einen
eolchen Gleichgewichtszustand zur Folge haben, ist in voller Allgemeinheit won de Saint-
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: da:dy + dat = Qs siteltark (1)
d2E dz{ g
da dz + .,,i'l-,a-2 =0 et (2).

Zusammengesetzte Elasticitit und Festighkait.

Damit dies miglich sei, diirfen weder anf die eylindrische Oberfliche
noch auf die Massenelemente im Inneren Kriifte wirken, welche senkrecht
zur a-Axe gerichtet sind; hier soll aber die noch weiter gehende Voraus-
setzung gemacht werden, dass iiberhaupt keine Krifte auf die
cylindrische Oberfliiche, noch auf das Innere des betrachteten

Kiorperstiicks nach irgend einer Richtung wirken, wodurch ins-

besondere auch von der eigenen Schwere abstrahirt wird und die Husseren
Krifte auf diejenigen reducirt werden, welche in der Endfliiche F an-
greifen.

Entsprechend der Voraussetzung:

0 i dg 1 d& .
oy =0y =0 ist nun: dg= 85 = e s (1)
1 i
und entsprechend z, = 0: $ - () e (2),

"n",': + H_f,r -
withrend man nach den Gleichungen (VI) mit Riicksicht auf (1) hat:
41 dE : r."’-;';'

=90 = I
O i da o
.rft (JJ::
-~ =G -
=6 (ge+a:)

rdr ' din
s = 7 L\-“fl"f-—i— nl’.':‘}'
Die Einfibrung dieser Ausdriicke in die Gleichungen (1) zusam-
men mit
U‘J. O = ;\.:_\': Y=Z2=0
liefert mit Beriicksichticung der Relation (1):
a2k 2k d2E

) _ - = — fa
2ot 4y +=0.....(9

Zu diesen Gleichungen (1) bis (5), welche in jedem Punkte erfiillt
sein miissen, kommen zur Bestimmung der Functionen &, %, & wodurch

dann auch die gesuehiten Spannungen oy, ry und 7, bestimmt sind, noch
die Grenzbedingungen, und zwar erstens diejenigen, welche die Lage
der Coordinatenaxen gegen den Korper charakterisiven (Nr, 232) und welche
mit Riicksicht auf Gl (2) dahin erweitert werden kiinnen, dass im Anfangs-
punkte, also fiir & = y = 2= 0 sein muss:

”{'f _'J'I."_'_ J#‘- ,fé_'

ay dz — dz  dy =0 o (8)

E=q=(

Vénant behandelt wor
von Clebsch (Tl
Behandlungsweise an.

der

Die folgende Darstellung schliesst sich in der Hauptsache der
[lasticitat fester Korper) dem Problem zu Theil gewordenen
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Zusammengesetzte Elasticitit und Festigkeit. 199

und zweitens die Gleichungen (II), welche fiir jeden Punkt der eylindri-
schen Oberfliche erfiillt sein miissen, wenn man darin p =0 setzt. Mit
0y = 03 =7x = 0 und cose =0, entsprechend der zur x-Axe senkrechten
Richtung jeder Normalen der eylindrischen Oberfliiche, werden aber die
beiden letzten der 3 Gleichungen (IT) identisch, wiihrend die erste wegen
cosy = sinf*) die Oberflichenbedingung:

[ dE 15\ FdE dl

\‘” i .‘J.fj;[y cos B + k(h + h\ sinf=0....(7

FE,

liefert.
235. — Durch die Combination der Gleichungen (1) bis (5) in voriger
Nr. erhiilt man:

e BE g 5§
g e > e
o aB ' dax r’{’! HE ) dz K'JJ‘J'_,'- ' daxdze

ag r .rf_\;' a2 ,.’ rr!': daz s H’;‘: 2 uff
oder da? (_ﬂ"_a\ =il r,.' \ da \ = dzt (rr'(r') P u"f,r dz (1’1:') =1

JE

e o as
welchen Gleichungen dadurch geniigt werden kann, dass T = einer ganzen
= 2 GO "

Function von @, y, z gesetzt wird, die jede einzelne dieser Veriinder-
lichen hiichstens in der ersten Potenz enthilt, wiihrend auch ein Glied mit
dem Produkte yz nicht vorkommt. Die allgemeine Form einer solchen
Function ist:

= atayt+age+a(b+biy+b2),

'}
da

S I'Iru

woraus nach Gl (1) folgt:

I il dl 1 5 &
25 - el (a+ a1y + asz) — T b+biy+ byz)

und dureh Integration resp. nach ff, z:

E=wx(at+my+azz)+— 2 {114—(11 Y+ b:22)+f(y,2)

#) Wiahrend in den .'!_Hg('!:lvuwn Gleichungen (IT) die Winkel «, 2, y nur von O bis #
et sind, setzt die Er tzung von durch 2 wvermittels der Relation ms? =\\m}
vor dass ulm Winkel 2 jetat par: allel der Ebene ¥Z im Sinne von der positiven y - Axe
durch dim rechten Winkel zur !HMUHI] z-Axe von O his 2 gerechnet werde.

gerec

##) Dhe erste dieser Gleichungen ergiebt sich, wenn unter den Ziffern die damit be-
zeichneten Gleichungen der vorigen Nr. verstanden werden, aus der Combination :
i d(3) d(4) d(5)
e e
mit Riicksicht auf Gl (1); die zweite aus der Combination :
d{d) d()

dz _,}'.3}'
mit Ricksicht anf GL (2); die beiden letaten endlich
d I’rﬂ d(4) d(
und ——2

da rf_'.!_,r = TFT: de
mit Riicksicht anf (1) und auf die schon gefundene Gleichung: 7 : =10,
du
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n

, ‘\ ( 3t ;
ay + a; -.) +ayz) — — \f*_’f+!’*1 7 thyz) + 92

= & 22 : -
( + a1z 4 az )\ —— {\f: z+biyz + ;’:2—2 } + Y (2,y).

2 m

Vn-l].-.t.md ig entsprechen diese Gleichungen vorliiufiz nur der ersten der

7 Gleichungen in Nr. 234, und es bleiben die Functionen £, ¢, ¥ noch den
iibrigen gemiss zn bestimmen.

236. — Abgesehen zunlichst von den Grenzbedingungen miissen die
Functionen ¢ und w in den Ausdriicken von #% und { den Gleichungen (2),
(4) und (5) in Nr. 234 entsprechend gemacht werden. Aus (4) und (5)
: o i . ds | i g
folgt aber mit Riicksicht auf den Ausdruck von —° in voriger Nr.:

o o
d?y o [fdEN\
- — l;--ul—-.fjl,r'
o 2 frﬂj{ el v/
2 o If; &\ p
o = — e — Doa
da? e \da ) ¢ 2

P2 .i's

also % = @1 (4,2) + 2. g2 (,2) — a ;,1

a2

= Y1 (2h2) + @. Y (y,2) —az — f;z F-A

Die Vergleichung dieser Ausdriicke von y nnd { mit den in Nr. 235
erhaltenen lehrt, dass die Functionen @, und s kein y, U und e kein 2
enthalten kénnen, und dass mithin zu setzen ist:

[ ye a 72 N\
n=-—= (r + a5 + fr,-f,r_r:) (””f + b +bayz)
& mo\ 5 e s

m 2
) i a3
+ @i(2) + @.qga(2) —ay 5 — by B
> L/ 4 & f :\
L= 7 (\fr_ + ayyz 4 as— } —= |{\L_: + biyz+ by— '__,
Vid a8

+ Yi(y) + & Ye(y) —az I-_~; by

Durch die Einfiihrung dieser Ausdriicke, welche vorliufiz erst den
Gleichungen (1), (4) und () geniigen, in die Gleichung (2) erhilt man:

6 °

(g {'12 .
m_‘f - .':'EI{; + @'t (2) 4 J'_g:'gu‘:} ’
W i .I\;;{_I,
P e + Wy + 2. e(y) ‘
also
{["1 ".' = a + ”I- 2 (I 2 |~) - ,f;“ + _/.J__ -
; m 1

U'a(y) =
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. ay 22 ; by 22 A 3

91(3) = d +azt—— 5  $2(2) = b 4 boz + — 0} ‘f

" ag .’)"2 5 bs _fllr? ¢ :,

Yi(y) = a '—agy + W Ys(y) = b —byy + i . )

und damit endlich: l.'}f
1 y2—22 o 72 —22

== = (.—r‘r_: + a; - S + cfg:f:) s (.-’;‘r; + b * 3 + gfgl?f: 1&

y 3 a2 a3 3 i

+d +agz+ 2 +‘7’03)—ff|.—, — by I3 o

p {1

5 1 22— y2 - 22— g2 :

L == E (iFC +II]IFJ.‘+((§_—3)— H(J’JZ+(¢13};+(’}2—2—) '

as
tT.

Die Function f(y 2z) im Ausdrucke von & (Nr. 235) muss nur der
Gleichung (3) in Nr. 234 entsprechen, welche dafiir die Bestimmungs-
gleichung:

a2
+a" —ayy+a (b —boy) —ago — b

: azf - d2f
2(b+b1y+bsz) + ';[‘J}g + 7 0
liefert; dieselbe wird einfacher, wenn
: y2422 3
f@2) = =b—F— —biy2—byytz + F(y,2),

Ar. & also &£ = {u +ay+ (t.__;:) + ::T“ (5 + J'}l Y+ f‘}g 3) —=
kein : i Y2422
-b -'i)-l—-g---—— —biy=2 —baytz + F(y,2)
gesetzt wird. Dann ist niimlich die Function F(y,2) an die Gleichung
gebunden:
d2F  d2f
ap T a= =0
237. — Durch die Grenzbedingungen wird die Funection F (¥, 2)

niiher bestimmt, sowie auch die in den Ausdriicken von £, %, { vorkom-
menden Constanten
@ @ dag d, a’ o
b' b by b, H B
dadurch aut eine geringere Zahl redueirt werden.
Zuniichst folgt aus den Bedingungen (6) sub Nr. 234:
ai=0; =4 ay =0

; dr ar

wobei der Zeiger o den Werth der betreflenden Function fiir den Anfangs-
punkt der Coordinaten bezeichnef, oder vielmehr fiir y =2 =0, da « in der
Function nicht vorkommt.

Die Oberfliichenbedingung (7) in Nr. 234 erhiilt eine einfachere Form,
wenn Fyz) = Q—by—0b'%
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gesetzt wird, unter () eine neue Funetion von y und z verstanden, welche
der Differentialgleichung
d2Q  d2()
ap T I
entspricht und die Eigenschaft hat, fiir y = 2 = 0 zu verschwinden, wiihrend
die obigen Gleichungen

0

Fed Cd
{! ) =0 und ( \. —0
!{‘_a' /o \.rl'r:. i 4

jetzt ersetzt werden durch:
B = (m‘j\ g (49
rfla_,.' /0 ? \ rf: I_.'"‘
Die zur niheren Bestimmung von () dienende Gleichung (7) aber
wird :
m 41 32 2m —1) 22 2m 4+ 1 dO\
(f:i,: = _: y—by J +( — — by s 1z + H” jeos 4+
¢/ 3 s ay /

2m m

m+41 2m 41 24+ 2m—1)y2 dQ\ .
—— 2—by——— Yz — ba— : 4 Jsin 8 =0.

2 (_ ;'u,“f b -u_g. . .J}.". = 2m dz ,.-’"
238. — Den Bedingungen fiir die Function @ kann dadureh entsprochen
werden, dass gesetzt wird:
Q=0bq + by Qo+ b1 Q1 + be s,

unter ¢, ¢, ¢ und (J; Funectionen von » und z verstanden von solcher
Art, dass dieser Ausdruck von () allen jemen Bedingungen geniigt, welche
Werthe die Constanten b, by, b; und by auch haben migen, inshesondere
also auch dann, wenn je 3 derselben = Null gesetzt werden. Diese Zer-
legung der Function () ist zuniichst dadurch wichtig, dass sie den Werth
der Constanten & = Null ergiebt. In der That miisste, wenn by = b; = by =0
gesetzt wird, die Function ¢ so beschaffen sein, dass fiir alle Werthe von
y und 2

:J'r'-fr! fr‘!sz

dy? " dz2
und fiir diejenigen Werthe von y und 2, welche dem Umfange eines Quer-
schnitts angehiiren,

0

rfr‘r dy m+1

et - : 1Y
- eos B+ sinf = - (yeosfB + zsinB)
rffjr I 1 dz I I slld L

e
ist, unter 8 den Winkel der Normale dieses Umfangs mit der y-Axe ver-
standen; allein es lisst sich zeigen, dass diese beiden Gleichungen ein-
ander widersprechen, dass also ¢ unmbglich ist, mithin & = 0 gesetzt wer-
den muss.
Es bleibt sonach nur iibrig:
'I-r\.) = !’cs{\?o + f‘] QI o !{",’ f.:]‘.',

unter ¢, @ und ¢ Functionen von y und z verstanden, welche fiir

¥ =2=0 verschwinden, welche ferner fiir alle Werthe von y und z den

Gleichungen:
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d2Q, A2, 0 :
T2 z_ = g
dy dz ‘3
A2 Q| A2y ¥
=10 -
iy “dz2 -3
(l‘l:-’ Q:_. f?' I()J '“ 11 f
_.(;’_.’_fl-' tf" TR
und insbesondere fiir den Umfang des Querschnitts den Gleichungen:
1Q, L E N .
'.rf}" cosf + r—{-;‘ sinf = ysinf — zcosf
dQy il et .y +["m —1)z2 2m4 1 4
- (0S8 T — R g B L . -~ 2 L)’
dy Sl 7 R o 2m cosp + m Y7 an
d (s d )y *3+|2m —1) y2 2m+1
”,;;-- cosf + — =% sinf = e sinf + ——— Y2 o} ¥

entsprechen und dadurch wesentlich von der Form des Querschnitts ab-

hiingig sind.

239. — Die Einfiihrung der in den beiden vorigen Nummern erhaltenen
Werthe:

d=a"=a,=50=0

P (y, :) =z I':\? —_ )'j'lfjf — bz

I ”f':J I~ ! { S .,{;(2
v=(5) v =(S),

in die fiir & #, { sub Nr, 236 gewonnenen Ausdriicke liefert:

ad al
E=w(atay+asz)+ by (—) - :2) + by 2 ( 5 —3‘9) -+

+ 4= (3), - (%)

Yy a2y — a2 Y=z
nN=-—a _H_A L | (;-{- f__ ) — as = -+ E’u €Lz —
a? Yz e dQ
= l’)l.f (g - T) - (‘Jz "';n—- -+ & (ﬂ’?/)

% 2 VES
L=—a ; — {1y — — ag Lz 2.??!. 1’),, &Y
dQ
T (TJ,‘.’I i

ZYz a2 22 .;jr2
- _' = by (—'?.1_ _‘2—}3:‘5 ) +
: . fdE dl \I adE if:i.‘
'._-‘_)I'JIJ !y:fj' (_(.FT -+ {;J’I’—(' (-' ”f{)

und endlich damit ]ldl’]l den Gleichungen (Nr. 234):

;!:Jr
die Spannungen in einem beliehigen Punkte des betrachteten Korperstiicks:
1 .
T Ox =a+ ary + agz + & (byy + b22)
1 2m+1 *2+(‘7m—1\ ¥ dQ
GrrE by = by AT ey G gy
1 y24 (2m —1) 22 2m 41 dQ
(1‘: Tz:?).j@—-bl T bz—'—m-“—y:-l-d—;.
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Die Spannungen fiir einen beliebigen Punkt des Anfangs-
querschnitts Y27 ergeben sich daraus mit 2 =0, wodurch aber nur g,
einen besonderen Werth annimmi, wiihrend 7y und 7, in entsprechenden
Punkten aller Querschnitte des befrachteten Korperstiicks gleich sind.

240. — Das BStattfinden des worausgesetzten Gleichgewichtszustandes
erfordert nun streng genommen, dass in den Fliichenelementen der End-
fliiche F, des betrachteten Kiovperstiicks OO0y = [ solehe iussere Kriifte
wirken, welche sich durch Multiplication von dydz mit den obigen
Werthen von 6y, 7y und 7, fiir @ ={ ergeben. Ist aber das System der
dusseren Kriifte fiir den Querschnitt Y2 nach Nr, 232 nur durch

B, By R M. M, M,
gegeben, so lassen sich niherungsweise die Spannungen im Querschnitte Y7
nach Nr. 233 den obigen fiir & =0 gleich setzen, falls nur die iibrig ge-
bliehenen 6 Constanten
a ay az b, by be
80 bestimmt werden, dass
]lfx:‘/'ff,_.ﬂ'!‘? fi’y:/f}_Af'F-""l R, ‘f"!_}-.rl'r F
My=f(yry—21,)dF; M,=/fz0,.dF; — M, = [yo. .dF
ist, die Integrale iiber den ganzen Querschnitt /' ausgedehnt gedacht.
Diese Gleichungen vreichen zur fraglichen Bestimmung gerade aus und
geben mit Riicksicht darauf, dass nach den Annahmen und !i:‘zrichntu};_;'vn
in Nr. 232
SydF =f2dF = fyz dF = 0
2= I/..;'3rf .‘""; l‘__';_f:{,r?rff"; A=B1 (¢
ist:
e Fi — M, _ My
M f':jf" ) = j_:(;, ) dg = .-}.‘-;-!),
sowie fiir by, &, und by die Gleichungen:

Iy [ FEUE) ) 1l ()
]3: BN = tlam __l)_H. ¥ f_f._‘ dF
(x 2m dy
R B+@2m-1)C de)
e A il B e s b £ )
G % 21m +f dz i
M, » (4 1) 52 —(2m—1) 22
T{,}: S J em+-1)y - dm—1) AP
’ | R
*Am41)22—(2m— 1) y2 3 2 dQ dQ -
=y oL yaF+ [ (y5E -2 - }u:
241. — Die Constanten b,, b, und bs erscheinen hiernach als abhiingig

von den Functionen (), Q4 und Qs auf welche die Function

= f'u '.’3.. + by (;:i| + bs e L'\N]'. 238)
zurlickgefilhrt wurde; indessen ist es ein bemerkenswerther Umstand, dass,
wenn auch diese Functionen selbst nur fiir bestimmte Querschnittsformen
bestimmbar sind, doch die beiden Integrale
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fd(“‘rff llndf—'—dl”

und damit auch die Constanten &; und by allgemein ausgedriickt
werden kinnen. Auf Grund der Bedingnngen, denen die Funetion @
unterworfen ist (Nr. 237), findet man niimlich mit Hiilfe eines gewissen Ver-
fahrens der theilweisen Integration:

dQ 1 f (d(yY) rfra;/})
fﬂ’_ﬂ‘ = K rh,r .

() S 1(z2 1(zY) o
f-r_f_: dF lf (f' I::{:——-) + {—(-7) :‘{‘.{’,

o i 2 e
S
sl el s

worin
: ;3-|—()m—1]~3 2m+ 1
Y==hoz+b— 2m +bs A
Qm+ 1 22 2m —1) y2
A W L ;%

ist. Die Einfiilhirung dieser W mt]ne liefert dann mit:
SydF =fzdF =fyzdF =0; B=/f=2dF; C=/[y2dF

. n’ ” L5 (4m 4+ 5) (.-':-.f:!m -1)B :
o/ m 1
. ! (-lm-i-)) B+2m—-1) C
f-_w;‘ = ,
dz 2m

nungen folglich nach Nr. 240:
pood m By I eGSR TR
"= g m+i GC- EC) =T mti GB_ EB*

Somit liisst sich nur die Constante b, nicht ohne Speeciali-
sirung der Querschnittsform allgemein ausdriicken; zudem ist es
bemerkenswerth, dass, wiihrend

die Constanten a« a3 as by be

nur resp. von R, M, M, R, R,
abhiingen, die Constante 0, dagegen im Allgemeinen nicht nur von M,
sondern zugleich von &; und b, also von Ry und R, abhingig ist.

b ¥

§ Rl

S 3

242. — Die Einfithrung der in den beiden vorigen Nummern gefunde-
nen Werthe der Constanten

,ﬁ._{ f

a a; das ?;1 1:2
in die Ausdriicke von oy, 7y und 7, fir 2 =0, d. h. fiir den Querschnitt
YZ liefert mit Riicksicht aunf
Q=0byQ0+ b1 Q1 + b2Qs

A St SR SR A,

Vi

B M M

=pt+ -7V -
:.HJ L T z’.,. dU. 2m+ 1 W i

1 m 1’17 /ri_f)g *2—;—(_ m — 1) y2 i

2m+1 B k T 2m ) 5

[ —

> .
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206 Zusammengesetzte Elasticitit und Festigksit,
"j()u } 1 m .‘"l . f!fil rI,r :L;[_‘) m — }:?) 3 it
- - b ( f.l" e 7 i 2 m+1 (0 "{‘T z 2m (o
1 m R (dQ; 2m+1 ) Iy
0= Smil B \ ‘flff. =

Dabei ist: |

|
1 m Byl / d(y n’i Jl\l 1 m f d()s rJ'Q:\ &
e = s = ' s = \dF
~ M, 2m+41 fr['ll !fl\ﬁf dz rfa,r / aF j—l— ‘m—}—l f i Jet | | i dz rflalr J_I_J

Gly= e
0 P (} ,,ff}_l
. i w0
A f(,}, =02 ”,ﬁ) /

Ji= f“’“'" ”'*’2 ~(2m=1) 22 zdF

2m

f“”““’“— en-1)y .o ‘
2m

Der allgemeine Charakter dieser Formeln besteht darin, dass die re- pur
sultirenden Spannungen in irgend einem Punkte des Quer-
schnitts die Summen derjenigen Spannungen gleicher Art sind,
welche von den Einzelwirkungen
R, Ry R, M, M, M, ud
herriihren; ebenso verhiilt es sich mit den Verriickungen £, 1, §
welche nach Nr. 239 lineare Functionen der Constanten
a ay ag by by by |
und somit auch der Grissen K und M sind. |
Die Normalspannung o hiingt nur von |
By, M; uwnd M,
ab, und zwar von M, und M, in gleicher Weise; die Tangentialspannungen
7y und z, hiingen nur von

M;, Ry und R,
und zwar von [y und X, in gleicher Weise ab.

243. — In den meisten Fillen der Anwendung ist der Querschnitt in
Beziehung auf eine der Schwerpunktshauptaxen @Y und 0Z oder in Be-
ziehung auf beide symmetrisch.

Ist OZ Symmetrieaxe, so ist cosf eine ungerade, sinf eine gerade
Function von y*); den Grenzbedingungen der Funetionen Jo, €1 und &
(Nr, 238) ist es dann entsprechend, mit den allgemeinen ]iuimuun'-
chungen dieser Funetionen aber nicht im W iderspruche,

o und @, ungeraden Functionen,

(2 einer geraden Function von y
gleich zu setzen. Sofern nun, unter 7(y) eine ungerade Function von y
verstanden, das Integral

lei-

SF@).dF=0

#) f(y) ist eine gerade Function von y, wenn J(=y) =
4y UIE de fl—y) = — [ (y)
ist. Der Differentialquotient nach 1y st im ersten alle eine ungerade, im zweiten eine
gerade Function von y.
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ist, wenn es iiber den ganzen in Beziehung auf die z-Axe symmetrischen
Querschnitt ansgedehnt wird, so verschwindet in diesem Falle das Glied mit
R, in dem Ausdrucke von b, (Nr. 242), und es wird also:

M= l} R J_I‘Jz {,;1 & f"’q(“g_‘ =1 ‘”3_1) (”."]
{ 2m4+1 € | & k“ dz dy |
SRR a0, aQ 5 :
i —J (-*’?aﬁ:‘ R_:T)'
Ist O Y Symmetrieaxe, so ist cosf eine gerade, sinf eine ungerade
Funetion von z;
), und (Js sind ungeraden Functionen,
(J; ist einer geraden Funetion von z
gleich zu setzen, und im Ausdrucke von &, verschwindet das Glied mit Ry.
Ist endlich der Quersehnitt in Beziehung auf beide Schwer-
punktshauptaxen symmetrisch, so ist
Jo ungerade fiir y und z,
1 ungerade fiir y, gerade fiir z,
(): gerade fiir ¥, ungerade fiir =
und die Constante &, ist dann nur noch von M, abhiéingig, niimlich:

: - M,
T L P dQ
5 “f('l dz w5 dy
244 — An der Lisung des allgemeinen Problems fehlt jetzt nur noch

die Bestimmung der Functionen ¢, €y und Qs. Zu dem Ende
kann man bemerken, dass der gemeinschaftlichen partiellen Differential-
gleichung Bf B

: dptaa=
welcher nach Nr. 238 diese Functionen entsprechen sollen, allgemein gentigt
wird durch die Function:

F @2 =g (y+2) + ¢ (y — 29),

unter ¢ und v beliehige Functionen verstanden, wiihrend zur Abkiirzung
V—1=1 gesetzt ist. Ein particuliives Integral von algebraischer Form,
welches zuniichst wenigstens dem Falle entspricht, dass der Querschnitt
durch irgend welche algebraische Linien begrenzt wird, ist:

; ;

(ignic o ——
S or o) S L S v s 2q
JWhea)=<2——F5—(Y+2ip+3 g =,

wo unter den Summenzeichen alle Summanden begriffen sind, welche aus

der allgemeinen Form durch die Substitutionen

w210, by 8 tdis
hervorgehen. Werden dabei die entsprechenden Werthe der Constanten
e und B mit
' aund 8, ¢ und By, ¢z und B3, «s und Sac
bezeichuet, so liefert die Entwickelung:

= 0

?
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f;, d=a+ay+ fiz+ as (2 —22) + fa.2yz+
+ a3 (¥ —3y22) + s (3122 —2%) +
4oy (P — 6222 4 20) + By (412 — 4yt +.
eine Funetion, welche auch leicht nachtriiglich durch Ausfiihrung der Diffe-
rentiationen als der vorausgesetzten Differentialgleichung entsprechend veri-
ficirt werden kann.

Ist nun der Querschnitt von algebraischen Linien begrenazt,
so dass wegen

sinf = f’jj

f‘n.-.'p' 5 dz
cosf und sinfl ganzen algebraischen Functionen von y und z proportional
sind, so kinnen die Constanten

& a1 O2..- P Be.o.s

den Grenzbedingungen (Nr. 238) entsprechend bestimmt werden; wegen der |
gemeinschaftlichen Eigenschaft der Funetionen oy @1 und g, fiir y=2=0 ]
zu verschwinden, ist @ immer = 0.

Wiire der Querschnitt von transecendenten Linien bhegrenzi,
so kinnte man dieselben niherungsweise durch algebraische ersetzen oder,
was auf dasselbe }li]lilllﬁ]iilll‘t} die Proportionalwerthe von cosf und sinf in
Reihen entwickeln, welche nach ganzen Potenzen von » und z fort- |
schreiten, dabei aber die Glieder von einer gewissen Ul‘llllllilg an vernach- |
Liigsigen.

II. Besondere Fille.

a. Einfache Fiille.
245. — Die einfachen Fiille sind diejenigen, in welchen von den 6
Grissen
Hy Iy B M My, M,
alle ausser einer = Null sind; nur 4 von diesen 6 Fillen sind wesent-
lich verschieden.
Ist 1) nur Ry nicht = Null, so wird nach Nr. 242:
Ry
s S R e B 03

im ersten Capitel ist dieser Fall ausfiihrlicher behandelt worden.

Ist 2) nur My oder M; nicht = Null, so wird:
My J!Z
Oy = i ¢ oder = 0 Y y=h= 0

in Uebereinstimmung mit den Fundamentalgleichungen, welche den Unter-
suchungen des zweiten Capitels zu Grunde gelegt wurden.

R46. — Ist 3) nur M; nicht= Null, so ist nach Nr. 242:
: a"() fed Q)
o =03 73=Gb, (F f); -;‘,_:Gt'a t"" )
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und bei Voraussetzung ecines doppelt symmetrisechen Quersehnitts
nach Nr. 243:

~ M,

d @, 10, :
A yoxs oot

{JI H'J,_, =

'\'.lr I = .rf_-',.f y

Die Funetion €},
Nr. 244:

Qo=t1y + iz + 2fyz + agy® — s
)
k

ist ungerade fiir y und z (Nr. 243), deshalb nach

B 40 (82 — y28) ...

+ 4583yt —28) +...

) L 90 QD s P, (S P
e r'}l = _".)-__-:a' g2 4 -li-;lg [yt — ':.{" 22) tana

und die in diesen Ausdriicken vorkommenden constanten Coefficienten sind
dadurch Dbestimmt, dass nach Nr. 238 fiir jeden Punkt des Umfangs
Oy N rdQ,

kX
| -+ 2z | oz | —— — | sin3 =
(g +7 ) coB + ("5 —y) sinp =0
sein muss, eine Gleichung, welche auch geschrieben werden kann:
Ty dz
== {'uf_r__.f_j’ =

'.,.Z "f.’f.

und welche mithin ausdriickt, dass die resultivende Spannung 7 in allen

Punkten des Umfangs tangential an denselben gericlitet ist (ef. Nr. 191),
Die Resultate, zu denen man aunf solche Weise gelangt, stimmen iiber-

ein mit denen, welche im fiinften Capitel sub B. von einem weniger allge.

meinen Gesichtspunkte aus direet erhalten wurden.

2%1. — Fiir die Ellipse z. B. mit der Gleichung
12 -
b2 T+ =1
.\'FIH l.':' o d
ist = , womit man findet :
CO8 0
OB , B+ (
0= g mon il e
Q e e
M, M
J"\_ - _”,'_fj,r;_ Ty = — 53 z
in Uebereinstimmung mit Nr, 200, Wegen
LN 70N
| == === 0
\NdyJo \dz /s
ist ferner nach Nr. 239:
= :’JI.J.'J': 3 e ‘Ir’r--"“.’,r',
algo der gpecifische Drehungswinkel nach Nr, 202:
/ d2g 2y M
\rf‘:' f/‘f_.f_.-' 0 \da dz/ly=0p 4 B( !
B
Grashof, Festigkeitslehre, 14
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in Uebereinstimmung mit Nr. 204. Endlich ist nach Nr. 239 die Gleichung
der windschiefen Querschnittsfliiche :

E=b,0Q=— 390 2 F..‘.' /2
b A Qo = oV
in Uebereinstimmung mit Nr. 205,

248, — Tiir das Rechteck mit den Seiten 25 (parallel der y-Axe)
und 2¢ (parallel der z-Axe) ist in allen Punkten der Seiten 2¢ des
Umfangs:

cosff=+1; -\:"HI.';' =0 y=40b,
womit die Grenzbedingung liefert:
ty + 3%y =0 28+ 1 412028, =0; B =105

falls die Entwickelung der Function (), nur bis zu den Gliedern won der
4tn Ordnung incl. fortgesetzt wird. In allen Punkten der Seiten 20 des
Umfangs ist:

.r'r».-J'j‘ —=0: sinff = + 1

I
womit die Grenzbedingung gielst:

P 32

[J:;:“! L’]'J,-_: -1 — 12-'3r'1'|r“: B8:s=0,
Demgemiiss kann ¢y = @y = P1=fs = pi=0 gesetzt werden; was aber

Pe betrifit, so erhiilt man dafiir 2 Werthe, die sich widersprechen, und es
wird dieser Widerspruch auch dadureh nicht beseitigt, dass die Entwicke-
lung der Funetion (J, bis zu einer grisseren, aber endlichen Zahl von

v [ ) ] Y d ),

Gliedern fortgesetzt wird. Wenn man aber in den Ausdriicken von T
dldy :

und 5 (Nr. 246) den Gliedern mit 2% und y# Coefficienten beilegte, welehe

von fy verschieden sind, um dadurch muglicher Weise dem Einflusse der
fortgelassenen folgenden Glieder Reclnung
Coelficienten = O und somit: .
90,
F.fllﬂjf
wodurch der Gleichung:

zu tragen, so ergeben sich diese
Q. 3 R ] c
Pez + 120922 5 S0 —98., _ 198

2 (), a2,

Ay T dz? T
nicht widersprochen wird und sich ergiebt:
e )2 o2 o 2
2= {;!._'_r'-' i 125, b2y et
Damit wird: Gb, =— - 2+ ¢ 3
X # 39 [J8ps X
und in Uebereinstimmung mit Nr. 199:
Mt 22 9 My ¢ 2

4 Yy
Ty = | — | = e e > -
y 16 &8¢ ‘\I cz)? 4 16 bHed ™ k\l f;;.',..] i
ferner nach Ny, 239:

N =baz; =~ bo ey,

gonach .9 -
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Wenn man endlich im Ausdrucke won ), auch noch die Glieder von
der 4ten Ordnung fortlisst, also

B-C
E=0,0,==3Q, Bro" Yz
in Uebereinstimmung mit Nr. 205,
249. — Eine nithere Untersuchung erfordert der Fall, dass

4) nur Ry oder I; nicht = Null
ist, nachdem in dem von der Schubelasticitiit handelnden vierten Capitel die
Vertheilung der Tangentialspannungen im Querschnitte nur unter Abstrae-
tion von den zur Richtung der resultirenden Schubkraft Ky vesp. /7, senk-
rechten Spammungen 7y resp. 7, und auf Grund der Annahme untersucht
worden ist, dass die einzig beriicksichtigten, nach Fly resp. I?, gerichteten
Spannungen 7, resp. 7y blosse Functionen von y resp. z seien.

Es sei insbesondere /7y allein nielit = Null, und es werde angenommen,
dags zugleich die Hauptaxe OZ den Querschnitt symmetrisch
theilt, Nach Nr. 243 ist dann 0, = 0 und deshalb nach Nr. 242:

1 m I, ( d@Qs 224+ (2m—1) ‘,p)

Ty =0 m+1 B \ dz 2m

1 m R, /d Q_; 2m + 1
g =— — - —yz |-
Uz 2 m41 B\ dy m 7 J

Nach Nr. 243 ist (J» eine gerade Function von y und deshalb nach
Nr. 244:

s = ‘.f| 2+ tz I:Iia'g — :?_I + ;':f

(By2z —2%) +ou (y' — 6222+ 24) +...

o ()
] o gl
;’ = 2{{23 4 IJI.')';;F_.";' + 40y -:;"3 — Sy ...
@iy ¥ : 4
d fj _] g ; o
—— =P —2a2+ 30 (2 —2F) + dey (-3)P2z + ) +...,
o &

3

wobei die Constanten ¢ und B bestimmt sind durch die Grenzbedingung
(ef. Nr. 238):
./f._;'rg_._f 2m+1 m\ e {,Fugz ¥ 224+ (2m—1) 22 LD

dy m 7 ) 9% i ’
welehe ausdriickt, dass die resultirende Tangentialspannung 7z =Y _."}.2_—1:_';.52
in allen Punkten des Umfangs nach der Tangente desselben gerichtet

\.. % 2m

sein muss.
Als Gleichung der gekriimmien Querschnittsfliiche erhilt man aus dem
Ausdrucke von £ in Nr. 239 mit # =0 und Q = bg (s
albe /d Qs /dfg._,] &
=5 [y + a-(G) ~o (G2
;'JI,-;I P A
=g g (=¥ + B —Hhz2).

14
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219 Zusammengess

Diese Fliiche wird nicht nur von Ebenen, welche der #z-Ebene, sondern a
im Allgemeinen auch von solchen, welche der wy-Ebene parallel sind, in
krummen Linien geschnitten.

Wenn auch die y-Axe den Querschnitt symmetrigeh theilt, —

go ist €)s eine ungerade Funetion von z (ef. Nr. 243), also:

Qo =iz + B (By2z — %)
d (s d ()y
— =0z .. : By 4 38 (12 ke
r|'l it 2 g FEIT
g LJ”‘ 32 & 1. A
S= !:'H' ¥z 4 pg
250, — Fiir einen elliptischen Querschnitt mit der Umfangs-
gleichung:
.,Ir' -
.
2 o
findet man, wenn
349 m + 1 i
i
o
he + 32
cesetzt wird,
'.:J = (o= :].-‘;; = M
! y 24 St
alle iibrigen Coefficienten von €Js = Null: damit:
] e I’l’z
Ty = = [ (02 — 22) — (1 ) y2
x 2 m+1 Bl
R,/ i N
Tz 1 @ |

I3 41

Wenn inshesondere die Ellipse in einen Kreis libergeht, so ereiebt sich

f
- ‘?I-?
mit 6 =¢=7» und wegen B=1F ik
i Im+2 R, 1 =2 W 2
= =
L] ‘I’l’ - .3 Jlr' \\ n'._J »IiJ.’ ) ."J
2 H;,_
5 'k .
¥ i l -! r2
Die Werthe von 7, und 7,, sowie von 7 - V2 2, welche sich

hiernach mit m =3 fiir einice Punkte des Querselnitts

: g (im Umfange und
in der z-Axe)

: ergeben, sind in der folgenden Tabelle zusammeneestellt
zur Vergleichung it denjenigen lier mit 7; bezeichneten Werthen von
¥ resp. 7y, welche mach Nr. 173 denzelben Werthen

= von entsprechen
wiirden.
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T R, T, I,
7 Tt 7 . 7 -
R ? ; L g
T — T _— B, i
g =0 Vs ye=0 | y=}r2—z* g == (} =} ri—z?
=0 1,375 1,25 0 0 1,375 1,25
1
TS 1Q0) 172 0 0,303 1,289 1,210
1 | 1,172 : : 21
1
) 1,051 L\_‘,I_",T () (0.541 1,0:31 1.082 |
— 1’ : 0.602 0,547 0 0,620 0.602 0,827 0.583
— )] () ] 1) 4] 1] {)
251. — Wenn man fiir einen rechteckigen Querschnitt mit den

Seiten 26 parallel OY und 2¢ parallel OZ die Entwickelung der Function
)5 anf die Glieder bis zur 4tr Ordnung incl. beschriinkt (welche freilich
wegen der Symmetrie beziiglich auf die y-Axe verschwinden: ef. Nr. 249),
go findet man die Grenzbedingungen, welche die der y-Axe parallelen Seiten
ch mit denen, welche die anderen Seiten

des Umfangs liefern, unvert

1

die Entwickelung von (J; bis zu einer

dern fortgesetzt wird, Beide Umfangshedingungen lassen sich aber vereini-
d(Dy

gen, wenn im Ausdrucke von ”,"j (Nr. 249) dem Gliede mit »2 ein von 383

)

erspruch auch dadurch nicht gehoben, dass
seeren, endlichen Zahl von Glie-

ergeben, und es wird dieser Wit

verschiedener Coefficient beigelegt, niimlich
"”;}z T At ,,M_j__, : oy 2 P
rn!'lf.f h:,l-._l_.f_ - T =Py —apg2e 4 apyYe

gesetzt wird, was unbeschadet der Gleichung:
r!l!r"'_;:_. a2 s

= =0
2 =2
geschehen kann. Dann folg
5 m+1 = 28 2m+1 s 2 L
Pl = —— C5] Oopg= e Dy =
m ' 2m, : 2
und damit wegen 5 = F'
3
| — 0

252, — Der Ausdruck von z in Nr. 172 ist im Allgemeinen nur ein
Mittelwerth von 7, fiir die verschiedenen Punkie einer zur Richtungs-
linie der Sehubkraft /, senkrechten Geraden des Querschnitts. Die Bei-
gpiele der beiden vorigen Nummern lassen aber erkennen, dass die Sub-
stitution dieses Mittelwerths 7 fiir dag veriinderliche 7z, unter gleichzeifiger

Vernachliissigung von 7, mit einem um so kleineren Fehler verbunden ist,
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214 Ausammengeselzte Blasticitit und Fest

je weniger die Tangenten des Umfangs in den Endpunkten der betreffen-
I:[i-u zur z-Axe (zu [¢,) senkrechten Geraden gegen die z-Axe gencigt sind
und je weiter zugleich diese Gerade von der y-Axe entfernt ist, weil in dep
grossten Entfernung von der y-Axe sich alle Tangentialspannungen  anf
Null reduciren, Die Beibehaltung des in Nr. 172 ermittelten, filr alle Quer-
schnittsformen gi

giiltigen, angeniherten Vertheilungsgesetzes der durch eine
Schubkraft £/, bedingten Tangentialspannungen im Querschnitte ist also
hesonders dann vom Gesichtspunkte des praktischen Bediirfnisses aus unbe-
denklich, wenn der Umfang des Querschmitts von der y-Axe aus nach bei-
den Seiten hin zuniichst nahe parallel der z-Axe bleibt und nur
Entfernung von der y-Axe einen grisseren Winkel

also dort, wo tiberhaupt die Tangentis

in grisserer

mit der z-Axe ]\:.!lll'l_. 1
spannungen kleiner werden und
deswegen einen bestimmenden Einfluss auf den Maximalwerth der Ausdeh-
nung & der aus der Verbindung mit etwa gleichzeitizen
kungen resultirt, in geringerem Grade ausiiben.

anderen Einwir-

Bei einem doppelt-Tf6rmigen Quersehnitte (Fig. b, Nr. 48)
z. B. ist es ganz vichtig, fiir den schmalen Mitteltheil die

Tangentialspan-
nung

in allen Abstinden z von der y-Axe (Biegungsaxe hei dem eleich-
7 zeitigen Vorhandensein eines Kraftmomentos My) nach Nr. 172

72 zu berech
nen; nur bel der plotzlichen Verbreiterung des Querschnitts zu den beiden
Flansehen wiirde dies fe

lerhaft sein: hier muss eine wesentlich ungleiche
nach abnehmender Grisse von der =-Axe
emtreten und zugleich eine Seitenspannung
eine Kriimmune

Vertheilung von =,

aus seitwiirts

z hinzukommen, womit zugleich
der Flanschen nach der Seite hin verbunden ist. In der
That aber wird hier auch

abgesehen von jener Tendenz zur seitlichen
Verwerfung, der bei sehr breiten und diinnen Flansehen durch entsprechende

Absteilungen entgegengewirkt werden kann — der Einfluss der Tangential-

Spannung ohne Bedeutung fiir die resultirende Anstrengung des Materials, I
welche vielmelr nur in der sehmalen Mittelwand wesentlich dadurch be-
dingt wird,
h. Zusammengesetzie Fille,
253, Bei dem im Vorhergehenden (Nr. 232 w. ff) untersuchten all-
gemeinen Problem war in jedem Punkte irgend eines Querschnitts des
{ geraden stabfrmigen Korpers
Oy = Oy (A
Wenn also mit ¢ der Absolutwerth der Normalspannung o, und mit
t=VYeo2 47,2 die resultirende Tangentialspannung  bezeichnet wird , 80
sind die @ivssten Werthe & und ¢ der Ausdelnung und der Zusammen- b
driickung in dem betreffenden Punkte nach Nr. 230 bestimmt dureh:
'!_‘-:.. L -Un’ e I o (s +-1

2m 2an

parlim=l,  mal

(=g 3 3
(1) —V 624 422
2m e 291 ‘ +
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Zusammengesetzte Elasticitit und Festiglkeit.

wobei die oberen oder unteren Zeichen gelten, jenachdem ¢ eine Spannung
im engeren Sinne oder eine Pressung bedeutet. Beide Werthe F&' und F&”
sindern sich von Punkt zu Punkt, und es soll

mar, (Ke"y =k 1 maz. ( Eh=
soin. Iet & = &' =4k oder sind & und ¥’ in geringerem Verhiiltnisse ver-
sehieden, als die Maximalwerthe von F¢ und £’ so ist nur der grissere
dieser beiden Werthe massgebend, niimlich

: m—1 ml LD Y
ma. (1€) -—m:.-.a'.( G 4 - . l‘ o2+ 412 )

2m 2 ;
welcher hochstens = k sein soll, wenn & = I = Lk gesetzt wird, oder hich-
stens = & resp. &, jenachdem ¢ eine Spannung im engeren Sinne oder eine
Pressung isf.

Von den Combinationen, welche die unter a. bhetrachteten einfachen
Speeialfiille 1) bis 4) zulassen, haben besonders die folgenden prakfisches
Interesse:

1) und 2): Zug oder Druck und Biegung,
1) und 3): Zug oder Druck und Verdrehung,

2) und 3): Biegung und Verdrehung,

2) und 4): Biegung und Verschiebung,
Die erste dieser 4 Combinationen ist schon im dritten Capitel als zusam-
mengesetzte Biegungs -Elasticitiit und Festigkeit ausfithvlich hehandelt worden.

1. Zug oder Druck und Verdrehung.

254, — Ist P die nach der Axe des geraden Stabes ziehend oder
driickend wirkende Kraft, M das auf Verdrehung um die Axe wirkende
gt P eine gleichférmig im Querschnitte wvertheilte

Kraftmoment, so erze
Spannung o, M aber eine Spannung 7, die in einem gewissen Punkte des

ssten ist, und in diesem letzteren Punkte findet deshalb
auch der grisste Absolutwerth von e statt.
Ist insbesondere der Querschnitt ein Kreis mit dem Radius »,

Umfangs am

g0 ist: E DM e
- = . ar. T — —— (Nr [+]
g= apai MAT.T = —g (Nr., 187)
\ P ym—=1 w4 T M\
maz. (B)= 75 Tem *72m ¥ 1H\2r) )

255. — Nach dieser Formel ist z B. die Anstrengung zu beurtheilen,
welche eine Schraube auszubalten hat, wenn sie oder die zugehorize Mutter
entgegen dem Widerstande P durch das Kraftmoment M gedreht wird; unter r
ist dabei der innere Radius des Schraubengewindes, d. h. der Radius des vollen
Schraubenkerns zn verstehen,

M und P stehen hierbei in einer gewissen Beziehung zu einander, und zwar
ist, wenn

a der mittlere Radius des Gewindes,

« der mittlere Steigungswinkel,

= tgo der Coefficient der Gewindereibung ist,
fiir eine Schraube mit flachem Gewinde;
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P FEGTTE '
und fiir eine Sehraube mitscharfem Gewinde, wenn noch 22 dessen Kanten-
. s . N : . n 1 e
winkel oder ! den Neigungswinkel der Axe gegen die Erzengungslinie der
) i

Schraubentiiche bedeutet:
M tgu + neose) 1
Ia 1---;.%,,1 |

oder naherungsweise weren der Kleinheit von o und be i Einfiihrung eines iiblichen
Mittelwerthes von 2

W Lif e 1,12,
Pa e f—-l,]'_"_n b e '

Zum Anziehen der Mutter einer Befestigunossehranbe ist zwiar, um den
Druck P a n der hinzukommenden Reibung an der Grundfliiche
der Mutter ein grisseres Kraftmome nt, als dieses A/, erforderlich: doch wird nur
dureh den hier mit M bezeichneten I]n-|I dieses Kraftmoments, welcher der Ste igung
der Schraube und der Reibung im Gewinde entsp
Verdrebung in Anspruch genommen,

szuiiben, w

ht

, der Sehraubenbolzen aunf

2. Biegung und Verdrehung, '

256, — Auf den ceraden stabfirmie

n Korper wirken K rifte, welche
rechtwinkelig und im Allgemeinen windsechief gegen die Axe
gerichtet sind; fiir einen beliebizen Querschnitt /" geben sie ein auf
Biegung wirkendes Moment My, dessen Ebene rechtwinkelie zu F, und ein
auf Drehung wirkendes Moment Ms, dessen Ebene parallel /' ist. M,
i dndert sich im Alleemeinen bestiindig von einem zum anderen Querschnitte,
il My nur plotzlich in denjenigen Querschnittsebenen, in denen solche iiussere
fle lieze 'n, deren }.u]mm: linien die Axe niec llr schneiden,
1 Die durch M, bedingte grosste Normalspannung ¢ des betrachteten
Querschnitts findet in dem von der Biegungsaxe entferntesten Punkte A
die durch My bedingte erisste Tangentialspannung
cinem anderen Punkte As des Umfangs statt:
zusammen, so ist ehendaselbst auch &

im Allzemeinen in
fallen die Punkte A; und As
am grissten,

Sind die Haupttrigheitsmomente /3 und ¢
schnitts einander gleich = J

des Quer
» 80 ist (cf. Nr. 188) niiherungsweise
(streng genommen nur fir den Kreis):

Mse
o, f — :_j’f
demjenigen Punkte Ag, desgen Entfernung vom Schwerpunkte am griiss-
ten ¢ ist; liegt dieser Punkt in der Ebene des Momentes M,, so fillt er
mit A, zusammen und es isi:
Mye
ey, 0 =
of

preeea, |
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unmengesetzte Elasticitit und Festigkeit. 217

257. — Nach dieser Formel ist insbesondere die Anstrengung einer Trans-
missionswelle zu beurtheilen, wenn bei grisserer Linge der Welle die Schwer-
kriifte und Theilrisskriifte von Ridern, Riemscheiben ete. nicht so klein sind oder
nicht so nahe bei den Lagern angreifen, dass ihre biegende Wirkung gegen die
verdrehende Wirkung des iibertragenen Kraftmomentes vernachlissigt werden darf.
Indem bei der Rotation der Welle die Ebene des Momentes M, ihre Lage im
Raum nicht findert, geht der Punkt des Umfangs, in welchem = am grissten ist,
abwechselungsweise auf der einen und anderen Seite der Biegungsaxe durch diese
Ebene von M, hindurch, und es ist deshalb der obige Ausdruck von max. (Ee)
wechselsweize = maz. (E¢') und = maz. (E¢*). Ist also k der kleinere der beiden
hchstens zugelassenen Werthe &' und & von X4 resp. E¢”, so sind die Dimen-
sionen des Querschnitts der Bedingung

T e ’m---_] A m+1 } —”—I_—1E\I
J ( Dm 2m ),'
gemiiss zu bestimmen, worin fiiv 3/, der grisste Werth des Biegungsmomentes
fiir irgend einen Querschnitt desjenigen Wellenstiicks zu setzen ist, wodurch das
Drehungsmoment M iibertragen wird.*) Fiir eine cylindrische Welle vom Durch-
messer o ist insbhesondere
e a2

T "

3. Biegung und Verschiebung,

258. — Fiir irgend einen Querschnitt sei M das auf Biegung wirkende
Kraftmoment, £ die resultirende Schubkraft; die Ebene von M theile den
Quersehnitt in zwei symmetrische Hilften, und der Schnitt (die Symmetrie-
axe) sei die Richtungslinie von R. Die Biegungsaxe ist dann senkrecht zu
diesem Schnitt, und wenn

Z

niitzlich zu bemerke

rten Berechnung eines Ausdmcks von der Form J:
man setzen kann:

an + by,

wenn nur der ienten ¢ und & ar me Werthe beigelegt werden, welche um so
richtizer | werden konnen, zwischen je

ol r = . u
ren (renzen das Verhiltniss - liegend
&T
vorausgesetzt wird,

- iy "
Ist pur =~ <1 _s;ege]nr_:u, s0 isb zu selzen:
&

Fy? = 0,962 4 0,4y
ler von hochstens 4 Procent des wahren Werthes der zu berechnenden Wurzel-

— 151
Va4 y? = 0,986z 4 0,23y
: 4 : 1 1
mit einem Kehler von hochstens — Procent, fiir — <2 < 1;
o & &x
Va2 & 42 = 0,818z + 0,59
)

mit emem Fehler von hichstens —~ Procent des wahren Werthes,
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Zusammengesetzte Elasticitit und Festighet.
J das Triigheitsmoment des Querschnitts in Beziehung auf die Bie-
gungsaxe,
y die Breite im Abstande z von der letzteren,
¢ den Maximalwerth von z,
dF' = ydz einen der Biegungsaxe parallelen Flichenstreifen bedeutet,
80 ist in :li[l'll Punkten der Breitenlinie y:

M-
A
und niherungsweise nach Nr. 172:
lll 8
- ‘zdlF :
: J."'F_-;
folglich mach Nr. 253 fiir den ganzen Querschnitt;
M fn—1 m <41 d [ 20 & ‘|~
LN o el . o G R i
i, |)",rJ =5 i mad. | o <4 S 2 4 _Ifls_,r."“ =} J )

Der dem Maximum entsprechende Werth von = ist von der Form des
Querschnitts und von dem Verhiiltnisse zwischen M und /¢ abhiingie.

259. Es sei z B. ein parallelepipedischer Korper, dessen |
Querschnitt ein Rechteck mit den Seiten & und ¢ ist; am einen Ende he-

festigt, am anderen frei und hier, im Abstande « von der Befestigungs-
stelle, durch die parallel den Seiten ¢ wirkende und die Axe rechtwinkelig
schneidende Kraft 7 angegriffen. Die gefiilirlichste Wirkung findet dann |
in dem unmittelbar an der Befestigungsstelle liegenden Querschnitte statt,
und zwar ergiebt die obhige Formel mit
e hes
Y 'r'f:l e = e k=P M="Pq

2 12

-
fiir eine Breitenlinie im Abstande =z = & 5 von der Biegungsaxe jenes Quer-

schnitts:
e = 6 Pa rm—1 m+417/ _.,“ R _'“ =N |
i e l\ 2m Lot 2m ‘l’ Lt .] a? I'I bl s
z. B. mit m = 4. I
S n 3 S
e = b Jie); fle)y=3a+5 ") o2 4 Tas 1 —q2)2

Die Art und Weise, wie sieh / (¢) mit ¢ #ndert und wie dieses Aende-
13 .
rungsgesetz durch dem Werth des Verhiltnisses - bedingt wird, macht die

folgende tabellarische Zusammenstellung anschaulich.
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Zmsammengesetzte Elasticitit und Festigkeit. 219 .
e 1 @ i _‘J | a o 4 | & 8 <'_} a 2 _I_'n_ | a & .H‘ ]
|e T 16| 16|¢ 16 e 16|c™ 16| ¢ 16 y
. | . | o5 L | R o A - g
« S (@) Sl | fle) | f(@ J (a) | J () l
[ .
0 | 40 20 | 10 8 | 6667 | 5 4
0,1 39,003 20,106 | 10,213 | 8236. | 6919
L | 39, s 213 | 8236. | 6919 1
0,2 19,813 i 10,252 | 8,345 | 7,078 |
0,3 | 10,123 | 8333 | 7,149 !
0,4 | 9835 | 8211 | 7,146 -
05 | 8 | 7,090
06 | s 7,784 7016 | 6,186
07 | = | 747 | 6979 | 6430
0,8 ‘ = = 7,329 | 7,065 | 6,786
0,9 - | 8 590 7450 | 7,375 | 17,299
1 | B ] | 8 ‘ 8 |
| |
¢ ! : @ 5 3 oy | g 4
Hiernact ist fiir — = — : /(0) = f| = f(1) = 8 und zwischen
‘. I'I ¥ o \ 2 S 3

ol iy i 3 A : ; e
7(0) und 1 ( - \. liegt ein Maximum, zwischen 7 { - \ und 7 (1) ein Mini-

mum von | (a).

(14
Fiir grossere Werthe von — bleiben zwar das Maximum und das Mini
: =

I3 3
mum einstweilen noch bestehen, allein sehr bald, z B, schon fiir — = 5
) ,. _

wird das Maximum kleiner, als der unveriinderliche Grenzwerth f(1) = 8. i

re L s s 3 i)
Wird — noch grosser, so verschwinden dag Maximum und das Minimum von
7 :

|

» e = SENL s S ; e S
J (@) ginzlich, und z. B. schon fiir — = - findet eine bestindige Zunahme

statt von I.f‘l::{l_- bis _;" ).

13 )
Wird — = —
¢ 16

ger von f(0), das Minimum verhiltnissmiissig weniger von S (1) verschie-

» 80 wird zuniichst das Maximum verhiiltnissmiissig weni-

L a : o i
den; alshald bei weiterer Abnahme von — verschwindet zuniichst das Mini-
i

e s e o e

e (o 5l - .
mum giinzlich, z B. schon fiir — = g Spiter auch das Maximum, z B.
Lo C

S | : : e
schon fiir % =16’ bei welechem wie bei jedem noch kleineren Verhiiltnisse
@
. eine bestiindige Abnahme von f (0) bis £(1) stattfindet.

TP : i do et 5
Uebrigens ist das etwa noch vorhandene Maximum fiir — = 16 stets
() L]

: A el 2 : S
nur so wenig > 7 (1) und fiir ¢ = 1@ Stets nur so wenig = £ (0), dass man

mit einem fiir praktische Anwendungen meistens unwesentlichen Fehler, je-
nachdem
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itat und Festigheit

&0 m + 1
=—,d h =
o 16?7 T |1
das grosste .I'I“C..' - /(1) oder J’-'“.' setzen, d. h. den Hi"l“]lr'l' auf hlosse

33 .
STea 101 e
NEgUngs!

stigkeit oder aunf blosse Schubfestickeit berechnen darf,

260. — Das rechteckige Gewinde einer Schraube von schwacher
Steigung, welche nach der Richtung ihrer Axe den Druck » auszuiiben hat, ist,
soweit es in der Mutter enthalten ist, als ein prismatischer Kirper wie der in

der vorigen Nr. untersuchte zu betrachten, dessen Dimension 5 die beiden anderen
bedeutend iibertrifft: es ist nimlich » = dem Umfange des Schraubenkerns multi-
plicirt mit der Anzahl der in der Mutter enthaltenen Windungzen, ¢ — der Dicke

des Gewindes zu setzen,

Wenn das Gewinde ohne irgend einen -“*'pir'!i'i!lllll in das |-|||>-]J['1-:-]|4-1|r1r Mutter-
gewinde passt, so ist eine Biegung unmiglich, die .'\|:t\|']||;||;|,;._-;1'|-n-_-'unl-_f folelicl
nach der in der Anhaftungsfliiche ht‘l'\'i-‘l'_‘_'l'l'{lrl'!|r-1| griissten Ta

entialspannung
zu beurtheilen, welehe nach Nr. 173:

a P
2 be

ist. Ist aber ein Spielraum vorhanden, der bis zu einem gewissen

maxr., T ==

(GGrade eine

Biegung zulisst, so ist die Dimension a der vorigen Nr, — -.r’ = der halben Tiefe

(dem halben Vorsprung) des Gewindes zu setzen, wenn man den Druek 2 in der
mittler

Schraubenlinie concentrirt denkt, in welcher in der That nahezu die |

etzt gebogenen Gewinde der Schraube und der Mutter sich beriihren |

entegenges

= i £ o t a 1 . m 1
miissten; sofern nun ¢ = ¢ ist, wiire = , also gewiss = das
= 2¢ ([ 2 4m ’
Gewinde folglich nur auf Biegung zu berechuen, wodurch die grisste Spannung
' p AL
i 3 3Pt
| mex, g == b8 ber
12
hervorgerufen wird.*)
Ist ¢ der Durchmesser des Schraubenkerns (der innere Durchmesser des |
Gewindes), & die Hohe der Mutter, so kann man auch setzen: | 6
adh
bhe 5
- iy s P
und deshalb im 1** Falle: mas.» — —_,
adh
- . b Pt G H
im 2% Falle: max. ¢ = mit { = e,

xdhe  wdh

IIlJ']
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Zuzammengesetzte Elasticitit nnd Festigh

Dieselben Formeln gelten fiir das Muttergewinde, wenn unter d der iiussere
(grissere) Durchmesser verstanden wird; die Mutter Liuft also geringere Ge-
fahr einer iibermiissigen Anstrengung, sofern nicht etwa die Festigkeit des Ma-
terials, worans sie besteht, in bedeutenderem Masse, als im Verhiltnisse des
imneren zum iiunsseren Gewindedurchmesser, kleiner ist, als die Festigkeit des
Materials der Schraubenspindel.

261, — Aus der Untersuchung in Nr. 259 ist zu schliessen, dass auch
in anderen Fiillen, sofern nur nicht der Querschnitt in der Bie-
cungsaxe sieh auf eine geringere Breite zusammenzieht und
deshalb 7 erst in grisserer Entfernung von derselben mit wachsendem 2
merklich abnimmt, der Korper ohne grossen Fehler auf blosse Biegungs-
festigkeit oder auf blosse Schubfestigkeit berechnet werden darf, jenachdem

Fefir 2=e¢ = Fg fir 2=0
ist, folglich, mit Riicksicht auf die allgemeinere Formel fiir Ze in Nr. 258,
Jjenachdem

[zdF

Me T i Y M S {1 S = S

T Ty O ik =

ist, unter y, die Breite in der Biegungsaxe verstanden. (Cf. Nr. 174.) Dass
insbesondere fiir den kreisformigen Querschnitt diese Bemerkung mit un-
gefiihr demselben Rechte gilt, wie fiir den rechteckigen, folgt aus dL-m ana-
logen Abhiingigkeitsgesetze zwisehen 7 und 2 in beiden Fiillen: of, Nr. 173.

262. — Bei einem doppelt- Tformigen Querschnitte (Fig.
Nr. 48), der in Beziehung auf die Biegungsaxe symmetrisch \nr-uwrmvtzt
werden mige (b =56; umnd d = d;), darf man die Dimensionen b, d und e
blos mit Riicksicht auf das Biegungsmoment M bestimmen: die llnnrn&ion
@ dagegen ist von M und R zugleich abhiingig zu mtrh:u. niimlich von
dem grossten Werthe von &, der irgend einem Werthe von 2 <f(=ze—~d)
entspricht, In dieser Beziehung genligt es, den grisseren der h{-.lr{r:n (m:nz-
m-:rhe von Fe, welche 2 =0 und z = J entsprechen, als massgebend zu
Grunde zu legen; dieselben sind:
m-+1 R H,

m ,.l- (14

oy M fm—1 ; m+ 1 / WiRE
__'IT "“‘1“ J!\ 2m ' - ’fu ‘/ f + k” (4 j

9
mit .f H ‘ bed ( by ) .;':5 '

> =) fl“‘"u =

: £ { o 2 f2
i, _,'I 1F=bd (o 3\ g

H, —.If:;(”,' et "t,
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99 Zusammengesetzte Flasticitit und Festigkeit.

2]

Welcher von diesen beiden Grenzwerthen der grossere ist, hiingt von
M
den Dimensionsverhiiltnissen und von dem Verhiiltnisse i ab;{ man findet

Fe, = Fe, jenachdem
Mz me—1H, M = (e + ].:]2 H._2 _i'rj";'—'

R2 m r{,r' R 17 rr”_fzi
oflehiit gmithae o VAL g 5 V (1Y me L )
R mo e 2 K 2 5 ?
ist, fiir m = 3 z. B. jenachdem
M A ” \
= | — Hs 4H2—-3H,2).
R = 3af \ + | 0 *)
963, — Die rationellste Querschnittsform wiire diejenige, hel
weleher in jedem Abstande = von der Biegungsaxe

2 . Me
e = Const. = ¥
oder: m—1 m+ 1 V__ F2e s _‘ : I
SO * om . |, My :'/ 70y r
ist, eine Bedingung, welche, wenn
/“ _m — 1 .
z=wae und 1 — — o =1 (a)
m T g

gesetzt wird, auf die Form:

.“ e 1 m

My S =i S @

m -+

gebracht werden kann und zu der Differentialgleichung fiihrt:
m + 1 Re
M

1 dy df (a) + cda

i Y /(@
i Die Integration giebt, wenn @« den Werth von y fiir @ = 0 bedeutet:

i ./ % Re :
ly == - lg f (a) — i . (@) ‘
B . m—1 / 2a+m—1 m—1\] I
(@) =0,43429. . (n )| 1—f(e —~ | are stn - 0 &t ] 1
, g(a) y by {i t+1) 1‘ 7(@) oV r\m’a it i @i'e sun my1).
) Die Logarithmen sind gemeine. Insbesondere fir m =4 sind die

¢=0,13 02... 0,9 entsprechenden Werthe von — lg /' () und ¢ (), so wie
auch die Werthe von *~, welehe sich damit ergeben, wenn beispielsweise
3 .

M 3
B

gesetzt wird,®) in der folgenden Tabelle zusammengestellt,

*) Wenn ein an beiden Enden unterstiitzter Balken in der Mitte die Last P trigt

: . i =
g0 wichst M vom Ende bis zur Mitte von O bis i oder von 0 bis 5Pe¢, wenn etwa
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| anre y 3
{ | | — A
o I— lofle)| g@la) - : ;'
| neg | 4
0,1 | 0,01752 | 0,00280 1,040 =
02 | 0,08786 | 0,01144 | 1,085 .
0,3 0,06175 | 0,02677 | 1,139
04 | 0,00023 | 004038 | 1,203 1
06 | 0,12494 | 0,08065 l
0,6 ‘ 0,16862 | 0,12256
07 | 022642 | 0,17811
08 | 0,30990 I 0,25337 |
0,9 | 045593 | 0,36348 |
?.,' . 3 :
Fiir ¢ = 1 ergiebt sich ~—— = o, und es ist deshalb vollkommen diese ideale
¥ (14 5
Querschnittsform nicht zu realisiren.
2064 — Eine nur angeniherte Verwirklich ung ist iibrigens auch

schon dadurch geboten, dass das hier zu Grunde liegende Vertheilungsgesetz
der Tangentialspannung = selbst nur angeniihert richtie ist und um so un-
richtiger wird, je mehr sich der Umfang des Querschnitts gegen die z-Axe
neigt, wihrend « der Grenze 1 sich niihert (cf. Nr. 252). Begniigt man sich
. Me
deshalb, nur von ¢ =0 bis ¢ = ¢; der Forderung Fe = @ entsprechen,
wiihrend von @ = @; bis ¢ = 1 die Breite  constant = & gemacht wird, so
ist mit y = Aa, unter A die in voriger Nr. bestimmte, von dem Verhiiltnisse

77, abhiingige Function von ¢ verstanden:
Lée =

e

1 ' [r3 2

} - : 1—a,2
[zdF = e2fyada = ¢ ( afAeda+b = \
. F \od TR

¢ S : [ @ 1 — 8
J = .:’f 22 N = 2;‘1”/3‘{:'—';{({ = 28 k r{:,“‘l a2da + b - - !
0 0 0 o

Ist nun der von @ =0 bis ¢ = ¢z; constante Werth von He
inshesondere fiir « =0 den Ausdruck:

m+1l R e
Lo g

» Welcher

T
hat, = k gegeben, so sind durch die beiden Gleichungen

Me m+1 R e :
% it ;f;fw‘” =4

0

" 3 ]
{'= 20e oder die Linge das 10fache der Hohe wiire: R wire dabei constant = L

s
z M h it o M 2 :
U 0 bis 10, so dass die Voransselzung =5 dem Mittelwerthe oder demjeni-
e e o
gen Uuerschmitte eines solchen Balkens entspriiche, welcher auf 1/, der Linge vom Ende

aus gerechnet li
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o
mit Riicksicht auf die obigen Ausdriicke von /2d F und J zwei der 4 Grissen
0
L1 b e oy

bestimmt, wenn die iibrigen gegeben sind. Sind efwa ¢ und o
sind @ und & bestimmt durch

welyen, 80

#i M )
/ m-l—l- le __fl.]:fr.";f
nf- r i rn_'IJ - |
7 ,
und
-Iz 1 _{cl:: l/

afAatde +b——; = Dk
Die Integrale /. |fm'f{ und f I,.-J“ sind durch mechanische Quadratu
0 0
zu berechnen, nachdem die Zahlenwerthe von A

1

=~ fiir den betreffenden
Querschnitt und fiir eine Werthreihe von ¢ nach der vorigen Nr.
wurden. Fiir das dort gerechnete Beispiel findet man

here 'i‘!i!l':i

mit ¢; = 0,8 oder 0,9
Ilr.i

— =198 resp. 35,6.

Weil aber M und ;, - von einem zum anderen Querschnitte eines Tri-
Ve

gers sich iindern, so miisste die ganze Rechnung fiir eine Reile von Quer-
schnitien wiederholt werden, um so zu derjenigen Triigerform zu gelangen
bei welcher die W iderstandstiihigkeit des Materials den Umstinden cemiiss
so vollkommen als miglich verwerthet igh,*)

265. — Schliesslich ist zu bemerken, dass auch die Biegung eines
geraden stabférmigen Kiorpers unter der Ein wirkung von
Kriften, welche seine Axe rechtwinke lig schneiden, zum Theil
durch die v rerschiehende Wirkung der Kurifte 12 fir die verschiedenen Quer-
schnitte bedingt ist.

Sind @ und O; zwei Punkte der Axe eines prismatischen Stabes in der
Entfernung 2 von einander, und wird O als Anfane gspunkt der Coordinaten-
axen angenommen, so dass () in der positiven - Axe liegt, so erhiilt man
die Verriickung von O, gegen O mach der Richtung 07, d. h. die auf die

darf wohl kaum dey Erwiihr
3 Interesse hat, indem die
solchen T i ohne Zweifel die Mat

doppelt-T n Triiger mehr
zn einem gewissen Grade schon von se

"")1 T4
als prak

n Herstellur
sich mit einem
wiirden ’-r‘ einem Blecl
theoretischen Form en
Winkeleizen, welche die Mittelwand mit den Gurtungen verbinden,

hnlichen
wird bis
hen darch die
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-Ebene und die x-Axe bezogene Durchbiegung bei O; aus dem Ausdrucke
von { in Nr. 239 mit y =2=0:
J.'Ij / iJr"J

+'r\\)’-—]

oder weil nach derselben Nr.

a;‘f\}\ T
I"\ ”'l‘-‘-,'J-- = G~ 2
ist, unter 7, den Werth von 7y fiir y=2=0 und unter y, die entsprechende
Verschiebung verstanden, auch:
a2 a3
;: — Qs 5 -f:;a a + }'...J'.

Dabei ist nur vorausgesetzt, dass zwischen den Querschnitten bei O
und O, keine iusseren Kriifte auf die Oberfliche des Kurpers wirken, und
es ist nach Nr. 240 und 241:

M ; R
i o4 R )
wenn M (positiv fiir die Drehungsrichtung z), 1 (positiv fiir die Richtung
0Z) und J die in Nr. 258 erklirten Bedeutungen haben.

Wenn inshesondere auf den von der yz-Ebene nach der Richtung OX
hin liegenden Stabtheil keine anderen Kriifte wirken, als eine in ¢J; angrei-
fende und nach der z-Axe gerichtete Kraft P, so ist

R=P wmd M=—Pa
L
$=Fg 3 T

Der erste Summand ist hier diejenige Durchbiegung, welehe sich nach

den Formeln des zweiten Capitels ergiebt, der zweite folglich die Correction

mit Riicksicht auf die Verschiebung der Querschnitte, und es ist daraus all-

gemein zu schliessen, dass die nach den Regeln des zweiten Capitels in
irgend einem Falle berechnete Durchbiegung dureli einen Summanden von
der Form

- h
Jreda = };;,_f Todl 2

corrigirt werden muss. Mit

- o I 0 . 'JI}
nach Nr. 172 (y, = Breite in der Hlt‘}._l,llllg.‘i:l,\tj ist aber fir den obigen spe-
ciellen Fall:
Plaf P a8 3E |
Vol = == I el Ml M o
7 G J.,Uf o ET r,.fz,;,,,,/“”
3K

und TEp H—“/ d I eine kleine Grisse der 2ten Ordnung, wenn die Quersehnitts-

dimensionen klein im Vergleich mit der Liinge « sind. In solehen Fiillen kann

deshalb iiberhaupt ohne wesentlichen Fehler von der fraglichen Correction
Abstand genommen werden.

Grashof, Festigkeitslehre 15
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B. Plattenformige Korper.

~66. — Es hiiufen sich hier die Schwierickeiten einer strengen Behand-
lung, so dass man daranf hingewiesen wird, vor Allem zuniichst die einfach-
sten Speeialfiille zu untersuchen, deren Resultate
fiir die Beurtheilung weniger einfacher Fiille

Ausser einer solehen Vereinfachung,
stabfrmigen Korper sub A.

dann als Anhaltspunkte

dienen kinnen.

worauf schon die Untersuchung der

berubte und welehe in der Voraussetzune soleher

Korperformen und Belastungszustinde besteht, die es gestatten, gewisse der

6 Spannungen
Gy Gy Oy Ty Ty T

mit voraussichtlich nur kleinem Fehler fiir alle

= Null zu setzen, wiri aber eine weitere ¥

setzung solcher Korperformen und I

Punkte des Korpers a priori
‘ereinfachung dureh die Voram
Selastumgszustinde herbei

cefithrt, wobel
sich a priori Sehaaren von Linien oder von Fliichen der Ayt

im Kirper angeben
solehen Linie oder Fliiche derselbe

gleich grosse

lassen, dass in allen Punkten je einer

Spannungszustand, sowie eine und senkrecht zu der hetreffen-

den Linie oder Fliche gleicher 8 inung gerichtete Verriiekung
stattfindet. Die im Allzemeinen drej \r-t'_t]Eil'k[l]ll‘_"ii'nl'.ljn.‘Ih'!ITi'It & u, & wer-
L den dadurch offenbar im Falle der Linien eleicher Spannung

auf’ nur zwei,
im Falle der Flichen gleicher Spannung

auf nur eine redueirt.
In einem solehen Falle ist es danm auch

angemessen, das reehtwinkelioe
Coordinatensystem durch ein and

eres zu ersetzen, welehes sieh
oder FEichen gleicher Spannung an
chend andere I

||!-il [‘I-II‘II"H
schliesst, sowie den Korper in entspre-
Glemente zu zerlegen, wodurel natiirlich
Gleichgewichts zwischen den Spannungen
i chen Korperelements von anderer ¥
) ehungen (I) in Nr. 229,

die Bedinguneen des
und der Husseren Kraft eimes sol-

‘orm werden, als die allzemeinen Glei-

L Kugelschale mit gleichformiger Dicke und symmetrischer
Belastung,

7. — Die gleichférmie dieke Wand

eines kugelfirmigen
Gefiisses sei einem

richférmigen inneren und

o

fugseren Nor
maldrucke susgesetz

#y sei der innere, ». der iussere Radius,
m » 5 ey DE G 5 Druck auf die Einheit der Uherlsiehe,
Eine beliehige zwischen den

beiden Oberfliichen fie':_"l‘lliil-‘, mit ihnen
concentrische Kugelfliche,

deren Radius = » gei, ist

Spannung; fiir einen belichigen 1

¢ die Verriicking nach der
wiirts gerichtet,

eine Fliche gleicher

‘unkt derselben sei

Richtung des Radius . positiv, wenm aus-

oy die 1\'.r;‘m:rl:c.p::mn_m_;: in radialer Richtung,
@, die nach jeder tang

gentialen Richtung gleich grosse Normalspannung.
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Znsammengesetzte Elasticitit und Festigkeit 227

Alle diese Grissen sind Funetionen blos von #; o} und oy sind Haupt-

spannungen. : | .
Fiir einen beliebigen Punkt der Kugelfliche mit dem Radius » ist

ferner ;

rf'u . .
—~ die Ausdehnung nach der Richtung des Radius,
o .

die Ausdehnung nach jeder tangentialen Richtung,
=

also der Volumenausdehnungscoefficient :

" 0
I == &
- ar r

und nach den Gleichungen (VI) in Nr. 229:

 fdo 1 26r T --'ry 0
r,‘.:'_’l’;'-‘-i_ - = — m—1) + 2=
; l\.\l)‘]j' m—2)/ m—2 “dr »
i i % 2G fdp 0\
G S F=— . 3 S )
O - et 5 = =l ||f.+'r” =1
\ T m-— 2 e & \ o7 ¥

Denkt man nun von zwei Radien, welche den Winkel d @ mit einander
bilden, den einen um den anderen gedreht und dadurch aus der Kueel-

schale, deren innerer Radius = und deren dusserer Radius = » + d# ist.

ein unendlich  kleines Kirperelement hr-m|i.~'_:'v.~'rh1|11tt-11} s0 wird dasselbe
begrenzt von den als eben zu betrachtenden Calotten :
a2 deg? und 7@+ dr 2d g2
und von der Kegelfliiche: 2rrdgdr. Die Spannungen dieser Fliichen
sind Normalspannungen und auf die Flicheneinheit bezogen resp.
do,
=0r; O+ I r.f,r'; Oo .

Abgeselien von ciner auf die Masse des Kirperelements
etwa wirkenden fHusseren Kraft wird nun das Gleicheewicht der
Spannungen seiner Oberfliche ausgedriickt durch die Gleichung :

i/ d o, 1 : \

elniiche (o + ar 4. ,'r-.r-—'r—u’;-_.iu’gﬁ =0;. aridg? 4 Oodg. 27 rdodr,

A P4
welche bei Weglassung der unendlich Kleinen Glieder von lLiherer, als der
dritten Ordnung, sich auf die folgende Gleichung reducirt, die sonacl hiex
an die Stelle der Gleichungen (1) in Nr. 229 tyitt: .
u"(j‘r 2

et [ A A
dr ~ ¢ Yo Gx)

Mit Riicksicht auf die obigen Ausdriicke von

o und @, geht sie
liber in:

o
o oo b0 7
=0 r X [(47] 0
5 D e = iefert 3 £ .= : — (Yana
o2 T2 = O und liefert: = + 2 = ft="Const,,

woraus durch eine zweite Integration, wodureh e

: me mene Constante ¢ ein-
gefiihrt wird, folgt:

0 i I do 7 ¢
e * . S ey
" 3 r i dy 3 o2
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folglich :

it ( o Nl

Oy = .-j'r’ Ik‘.u. T -).‘5. .f” —_9 _,I' ‘l 2 1
i ¢ T B
plcgi ey s B )\ g

g = = G B 1 r3 u m—2 ) ! 78

wenn die aus g und ¢ zusammengesetzten Constanten kiirzer mit A und B o
bezeichmet werden. Die letzteren sind dadurch bestimmt, dass

0r = — p1 sein muss fiir » = 7
und 6, =—ps i oy (=T
Die Einsetzung der hiernach bestimmten Werthe von A und 3 giebt:
1 ) = 78 g ¥
Or 2:, P [,1“1 1% — pare® + (p2 — 1) |

- 1 iy : Ty 9 Py
Op = red — 1 3 [:"1 7y - - P2 e+ (p1— p2) - 9 8 J

und endlich fiir die entsprechenden Hauptausdehnungen & und &
(ef. Nr. 229, G1. V):

: 20 1 P” -2 el o M1 e St
Fe = o: iF Pl IR it 7.9 L- m (P171® —pa re®)+ m (Pz—p1) - FE
I O+ 0 1 m—2 ; m+1 7 3 rg®
e — (e =— — | - — (P78 — Parad) < —( 1y - g ) — e

iy i 1) g3 — g m P17 r27e") T 2m 1P pd

268, Wenn die kleinere der beiden Pressungen py und ps nicht
wesentlich grosser, als der atmosphiirische Druck ist, so kann man sie = 0

und die andere = dem Ueberdrucke p (= py — ps resp. = ps — py) setzen,
um so mehr, als ja die Festigkeitscoefficienten, mit denen man schliesslich
rechnet, aus Versuchen in der atmosphiirischen Luft, nicht etwa im leeren
Raume, ohne weitere Reduection abgeleitet werden.

Fiir inneren Ueberdruck (Pr = p2) ist dann mit py =0
und gy = p:

: prid m41 2 om—2\
Eo=— ———— | — . —)
Eae — iy \ T P L Y,
Be prd I.-'/ m 41 pgd . m 2\
8 = — —_— — 4 —
< rgd — g8 \ 2m 3 m
e (4 1)red — (1 — 2) 8 .
Mk, (=~ Litr) = p=— —— fiirr=1y
m (9 ry%)
; : (m4+1) re3+2(m—2) 9y 8
maz. ( Eeg) = P- X e - £ fiirr=ry.
\ : 2m (198 — 5, 9)

Die grisste Anstrengung des Materials findet folglich an

der Innenfliche der Kugelschale statt. Soll eine positive Ausdeh-

o k!

nung hichstens = ok der Absolutwerth einer negativen Ausdehnung hisch-
‘_.’(

stens = 77 Sein, 80 erhiilt man

Baden-Wiirttemberg
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7'y A=t O
t'lltslu't":‘]n'ml maa. (— f'.‘é,] = _J—." = v .m.‘.é__ (_m' 2) /5

1 mk” —(m+1) P
entsprechend maw, ( Fe. Y=V : == ‘ = +2(m—2) z
' 1 2mk’ — (m+41) p

9 :
und es ist — zur Berechnung der Wandstirl
1
Werthe von »y oder 7z dem grisseren dieser heiden Wurzelwerthe gleich zu
setzen, also = dem ersten oder zweiten, jenachdem

ke d = rg — 7y bei gegebenem

. — I r I_..H-' + 1] (1 — :_{J
i — =D
:.’ ,.3 e
ist. Mit ¥/ =" =& ist der erste Ausdruck der grissere, also
e ¥ bk —(m<+ 1__|}J:
zu setzen, wenn
I e (e :;.:]

ke o |f;;—|~ 1) (m - 2)
m
=

sein, widrigenfalls der Forderung durch keine noch so grosse Wandstiirke

ist, was fiir m =3 immer stattfindet. Jedenfalls muss p =
s ki Yot s e L . :

entsprochen werden kionnte. Ist aber - ein kleiner Bruch, so kann

niiherungsweise gesetzt werden®):

d IS5
— = A

7 m

N

)

z I»
/

fé
{ 1
\-I-

c J

209. — Fiir dusseren Ueberdruck (pz=p1) ist mit p;=0
und ps = p:

: pre® (fm+1 r? m— 2\
ra* 5 I Tre TS m -/
e prg? l,-"uf + 1 95 . it ‘.)\l 1
TR T T8\ 2m 8T m )

i
et g ry /m—2 g
& ist tiberall positiv, wenn = ‘/ , Z. B. mit m =3, wenn
2 , m+1

i
L /1 . : N
- Bivg) ‘ 1 0,63 ist. Dies vorausgesetzt, ist:

mLr. | f‘,-ér ) r = flir » = i,

"3
. ) T
\\'Elill‘!‘llll immer maa. ( J,'“(f,__ = r=n
: gt — g 3
*) Bind 2 und y kleine Briiche, so ist mit Vernachlissigung kleiner Grossen von
hoherer, als der Ordnung
e | n+ 1
Sz 1
on. S
darans erhalt e
T3 1 o q m—4 p mily
ety 1] i =3, v=— ? L e B
™ Rl m e m k
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230) Znzammengeseizte Elasticitit
und folglich auch hier das Material an der Innenfliche der Kugel-
schale am stiirksten angestrengt ist.

max, { Ie )=k entspricht ill ‘/] 2 :::
73 m K

mad. (—I%e;) =k entspricht F_I ‘/| g1 p

2m i

'

und wenn eine positive Ausdehnung hiichstens = 7 der Absolutwerth einer

\ ke Y . ¥ .
negativen hichstens - I sein soll, so ist ,l dem kleineren beider Wurzel-

werthe gleich zu setzen, also = dem ersten oder zweiten, jenachdem :
pay
=i
Mit K="=k ist die Wandstirke § = ry — s jedenfalls vermittels
der Formel:

»
pall }ll'l'l‘l'h]ll']l: weleche, wenn I;. ein kleiner Bruch 18t, |]}|'|||-]'||“I-‘_--.\\'p'[-:l-

ersetzt werden kann dureh:

I Umdrehungskorper mit symmetrischer Belastung.

270. — Fiir irgend einen Punkt O des Korpers sind hier naturgemiiss
3 zu einander senkrechte ausgezeichnete Richtungen zu unterscheiden:

die axiale Richtung A,

die radiale Riehtung OF und

die tangentiale Richtung O®, d. L. die Richtung der Tangente des
durch den Punkt () gehenden Parallelkreises. Dieser Parallelkreis ist eine
Linie gleiclier Spanmni

alle scine Punkte erfahren gleiche Verriickungen
und zwar nur nach axialer und radialer Richtung, welche resp. mit ¢ und g |

bezeielimet seien. Ist dann noeh » der Radius des betreffenden Parallel-

kreises, so sind die Ausdehnungen nach den genannten 3 ausgezeichneten .
Richtungen:
da do 0
S : E — o P - &
bt et S iy L r

Die Griissen @ und o sind als Funectionen von a (Entfernung  der
Ebene des Parallelkreises von einem festen Punkte der Kirperaxe) und #

Gleichgewichtshedingungen der auf ein Kirperelement

stimmt  dureh 2
wirkenden Kriifte in Verbindung mit den Oberflichenbedingungen. Ein
solehes Element (Fig. 36) wird aus dem Korper naturgemiiss herausee-
sehnitten dureh zwei zur Axe im Abstande O = da senkrechte Ebenen,
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zwei unter dem Winkel d¢g gegen einander geneigte Me-

= AN
SRS

B,

ridianebenen und zwei eoncentrische Cylindexfliichen mit
den Radien » und » 4+ d». Von den 3 urspriinglich

L rechten Winkeln an den Kanten 04, OR md O@ 1
dieses Kirperelementes kann dureh die symmetrische Be. Tl
lastung, infolge welcher der Kirper nach wie vor ein

7 vollkommener Umdrehungskirper bleibt, offenbar nur der

letzte eine Aenderung erfahren: von den drei Tangential-
spannungen 7, ¢, und 7z, sind also die beiden ersten

0, die dritte werde einfach mit = bezeichnet. Damit
liegt der in Nr. 231 betrachtete Specialfall vor, und es ist von den 3 Nor-

malspannungen ¢,, ¢, und oy die letzte eine Hauptspannung.

Als diussere auf die Masse des Kirperelementes wirkende Kraft kann

hier, wiihrend die Schwere stets zu vernachliissigen ist, unter Umstiinden

ilkraft einen wesentlichen Einfluss habien, wenn nimlich der

die Centrifu
Kiirper in schneller Rofation um seine Axe begriffen ist: die Hussere Kraft
werde daher radial gerichtet vorausgesetzt und pro Volumeinheit mit R
bezeichnet.

Von den 6 Gleiehgewichtsbedingungen der auf das Kiorperelement wir-

kenden Kriifte (bezogen auf 3 Axen, die vom Schwerpunkte dieses Elements

nach der Richtung @« und n:

den betreffenden Richtungen » und ¢ ge- .{
zogen werden) liefern nur diejenigen nicht identische Gleichungen, welche
ausdriicken, dass die Componentensummen der Kriifte nach den Richtungen
a und » = Null sein miissen, und zwar:

¢ da, Ld (re)
- - = ()
(et 7 i
1 o ra = i1
: + -+ R=0
) ! L

Wenn man in diesen Gleichungen, welche an die Stelle der allgemeinen
Gleichungen (1) in Nr. 229 treten, den dortigen Gleichungen (VI) gemiiss die

Ausdriicke

,fda N\ a(r [ e do o]
Oa=20G &= + m' 5 ) =3 (= l;”,” i + ,-J
! .-’\u’r; wo\ Al [da do 0]
g i '\n‘f:' + .:r.'.— = m—2z !_ da s L2 dr i l
W N 27 | de n’l!f'? 0 L
G = 2 (7 : + ey e e d [ s + (m—1) v
fde do\
=G ta)
einfiihrt (7 ist dabei positiv oder megativ, jenachdem der Winkel an der
Kante O des Kirperelementes Fig. 36 kleiner oder grisser, als ein rechfer

wird), so sind dadurch mit j:t'l"1.|"]"--‘“|r']'[i.'vl'””'—' der ll|J!'t‘|i5ic'].|!_'l1|Ji_'lii]|g_‘1lll"__';i‘t'|

bei der eeration der Gleichungen die Grissen ¢ und ¢ bestimmbar,
I Integration I 2

folglich auch die Spannungen G, Or, 0z und 7z sowie endlich nach Nr, 23
die Hauptausdehnungen;
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Zusammengeselzte 1 itiit und Festighoit.

iy 0y + 0;
Fe =06 — ———
' m
&9\ 1 m—1 m+1 ——
H B — O — (Ga+07) + - (Op— 06 )2 + 422
L (4‘3 ;‘l " g 2m (Gator) + 2m l! ‘a—Vr) ?

von denen die erste nach der Richtung ¢ stattfindet.

271. — 1Ist tiberall o, = Null, was voraussetzt, dass die fusseren
Kriifte an der Oberfliche des Korpers senkreeht zur Axe gerichtet sind, so
folgt ans den Gleichungen der vorigen Nr.:

tlo 0

e \_
da or 7
ada > el

T

frl/.-f.-f n"gj
S eNdE T da )
Dabei sind « und ¢ bestimmt durch die Gleichungen :

\ d(rt) y 1 d(roy) oo dz R
| = () - —_ 4+ =0
| dr e dy 7 da.” :
in Verbindung mit den Oberfliichenbedingungen, und schliesslich ist: "'
" 1
Kg = 6o——u,
. m
1 / Ea | m—1 m+1 ,— =
)= — Oy + Oy (a2 L2,
I‘-\f‘:: 1 P 2m r & 2m " L

a. Hehleylinder hei gleichformig vertheiltem Normal-
drucke auf die innere und fiussere Cylinderfliiche.

1. Der Hohlcylinder ist an den Enden offen und frei.
~{~. — Indem auf den Rand des Hohleylinders keine Kriifte wirken,
auch diese Rinder ganz frei sein sollen, so d
gleicher Weise

oder i

ass alle Querschuitte sich in
erweitern oder zusammenziehen kinnen, jenachdem der innere
iussere Druck iiberwiegend ist,
¢ iiberall = Null;

Sl : !
80 ist hier nicht nur o,, sondern auch

0, =0, o, oy sind also Hauptspannungen,
&y y €r, & Hauptaus dehnungen

und zwar fic alle Querschnitte gleich,

nur abhiingie von .
Von den

beiden Gleichgewichtshedingungen (Ni. 271) wird die erste
identisch, die zweite ceht mit /2 =0 iiher in:
d(ro;)

— 0o = 0
dr 9
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Zusammengesetste Elasticitdt und Festigkeit. 299

und die Einfithrung der Ausdriicke von ¢, und og liefert durch eine erste

¥ '.‘:-"":“.a-.

Integration: do 6
2 ——+ = b = Const,, s
ar r ;J
womit aueh der Volumenausdehnungseoefficient 4
: |
de do 0 m—2 4.4

+ - =- b

L
'” = ;.lrr.' r)‘];' '.f'.

constant wird. Die zweite Integration giebt, unter ¢ eine andere Constante

m—1

verstanden: 0 b + et 24 do e D8
= = B) _:-‘." als0 r.";' = 2 —_ 2
und durch Einfiilhrung in die Ausdriicke von ¢; und oy:
2G ( b e B
6 = —— | (m+1)- - (m—1)- = =
i m—1 [* A 3 oy re
26G ) .9 1]
Opn = — |m+1)+m-1)=l=4+—,
! m—1 2 s i
sowie nach Nr. 229, GL (V):
2 oy + O .
f‘.'.{--l‘ s — I.——:—' ‘I
mn iy
1
e = 6, —— g% }
& i m—1 s m+1 B
2 1 T F'_:m T
Fey =0:—— 0 \
L ' 7

Die zur Abkiirzung eingefiihrten neuen Constanten A und B sind, wenn
r; den inneren, rs den Husseren Radius,
T = P2 » o Druck auf die Einheit der Oberfliche
bedeutet, dadurch bestimmt, dass
O = —py Tesp. = — py sein muss fiir » = r; resp. e,
Somit erhiilt man:

9 e O o W I
riri®—pare® ; Lk
A== - = 3 B = (}’l Ps) —
ormal- e " 7y 2
liehe. oy | 1 [ v 2 e
2 i .
— i - e —perad F (P —Jre) ——
a5 \ rg? — 1y 2 J‘ ! ro Sl 5
14! g B
' D 1371 2 — Paie
1 < 1171 272
.- 2phrepa
m re? — 1y
Fe, | 1 m—1 ” 5 F 1
. =, i (i = Detad] o i =
Fe, \ re? —rp2 | m P71 Pets .
273. — Wenn die kleinere der beiden Pressungen p; und ps nicht

wesentlich grisser, als der atmosphiirische Druck ist (ef. Nr. 268), so ist
fiir inneren Ueberdruck (pi1= pg) mit ps =0 und p; = p:
2 pri?
m .i':_'::“-_T‘_]J
: pry? m 41 re? m—1
JJ'.Er ik ‘}.'2_2 ."f'le ("- ”f__ 72 A m )
}.,-12 a4+ 1 }22 ':1H 1y

Teg= —bg ek ;
Ee 73?2 — 1y ? m. r? m /?’

e, =
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LANDESBIBLIOTHEK



—————PTTT T

p——————

- BADISCHE
i) LANDESBIBLIOTHEK

.'-“,l:-=.'||||||.=|'-||_5:,r-.---l.r.‘.-- Elasticitiit und ["I"fl_t'_'lif.-l!.

L (4 1)192 — (m — 1) 2 | ! i
maa. (— e ) - — - fiit » = r; ist = Ee
; ! h (102 ' %) ; i

: (m + 1) re
e, (1 Ew) P :

+ (i )rg?
= fir 7 ="1::
mre* "y 2)
die grisste Anstrengung des Materials findet an der Innenfliche
des Hohleylinders statt.

l.,-’".uui'.” (7t = 1 P

maw., (— He) = K entspricht J” ‘
71

T

ek (m 4+ 1 )
p—m—
x ¥ - Pa f vk < (1 1 )
ma. (fe:) = I entspricht = ‘; besd v s
£ rq mk T - | P
von diesen Werthen ist der erste oder zweite dep

evissere, also fiir die Be-
stimmung der Wandstirke d = »; — » massgebende, jenachdem
- )lllr hli:? I
0= m + me 4
ist. Mit ¥ =F'=F ist
g ‘ m b + (m 1 |

"1 mk —(m < 1) P

A . mn -
zu sefzen; jedenfalls muss P = k sein. Ist aber

m 4+ 1

Bruch, so kann gesetzt werden:

ein kleiner

m+2 l,;'ﬂ \
|

d P

J"|. f’.||+

\ 2m, k)’

=}
-F
=

»

.— Fiir insseren Ueberdruck (2= p1) ist mit pi=0 und ps=p:
Key = 2 i

"o fi‘ T v "t
i g ‘m41 2 m—1
L x | +
2% — 1y \, gz 1
) g
: 1 - rra s n
I €a Hn’-.'.l_i;'r'.:.'l.l }JJ ~ r filr o 1"y
n ra= o
9
. 2 1g= =
mar, (— e 2 IJ E flir 9 =,

g Ty"
also wieder die Anstrengung des Materials an der Innenfliche
des Hohleylinders am grissten.

Maz. (-~ Fg;) = k' ist massgebend fiir die erforderliche Wandsttirke
o
— g . T e o e L ey a L | . H .
0 =79 — 1y, sofern nur &' = = ist; mar, (—Fe,) =k gesetat giebt:

1 __. J.-";r :E,ra
g T ‘ L2k

und ]]Eihl_"l‘[in“,_',.‘-'“'l"i.\'l'_, wenn :: ein kleiner Brueh ist:

5

N
\
1%

!
k




Zusammengeselzie Elsticitit und Festigkeit, 935
275. — Die nach den Formeln der vorhergehenden Nummern berechneten

Wanddicken von Rishren kinnen bei miissigem Ueberdrucke kleiner ausfallen,
als die Art des Materials mit Riicksieht auf die technische Herstellung oder die
Forderung der Undurchdringlichkeit fiir tropfbare oder luftfirmige Fliissigkeiten
gestattef, Diese untere Grenze der zulissigen Wanddicke betriigt

R

e B iy Wi =

fiir Rohren aus Kupfer und Messing etwa 1 Millim.
a » Blei, Zink und Stahl , 2
. » Eisenblech . S
& i , - Gusseisen . | | 5

n 3 *1e n n )
unter welche deshalb im Allgemeinen nicht hinabgegangen wird, wenn auch die
betreffende Formel einen kleineren Werth ergeben sollte.

Weil ferner die Rohren zumeist noch anderweitigen Binwirkungen unter-
worfen sind, auf welehe jene Formeln keine Riicksicht nehmen, wie z. B. der =
Verhie
Liinge, sondern nur in einzelnen Punkten unterstiitzt sind, so werden sogar ge-
wihnlich jene praktischen Grenzwerthe den berechneten Werthen von 4 als con-
stante Summanden zu grisserer Sicherheit be

ung durch ihre eigene Schwere, besonders wenn sie nicht auf ihrer ganzen

efiigt. Bei Rihren, welche cinem
1sseren Ueberdrucke unterworfen sind, kommt die Gefahr hinzu, dass bei zu-

filliger Abweichung des Querschnitis von der

senauen Kreisform solche Abplat-
tung zunimmt und sehliesslich der Bruch durch Z
kann, ein Umstand, dessen rationelle Berii

knickung herbeigefiibrt werden

ksichtigung auf fihnliche Schwierig-
keiten fithrt, wie die Zerknickungsfestigkeit eines geraden Stabes,
Endlich ist noch zu bemerken, dass wesentlich andere Verhiiltnisse, als im

Vorhergehenden vorausgesetzt wuarden, dann eintreten miis

en; wenn die Rihren
an den Enden nieht frei sind, so dass sich nicht alle Querschnitte in gleichem
Masse erweitern oder zusammenziehen kinnen. Bis zu einem gewissen Grade ist
dies z. B. schon dann der Fall, wenn die einzelnen Rohren einer Rohrleitung
durch Flanschen mit einander versehraubt sind, noch mehr bei einer Réhre, die
an den Enden durch Boden geschlossen ist, wie z. B. ein cylindrischer Dampf-
kessel; bei innerem Ueberdrucke findet dann eine Ausbauchung der Rihre, d. h,
in der Mitte eine stiirkere Erweiterung statt, als an den Enden. Die Lingsfasern
der Rohrwand werden also zngleich gebogen und es werden dadurch neue Aus-
dehnungen nach der Richtung der Axe bedingt, welche unter Umstinden gefahr-

—

licher werden kinnen, als die oben berechneten, Eine nihere Untersuchung dieses
Falles enthalten die folgenden Nummern.

2. Der Hohleylinder ist an den Enden festgeklemmt
oder durch Biéden geschlossen.

276. — Die strenge Untersuchung fithrt hier zn sehr grossen Schwierig-

keiten, welche sich indessen durch einige zwar willkiirliche, aber unbedenk-

liche Anmahmen umgehen oder vermindern lagsen, wenn die Wanddicke

d=rs —2; sehr klein im Vergleich mit dem Durchmesser der
Rohre ist, und zwar so klein, dass schon die erste Potenz des Verhiilt-
nisses beider gegen 1 vernachlissigt werden darf; auf diesen Fall und
zwar hei innerem Ueberdrucke = p pro Flicheneinheit: beschriinkt
sich die folgende Untersuchung. Die radiale Spannung o, ist dann von

untergeordneter Bedeutung im Vergleich mit den Spannungen o; und oy

BADISCHE
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Zusnmmengesctzte Elasticitit und Festigkeit.

(ebenso wie bei cinem diinnen Stabe, der durch eine stetiz vertheilte Last
transversal beschwert ist, die entsprechende transversale Pressung stets selr
klein ist im Vergleich mit den durch die Biegung bedingten Liingenspan-
nungen); wird deshalb
o.=0

gesetzt, so ist analog den Ausdriicken von o, und o, in Nr. 271, wenn lier
@ und & an die Stelle der in Nr. 270 erkliirten Buchstaben « und ¢ ge-
setzat werden:

24y ~ dE Q) 2(r dE {’\ et
=1 (m dz T )i BT m—1\da T™7% e ik

Mit # soll im Folgenden der urspriingliche Radius der Mittelfliiche des
Hohleylinders, mit ¢ die Verliingerung dieses Radius hezeichnet werden;

wenn dann gleichwohl obige Ausdriicke von ¢, und ¢. unverindert ge-

lassen werden, so wird dadurch die Ausdehnung &, = :‘) alg blosse Fune-
tion von «, d. h. als constant fiir alle Punkte desselben ringférmigen Quer-
schnitts in Rechnung gestellt. Ferner sei:
y die Entfernung eines Punktes von der mittleren Cylinderfliche, positiv
nach Aussen, negativ nach Innen,
£ der Kriimmungsradius der Meridianlinie der verbogenen Mittel-
fliiche,
\ 0 =f(z) die Gleichung dieser Meridianlinie, bezogen auf die entspre-
| chende Seite der urspriinglich eylindrischen Mittelfliiche als a-Axe i
(Fig. 37), wiihrend der Anfangspunkt O vorliufiz unbestimmt
bleiben mige.

/] 1 Bliche der geometrische Ort der mate-

r — — o

. ricllen Punkte, welche urspriinglich in einem

» | Radius lagen, auch bei der Deformation

! | eine zur Mittelfliiche senkrechte Gerade,
- - 7 o e . ol ins as - : =l
1 ) 80 wiire, unter &° die axiale Ausdehnung in :

| der Mittelfliiche verstanden,
dk i xS 2
Fig, 37 dr &=&"% ';J'“ (ef. Nr. 41),
g. 37.
und zwar +, jenachdem der Kriimmungsmittelpunkt nach der Seite der
Cylinderaxe AB hin oder auf der anderen Seite liegt, jenachdem also
nitherungsweise 1 _«?p
Vi = -Faf.r"-f
ist, womit fiir alle Fiille d = 20
W — =
wird; wenn auch diese Annalime wegen der Wirkung der Tangential-
spannungen 7 streng genommen nicht zutrifft, so lisst sich doch erwarten,
dass sie ebensowenig ein wesentlich fehlerhaftes Resultat ergeben werde, ]
als es sich bei der Biegung von stabférmigen Korpern unter A. dieses
Capitels, wverglichen mit den Untersuchungen des zweiten Capitels, ge- :
zeigt hat,

BADISCHE
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Zusammengesetzte Elasticitit und Festigkeit.

Do
s
et

d& | . .
Wird dieser Werth von r—-{'? in die Ausdriicke von ¢x und o. einge-

: 1 i - e ‘
fiihrt, ferner &= — i +I E gesetzt und &° mit Riicksicht darauf be-
stimmt, dass in allen Punkten der Mittelfliiche

i P
Ot = —— —--
X F 2maro
sein muss, wenn P die an den Enden auf den Rand des Hohleylinders
nach der Richtung der Axe im Allgemeinen wirkende Zugkraft ist, s0 er-
giebt sich:

mi—-1 P -0

£.0 — - — e - R i
* m2  HEF m r

P me ‘ o2 0
o S Y et
i I m2—1 4 o a2

=P ) 1 d2p
e b o L By —=,
iy m I ¥ " m2—1 q dx2

[st der Hohleylinder durch Boden geschlossen, welche auch dem inneren
Ueberdrucke p ausgesetzt sind, so ist:

P pr
I AEDT
277. — Zur Bestimmung der Tangentialspannung = kann nun die

erste der beiden Gleichgewichtshedingungen sub Nr. 270 dienen, niimlich
die Gleichung:
ol a'x 1 dirr) d gy dr
JJ.IJ.. + = ”h;— = ”rlr... + “Irltlf — i %
[hre Integration liefert bei Einfithrung des zuvor gewonnenen Ausdrucks
von o und mit Riicksicht darauf, dass an den Oberfliichen, d. h. fiir
Y= rf die Spannung 7 verschwinden muss:

me 7 d2 — '1',“}2 IrJ-'_-;E,,
= ;J\—J M s 8 das”

Die zweite jener Gleichgewichtsbedingungen, welche mit ¢, = O fiber-
geht in: gadide R
= - — *’-JF._! = I,

ist endlich zur Bestimmung der in den Ausdriicken von oy, o und = vor-
kommenden Function g, d. h. zur Bestimmung der Gleichung ¢ =/ () der
Meridianlinie der verbogenen Mittelflliche disponibel geblieben. Diese Glei-
chung, welehe dadurch entstanden ist, dass die algebraische Summe der
nach radialer Richtung auf das Volumenelement = r da dy dg (Fig. 36)
wirkenden Kriifte = Null gesetz2t und dann durch den Inhalt dieses Vo-
lnmenelements dividirt wurde, hat indessen mit der Voraussetzung ¢. = 0
| ihre Berechtizung verloren; um ihr dieselbe wieder zu geben, muss sie mit

dem Volumenelement wieder multiplicirt, nach y von — bis + - inte-

9
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238 Zusammengesetzte Flasticitiit und Festigkeit

grivt, d. b. auf ein aus der ganzen Dicke der eylindrischen Wand her-
ausgeschnittenes Element ausgedelnt, und endlich statt des Gliedes mit R
(da auf die Masse selbst eine bewegende Kraft nicht wirken soll) der
Ueberdruck = p» da dg auf die Inmenfliiche dieses Elements gesetzt wer-
den. So ergiebt sich mit Riicksicht auf die obigen Ausdriicke von oz und ¢
die Gleichung :

dto m2—1 p mi—1 1 / R S e
= 9 - - 2 — 19 . = | P = ]
o art m2  p2g2 m2  Fds l\ m Moy / ’
welche durch die Substitution :
2 f 1 P 45

C=F\P " m Ty )Te=44:
auf die einfachere Form gebracht wird:

iz mi—1 z :
T +12 —— =0
d at mE 22
iz . I(:;lurg-—],l
oder - +4atz =0 mit a = / = 4
o ad m2 2 2
; - : iR g :
Bei der geschlossenen Riohre ist mit 7= = j (Nr. 276) insbesondere;
; 9
2m 1 pi2
z 2m  FEd°
278. — Der Differentialgleichung:

iz :
Tk +4atz=0
entspricht das allgemeine Intecral:
z= () ema 4 Cpgnaz 4 g e + Cj ez
unter ¢ die Basis der natiirlichen Logarithmen,
Cy, C3 Cs, C; Constante, und unter
1y, ng ng, ny  die Wurzeln der Gleichung:

nd + dat =0
verstanden, niimlich:

ny | . e g | ¢ -
(=a(l4) 1): r=a(—14) 1).
Ng l : ! Ny | 3
| Durch Einfilhrung neuer Constanten 5 o, /i und gy, welche mit den

alten durch die Gleichungen
,"'IZ‘J‘I""(.‘L‘ 3 g = '(.1 (".'] 1
fi=C+ G5 gi=(C— C¥=1
verbunden sind, lisst sich die imaginire Form des Integrals in die reelle
Form :
2= e [feos (az) + gsin (aa)] + e '“[_;] cos (aa) + gysin (ax)]
verwandeln. Die Constanten sind durch die Verhilénisse bestimmt, in
welchen die Enden des Ifohleylinders sich befinden. Wenn inshesondere
beide Enden denselben Bedingungen unterworfen sind, so dass
eine in Beziehung auf die mittlere Querschnittsebene symmetrische Verbie-
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gung stattfindet, so muss, wenn noch der Anfangspunkt O der 2-Axe in
diesen mittleren Querschnitt gelegt wird (Fig. 37), fiir # = 0 sein:

dp dz i 3o 52

Tr=dp = 0 und 7 =0 fiir jedes y, also s = Tb=

0.
Diese Bedingungen ergeben:
Si=fmd gy =—g
und damit:
o=A+z=4 +';' esr . e—az) cos (an) + g (e — e—ar) sip (ax).
Zur vollstindigen Bestimmung der Aufegabe werde endlich noeh ange-
nommen, die Rohre sei an den Enden so festgehalten, dass
weder eine Erweiterung des Quersehnitts, noch eine Nei-
gung der Meridianlinie der Mittelfliiche gegen die Axe da-
selbst moglich, dass also, unter !/ die halbe Liinge der Rohre ver-
standen,
”,r“ 1
firz=0: p=0und-=— =0
1 o a
tibrigen Comstanten 7 und ¢
liisst sich dann durch die Bemerkung vereinfachen,
nicht etwa [ viel kleiner als » ist

ist. Die entsprechende Bestimmung der noch

dass immer, sofern nur
» e~ als sehr klein gegen e vernach-

liissigt werden kann Mit dieser Vernachlissigung erhiilt man:
cos (al) + sin (al) cos (al) — sin (al)
fras = 9= ——
0= A [ o 1{'.’1.\- j_qf] + sin (ru'lll —ff: — 08 (r{_!'}
. g Bt Litipr
+ [eos (al) — sin (al)] ———— sin !'a.r_us :
279, — Mit Riicksicht auf die Art der Verbiegung der Mittelfliiche des

Holleylinders lassen die Ausdriicke von Ox, Oy und 7 in Nr. 276 und 277

erkennen, dass die grisster

1 Absolutwerthe
;- d d
von oy fiir 2 =0, y = —wnd a =1, v = - —
2 7] Y 2
J
Yoo, fiir @ = 0, ¥y = e

von z fiir @ =1, y O stattfinden. Zur Berechnung dieser Maximal-
werthe, an deren Oertern atich der grisste Absolutwerth der resultirenden

") Mi -
fiir § o= —
ir § == .
" 9,8
somit ¢* — £4 6 etwa 2981 Mal so pross, als e— — Eio wenn auch nar ! — ¢ go-
= 04,0 't
n . . r ~ . . o . T a4 # .
setzl wird, Wire § — ] oder | = #, so wiire die fragliche Vernachl: sigung in noch
0 :
J"'j-"-'l"ﬂi- Grade :.'_l.".'l'-_'lllI‘r'i'lj:_:jl
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240 Zusammengesetzte Elasticitit und Festigkeit.

Ausdehnung & nach irgend einer Richtung zu suchen ist, bedarf es nur der
d2p dd o
dat und .r!_}:!
werthe entsprechend & =0 und @ = [ durch die Zeiger O und 1 angedeutet,
s0 hat man, wenn zur Abkiirzung

Kenntniss von p fiir 2 =0 und & =1 Werden diese Special-
¢ F

CO8 |'a.rf,: -+ sin(al ] cos(al | sin (al ] .
2 =a; 2— : e ==
el el !
[3(m2—1) 7
e e TR ) also a = -
me Vird
gesetzt wird:
0o =A(1—ua); 01=0
.r':hn\ll 2n* A8 /rf'-’y 2ns ‘
o a? Ja -"J ) \r a2/, T rd”
VLT ? /d3p \I 4 ns
=< —o; ) .
k!f;r“}o { \"'f-'f"l/"ll ) l rd

Die Verbiegung der Rohre findet nnt}n\'emli'* in solcher Weise statt, dass

\l positiv ist; weil aber

sich in der Mitte ein Bauch bildet, dass also k*’

g8 je nach der zufilligen Grisse von al positiv miu 11{_-:,;.-1{1\( sein kiinnte, 80
muss man schliessen, dass obige Werthe nur fiir solehe Fiille nitherungsweise
gelten konnen, in welchen o nl

R U]
gross genug ist, um - nicht nur gegen ¢+, sondern selbst gegen 1 ver-
nachlissigen, mithin auch @ und §=0 setzen zu diirfen. Bei einem eylindri-
schen Dampfkessel z. B. liegen solche Verhiiltnisse jedenfalls vor.

280. — Es werde jetzt insbesondere ein an den Enden geschlos-
sener Hohleylinder vorausgesetzt, in welchem sich, wie bei einem Dampf-
kessel, eine Fliissigkeit befindet, die auf die Fliicheneinheit der ganzen Innen-
fliiche den Ueberdruck p ausiibt. Dann ist nach Nr. 276, 277 und 279 mit

=05 =10:
Es, = '—n—l L i:}_ y E {jf By = -":F*
g5 % il '.-n.:‘..- (3R ;hz
R
r= - L EGS
Ho, = 2522 Foy =0
Z Ifff) =0 B(gh) ~mio=R B

/
L o S £
[d3p i a“n”Q 2m—1 pr L ‘v me g
¥ in.t ) y A K"F-;-'-:;) mdn 2m 621”} j
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immengesetzte Elasticitit und Festigkeit. 241

Der = k zu setzende grisste Absolutwerth von He ist nur im mittleren
und im Endquerschmitte, d. h. fiir # = 0 und 2 = [, zu suchen. Tm ersteren
ist #=0, und sind deshalb & und & Hauptausdehnungen:

Y m— 2 }Jr' d
max. (Keg)y = — — flir ¥y = —
s 2m d el 2
: 2m—1 pr
(E Ea o = ! -
! 2m d
d

Im Endquerschnitte sind fiir y = + - wegen # = 0 auch & und &; Haupt-
ausdehnungen, und zwar &, = 0, dagegen:

o m2—1+ (Z2m—1) }3(m2—1) rh .
max., (Heg)y = - ? § fiir ¥ =
[/

212

P
5 -

Endlich sind noch die Punkte der Mittellinie (y = 0) des Endquerschnitts
als relativ gefilrliche Punkte in Betracht zu ziehen, indem daselbst 7 am
grossten ist; die Einfihrung der entsprechenden Werthe von Ox, Gy und 7
(nebst o, = 0) in die allgemeinen Formeln fiir die Hauptausdehnungen sub
Nr. 270 ergiebt den absolut grissten Werth von Jle an dieser Stelle:

]

| J2m—-12V3(m2-1) rJ'Jf”.

.
/
/
= P m? —m—2 +mm+ l)‘-’f 14
4 m?

L. ( 0} ?
Jrid f.‘- n (3

m(m2 —1) q
Die Vergleichung dieser 4 relativ griissten Werthe von /e lisst erken-
; nen, dass sie in folgender Grissenbeziehung stehen:

mar. (o) = (Fes)y = maa. (Liex)y = max. (1e%),. (

Die gefiilirlichste Wirkung, d. h. die grisste Ausdehnung oder
}’,u.»a:mnm‘m“.it‘inlll;‘, findet sonach an der Innenfliiche der cylindri-
schen Wand unmittelbar am Ende der Rohre statt, und wenn
dies absolute Maximum von Ke = k gesetzt wird, ergiebt sich fiir die erfor-
derliche Wandstiivke & die Formel:

J mi—14 2m—-1)V3(m2—-1) p

7 292 v
Mit m = 3 findet man z B:

P 1 17 s b pr
maz, (Ee)o = — "'J s (Heg)o = =

s Py sl 1 1 / a0\ B
max. (Feg), = 1,805 }J mar. (Jue®) = (-“ -+ :_;‘, 14 15,3 P g
Mit m = 4 ist iibrigens das absolute Maximum noch grisser, niimlich:
e ap P

MR, (h"-:x,:'l = 1,936 - 3
mithin fast doppelt so gross, als fiir die offene Rohre unter sonst gleichen
Umstiinden (Nr. 273), und mehr wie doppelt so gross, als sich fiir die ge-
schlossene Rithre ohnme Riicksicht auf die Verbiegung ergeben wiirde, in
16

Grashof, Festigkeitslehre.
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Zusammengesetzte Flasticitit nnd Festigkeit.

welechem Falle niimlich der Maximalwerth von e = dem obigen (/)

gefunden wird.®)

281, Blechstiirke eylindrischer Dampfkessel.
Ist d der Durchmesser des Kessels in Centimetern, n der innere Ueberdruek
in Atmospliiren, so folgt aus der Gleichung :

1936 £- = % (Nr. 280)

1 51 ; 2 : al ...
Wit = — fand p = gsn (cine Atmosphiire = 1,0333 = 30 Kilogr., pro Qua-
dratcentimeter): 3 - i

Mit einem constanten Werthe von & wiirde diese Formel indessen fiir kleine
Werthe von n unausfiihrbar kleine und ausserdem schon wegen des Eigengewichts
and des Gewichts der Wasserfiillung jedenfalls zu kleine Werthe von ¢ ergeben,
weshalh besser ;

o
rIll
gogetzt wird, unter Vorbehalt erfahrungsmiissig angemessener Bestimmung der

= an /]
} ante d ¢
Constanten a und &,

*) Die diesen Rechnungsresultaten zu Grunde liegende Vorausseizung, dass fiir @ =1,
d. h, am Ende der Rihre -

o =0 und
g

ist, welcher Ve
chung der Mer
Biden geachlos
Dicke und je

g genommen  bedir yrmationen
len Bivlen s

anssetzang entsprechend in Nr. 278 die Constanien f und ¢
lianlinie der verbogenen Mitielfliche bestimmi wurden, trifit 1
nen Riohre nor nihernngsweise zu nnd zwar um so me
ivenie Verbiegung und Aunsdelinung

r

2ET
Bioden ist.

und der ab-
indung

. wWenn an

I beider Theile eine i:I, um den eren BPodenf an
o ihrem Rande gegen die Mittelfliche der urs n Wand als unverinder-

lich betrachten zu diirfen, so miisste die Jmfangsradins der ersteren

. .'_' m—1 pr? F e (o gy (Y i ()
s - Eg§ - : : :
e (Nr. 278) fiir # = I, sowie die Neigung der Bodeniliiche gegen il .
1

tang am Rande = » — | gesetet werden, nm die erforderlichen Destimmungs-

. Aunsdehnung und
te die vollsti
nicht nur

er die 1
1 konnen,
ickt 1

eberd

und ¢ zu erhalten.

pleichungen der Cor
I enplatis

die Neigung
Untersachu
ihrer Dicke, i r urspriinglichen Gestalt and von d racke p auf die Einheit
inneren Fliche serdem von dem Moment und der radialen Kraft abhiing
mit die Réhre ent des Umfangs des Plattenrandes einwirkt; d
Moment und  di i
quer X
den Ci

am

t liessen sich ausdriicken durch die Spannungen o, und ¢ 1M
tihre, welche selbst zugleich mit o noch Functionen der zu besti

] Die Umstiindlichkeit eines solchen Rechnung
zu erzielenden zweifelbaften prakiischen (ewinne L‘:elﬂi_1
tellen sich seiner Durchfihrung, wenn, wie bel Diampi-
all ist, die Boden schon ursprimglich gewdlbt sind, kaum

en it ¢
i Verhiiliniss, und
cesseln gerade vorwi

gtiinde in

rindliche Schwierickeiten en
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Zusammengesefzte Elasticitit und Festigkeit 94
Wird zn dem Ende wit Redtenbacher:
d =05 fiir n =0 und d = 100
gesetzt, d. h. eine Blechstiirke von 5 Millim. als eine solche erachtet, welche
einem Kessel von 1 Meter Durchmesser schon mit Riicksicht auf die praktische
Herstellung sowie auf die anstrengende W irkung des Eigengewichts und des (Ge-
wichts der Wasserfiillung zu geben wiire, nnd wird ferner dje
Grunde gelegt, dass bei Loeomotivkesseln
d = 1,2 bei durchsehnittlich n = 5 und ¢ = 100
ein erfahrungsmiissig angemessener Werth ist, so sind durch die se zwei Werth-

Thatsache zn

systeme von J, n und d die Constanten « und 4 bestimmt, und ergiebt sich fiir
alle ille (llisenblech als Material vorausgesetat):

= 0,0014n + 0,005,

Hiernach wiire, abgesehen von der Schwiic hung des Blechs durch die Niete,
abgesehen von dem besonders bei kleineren Werthen von n

sowie

verhiiltnissmiissig

grosseren Linflusse des Eigengewichts und des Gewichts der Wasserfiillung :
firpn = 1 2 3 il b 6 .

k=n— =156 256 326 377 417 448,

In Preussen war vorgeschrieben:
d = 0,0015nd + 0,26 Centim.,
Frankreich gilt die Regel:

J = 0,0018nd + 0,3 Centim.
Diese Formeln unterscheiden sich von der obigen hauptsiichlich dadunreh, dass
dem Ausdrucke von § statt eines mit ¢ wachsenden Summanden ein constanter
Summand beigefiigt ist, was indessen weniger rationell erscheint; denn auch
ohve inneren Ueberdruck, blos wegen der Belastung durch das cigene und das
Gewicht der Wasserfiillung, muss das Blech um so stiirker genommen werden,
Je grissser der Durchmesser des Kessels ist.

282. — Wenn ecine geschlossene oder durch Befestigung an den Enden in
ihrer Deformation beschriinkte Rihre einem i usseren Ueberdrucke ausgesetzt
ist, wie z. B. dic innere Heizréhre eines Dampfkessels, so tritt an die Stelle
der Ausbauchung in der Mitte eine Einsehniirung: ausserdem findet aber der
wesentliche Unterschied statt, dass, wiihrend zufillige Abweichungen von der
genauen Kreisform des Querschnitts dnreh inneren Druck vermindert werden,
¢in fiusserer Druck sie umgekehrt vergrissert. Solche Abweichungen von der
genauen Kreisform sind besonders bei Rohren, welche, wie die Heizrthren von
Dampfkesseln, aus Blechtafeln zusammengenietet werden, kaum vermeidlich, und

} es sind daher solche Rithren der Gefahr ausgesetzt, durch den iusseren Ueber-
1 drunck platt gedriickt, resp. inti-igc soleher Verbiegung zerknickt zn werden.
Es lisst sich erwarten und wird durch die Erfalirung bestitigt, dass diese Gefahr
unter iibrigens gleichen Umstiinden mit der Linge der Rohre wiichst; eine ratio-
nelle Formel fiir die nithige Wandstirke miisste also ausser dem Ueberdrucke
und dem Durchmesser auch diese Liinge enthalten. Die theoretische Ableitung
ciner solchen Formel wiirde jedoch auf sehr grosse Schwierigkeiten fiihren, und
es sind deshalb Versuche, welche die Bildung einer empirischen Formel ge-
statten, hier von besonderem Werthe. e
G®
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244 Zusammengesetzte Elasticitit keit

Dergleichen Versuche sind von W Fairbairn mit Rihren von 10 bis
48 Centim. Durehmesser und 48 bis 155 Centim. Lii
auf gewshnliche Art anus Eisenblech zusammengenietet waren, Leider hatte das
Blech in den meisten Fillen die geringe Dicke von 1,1 Millimeter, withrend nur
4 Versuche mit Blechstirken von 3,2 bis 6,4 Millim. vorliegen; der Einfluss der
Blechstirke konnte deshalb nicht so zuverliissig hervortreten, als wiinschenswerth
rewesen wiire. Die Rihren waren an den Enden durch starke gusseiserne Scheiben

ze angestellt worden, welche

geschlossen, welche (entsprechend dem Zustande, in dem sich die Heizrithren von

Dampfkesseln befinden) an ihrer gegenseitigen Annithernng infolge der Zusam-

mendriickung der Rohre gehindert waren; durch ein engeres Rohr, welches in
eine der Endscheiben eingefiigt war, communicirte der innere Raum der Ver-

einer

suchsrohre mit der Atmosphiive, wihrend der durch Wasser vermitte
Druckpumpe hervorgebrachte fiussere Druck bis zur Zerstorung der Versuchs.
rohre allmiihlig gesteigert wurde,

Aus den Resultaten von im Ganzen 21 Versuchen wurde mittels der Methode i it

e e ————

der kleinsten Quadrate vom Verfasser die folgende empirische Formel abgeleitet:”)

n = T790

s
Darin bedeutet:
! die Liinge in Centimetern,
d den Durchmesser in Centimetern,
& die Blechstiirke in Millimetern,
| n den Ueberdruck in Atmosphiiren, durch welchen die Réhre zerdriickt wird.
Weil indessen diese Formel die mit der kleinen Blechdicke von 1,1 Millim, an-
angestellten Versuche zwar gut, die fiir die praktische Anwendung wichtigeren
Versuche mit dickerem Blech indessen nicht geniigend wiedergiebt, so wurde

noch eine zweite Formel hergestellt, welche den letzteren Versuchen senaun ent-

spricht; sie ist bei derselben Bedeutung der Buehstaben wie oben:

.5 J2

1 L [0S0 055 °

Diese Formeln sind vorliufig nur als Nothbehelf zu betrachten; je schwieri-
eer dergleichen Versuche anzustellen sind und je mehr dabei zufillice Umstinde

einwirken kionnen, desto mehr ist ihre Vervielfiltigung nithig, um das Gesetz

des Widerstandes iusserlich gedriickter Rihren mit Zuverliissigkeit erkennbar zu
machen, Unzweifelhaft ergiebt sich aber die Thatsache, dass mit zunehmen-
der Linge die Widerstandsfihigkeit soleher Rohren wesentlich ab-
nimmt, und es wurde deshalb von Fairbairn empfohlen, die Heizrhren der
Dampfkessel mit einigen starken Ringen aus Winkeleisen zu umgeben, um sie 80

gewissermassen in mehrere Riohren von geringerer Liinge abzutheilen,*™)

, P 234, woselbst die Formeln

Zettschrift des Vereins deutscher
schem Mass und Gew

Fairb:

Ingenieure, Bd. TII

Jeberdrnc Ll .
tellt hiat, kann bei den giinzlich verschi
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h. Hreisformige ehene Platie.

9283, - Der Hussere Radius der Platte sei = 7, die gleichférmige und
im Vergleich mit » sehr kleine Dieke = 4. Am Rande licge die Platte
entweder ringsum lose auf, oder sie sei daselbst eingeklemmt. Die symme-
trische Belastung bestehe im Allgemeinen aus I

1) einer im Mittelpunkte concentrirten und senkrecht zur Oberfliiche
zerichteten Kraft P,

2) einem gleichférmig auf dieser Oberfliche vertheilten Normaldrucke
= p pro Fliicheneinheit,

3) einer auf den Rand (die eylindrische Umfliiche) gleichformig ver-
theilten, radial wirkenden iHusseren Kraft = P4 !.1-:. l"].:[f_']u‘Ili"i.lllli‘il,
also = p,h pro Liingeneinheit des Umfangs,

Ein positiver Werth von  entspreche der gleichen Richtung mit p, ein
positiver Werth von p; entspreche einem radial auswiirts gerichteten Zuge.
Die verbogene Mittelfliiche ist eine

|.'|1|i11'l'-]illll;:.‘lﬂﬁin'lu‘: also bestimmt durch

ihre Meridianlinie; letztere (Fig. 38) sei

= L TS -, bezogen auf die Coordinatenaxen OX,

Y 0%, deren Anfangspunkt @ im Mittel-

punkte der noch nicht gebogenen Mittel-

\ 7 fliiche liegt, wihrend OX radial gerichtet
Fig. 38, und OZ (positiv nach der Richtung des

Ueberdruckes p) die geometrische Axe der Platte ist.
Wenn die Spannung o; als sehr klein gegen oy und o, ver-

nachlissigt wird (ebenso wie &, in Nr. 276), so ist mach Nr. 271 (mit
£ BLatt »):
26 . 26G
Ox — s (méx+ &) 6p = ere; (ex + méy).

Wird ferner wieder mit y (positiv nach der Richtung der positiven z-Axe)
die Entfernung eines beliebigen Punktes der Platte von ihrer Mittelfliiche
bezeichnet und angenommen, dass eine urspriinglieh zur Mittelfliche
senkrechte materielle Gerade auch bei der Biegung diese Eigen-
schaft behalte (ef. Nr. 276), so ist, unter

R den Kriimmungsradius der Meridianlinie und unter

\ Iy den Kriimmungsrading des dazu senkrechten Normalschnitts der
f Mitteliliche (= der Normale der Meridianlinie, bis zum Schnittpunkte mit
der z-Axe gerechnet) verstanden:
7 a2z
& = &° % II..’ =AY =
i y fJ'r;
S W )rll’] T8 T da?

vorausgesetzt, dass die Biegung sehr gering ist, so dass I und Ry im Ver-
gleich mit den Dimensionen der Platte sehr gross sindj &° und &° sind
2 : 1 i
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246 Zusammengesetzle Elasticitat und Feslighket

dabei die Ausdehnungen der Mittelfliiche nach den Richtungen & und Q.

o e ; . ! AT 1 m ,
Die Einfiibrung dieser Werthe giebt mit = — K
2 m+1
ml T ] [ dz 1 dz\1
Ox e —1 _”“—'\ . EpNE Y \ o o w2 G x da) J B

m I 2z m el 2\
Oz = i Ex 4 MELO— Y 7 g + I‘.

; .'..rf'-: & '.'f.f'(."_

Fiir y =0, d. h. in der Mittelfliiche, sind diese hier mit o, und .0 zu P
bezeichnenden Spannungen eben so gross, wie sie fiir jeden Werth von y .
gein wiirden, wenn die biegenden Kriifte /7 und p = Null wiiren und nur
die radiale Kraft p, auf den Rand der Platte wirkte: dann wiire aber offen-
bar keine Tangentialspannung vorhanden und deshalb den allgemeinen
Gleichungen (1) in Nr. 229 zufolge (bei dem Fehlen iiusserer Kriifte, die auf

die Masse selbst wirken) die Normalspannung ¢ von ircend einem Punkte
aus nach irgend eciner Richtung hin constant. Die somit einzeln constanten
Spannungen ox° und o3¢ sind aber unter sich gleich, weil sie im Mittel
punkte der Platte (fiir @ = 0) sich nicht unterscheiden konnen,®) und weil
wegen der Randbedingung o° = p,; ist, so ist auch )

0x® = 0g® = py.
Daraus folgt mit Riicksicht auf die obigen Ausdriicke von o, und o.:

. m—1 p;
EATRERTE T, v R
und somit:
m—1 d?z m B - 1 dz
& 71 ') J o a2 Ox " me 1 1"}_-?’ I'\mr."’.:'--' i @ rf.r')
m—1py yd: e ekt M o s n -.n":‘\
= wm Ay ada | et m= -~ 1 By \el a2 T de)
'[ 284, Zur Bestimmung der Tangentialspannung z dient die zweite
o der beiden Gleiehgewichtsbedingungen in Nr, 270:
I’; [ d1 3 dr Oy 1 d(way)
iz fJ"II.f T o x dx
Il Ilire Integration liefert mit Hiilfe der obigen Ausdriicke wvon gy und ., 80
SRR AR, ) . TR I
wie mit Riicksicht darauf, dass 7 0 ist fir y =4 -
e h2a-d ye sz 1 2= 1 2\
Lo B T A T 1
Einer Bemerkung in Nr. 270 zufolge wird ¢ hier negativ zefunden, weil der

rechte Winkel, den zwei von irgend einem Punkte aus nach den Richtungen
@ und z gezogene materielle Gerade bildeten, durch die Deformation der
Platte in cinen stumpfen Winkel iibergeht.
#) Nach der zweiten der beiden Gleichgewichtsbedingungen in Nr. 270 L-I'_'_','.'.-l"! gich
auch sofort mit £ = 0 1 = 0 fur jeden Punkt
d{za ey

P — .0
13 dax -
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Zusammengeseizte Elasticitit und Festigkeit. 247

In den Ausdriicken von oy, o und z bleibt noch die Funetion =, d.h,
die Gleichung der Meridianlinie der gebogenen Mittelfliiche zu bestimmen.
Die erste der beiden Gleichgewichtsbedingungen in Nr. 270 kann dazu nicht
dienen, weil sie mit der Vernachliissigung von ¢, ihre Bedeutung verloren
liat; dagegen lisst sie sich ersetzen durch die Bedingung des Gleichgewichts
zwisehen der iusseren Belastung und den Tangentialspannungen am Rande
eines Plattenelements von endlicher Grisse, welches niimlich aus der Platte
herauseeschnitten wird durch eine um die z-Axe mit dem Radius 2 beschrie-
bene Cylinderfliche. So erhilt man, unter z hinfort den Absolutwerth der
Tangentialspannung verstanden, die Bestimmungsgleichung:

]

2
'_','r.a'_,!‘ T r.'rt.ll.r = 7T .rl’!. + ,“;
ilre Combination mit obigem Ausdrucke von z liefert:
3 k242 / P
T —— - — | na =
4 N3 .\J’ r )
und als Differentialgleichung der Meridianlinie:

r.'{:i:‘ 1 r!"’:l 1 ”r: m2 —1 6 I.ff : 4"” \
das + & da® 22 dae —  me® EI3 I\FH +"|‘ &)’
Ihre Integration®) giebt, wenn zur Abkiirzung
mé—1 6 : < meE—1 6 P
A= me OIS Py "= Kl w
eesetzt wird:
aat ba? L ca? ;
2 = 53 i =5 ;\f“,,- 1}', it .—L— 4 dine +e
1 d= a2 b I.-" 1 ¢ d
_J:. TIIr ' =" H L + _-.- ll\_flrjlyl -2-) + 2 + -‘jlg
a2z s b 1 e d
TA=F aa? 4 3 |\|"u.f.' + _’,) 4 5 39

;
des Anfangspunktes, der die zusammengehorigen Werthe « =, 2 =0 ent-
sprechen, bestimmt: die Constante d ist verschieden, je nachdem die Platte
voll oder in der Mitte durch eine kreisformige Oefinung unterbrochen ist;
die Constante ¢ endlich ist von der Art der Unterstiitzung oder Befestigung

von den Integrations-Constanten ¢ d und e ist die letzte durch die Lage

der Platte am iinsseren Rande abhiingig.

*) Wobei zu heacl
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Zmsammengesetzte

1. Volle Platte.

235. — Die volle Platte kann nur so gebogen sein, dass die Meridian-
linie der Mittelfliiche filr # =0 eine der x-Axe parallele Tangente hat,
dass also

A T e
v m =10 rh-"“' n() 4+ " () full

ist, was nur dadurch miglich ist, dass d = 0 gesetzt wird.#)
Wenn ferner die Platte am Rande lose aufliegt, so muss fiir
@ = und jedes y: o5 = 0x° = py sein. Diese Bedingung liefert: 3
1 3m4-1 A 5 1 m—1 sl
SEEa e '”'“_l’(””'* 2 m+1 }
Ist aber die Platte am Rande eingeklemmt, und zwar 8o, dass
die Meridianlinie der Mittelfliiche daselbst die x-Axe beriihrt (Fig. 39), so
7 b, erbiilt man aus der diesem Umstande

¢ dz
entsprechenden Bedingung, dass g
; A%

7

24

2 sein muss fiir @ = »:

13
).

: I/ '/f
i —ar: = | Inr
4 \ 2/

. Auf die Oberfliiche der Platte wirkt nur der gleichfGrmig wver:

theilte specifische Druclke .

2586. — Wenn die Constante e der Bedingung cemiiss bestimmt wird,

[ dass & = », z = 0 zusammengehtrige Werthe gind, erhiilt man mit & = 0
(entsprechend /7=0) und ¢ =0 als Gleichung der Meridianlinie nach Nr. 284:
i 1 72 4 o2 N g2 g
| o= | i} = e
] \ 8 )
Ay /

Nach Nr. 283 iat ferner:

y P i - e\
&x = = o .\ g @i= -4 2 ) Y
1 1 i I."' 1 e

&y = 5 | S-ax 4 | 1.
1 E \ 8 g D f

h

Diese Ausidelmungen sind am grissten fiir & = 0 oder & = und y =+ 9
und weil ebendagelbst © = O ist, so sind sie Hauptausdelnungen. Ein noch
grisserer Absolutwerth von & kinnte nur dort vielleicht stattfinden, wo 1

3 A2 -

8 4 /i3 P¥
am grivgsten ist, niimlich:
9

o
1= —=—pflir 2 =r, y=0,
1 4 h ! y ¥ 3

) Den fiir + =0 1 form erscheinenden Wertl

). = 0(— o)

findet man nach bekannte
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obgleich sich analog dem Verhalten diinner Stiibe erwarten lisst, dass auch
hier bei der diinnen Platte die durch die Tangentialspannungen bedingten
Ausdehnungen von untergeordneter Grissenordnung sind im Vergleich mit
denjenigen, welehe von der Biegung abhiingen.

987, Wenn inshesondere die Platte am Rande lose aufliegt
und die radiale iussere Kraft am Rande fehlt, also p1 =0 ist, so
wird mit m2—=1 6 1 3m+1

= e ],-I"" 1’-’ liIH[ [+ 1 ”: T | e

(ef. Nr. 284 und 285) die Gleichung der Meridianlinie:
i 3 m2—1 P fhm41 - “\‘ . %
=16 me BB\ m41 0 7 )V ES
mit @ = 0 ergiebt sich daraus’die Durchbiegung der Platte in der Mitte:
x 83 (m—1)(bm+1) JI,,,-I
= 16 me I2hs”

Ferner ist:
3 2 1 » fadm31
Ber= = RS R
R 4 me 3 \ 4 1 :

3 m2—1 P I./ dm+1,

f',lt"_ S 7

> h
Fiir 2 =0 und y = + -

&)

b m2 I\ O |
sind beide Werthe absolut genommen am grossten,

und zwar gleich gross, niimlich:
. 3 (m=1)Bm<41) ¢
mar (BeY) = = E e P
An den Stellen (& r, Y= ll|: WO 7 am _'.L‘l'i”l,"-}?*h.'ll — 1 i;t-} Sillﬂ Ox und ﬂ-'-,':
= Null, und es ist deshalb ebendaselbst nach Nr. 169:
m4 1 3 m+1 »r

nea (e, = T1? = — ——
h’h‘.._-",n" i m 1 4 n j’,l?

F*u}‘(-r::,; nach der Voraussetzung eine grosse Zahl ist, hat jedoch dieses
{ ]

Maximum am Rande der Platte eine untergeordnete Grisse im Vergleich mit
(F3¢), in den Mittelpunkten der beiden Plattenoberfliichen, welches

sonach das = & zu setzende Maximum des Absolutwerthes von Fe

letztere

iiherhaupt ist.
Inshesondere mit m = 3 ist:

2 pi BT o
2o =5 Fip) AL (Fe) = 3 2P
3 Fhs )y =
und mit max. (Fe) = k die nothige Dicke der Platte:

988. — Fiir die am Rande eingeklemmte Platte ist mit
m2—1 6

— i G e ot
C="TmE Ehd 1 B

e i T S

-
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(ef. Nr. 284 und 285) die Gleichung der Meridianlinie der gebogenen Mittel-
fliiche:

und mit 2 = 0 die Durchbiegung in der Mitte:

3 m2-1 ppd
16 m: Eis
Ferner isf:

3 m—1 3 m2—-1p
Fey, = — + —- ag |
B e
Ist py positiv (oder Null), so ist Fe, absolut genommen am grissten fiir

b ) : Ji
2=0,y=x5 md fir a=2, y=—=, Fep fir =0, y=

5, und zwar

ist dieses Maximum von Fe, dem ersteren Maximum von Fe, gleieh, niimlich:

oy m—1 3 mé—1 r2
mad.(Ee€)y = — T Pyt 8 mE Jei?
wiithrend das zweite Maximum von JFle,:
i ] m—1 ) o m2—1 2
mas. (Be) = m PL 4 m: l

noch grosser, mithin der untergeordneten Grisse von 7 wegen das = I zu
setzende Maximum des Absolutwerthes von [fe iiberhaupt ist.
Insbesondere mit m = 3 ist:
1 pri , 2 PE Y
| R = = mar.(le) =— | p n).
| ! 6 [k 4 3\ At 72l )

Ist moch py =0, so ist fiir maw. (Fe) = k die néthige Dicke der Platte:
2 ';,'
h=r 3 T

289. — Im Falle der vorigen Nummer befinden sich u. A. die ebenen
Platten, durch welche ein dem inneren Ueberdrucke p pro
Flicheneinheit ausgesetzter Hohleylinder an den Enden ge-
schlossen ist, falls in Befreff der cylindrischen Rohrwand die Voraus-
sefzung der Nr. 278 sich erfiillt findet, dass die Meridianlinie ihrer Mittel
fliiche an den Enden keine Neigung gegen die Axe erleidet. Ist die Liinge

des Hohleylinders = 2/, so ist in diesem Falle: i
lp
M= h?

folglich nach Np 288:

T, {_}’-,'{L_] it T T

m—1 r /1 3 m41 r
mh

inshesondere mit m = 5:

e r 1
TLT, (!‘.{—j — 3 -;’f (—-- -+ -lr‘) p-
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Mit m = 3 ist aber fiir die cylindrische Wand nach Nr, 280:

Py

5

und es miisste sonach, wenn beide Theile (die Bodenplatten und die eylin-
drische Wand) gleich stark in Anspruch genommen werden sollen,

max, (lew= 1,8

r S [ i i
Zi\r T 7:,\- =iy

[ 8
und, wenn auch — nur klein gegen # ist (wie bei einem ecylindrischen
: )
Dampfkessel), doch d2 b J
hE = ayl T

sein. Fiir einen Dampfkessel insbesondere wiirde mit

= 0,0014n + 0,000 (Nr. 281)

*)
darans foleen: ko 1
§ Vod (0,0014 7 + 0,00 5)
% B. filria =il 2 3 4 5 6
b ) v
= 5,34 4,86 445 417 3,95 3,70.

Wegen dieser verhiiltnissmiissiz grossen Dicke, welche sie erhalten
miissten, sind ebene Boden bei Dampfkesseln miéglichst zu vermeiden, sofern
sie nicht durch Feuerrohren unterbrochen und gestiitzt werden.*)

3. Die Platte ist nur durch die in der Mitte angreifende Finzellkraft P

belastet.

200, — Die Gleichung der Meridianlinie der gebogenen Mittelfliiche er-
giebt sich nach Nr. 284 mit @ = 0 (entsprechend p = 0), d =0 nach Nr. 285
und wenn die Constante ¢ der Bedingung gemiiss bestimmt wird, dass =,
¢ = 0 zusammengehirige Werthe sind:

b T T
z = — 1 [5'5 I_JJH p—1)—as [_I'rH..f' —_ 1\.1-[ T (r= —-.'c'-)‘

Nach Nr. 283 ist ferner, wenn keine radiale Kraft auf den Rand

der Platte wirkt, also p, =0 ist:

¥ B\ o307
5 == |.: ("JN-""" _2\! & 9 |,'l-'f

—_

-

1
Ep = — (. (f”,r — ;') -+ ;J”

Die Tangentialspannung 7 ist in der Mittelfiiche (y = 0), woselbst sie am

. 05 ]
grossten ist: T =
i ST T hl'. 2?‘;[‘!.
¥ {7t ha ( ‘

#) Tine rationelle Untersuchung der Anstrengung, welche die gewohnlich ansgefahiten
I'_'|_-\'.'u”:'_|'[l Bioden auszuhalten haben, ist, goviel bekannt, zur Zeit noch nicht ;_11:]1'c ort; dass
elben, wenn sie auch nach Ku ".‘l'f:l]l!“f}u ;:l'kl"l.'lllllljl \'.'@:I'du[‘n., doch wesentlich anders
wie Theile voller Kugelschalen sich verhalten, ist selbstverstindlich.
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,_.02 Zusammengese

Im Mittelpunkte der Platte (2 = 0) werden &, & und 70 unendlich 21088,
und es ist also nothiz, dass die belastende Kraft P auf cine, wenn schon

kleine, so doch endliche Fléiche oder Linie vertheilt sei, z. B. auf eine zur

Plattenoberfliiche concentrisehe Kreisfliiche oder Kreislinie mit dem Radins #,.
- i b 1

Ist in diesem Falle »#, nur hinliinglich klein, etwa — T kann die abige

Gleichung fiir = noch mit geniigender Anniiherung als Gleichunge der ganzen
gebogenen Mittelfliiche gelten, wiihrend die Ausdriicke von &, & und 7o
tens fiir & = #, nicht wesentlich fehlerhaft sein kinnen und dann auch 9 g
die gefilnlichste Wirkung der Belastung nur fiir # = », cesuneht zu werden

braucht.

wenig

291. — Wenn insbesondere die Platte am Rande lose a ufliegt, A
so wird mit
ARy i ) 1 m—1Y\
b= = T und e = — & | Inr + J
mt K n Z MLy
(ef. Nr. 284 und 285) die Gleichung der Meridianlinie:
3 mqE—-1 P / 7,0, S 41 b1
z = - —— | 2a2in— + ~ (92 — a2
4t m2 LS\ 7 mA 1 :
daraus mit @ = 0 die Durchbiegung der Platte in der Mitte:
3 (m—1)(Bm41) P2
e me il
Ferner ist:
3 g me | )“ f i | N
I'u‘., = o I In— | ¥
7 - {7 Sl i =+
= 9 m2 1 | i\
/e . 1 e
H 7T 112 r r -+ 1
Beide Werthe sind am grissten fiir y = — und 2 = », (ef. Nr. 290),
und zwar ist das Maximum von Fe. der grd i

ste Werth von /e iiberhaupt:
7 \I P
: !

indem auch der dem Maximum von z¢ entsprechende relativ grosste Werth
von K& niimlich (ef. Nr. 169):

0 9
- s ni= 1 f r
maa, (MMe) = : o | In—F

=T - Ty i+ 1

/m1 b S et 2

o, !

\ im. m I,
bei verhiiltnissmiissig kleiner Plattendicke stets wesentlich kleiner ist.
Inshesondere mit m = 3 ist:
h P2
ot 3 K3
fid P I
;
)
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Z.B.fir — = 10 20 80 40 50

o

ist max. (KKe) = 4,07 1,99 0,09 5,92 6,22 ,

= 0,407 0,260 0,184 H,l-lh‘ 0,124 . it maa. | L l— e
I \

i
d.i. resp. 4,88 599 6,64 7,10 T46
mal so gross, als der Maximalwerth von K& bei gleichférmiger Vertheilung
der Belastung P = swe2p auf der Platte (cf. No. 287), wiihrend die Durch-
biegung =z, hier 2,6 mal so gross ist, als in jenem Falle.
202, — Fiir die am Rande eingeklemmte Platte ist mit
a9 : ] Fd \
b= m;”_j 1 f',i':"’:" l: und e =—54 Ii\.l’nr ;—}
die Gleichung der Meridianlinie:
3 me—1 P |':" 2] & = ._,",'
= 471 m2 ,"",'J'.'.'.:i '\"ru = i b INI.-J’

die Durehbiegung in der Mitte:
3 m2—1 P2

L L mE  FhST

daraus mit & = (

Ferner ist:

L m=
/ 3 om? l.lr“!J i
& — — == ()
r w2 B w Y

] h ;
Beide Werthe sind am grossten fiir y = 5 und & =7, [\ft‘é‘x wenigstens

5 - - . . - 3
dann, wenn e = 7,39 ist, widrigenfalls der Maximalwerth von & am
¢

Rande fir « = » stattfinden wiirde), und zwar ist das Maximum von Fe, der
orbsste Werth von ¢ iiberhaupt:

et :; me 1 ' 1‘“
neent, | }'. )= Eerrarr i f;g- S| Eenr
20 m vy, It
Inshesondere mit m = 5 ist:
3 P2 (e 4 ! 7 J ik
== e [ B0 T = . i b
? 2 Hh8? o ] b5 ¥ TChE?

2.B. flir—= 10 20 30 40 50

Ta
TR, If:ilr';‘z‘::l = :‘5}‘ 17 -';;.J{.' 4?-‘::’) l‘.‘.’.’:‘ -’l..e_) Hn

d. i. resp. 4,60 5,99 6,80 7,38
mal 80 gross, als der Maximalwerth von fe bei gleichformiger Vertheilung
der Belastung P = sev2p auf der Platte (cf. Nr. 288 fiir p; = 0). Die Durch-
biegung =, ist 4mal so gross, als in jenem Falle oder ebenso gross, wie bei
eleichfirmiger Belastung und freier Auflage des Plattenrandes (Nr. 287).

LANDESBIBLIOTHEK




BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

- e ——— e

254 Zusammengezetate ] und Festighkeit.

2. Durchbrochene Platte,

203. — Damit die Symmetrie gewahrt, d. h. die Platte ein Umdreliungs-
kirper bleibe, wird eine eoncentrische kreisformige Durchbrechung vorat

setzt, also eine ringférmige ebene Platte, deren fusserer und innerer
Radius resp. = » und #, sein mige,

Dergleichen durchbrochene Platten kommen im Maschinenban u. A. vor
als Deckelplatten von Hohleylindern (Dampfmaschinen-Cylindern ete.)
mit einer centralen Oeffnung fiir den Durchgang einer runden
Stange (Kolbenstange) oder als Endplatten eylindriseher Dampf-
kessel, welche mit einer inneren Feuerrbhre versehen sind;
ist anch im letzteren Falle die Feuerrhre nicht concentrisch mit dem Kessel,
sondern nach Unten hin gertickt, so wird doch immerhin die Untersuchung
der ebenen Endplatte unter der Yoraussetzung einer centralen Durchbrechung
einen niitzlichen Anhaltspunkt fiir die Beurtheilung ihrer nur sehr schwierig
genau zun untersuchenden Anstrengung aueh bei excentrischer Durchbrechung
durch die Feuerrihre gewiihren.

In beiden genannten Fillen ist die Platte einem gleichfGrmig vertheilten
Normaldrucke unterworfen, welcher, wie im Vorhergehenden, mit P pro
Fliicheneinheit bezeichnet wird: ist auch streng genommen im einen Falle
(Cylinderdeckel ) der iussere, im anderen (Kesselboden) der dnssere und
innere Plattenrand zugleich moch einer radial gerichteten linsseren Zugkraft
unterworfen, so ist diese doch immer nur von untergeordnetem Einflusse und
wird deshalb hier (ef. Nr. 283) py = O gesetzt. In beiden Fiillen ist ferner
die ringférmige Platte am iiusseren Rande als fest eingeklemmt zu betrach-
ten, wiihrend der innere Rand im einen Falle nach der Axe verschiebbar,
im anderen gleichfalls fest eingeklemmt ist. Auf diese zwei Fiille heschriinkt
gich die folgende Untersuchung, welcher die Formeln in Nr. 283 und 284 zu
Grunde gelegt werden kiimnen; in denselben ist

P = —qarp, also b = — ar?

zu setzen, wenn auf den beweglichen inneren Rand der Platte
keine nach der Axe gerichtete Kraft wirkt, wie zuniichst in den
beiden folgenden Nummern angenommen wird,

204 — Bei der ringfirmigen ebenen Platte, welehe am fius-
seren Rande fest eingeklemmt, am inneren ganz frei ist, sind
die Constanten ¢ und « (Nr. 284) dadurch begtimmt, dass

dz 8

—==0 isf fir @ =1

da
und o =0 , , a=w», und jeden Werth von y.

Daraus ergiebt sich mit Riicksicht auf Nr. 283 und 284 und wenn zur

Abktirzung 1 m—1
1. 4 ln— | m®
a2 i A Noypadh w41
iy o y m—1 1
+ m-41 n*
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gesetzt wird:

e ! i 1 g 1
& = g I‘ 1 4 n2 Kh” B ) — f{J rra-ﬁg d = — 3 ot ayd

1 a3 m2 1 !r' :"-—' l_ = a2 - r .-” 2 i
}.‘.-l = g e | 1—¢ 72 4 n? '\LJ’.J' — |_> ~ g + 1)} Y
1 8 m2—-1 pr2 a2 aiz e /2
e, = T ‘I. - — —4 n?ln = + k-“':

Die Constante e (Nr. 284) wiirde nur dann in Betracht kommen, wenn
die Biegung der Platte, d. h. die Abweichung z eines Punktes der Mittel-
fliche von der urspriinglichen Mittelebene berechnet werden sollte, worauf
es hier nicht ankommt.

b it )
- | 4ln — — | n2
\ n - f

Mit m =3, also o =—

1 1
+‘.:‘H'—‘
» k1] "li
findet man fiir y = - und
= 0,1 0,2 0,4

]

N e i B 1 »2
( —Fe& = 0,890 0,686 0,204, 3 7 P

( Fe, = 2,670 2058 0882. , =38 (-Fs)
( — Fe;, = 1,996 1,953 1919,
F=TY | Fep = Null.
Fiir kleinere Werthe von # ist also & am inneren Rande, fiir grissere
Werthe von » dagegen & am iiusseren Rande, und zwar immer an der

/i ; :
Oberfliiche 'Injrfj—v:) der Platte die grisste Ausdelmung iiberhaupt, oder

\

es ist allgemein:

{3 m:—1 92 A Ny 1 1 1
S o [' iAo b an ')J L
AU Jl‘é} =iy 3 w2 L 2 3

A e (1—2n2+a)p
d, h. = dem ersten oder zweiten dieser beiden Ausdriicke, jenachdem
7 kleiner oder grosser und somit der erste oder zweite Ausdruck der
grissere ist, —

Jei einem Cylinderdeckel wird iibrigens der Rand der ecentralen
Durchbrechung durch die sich hier amnschliessende Stopfbiichse der Art abge-
steift, dass die Art seiner Biegung sich derjenigen niihert, welche in der
folgenden Nummer besprochen wird.

#) Diese Ausdriicke yon Fee und Frp stimmen, wie es sein muse, mit denen iiberein,
welche in Nr, 288 fiir die volle kreisformige Platte erhalten wurden, wenn n = 0 gesetat

wird, wodnrch anch « = 0 wird.
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205. — Bei der am dlinsseren Rande fest und am inneren in
einer beweglichen Hiilse eingeklemmien ringfirmigen ebenen
Platte sind die Constanten ¢ und « (Nr. 284) bestimmt duorch:

nl*:
Fl‘r.l'

Daraus ergiebt sich mit Riicksicht auf Nr. 283 und 284 und wenn zur

Abklirzung

— O fiir @ =7 und & = .

1 | 41n + 1 | n?
o \ 1 /
== ; B =
j 1
= |
=
gesetzt wird:
o Sl LY § 1
= — 1 1—dn2( nr ) + « | ar2: ¢l art
2 8 | \ 2/ | 8
" 3imd—1pre 1 gd” e 3\ gl X
Fe = = & | f — = B l)+al—=+1)]y
4 T Jes 1 72 \ o / M ] y | "
5 mnd 1 Jlrn2 1 a i gre
s o <N dngln- | e
! e I mne I3 L y's LR & & \t# /
. w e e ;{
Mit s = 3 findet man fiir y = und
" 0,1 0,2 0.4
B 1,834 1,544 0,924
b e — “Ex = L0 4ud 924 | - '
? 3 12l
&= run— e = 1,942 1,981 1263. ,
FEe. ist an beiden Riindern = O, und es ist sonach F & fir @ r und
h iy o
y =+ der grisste Absolutwerth von & iiberhaupt:
i 3 omi—19r2 4
mad. (fie) = e T (1—2n2— a)p.

Damit, wie diese Rechnung voraussetzt, auf den inneren Rand der Platte
keine nach der Axe gerichtete Kraft wirke, miissen beide Riinder nach der
Richtung der Axe renseitig verschiebbar sein; bei dem Cylinderdeckel
ist dies der Fall, indem die Stopfbiichse, mit welcher der innere Deckelrand

fest verbunden ist, lings der Kolbenstange gleiten kaun.

9293. — Wenn aber die durchbrochene Platte an beiden Riindern
fest eingeklemmt ist, so dass diese Riinder sich nicht nach der Richtung
der Axe gegeneinander verschieben kiinnen, so ist £, also aueh b eine vorliiufig
unhekannte Constante; die im Ausdrucke von z (Nr. 284) vorkommenden 4 Con-
stanten b, ¢, d, e sind aber dadurch bestimmt, dass

[f’: . e
z=0 und — =0 ist fiir @ = ¢ und @ = r..
da

Ausdriicke,

#) Mit 5 =0, also & = 0, stimmen auch di ) 8
mige Platte erhalten

denen tiberein, welche in Nr. 288 fiir die volle kreisf




y Flasticitiit und Festi

Demgemiiss ergicbt sich mit Riicksicht auf Nr, 283 und 284 und wenn

1
J{ufq‘ =
n
. L 4+ n2—4n? :
n = = : l-.ll p— —-__ 1 _’
|
| —4nt |
‘ 1—n2/
cesetzt wird :
1
In—
b 1 [ 1 o : L n |
. Bar? e 1 I nt— 8 (‘KH.:' ks o (o “_') s
l 5
A / In '\
l|’ 3z Y (Al { l 9 L . A
l=5 \I B ,a)@
1
( In \
o 3 mt—1 prs 1 -3 s )\ 1= R R ) =
=t { u—. fi8 = 7- L 1 E L I 1 ne )/

‘n )

712 g8 e (N

P 1—mnt o

Der erisste Absolutwerth von & ist unter den Werthen von & an den

zu suchen (&p ist hier nafiirlich wieder

Riindern der Platte fiir ¥ = *+ |
.
= 0); fir @ =7, ¥ = — 5 ist:
1
frH zi \ i
b n# 19 i o b . 1 |
[ —_ — e I'- — - / i
I ! = h? T 3 1 n? 2./ !
fi
und fiir @ = ¥y = — 3¢
1
3 mE—1 2 1 Hime ) |
| - o Th= = i
g, = — ———— —— 2_— 5 - — 2 :
I‘.r-x 52 | e )Ilf-: l 2 P 2‘ i l a't-" P
- w1l ){f, L3
Hiernach findet man fiir ¥y = — —- z. B. mit
= 0:3 {)JI 0,'-3

1 A S e 3 m2—1q2
2 = rpt e, = 04557 0,3043 0,1976 . - —5—75P

(1 L

2 =r: Be = 02779 0,2096 0,1492 -

b : :
schliessen, dass & fiir ¥ =+ - am inneren Rande der Platte

woraus zu
der orosste Absolutwerth von & iiherhaupt ist. Das relative Maximum von &

an eciner wewissen mittleren Stelle, woselbst die Platte entgegengesetst ge-

BLB BADISCHE
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bogen ist, wie an den Riindern, ist niimlich immer wesentlich kleiner:, dieses
Maximum findet statt fiir

f\:;

[ I.f (14
worin 1 \
)
. it
e=m\ g——-—-1 |
W1 —nt / 3
gegetzt ist. Man findet hiernach z. B.
fir n = 0,3 0,4 0,5
@ 0,6106 0,6710 0,7331 .2
und fiir y = i : Hee = 0,1630 0,1202 0,0834. = mm:-l- ;{ 2 T Bele
297. — In dem Falle der vorigen Nummer wiirden sich die ebenen End- :
platten eines mit einer inneren Feuerrihre versehenen Dampfkessels i
befinden, wenn diese Rihre, welche etwa halb so weit wie der Kessel zu sein 3
pllegt, gerade in der Mitte des letzteren lige. Wird aber mit Riicksieht auf die \
excentrische Lage des Fenerrohrs sein Durchmesser nur — 0.4 des Kesseldurch-

k messers gesetst, so lisst sich mit n = 0,4 die grisste Ans strengung der Endplatte,

welche jedenfalls an ihrem mit dem 1011c-:ml|10 vernieteten inneren Rande statt-
| findet, mit m = 3 zZu
i T o mi—1 2 2
\ / maz, (Fe) = 0,3043 . T @k 0,2029 WP
sehiitzen. Gleichfalls mit m = 3 ist dagegen die grisste Anstre ngung des eylin- b
drischen Blechmantels nach Nr. 280: )

I mazx, (Kg) = I,SII._: "“; ' f
unter § die Dicke des hierzu verwendeten Blechs verstanden. Die Nietlicher aus dep
schwiichen beide Theile, resp. erhthen ilire Anstrengungen nahezu in gleichem
Grade, und die Gleichsetzung beider Werthe von maa, (£¢) liefert:

_J.r‘: = (),0662 .
d* fi]
oder mit -_,'ﬁ, = 0,0014n + 0,005 (ef. Nr. 281):
I/ i3
= 14n 4+ 50
Dabei ist n der innere Ueberdruck in Atmosphiiren, und man findet z. B.
mit n = 1 2 3 4 b (]
i = 296 268 247 230 216 205
) 7 i = i : .

Freilich verursachen die Winkeleisen, welche die Verbindung der Endplatte
mit dem iusseren Blechmantel und dem inneren Feunerrohre vermitteln, eine we-
sentliche Absteifang der ersteren, und wenn mit Riicksicht darauf ihre grijsste
Anstrengung entsprechend n = 0,5 und m = 3 nur mit

3 mi—1 2

maz. (1) = 01976 . £ y = 01317 — 5 (Nr. 296)
naxr. (fvg) y i ¥ o e I V1317 5 » 1 ))
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in Reghnung gebracht wird, ergiebt 1“I._‘ der obigen analoge Vergleichung:
:
LYo
d ' 14n 4+ b0
1 2 3 :

= 2389 216 199 185 174 1,65,

z. B. mit n =

h

¢

Immerhin wiirde es also nithig sein, zu den ebenen Endplatten, wenn sie nicht

stiirker angestrengt werden sollen, als die cylindrische iiussere Kesselwand, etwa
doppelt so dickes Blech zn verwenden, wie zu dieser.

lL. Beliebige ebene Platte bei gleichformig vertheilter Belastung.

a. Allgemeine Formeln.

208, — Die ‘L’u‘]'f|5f|f]t[.*"lll'lfir&.~'ij_{ gehr kleine Diecke der Platte ﬁf‘l} wie

in Nr. 283, mit %, der auf der Oberfliiche gleichfirmig vertheilte fussere
Normaldruck mit p pro Flicheneinheit bezeiclmet. Ausser ihm migen im
Allgemeinen auch auf den Rand der Platte diussere Kriifte nach der Rich-
dass die Ausdelnung, welche da-

B

rerufen wird,

tung der Mittelfliiche wirken, jedoch so,

durch nach einer gewissen Richtung in der Mittelfliiche hervc

fiir alle Punkte derselben gleich gross ist.

Die verbogene Mittelfliiche werde auf ein rechtwinkeli
OX, OY, OZ bezogen, so dass die ay-Ebene mit der urspriir
Mittelfliiche zusammenfiillt und die positive z-Axe die Richtung des iHusseren
Normaldrucks p hat. Wenn nun wieder, wie in Nr. 283, die Spannung

3 Axengystem

ch ehenen

o, als sehr klein gegen ox und oy vernachliissigt wird, so folgt
aus den Gleichungen:

T |'-/ 1 Iff \
ox = 2G| &+ )
\ — 5 Vi
; 5
v [ .”I A -
oy =2G (g +——F ) » P=8&+ & + & (Nr. 227)
% m—z j
i 7R
6. = 26G (g +— a9 )
\\ m—a /-’
3 m = s
mit 0, =0 und A=—-7-.26G =, I iHE
3 i —1 me—1

4 1
ox =4 l\ex -0 m ) oy=A4 .\ &

Wenn ferner hier mit » (pogitiv nach der Richtung der positiven z-Axe)
die Entfernung eines hr-lir_'-hi]_-'r.‘ll Punktes der Platte von ihrer Mittelfliiche
bezeichnet und wie in Nr. 283 angenommen wird, dags eine urgpriing-
lich zur Mittelfliche senkrechte materielle Gerade auch bei

der Biegung diese Eigenschaft behalte, so ist, nnter

o den Kriimmung radius des der x-Axe parallelen und unter

Y- ,\ Xe

Oy »n n ] n

17+*
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Normalschnitts der Mittelfliiche im Punkte &,y verstanden, bheide absolnt
genommen:
7 5
&y = &% & ‘J\. &y = &° 4 or
Dabei gelten die oberen oder unteren Zeichen, jenachdem die betreffenden ol
Normalschnitte nach der Seite der positiven z-Axe convex oder concav §ind;
&0 und g sind die als constant vorausgesetzten Ausdelmungen der Mittel-
fliiche selbst nach den Richtungen 2 und y. Der analytische Ausdruck von
oy ist vollstiindig:
I,e'u"\‘.l’ { [ i\
i 27 \ da Ay
B e 2z = e A2z =t
daz P Shintaliy e o
unter 4 und g die Winkel verstanden, welche die Tangente des der a-Axe
parallelen Normalsehnitts beziehungswei mit der w-Axe und der y-Axe
bildet, und wo das obere oder untere Zeichen unter denselben Umstiinden
gilt, wie im obigen Ausdrucke von &. Wenn aber, wie hier vorausgesetzt
wird, die Kriimmung der Mittelfliche sehr gering ist, so sind
dz dz y Fr .
i s u"ff und cospe sehr klein, cosd ist sehr wenig von der Einheit verschie-
den, also niiherung
1 _d?z 1 d?z et
1 = - : Ao -1 mithin:
¢ :
| Ex = &° —1
8y = &y —1 Wi
Dabei sind :
ox0 = A (é‘," + ;I;j. {‘\, und o0 = A \;IN & + & '
die Normalspannungen in der Mittelfliiche nach den Richtungen der - Axe 8
und der y-Axe.
Da &° und &° constant sind, so folgt aus den obigen Ausdriicken von -
dE e g
e =T und & = o
mit Riicksicht auf die Geringfiigigkeit der Biegung und wenn die z-Axe an il e §
den wurspriinglieh in ihr gelegenen matericllen Punkt der Mittelfliiche fixirt
gedacht wird :
dz dz
s =l =R S Y Byt = U o
und damit (ef. Nr, 229, Gl. VI):
7 B I’J”rl": L ”l"\" — 2 (i a1z
BADISCHE [
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Aug dén fritheren Untersuchungen diinner Platten wie diinner Stibe ist zu
schliessen, dass auch hier 7y und 7y nicht minder wie ¢, von untergeordneter

Grisse sind; wenn somif nur die im Obigen ausgedriickten Spannungen
Ox, Oy und 7,

berlicksiehtiet werden, so liegt damit der in Nr. 231 betrachtete Speeialfall

vor, demzufolge die Hauptausdelnungen &, & und & bestimmt sind durch:
. Gx -+ Oy
ey = :
Tt
€\ m—1 m-41
I = 3 Oy + Oy) & y | (Ox—0y)® + 41,2,
\ &3 2m 3 2m ¥,

Die absolut Zenemimen .'_j']';‘\.ﬁll- von ilimen ist &g oder &3, Iii'“.‘i\_’hl]l‘].] fJ‘x""U‘y
positiv oder negativ ist; beide finden parallel der Mittelfliiche statt, da & die
Ausdehnung senkrecht zur Mittelflliche = &, ist.

200. — Damit die Spannungen oy, ¢y und 7, fiir einen gegebenen Punkt
ayy) der Platte durch die Formeln der vorigen Nummer bestimmt seien,

muss man z als Funetion von @ und y, d. h, die Gleichung der gebo-
genen Mittelfliehe kenmen. Ihre Differentialgleichung wird gefunden

mit Hiilfe der allgemeinen Gleichungen (I) in Nr. 229, worin
| XN=Y=7Z2=0 und dz = dv
zn setzen ist:

o o7 ATy dr, 3

X T4 = —p [
i duv r.l’lr,l
Ay T 1t |
tl Oy ATy Ty \ /

- — =0 .. [[‘
dy + da v i

i gy d e dry \
e : =~ = ()
dv ' dy T du
Wenn man in den beiden ersten dieser Gleichungen fiir oy, ¢y und =,

die Werthe aus Nr. 298 substituirt, dann in Beziehung auf » integrirt und

fi
beriicksichtigt, dass 7y und 7y an der Oberfliiche der Platte (1"1'11‘ U= $3)

— Null sein miissen, so ergiebt sich:

{ ddz ddz\ [v2 h2)\
\da?dy * dy3) \2 8
/ ¢l32 (13 2 \ 7 v2 ;,2\

=A 4 — e | = —
4, 1 l\r."’,l';: T cady?) \ 2 8

iy — A

und die Einfiihrung dieser Ausdriicke in die Gleichung:

h h
7
*d 1y dty
L = - 1 =y = U
B j dy dr +, d : i
R h
welche wegen h »
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durch Integration der dritten der Gleichungen (I) nach » erhalten wird,

liefert endlich:
4z ol 42 12 |
dok ' 7 da2dy? ™ dy Als

Das Integral dieser partiellen Differentialgleichung Lisst sich darstellen
unter der Form:

e li‘.li.fll,f,:i' (@@ —a® —y2) (b2 —a2—y%) + (a2 + ¥2) [ (2 + yi) + Y (v yo)] +

@ (2 +yi) + B (v—yi) 1, Unendlighi
(¢ | 1), worin unmittelbar die in Nr. 287 und 288 cefundenen Gleichun
gen der gebogenen Mittelfliiche einer kreistormizen Platte enthalten gind, Ul
wenn y =0 und die willkiirlichen Funetionen ¢, v, @, @ gimmtlich = 0

gesetzt werden.™)

Ein particuliires Integral von algebraischer Form wird crhalten, wenn
(ef Nr. 244) gesetzt wird:

\
o (@ -+ y 2) + Y (@ — i ;J /

e e ——— Iy A —

. e . = 4+ 12+ 0y (22 T J
@ (w+yi) + W (w—yi) \ EEL & B Y -0 LS
' e o + @3 (23 — 3ay2) + B (32y — y3) +

+ ay (at— 'I""\. 2 "_.""'I + ."Il' |.1'i_r_|r ["'."':i' T ssss
Die Constanten sind durch die Umfangshedingungen bestimmt, d. h. dureh
die Form der Platte und durch die Art ilirer Unterstiitzung oder Befestignng
[ am Rande, event. auch an gewissen mittleren Stellen.

Flalte jist in B
winkelig schmeidende Vor

ziehung auf zwei sich rechi-
nalehenen sy wetrisch geformt
und unterstiitzt oder hefestigt.

' 300. In Bezichung auf diese beiden Ebenen, welche als @2- Ehene

und yz-Ebene angenommen werden, ist dann auch die gebogene Mittelfliiche
symmetrisch, weshalb in dem algebraischen Ausdrucke von = nur Glieder
mit geraden Potenzen von @ und ¥ vorkommen kinnen, mithin zu setzen ist:

i M
(6 A% \“ N

) o o [ a
|

22 —y?) 4+ '.":"r_"-"":"ﬂ"'J'-f' 12 4ol at
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oder anch mit Zusammenfassung gleichartiger Glieder:

8p | . . S
¢ =3 ‘;}, ) et+fat+ayt+fiat+[8-3 (f1i+a)] 22y 4 gyt -

+ a2t 4+ 5(ge—2fa)atyt + 5(fa—2 At gayS + il ? .

Jede Gruppe von Gliedern von einer hiheren Ordnung bringt dabei nur je
2 neue Constante mit sich,

1. Unendliche Platie, welche in den Knofenpunkten cines Systems von
rechteckigen Feldern festgehalten wird.

JO01. — Wenn man in der Mittelebene einer unendlichen Platte zwei
Systeme sich rechtwinkelig schneidender gerader Parallellinien gezogen denkt
so dass je zwei auf einander folgende Gerade des einen Systems den
gleichen Abstand 2, des anderen Systems den gleichen Abstand 24 haben,

g0 seien die Durchschmittspunkte dieser Geraden in

- :}. ilirer gemeinschaftlichen Ebene festgehalten, wiithrend
/).' =g d iibrizens eine heliebige Verbiegung aus dieser Ebene
4 heraus stattfinden kann. Alle so gebildete rechteckige
Felder wie A B C D), Fig. 40, verhalten sich gleich,
und es bezieht sich die Untersuchung nur auf ein
solches Feld; die ay-Ebene wird in der festen

Ebene angenommen, der Anfangspunkt O im Mittel- i
s i punkte des betrachteten Feldes, die «-Axe parallel
: den Seiten 2@, die y-Axe parallel den Seiten 20

A

Fig. 40,
desselben.

Zur Bestimmung der constanten Coefficienten im Ausdrucke von =z
Nr. 300) dienen zuniichst die Bedingungen, dass

dz : S 2

o = 0 sein muss fiir @ = 4 ¢ und jeden Werth von y,
o.xr W

r.I'I,I

dy =0 , P n Y=g b n n n n %

ihnen wird entsprochen, wenn
Sz, g2 und alle folzenden Coefficienten = 0
gesetzt werden, wenn ferner
= 8
Jit+91= =5

o

s f = —2hat; g = —-29:1b2

gesetzt wird. Die fernere Bedingung:
z2=0 flir r=% a, y ==+ b
liefert: e :.}‘-, al 4 g1 bt
und somit wird:
3p
=16 A8

Die Coefficienten f; und ¢, welche Functionen von « und b sein kinnen,

3 ]_.‘f.l (a2—w2)2 + g1 (02 —y?)?].

gind durch die Relation: /3 + g1 = 3 noch nicht bestimmt; diese Unbestimmt-
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schriinkt durch die Erwiigung, dass, wenn nian mit

heit wird indessen eing
b = 0 die der y-Axe parallelen Punktreilien zn festen Geraden zusfmmen
riicken lisst, wodurch, weil dann wegen 2 = 02 anch y =0 gesetzt wer-

den muss,

9 o 9
3P S SoF 3 m2-1 [ 1

— ) (a? — a2)2 = — 77 f1 (a2 — a2)2 |

16 A48 71 ; Ib  m? I fis (

wird, diese Gleichung offenbar iibereinstimmen muss mit der auf die ent-

gprechenden Axen bezogenen Gleichung der elastischen Linie eines Dbeider-

seits unter den Richtungswinkeln = Null eingeklemmten geraden Stales von

der Liinge 2a, welcher bei rechteckigem Querschnitte von beliebiger Breite
und von der Hthe 4 durch den econstanten Druck p auf die Einheit der
Oberfliiche belastet ist. Diese letztere Gleichung ergiebt sich nach Nr 61

und 66 wie folet:

3 8 me . i =
und es muss also /i = — gein fiir & = 0. Ebenso folet, dass ¢y eine
» o T 1 6 ¥
5 3 I 1 o] 1w
golehe Function von @ und & sein muss, welehe mit @ = O sich anf

reducirt. Wire a = ffa, 80 wire natiirlich auch .,?'[ = ¢y setzt man de

ta 2 8 e

= = + Dnes 1 -4 cve,

a9 =1 u S =1 " ?

. - . o
so ergiebt sich wegen /i + 9y = —:
)
a
=
2 1
8 m2 — 1
U= - —
o a*+ b
1 1
y o r w t'}-' : : [/ L
I.f‘ tal 1 T & = Jr= Wi
L= & y =5 "
- o | @t == 0 s a-m | 't = hn
: ne: :
und mit A = — Ii:
e 1

= f 3 / /! 3
== (ex2 (62 TEAtd
a® 4 b a’ + b .
Daraus folgt: = 0, also 7, =0; & und & sind also Hauptaus-

f"r,-"fn'ffju’
dehnungen (mit derjenigen Anniiherung, womit-sehon friiher von 7. und
vy abstralirt wurde), und wenn man in den Ausdriicken von &, und &, sub

T { . . . e o o e (=2
Nr. 208 die aus obiger Formel fiir z sich ergebenden Ausdriicke von 7 2
{f =

o2z

ToE? ferner nach Nr. 227:
o 1=

F % = 0y° oy f-"lng - 5,0 7.0



S —

substitnirt, ergiebt sich: i
an — hn
] 1 ‘31“ e
: 0 o0+ = R
2 in o Te T 8 at 4 b L i
1
1 a2 b —an
21 me
I G0 —— g =L b — 3
¢ m 1 L h a4 /] U
&x I8t am grossten fir 2 = +a, vV = * 3 ,

und zwar:

1
Iie 1 “ me b al
e Ex) = 0%° = oy° 4 4 = +L 2 P
7 1
1 y s .',nf:” I('-
LA 0x° £ 2 ar + b R

wobei die letzten Glieder auf den rechten Seiten mit den oberen oder unteren
Zeichen zu nehmen sind, jenachdem die aleebraische Summe der beiden
ersten Glieder positiv oder negativ ist,

Der Exponent 7 ist bei dieser Entwickelung unbestimmt geblieben, und
es scheint dafiic nur eine Grenze angegeben werden zu kinnen, welche er J

nicht iibersehreiten kann, damit, wie es offenbar der Fall sein muss 3
genommen) 2 und y sind;

um so grisser sich ergebe, je kleiner (absolut g
diese Grenze ist, wenn @ > 0O, bestimmt durch:
{ a\" 2 lgan
1 12 > 1y A .
| (-] =m?; also n <=—
\ b/ )

o
lg e

302. — Die bei der allgemeineren Aufgabe der vorigen Nummer ge-
blichene Unbestimmtheit hort auf, wemn a =4, d. h. eine quadratische
Anordnung der in der ay-Ebene festgehaltenen Punkte voraus-

oesetzt wird. Dann ist fy = o

genommen in den fiir /; und
sirung lag; ve -

mmen

3 m2—1 ;
» und b verstanden, welche durch Ver
hen, und von denen g mit b = 0,
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Insbesondere fiir & =0, y = 0 ist
1 m2 | Jf.’ril
:_’ - “': !_"h_;.‘

also 2/ s0 gross wie unter sonst gleichen Umstinden die Durchbiegung in

der Mitte einer am Rande eingeklemmten kreisformigen Platte, deren Radius
r=al 2, deren Durchmesser also = der Diagonale des Quadrats ABCD,
Fig. 40, ist: ef. Nr. 288,

Ist ferner insbesondere ¢, = @, =+ py, so ist absolut genommens:

B e —1 . mE-—-1 a2
mai, (fuE) = — i e o b
i ! me fi2 1

folglich mit py = 0 gleichfalls y am Rande

eingeklemmte Platte mit dem Radius » = a ) 2.

g0 gross wie fiir die kreigftm

S0 Nach den Formeln von Nr, 302 ist niiberungsweise die Anstrengung
zu beurtheilen, welehe die ebenen Platten, woraus der Feuerkasten einer
Locomotive gebildet ist, unter der Einwirkung des im Kessel herrschenden
Dampfdrucks auszuhalten haben. Am Rande sind diese Platten (bei dem iiusseren
Kasten aus Eisen, bei dem der Einwirkung des Feuers unmittelbar ausgesctzten
inneren Kasten gewidhnlich aus Kupfer bestehend) freilich wegen der hier niithi-
gen dichten Nietung als stetig eingeklemmt zu betrachten, so dass das Verhalten
der durch die mittleren Unterstiitzungsholzen gebildeten quadratischen Platten-
felder sich demjenigen des Feldes einer unendlichen Platte nur um so mehr
niibert, je mehr das Feld vom Plattenrande entfernt liegt; zuniichst dem letzteren
niihert sich das Verhalten demjenigen einer ringsum eingeklemmten quadratischen
Platte: cf, Nr. 305.

Fiir die Deckplatte des inneren Feuerkastens ist
70 o= gt =0
weil der Dampfdruck auf die verticalen Seitenwiinde des inneren
Kastens fast

zn setzen

inzlich von den diese Wiinde mit denen des iiusseren Kastens

verbindenden Bolzen aufgenommen, somit vom Rande der Deckplatte des inneren
Kastens abgefangen wird. Es ist also mit m = 3:

1 8
max, (I5e) = --EI -JFI'.': P
oder mit max. (E¢) = £ und p (Kilogr. pro Quadrateentim,) = “a unter n den
(o)
Dampfiiberdruck in Atmosphiiren verstanden:
124 a?
k = 55 72 .
Z. B. fiir a =€ h = 1,2 und n = 5 ist hiernach: & = 110 Kilogr. pro

Quadratcentim. Weil aber diese Deckplaite nicht an absolut feste Punkte, son-
dern an schmiedeeiserne Balkentriiger angebolzt ist, welche meist ohne Verstre-
bung mit dem #nsseren Fenerkasten nur gegen die oberen Riinder der vorderen
und hinteren verticalen Wand des inneren Kastens sich stiitzen, somit trotz ihrer
hochkantigen Lage bei ea, 2,6 und 10 Centim, Seitenli
nicht ganz unwesentlichem Grade der eigenen Durchbiegung unterworfen sind,

ge ilires Querschnitts in

50 ist in der That die Anstrengung der fraglichen Deckplatte noch etwas grisser.
Bei den verticalen Kastenwiinden werde die x-Axe lorizontal, die
y-Axe vertical angenommen; dann ist wieder 0,° = 0 zu setzen, o,° dagegen ist,

2 Rehie



Zusammengesetzte Elasticitit und Festigkeit. 267

sofern/ die Deckplatte des inneren Kastens mit der den iinsseren Kasten iiber-
wilbentlen Kuppel nicht verbunden ist, nicht — Null, sondern negativ fiir die
Wiinde' des inneren, positiv fiir die des fusseren Kastens, Wird in beiden Fiillen
diese Spannung absolut genommen mit p, bezeichnet, so ist mit m — 3:

8 a
g !

I

mazx () = k= P

L8

Dabei ist, wenn & und [ die Dimensionen des Horizontaldurchschnitts des inneren
resp. des iinsseren Kastens bedeuten,

g ."f."‘,'J
I 2+0DR?
: ol
also auch mit p = —n:
f 30
: 31 7 b 8 a?)
k= n
W\ 2Dk 9 A
Z:B. mit a=6, h=12, n=>5 und

b= 90, =100 Centim. fiir den inneren,
b = '.]'l_‘ { = 120

ist im ersten Falle & = 102 + 115 = 217 Kilogr. pro Quadratcentim,

zweiten , k= 124 + 115 = 239 , . 2

" n iinsseren Kasten

entsprechend or Pressung fiir die Wiinde des inneren, einer Spannung im

engeren Sinne fiir die des fiusseren Kastens,®)

2. Rechfeckige Platie, welehe am Rande ringsum eingeklemmt ist.

301. — Die Seitenliingen der Platte seien = 2@ und ‘.H'J; die .'f'_?,r-|';|ll'lll=,
falle mit der unverinderlichen Ebene des rechteckizen Umfangs der Mittel-
fliiche zusammen und zwar so, dass die @-Axe die den Seiten 2a, die y-Axe
die den Seiten 2/ des Reehtecks parallele Symmetrieaxe ist. Indem hier z
eine solche Function von # und y sein muss, dass

(= lz
=0, 5. =0 und -

ist sowohl fiir & =+ ¢ und jedem Werth von 3
J ’

wie auch , y=+6 5 4 n

miissen, sofern iiberhaupt = als ganze algebraische Function von @ und y
dargestellt werden kann,

( und (62 — y2)2

Faetoren dieser Funetion sein. Wenn man deshalb

2 {;’,z !,Jri:),z

z= C(a?
getzte, unter € eine von den Dimensionen und der Belastung der Platte ab-
hiingige Constante verstanden, so wiirde freilich diese Gleichung nicht der

eit des Ki,i|>l'r ra 1st elne .‘-'!u-n" she Pressung von
, indessen ist doch Centim. die kleinste
tten ber 12 Centim. Bolzer and zu geben pfle
her gemacht werden, weil, selbst abgesehen von «
en gefundene Werth von £ 115 Kilogr.
nnung wie einer Pressung entspricht, die Zugfestigheit des
als die Druckfestigkeit.

Bei der bedentenden Druckfe
il cht bedenk

der
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partiellen Differentialgleichung in Nr. 209 entsprechen, weil zwischen den
Coefficienten der Glieder der nach Potenzen von & und y entwiekelten
Funetion nicht diejenigen Beziehungen stattfiinden, welche aus der allzemei-
nen algebraischen Entwickelung von 2z in Nr. 300 sieh ergeben, Auch dureh
Multiplication mit einer niher zu bestimmenden geraden algebraischen Fune-
tion von @ und y, d. h. indem man setzte:

2 y?) 21 -I-..n’-.r'l' +gy2+..)

liesse sich in dieser Hinsicht nichts verbessern, indem man immer weniger

2= (a2 — 222

) und es
ist darans zu schliessen, dass hier iiberhaupt nicht allen Bedingungen der

gz bestimmende Coefficienten, als zu erfiillende Relationen behielte,*

Aufgabe durch eine solehe algebraische Form von 2 entsproehen werden kann.
Ein algebraischer Ausdruck von der Form:
Clad — w22
muss indessen sich ergeben, wenn man eine der Dimensionen « und &, z B.
O in’s Unendliche wachsen und damit die Platte in einen nur an zwei ce

o1l
iiberliegenden Riindern eingeklemmten Plattenstreifen iibereelien lisst, Wenn
man unter diesen Umstiinden, vor Allem den Randbedingungen entsprechend
und von der zu erfiillenden Differentialgleichung absehend, dennocl

z2= (L (a® - ot

getzt, so ist die Constante €' an die Bedingungen gebunden, dass

. M - S L v }
mit & = o fiir jeden endlichen Werth von :2 = “’, T A
; ; .

i“ /
2 3
(ef. Nr. 301) sein muss; ilmen wird entsprochen durch die Gleichung:

und mit e =ew " P 5 2= 02 — g2

P (2 222 (52 72)2
= 21008 BTy o ?
welche, wenn auch mangelhaft begriindet und deshalb ohne theoretischen
Werth, doch zu Folgerungen fiihrt, die der Natur der Sache wohl angemessen
zn sein scheinen, Mit @ = y = 0 liefert sie die Durchbiegung in der
Mitte:
P et D
TR atd b1
inshesondere mit ¢ = b fiir eine quadratische Platte:
fea ke
=4 IRy

#) Der entwi

Ausdruck

enthilt Glieder

wel

1
des

fihrt bis zu Gl
lationen erfilllt sein

also 8 Relationen ur
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Die grtsste Durchbiegung der letzteren wiire sonach halb so gross, als wenn

! nur zwei gegeniiberliegende Rinder eingeklemmt, die beiden anderen aber
frei whiren; auch wiire sie eben so gross, wie die Durchbiegung in der Mitte
bei der am Rande eingeklemmten kreisformigen Platte (ef. Nr. 288), deren

Radius

inshesondere mit m = 3: r=a)1,d = 1,107a ist.*)

305. Aus der in der vorigen Nummer fiir = aufgestellten Gleichung
folgt:
d?z 2p (a® 3a2). (b2 y2)?
dat = N ad & b
: 2p (a® (b2 —32)
"Bl a4 0
8p (a@—a¥)a(b®—y)y
LS . it 1
dn . a2l y?
”“!II..-.I’I_J': = j]"::‘,- By _'1“ i fir o= %+ ay I = 0
fq g ] I 2
e, g = L Y=k b, 2=0
ek X o? ¥ .".E P : ,,.'..f.o e b -_I-.;_' = .I b,
da dy o7 908 at + b St H 3
h '
Nach Nr. 298 ist sonach mit » =+ - und wegen
FEe =00 — —L- ay; ey =0y — ,[,-; 005 206G = mil I
- 1 20t a?
max. (Léx) = 0x° — — 0,0 & - S
1 2 et IJ,;;

maa, (Béy) = O, 7 0% Egtp hia P
8 m 2a2h? ab

Tyl ar 4 0h k2 I

An den Stellen, wo &, und & am grissten sind, ist z,

masr, Ty

= 0; dort dagegen,
:h der relative Maxi

wo 7, am grissten ist, ist ox = 0 und oy = 6,9 folg
malwerth von Fe:

i — 1 . m+1 e

= G+ 0y") + '_’H!-. ] (0%" — 0.

21m

z. B. (a2 -".f:}i oder (a :".::,II

Allein dann ergiibe sich fiir Platte z, nur

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK
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Letzterer ist stets kleiner, als der

isere der beiden Maximalwerthe von
Fé und Key, 2. B. fiir 6,0=0,0=0

m 41 8 2ad? al
niur = - T ML, Tty = a7 Hi.-i—ffﬂ 72 P
8 b = i E ) )
=97 g = dem grisseren der beiden Werthe max. (Fe,) und ma. (L ey),
3 : g - 4 | |
falls @ = 4 ist. Hiernach lisst sich auch zwischen 22 = — 5 b

und a2 = a2, 2 = /2 keine wesentlich grissere Anstrengung erwarten, gondern
der griossere der Maximalwerthe von & und & als das absolute

Maximum von & betrachten.®)

306. — In einem parallelepipedischen Kasten, dessen Kantenlingzen
= 2a, 20 und 2¢ sind und dessen 6 Wiinde die gl siche, im Vergleich mit a, b
und ¢ kleine Dicke % haben, befinde sich cine Fliissickeit. wol

auf die Innen
fliche des Kastens den speecifischen Ueberdruck p ausiibt. Dann ist fiir die heiden :

res . . . . d ol
Wiinde mit den Dimensionen 2« und 25, wenn man annimmt, dass der Total-

druck auf jede Wind sich gleichformig auf ihren Umfang vertheilt, indem er die Wirkungs
angrenzenden 4 Wiinde als Zugkraft in Anspruch nimmt: nen De
y 9. 92¢ be
\ T Eb+on" T @ r'_;".l"“-' 2 (a4 ¢)
\ Ist @ = b, 80 ist 7, = #.° und somit nach Nr. 305:
e ¢ )
max, (I2g) = mazx. | 1 - 2 \ I P ._J”l,‘ il.‘._ 8
m b c/ h a4 it h

Mit Vertauschung der Buchstaben «, 4, ¢ kann hiernach fiir jede Kastenwand die

| grijsste Anstrengung berechnet werden; sie findet immer statt an der Innenfliche
der Wand in der Mitte der Lingeren Seiten des Umfangs.

Jei einem wiirfelférmigen Kasten (@ = & — &) ist insbesondere:

{im—1 a\ a i : a? es Korpe

T e nitherungsweise = - p: Vil

wiirde derselbe dureh ein kugelfirmiges Gefiss von gleichem Inhalte und gleicher

Wanddicke ersetzt, so wiire die Anstrengung seiner Wand nilherunesweise (of,

Nr. 26 r v ] i ,
: : maz, () = b = : P = : ‘/ : ;
.Irf il '_

I maxr, (He) =

)
ik w T .l'ln’ Jl’
1 B il e : = 4 h " 4 e [
also nur — .—, insbesondere mit m = 3 nur ca, — 80 gross wie bei S AN
. T oart 11 @ 7

dem wiirfelfirmigen Kasten,

Fiar die

Wiinde

BADISCHE =
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