
Badische Landesbibliothek Karlsruhe

Digitale Sammlung der Badischen Landesbibliothek Karlsruhe

Die Festigkeitslehre mit besonderer Rücksicht auf die
Bedürfnisse des Maschinenbaues

Grashof, Franz

Berlin, 1866

Siebentes Capitel Zusammengesetzte Elasticität und Festigkeit

urn:nbn:de:bsz:31-274080

https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:bsz:31-274080


SIEBENTES CAPITEL .

Jusammengesetzte Elasticität und Festigkeit .

229 . — Die in Nr . 5 bezeichnete allgemeine Hauptaufgabe der Festig -
keitslehre erfordert die Ermittelung der Maximalwerthe von &“ und 6½/, d. h.

der grössten Absolutwerthe der positiven und der negativen Ausdehnung ,
welche in einem beliebigen Punkte eines Körpers nach irgend welchen

KRichtungen stattfinden , wenn die Gestalt und die Art der Belastung des

Körpers gegeben sind . Diese Ermittelung ist (ef . Nr . 224 ) enthalten in der

Bestimmung der 3 Hauptausdehnungen für den betreffenden Punkt ,
welche im Allgemeinen auf folgende Weise gefunden werden .

Die Ausdrücke ( Nr . 228 ) :
5 7

26( 45 K 51 ) 60(44 ＋4%d m - 2 da 99
6 1 d 3

05 26 ( 4% 4 „ ) 5 56 ( d 45 (Y)h,

Jd & 1¹ 56. 26 ( A2 N 205 * 6 1009
5 E 33 8

worin ο
＋ 47 33

und 6＋ 1
L

ist , werden in die Gleichungen ( r . 211 ) :
dO 3 dr

dæ *
4 —

dOo 15 0 09

G0 Ur̃ 18
„ „ „

eingeführt , welche dadurch 3 simultane partielle Differentialgleichungen 2ter

Ordnung für die Functionen F, ½ & der ursprünglichen Coordinaten &, 4
des betrachteten beliebigen Körperpunktes werden . Durch die Integration
dieser Gleichungen werden Constante oder vielmehr im Allgemeinen Fune -
tionen eingeführt , welche nur in Beziehung auf diejenige Veränderliche
constant sind , d. h. diejenige Veränderliche nicht enthalten , nach welcher
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eben integrirt wird , und diese Functionen sind durch die Oberflächen -

bedingungen bestimmt , nämlich theils dadurch , dass die Spannungs -
componenten

pcoοννε . οοννuν , Pcον, /
in den Glei chungen ( Fr . 212 ) :

Pcos , dοõα ?ν οννο l vαον

Pcο&/ινο σ OοOyοονf· τ ο,αανο ανεαειοενσινο . . . (II )
PYco⁸öο οε ααονννο απ νεεοσeͤ‚＋ ινεαονẽ

für die Punkte der Körperoberfläche gegebene Werthe haben , theils da -

durch , dass C, , & selbst für gewisse Punkte gegeben , insbesondere S Null

gege ben sind (feste Unterstützungspunkte ) oder auch zu den betreffenden

Pressungen in gewissen Beziehungen stehen ( nachgiebige , elastische Unterlagen ) .
Wenn 5, 7, & so als Funetionen von æ, , & gefunden sind , findet man

entweder

CVνν Oο LX Ty 72
nach ( V) , dann die Hauptspannungen als Wurzeln der Gleichung ( Fr . 220 ) :
( o . o ) ( on0 ) ( br0 )—(G-0) 12 ( G0 ) 151 ( =) r
und endlich die Hauptausdehnungen ( Fr . 226 ) :

Eei 0— 924. 09
7

63 ＋C¹Eez 2 7

61＋2
Ee3 —

7**.

oder auch die Ausdehnungen und Verschiebungen

e
mittels der Gleichungen ( Fr . 221 ) :

4 0

„
0 435

„ 4 % . e

8 82

und dann die Hauptausdehnungen als Wurzeln der Gleichung ( Nr. 225 ) :

46ſ οοεοννοεεσεο οερνεονν ( eν e ) 17 — ( en ) J42 4

＋ VÆr)/y72 (III,a) .

230 . — Von besonderen Fällen sind namentlich diejenigen bemer -

kenswerth , in welchen die Gleichung ( III ) oder ( III , a) sich in eine lineare
und eine quadratische Gleichung zerlegen lässt . Dies ist erstlich dann der

Fall , wenn für eine der Coordinatenaxen die Tangentialspan -
nung = Null ist und für die beiden anderen die Normalspan —
nungen gleich sind , wenn also 2. B.

* » und % 0

Grashof , Festigkeitslehre . 13
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ist . Dann zerfüllt Gleichung (III ) in die beiden Gleichungen :

0 οσ O und ( o =d) ( oν ο)ο νν α ,
Woraus folgt , wenn

IU
gesetzat wird : C1 αον

0 dο A U ( o

3
das obere Zeichen der Wurzel entspricht o , das untere o3. Bildet ferner

die Richtung
der ersten Hauptspannung oi die Winkel G. 51 71

„ weiten
57 02 „ „ d2 62 72

„ dritten 55 03 „5 55 a3 63 7³
mit den Axen der æ, / , &, so findet man nach Nr . 220 :

2* 5
coSA, ] 0 co⁸51 85 0ο9ον . 53

6915 ( α100(0 ⸗
„

3
6³%

5

die letzteren Ausdrücke , worin

· O ＋ 22

ist , liefern die Cosinus der Richtungswinkel der zweiten oder dritten Haupt⸗-
spannung , jenachdem darin 6 = o oder G2 ol½ gesetzt wird .

Es lässt sich hieraus folgern , dass die erste Hauptspannung 01 parallel
der Ebene V senkrecht zur resultirenden Tangentialspannung 2 gerichtet
ist , dass also die beiden anderen o und og in der Ebene liegen , welche
durch die Richtungslinie von 2 parallel der Axe geht ; in dieser Ebene
ist ihre Lage bestimmt durch den Winkel zwischen o2 und 2, für welchen
man findet :

02 —C. CXx . CX Cνn
96 a0 — . 18 ( 5) ,2

Vorausgesetzt , dass der Winkel ( 2, oz) gerechnet wird von der Richtung 2
durch den rechten Winkel zur positiven - Axe und eventualiter darüber
hinaus .

Mit Hülfe der Gleichungen ( W ergiebt sich endlich :

8 1 n - 1
Lei „ e6
82 1 m - 3 EEEEE2( %0 Im I IY＋r e

Ist insbesondere oν = Gιο , Ss0 wird :

IJ= L0E2 42202
0¹

03 2

50%0 89 ( 5550 ⸗
· . —j

1 82 m —1 I4 * 4＋m rñ E
83 2m Y = ＋
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231 . — Die Gleichung ( III ) zerfällt auch dann in eine lineare und eine
quadratische Gleichung , wenn zwei der Tangentialspannungen
20 ＋) 72 = Nullusind . Ist 2. B.

1 0
80 zerfällt Gleichung ( III ) in :

οε ο und ( 0/ — 0) ( ½ ο)ο 2 ,é
Woraus folgt :

01 = f8

62 ( ꝗ＋ᷓ IC - ½ ) ＋. 125
03 2

Die erste Hauptspannung 0i fällt auch der Richtung nach mit Or, d. h.
mit der 2 - Axe zusammen ; die Richtungen von o2 und Cà in der %e - Ebene
sind dann bestimmt durch den Winkel 62, den o mit der „ Axe bildet und
für welchen man nach Nr . 220 findet :

ö 75 6 53
1966—

802 —0 2* 2 8 23
Die Hauptausdehnungen ergeben sich nach Gl . ( W:

0ν ＋ 0.
Eei —. —

n

„ %/2 1 m1 W
——— — — —072 22( 0 2n (oy ) 2mn Vor - d ) R T 4 .

A. Gerader stabförmiger Körper .

I . Allgemeines Problem .

232 . — O sei ein Punkt der Mittellinie des Körpers , also der Schwer⸗
punkt des betreffenden Quersclinitts Y. Er wird zum Anfangspunkte eines
rechtwinkeligen Axensystems OX, OV, Cꝗ, genommen von solcher Lage ,dass O & mit der ursprünglich geraden Mittellinie , die Ebene Y mit dem
ursprünglich ebenen Querschnitte V zusammenfällt , und zwar sollen die
Axen CMyY und O4 in den Hauptaxen des Querschnitts liegen , dessen Träg⸗
heitsmomente

für die Axen OX CV / 04

resp . mit 4 2 6
bezeichnet werden .

Wegen der Deformation des Körpers unter der Einwirkung der be -
lastenden Kräfte erfordert indessen das Axensystem eine bestimmtere
Fixirung nach Massgabe von Nr . 209 , und zwar werde festgesetat , dass,
wenn im ursprünglichen Zustande P ein Punkt der Axe im Abstande d /
von C, Qein Punkt der „ Axe im Abstande de von 0 ist , immer 0 der
Anfangspunkt , P ein Punkt der / Axe und ein Punkt der / - Ebene sein
soll , wie auch diese materiellen Punkte 0, J , Yverrückt werden mögen .
Diese Art der Fixirung des Axensystems gegen den seiner Form nach ver -

13³



196 Zusammengesetzte Elasticitüt und Festigkeit .

aänderlichen Körper wird dadurch ausgedrückt , dass für den Anfangspunkt ,
d . h . für

0

gesetzt wird : 52 0 780 83 0

15 1
4 4²e
d%%— C9

E

Unter den äusseren Kräften für den Querschnitt VV werden alle die -

jenigen verstanden , welche den von diesem Querschnitte an gerechnet auf

der Seite der positiven &- Axe gelegenen Theil des stabförmigen Körpers an-

greifen ; es seien

Nx R 3

die Componentensummen dieser Kräfte , algebraisch verstanden , so dass

positive Wertle den Richtungen CX , CV, O4 , negative den entgegenge -

setzten Richtungen entsprechen , und

N NV

die Momentensummen in Beziehung auf die Axen , in der Weise algebraisch

verstanden , dass positive Werthe den Drehungsrichtungen VI , VX , XN

entsprechen .
Wenn nun noch Form und Grösse 77 des Querschnitts V gegeben

sind , so besteht die Aufgabe zunächst darin , die Spannungen aZu er —

mitteln , welche in den verschiedenen Punkten des Querschnitts

hervorgerufen werden .

233 . — Offenbar ist die Aufgabe , in dieser Allgemeinheit ausgesprochen ,

noch nicht bestimmt . Vor Allem könnten , sofern nur der einzelne Quer -

schnitt und die durch die 6 Grössen /r und J charakterisirten àusseren

Einwirkungen gegeben wären , dadurch , wenn überhaupt , jedenfalls nur die -

jenigen Spannungen : 0 77 22

bestimmt sein , welche sich auf die Flächenelemente dieses Querschnitts

selbst als Spannungsebenen beziehen , während die Spannungen

% 0%%

unbestimmt blieben , und es ist also nöthig , ein gewisses Stück des Körpers

zu betrachten , welches sich vom Querschnitte Ybis zu einem um 001 ν -

im Sinne der positiven - Axe von jenem entfernten Querschnitte erstrecken

möge . Die Form dieses Körperstücks , welche vollständig gegeben sein

muss , sei cylindrisch , alss der Querschnitt constant ; für einen ver -

änderlichen Querschnitt gélten dann die Resultate der folgenden Unter -

suchung nur näherungsweise und unter der Voraussetzung , dass O01 Æ

unendlich klein ist .

Denkt man den Körper durch den Querschnitt Ji bei Oi zerschnitten

und an der so entstandenen Endfläche des betrachteten Körperstücks 001

die Kräfte R , N , HNz
und Kräftepaare M ÆH, I '
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angebracht , worauf sich die jenseits des Querschnitts J angreifenden
àausseren Kräfte reduciren lassen , wenn sie an den Punkt Oi versetzt wer⸗

den , so ist dadurch der Gleichgewichtszustand des betrachteten Körper⸗
stücks immer noch nicht bestimmt , weil es unendlich viele Systeme von
äusseren Kräften , in den Elementen der Endffäche Vi angreiſend , giebt ,
die sich auf

die Kräfte Ie ρh HR am Punkte 01
und die Kräftepaare MHν , M '

reduciren lassen , desgl . unendlich viele Systeme äusserer Kräfte , an den
Elementen der cylindrischen Oberfläche und an den Massenelementen im
Inneren des betrachteten Körperstücks angreifend , welche zusammen mit
den 3 Kräften I7 und 3 Kräftepaaren , sich auf

die Kräfſte H. F , F im Punkte 0

und die Kräftepaare Me IV, II
redueiren lassen , und weil jedem besonderen solchen Kräftesysteme auch
ein besonderer Gleichgewichtszustand des betrachteten Körperstücks ent -

sprechen muss .

Abgesehen davon indessen , dass bei solcher Specialisirung des Systems
der äusseren Kräfte die wünschenswerthe Allgemeinheit der Lösung ver -
loren ginge , ist man auch bisher kaum in irgend einem Falle überhaupt im
Stande gewesen , die Probleme der Elasticitätslehre in solchem Sinne streng
durchzuführen ; man sieht sich vielmehr genöthigt , die Aufgabe umzukehren :
eine gewisse Art des Gleichgewichtszustandes vorauszusetzen
und die äusseren Kräfte zu bestimmen , welche denselben
herbeiführen würden , um daraus schliesslich die freilich nur mehr
oder weniger angenähert richtige Folgerung zu ziehen , dass ein System
von Kräften , welches dem gefundenen bezüglich der Wirkung
an dem starren Körper äquivalent wäre , den vorausge -
setzten Gleichgewichtszustand des elastischen Körpers zur

Folge haben werde .

234 . — Entsprechend den Annahmen , welche den Untersuchungen über

stabförmige Körper in den vorhergehenden Capiteln zu Grunde liegen ,
werde nun auch hier ein solcher Gleichgewichtszustand des betrachteten

Körperstücks vorausgesetzt , dass in allen Punkten desselben

Cν ν ν ͤ 0

ist , dass also die fadenförmigen Elemente von der Länge lund

vom Querschnitte dyde , woraus man das Körperstück beste -
hend denken kann , keinerlei Zug oder Druek aufeinander aus -

üben , noch auch eine Verschiebung , d. h. eine Aenderung
der vollkommen rechteckigen Beschaffenheit ihrer Quer -
schnitte erleiden . “ )

) Das Problem , betreflend die Bestimmung derjenigen äusseren Kräfte , welche einen
solchen Gleichgewichtszustand zur Folge haben , ist in voller Allgemeinheit von de Saint -
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Damit dies möglich sei , dürfen weder auf die eylindrische Oberfläche

noch auf die Massenelemente im Inneren Kräfte wirken , welche senkrecht

zur æ- Axe gerichtet sind ; hier soll aber die noch weiter gehende Voraus -

setzung gemacht werden , dass überhaupt keine Kräfte auf die

cylindrische Oberfläche , noch auf das Innere des betrachteten

Körperstücks nach irgend einer Richtung wirken , wodurch ins -

besondere auch von der eigenen Schwere abstrahirt wird und die äusseren

Kräfte auf diejenigen reducirt werden , welche in der Endfläche Fi an-

greifen .

Entsprechend der Voraussetzung :
4 4 1 d5

/ S C O ist nun : 47 4 45
232

während man nach den Gleichungen ( VI ) mit Rücksicht auf ( U) hat :

8 26 —1 4 . A
m d AR

857 8 4„ 6 ( 4545
56 ( 57 40).

Die Einfühlrung dieser Ausdrücke in die Gleichungen ( I ) zusam -
men mit

und entsprechend 2

ο 0
liefert mit Berücksichtigung der Relation ( I ) :

248 „ ee
4 (49, de2

( ²s (12²27
dadοον ονε ( 4

, ²84 5
5 „„E

Zu diesen Gleichungen ( 1) bis (5) , welche in jedem Punkte erfüllt
sein miissen , kommen zur Bestimmung der Funetionen F, / , & wodurch
dann auch die gesuchten Spannungen , =, und 2u bestimmt sind , noch
die Grenzbedingungen , und zwar erstens diejenigen , welche die Lage
der Coordinatenaxen gegen den Körper charakterisiren ( Tr . 232 ) und welche
mit Rücksicht auf Gl. ( 2) dahin erweitert werden können , dass im Anfangs -
punkte , also für 2 υε sein muss :

8
e , e de , e

Vénant behandelt worden . Die folgende Darstell
von Clebsch ( Theorie der Elasticit
Behandlungsweise an.

ung schliesst sich in der Hauptsache der
ät ſester Körper ) dem Problem zu Theil gewordenen
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und zweitens die Gleichungen (II ), welche für jeden Punkt der eylindri -

schen Oberfläche erfüllt sein müssen , wenn man darin p =O setzt . Mit

0ο ον u 0 und c0oSα = 0, entsprechend der zur à - Axe senkrechten

Richtung jeder Normalen der cylindrischen Oberfläche , werden aber die

beiden letzten der 3 Gleichungen ( II ) identisch , während die erste wegen

cos / = sing *) die Oberflächenbedingung :

FE A ‚
( I7 45 ) cof˙ ＋ (2 45ꝑ

liefert .

235 . — Durch die Combination der Gleichungen ( 1) bis ( 5) in voriger

Nr . erhält man :

0³R 6 ? 2 3
ds Oj

dανεανε
o dedſi Oůdu das

d / dF d , dö d d² 4f
oder

J ( 4 5 (450 (45) (450
85

Oα )

welchen Gleichungen dadurch genügt werden kann , dass
J einer ganzen

Function von , / 2 gesetzat wird , die jede einzelne dieser Veränder -

lichen höchstens in der ersten Potenz enthält , während auch ein Glied mit

dem Produkte / nicht vorkommt . Die allgemeine Form einer solchen

Funetion jist :

15
Frrr

woraus nach Gl . ( 1) folgt :

4h A 1

35 f. un ( 4 a¹¹ν aνοο ν “ ν 1⁰ Kb25

und durch Integration resp . nach æ, / , 2:
2

5 r à( afdνυν ααονν ν b1ᷣN e) ＋.Fe )

) Während in den allgemeinen Gleichungen (II ) die Winkel à, f, „ nur von 0 bis 2
gerechnet sind , setzt die Ersetzung von „ durch 3 vermittels der Relation coõ , sin g
Voraus , dass der Winkel 5 jetzt parallel der Ebene V im Sinne von der positiven 3/ Axe
durch den rechten Winkel zur positiven 2 - Axe von 0 bis 2 gerechnet Werde .

**) Die erste dieser Gleichungen ergiebt sich, wenn unter den Ziffern die damit be-
zeichneten Gleichungen der vorigen Nr. verstanden werden , aus der Combination :

46 ) dd ) 46 )
dæ d / da

mit Rücksicht auf Gl. ( I ) ; die zweite aus der Combination :
d⁰ο 465 )— — — —

4 d %
mit Rücksicht auf Gl. (2) ; die beiden letzten endlich aus :

260 m 200 —400
α 49⁰ 2 4³f

mit Rücksicht auf (1) und auf die schon gefundene Gleichung : 18 0 .
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21 72 A
6 ＋00 ＋ 41 1 41⸗) 07 ＋ 61¹ 2 — 190 ＋ ( „ )

1 22 . 22
8 22 ( a¹ . 2) 83

75 ( Obe 11342) 45 VIL, ) .7*

Vollständig entsprechen diese Gleichungen vorläufig nur der ersten der

7 Gleichungen in Nr . 234 , und es bleiben die Functionen / ꝙ, noch den

übrigen gemäss zu bestimmen .

236 . — Abgesehen zunächst von den Grenzbedingungen müssen die

Functionen ꝙ und / in den Ausdrücken von und & den Gleichungen (2) ,

( 4) und ( 5) in Nr . 234 entsprechend gemacht werden . Aus ( 4) und (5)
7

folgt aber mit Rücksicht auf den Ausdruck von 75 in voriger Nr . :
42

7² I7/dx0 U —85 K 7 — 4d1 —0¹⁰⁰7372
— —

4 % 1

4²6⁰ R
4⁴ A12 (ai d =b2ο

2 2³
also ꝙi ( /e ) ＋ . ꝙ2 ( J2 ) — 41 2 — 57•0

4*
Fi S OHον] v. Ve —9ο ο 56 ·

Die Vergleichung dieser Ausdrücke von ) nnd à mit den in Nr . 235
erhaltenen lehrt , dass die Functionen ꝙu1 und ꝙ½ kein / , ½Jiund /2 kein 2
enthalten können , und dass mithin zu setzen ist :

1 7 ＋ 741⸗ 3 (52 ＋ 61˙2 ＋* 5750

*3

6

4ꝛ
＋ ¹ * . 02 ( 2) 155 91

2² 93 22
8 Æ＋3 5 ＋ 4¹⁹ / ＋ 4 2) — — ＋ 651⁰ ＋ 1242)77²,

7˙2 3˙3

. OR .UCY— beg.
PDurch die Einführung dieser Ausdrücke , welche Vorläufig erst den

Gleichungen (1) , ( 4) und ( 5) genügen , in die Gleichung ( 2) erhält man :

82 62 8
αοο νάενοντνναννjuᷓ 4 .

41 6¹
5 05

mm²
ο

νf,εννε νeν ασ. 1200

also

0
91 E) dο,＋ 9 GE) S be4A7².

f d2 6
Wi 5½ο b

l

4150

8

ge

Uäl

mr

U
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22² f 6¹ 22

ie
*2 52² V

I ) a dοννᷓ 17 7 ½οοοe 5“ —5 % ＋. 7

und damit endlich :

1 U
4 ＋ 41

2 —22 1 72 —e2
2 4 %) — 15 ( Ili 2 16205

*3

beha2² — 22—7/2

(ae ＋ 4¹ο⁰e ＋ ꝗ4ꝗ· 2 —51. ( ＋ Bg⸗ ＋ b2² 3
＋ 4ε fdoο / ( 5⸗ . 5 % 2

.
6

Die Function 7 ( %= ) im Ausdrucke von 5 ( Fr . 235 ) muss nur der

Gleichung ( 3) in Nr . 234 entsprechen , welche dafür die Bestimmungs -

gleichung :
42 4

liefert ; dieselbe wird einfacher , wenn

b E iebelhe . FCHi

also 5S ( a＋＋ αιν Æ uα ) ＋τ 2 3 ＋ 6517 ＋ 0²² —

72Ce27
3 51⁰ 52/2 ＋ F ( ½e )

gesetzt wird . Dann ist nämlich die Function V( 6%e ) an die Gleichung

gebunden :

% ,

237 . — Durch die Grenzbedingungen wird die Function Y ( ½ 2)
näher bestimmt , sowie auch die in den Ausdrücken von E, Y, & vorkom -
menden Constanten

dl d dοο

i ee
dadurch auf eine geringere Zahl reducirt werden .

Zunächst folgt aus den Bedingungen (6) sub Nr . 234 :

0 03 40 20

MF. dlA.

( 0,05 83— 158

wobei der Zeiger o den Werth der betreffenden Function für den Anfangs -
punkt der Coordinaten bezeichnet , oder vielmehr für / = , da à in der
Function nicht vorkommt .

Die Oberflächenbedingung (7) in Nr . 234 erhält eine einfachere Form ,
wenn H( Ch ⏑- = οιE = ε Q5
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gesetzt wird , unter eine neue Function von / und 2 verstanden , welche

der Differentialgleichung

des

entspricht und die Eigenschaft hat , für / O zu verschwinden , während

die obigen Gleichungen

JdlV. nWV( . O und E 0

jetzt ersetzt werden durch :

„ 4 d85 37 38 23
Die zur näheren Bestimmung von 2 dienende Gleichung ( 7 ) aber

wird :

＋1 9 ＋＋2¹]m - 1 ) 22 2m ＋Æ 12( 5—1 5 5 02
5

—. —
5Heceß

1 2 22 24 . hang⸗0.

238 . — Den Bedingungen für die Function kann dadurch entsprochen
werden , dass gesetzt wird :

2 9 ＋ 6 Qο＋ ¹ ˙ ＋ 52 Q25
unter 9, Co, Ei und 2 Functionen von und 2 verstanden von solcher
Art , dass dieser Ausdruck von Q allen jenen Bedingungen genügt , welche
Werthe die Constanten ö, b , 51 und 02 auch haben mögen , insbesondere
also auch dann , wenn je 3 derselben = Null gesetzt werden . Diese Zer -

legung der Function Q ist zunächst dadurch wichtig , dass sie den Werth
der Constanten ö - = Null ergiebt . In der That müsste , wenn o 51 52 20

gesetzt wird , die Function 9 so beschaffen sein , dass für alle Werthe von
und 2

dνjr d

und für diejenigen Werthe von / und 2, welche dem Umfange eines Quer -
schnitts angehören ,

N＋10

% cang ＋＋2 8⁰
70 ( Jeosß & Ssinß )

ist , unter 6 6 Winkel der Normale dieses Umfangs mit der „ - Axe ver -
standen ; allein es lässt sich zeigen , dass diese beiden 0 ein -
ander widersprechen , dass also ꝙ unmöglich ist , mithin 5 0 gesetzt wer⸗
den muss .

Es bleibt sonach nur übrig :
= b Q ＋ 51 Q1 ＋ 52 Q25

unter C, Ct und 2 Funetionen von und ſe verstanden , welche für

/3e = 0 verschwinden , welche ferner für alle Werthe von und 2 den
Gleichungen :

ü„ü⸗E⸗Æ

—

l

elte

Uir

Ve

W

lie
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9N. 0
0

—ẽ 3
—

d² 2D1 4

qia dæza -

d242 Q2 4² 2

4νά
2

de :

und insbesondere für den Umfang des Querschnitts den Gleichungen :
0 10 5

75 coõS8 ＋ — sing sinß ecον

40 08 . „„ 7½79( 2m 1 ) 22 2m＋π 5

5
cosB E — cos 5 Sn5

402 d %οj 2μ 10 2064
45

Cοf ＋ 73 15 nſg¼οανν εε e vοẽ

entsprechen und dadurch wesentlich von der Form des Gncbisür ab -

hängig sind .

239 . — Die Einführung der in den beiden vorigen Nummern erhaltenen

Werthe :
65

LG . N 150
57 ( 0 ( 9) .4—— de

in die für S, / , § sub Nr . 236 gewonnenen Ausdrücke liefert :

*τ 52
F ( d＋ dαιe Æαανẽgi9) ＋ 65¹¹ (3J ε ˙1 - α̊

92 92

(45) . —(a5.
G 2 /ẽ — 22 7 %

123 - ( 2 4 ⁊
Pο 37¹̊ꝗ22 4 / 2 402

due ( H L ) — . (40).

3
22 —

0 —42
— 8¹ — 2ά (5 ＋ 25 ＋ ＋ ( 4) .

und endlich damit nach den ( Jr . 234 ) :
dx

— 4 ( IAn 8 ( 440
die Spannungen in einem beliebigen Punkte des betrachteten Körperstücks :

1

I
C df diιν,Hdl ＋ ( 61 / ＋T629 .

—
22 ＋( 2m —) * 2 42

F
7 b0 %/ — 61 — —62 N . 55

1 671 675 —1 ) 2² 2m＋rν 42
F 7h =61 — 0²

m ναοσοε

RDess
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Die Spannungen für einen beliebigen Punkt des Anfangs -

querschnitts ergeben sich daraus mit = O, wodurch aber nur c
einen besonderen Werth annimmt , während 25 und 2 in entsprechenden
Punkten aller Querschnitte des betrachteten Körperstücks gleich sind .

240 . — Das Stattfinden des vorausgesetzten Gleichgewichtszustandes
erfordert nun streng genommen , dass in den Flächenelementen der End -

fläche In des betrachteten Körperstücks C01 solche àAussere Kräfte

wirken , welche sich durch Multiplication von d %de mit den obigen
Werthen von chν 2, und 22 für σ ergeben . Ist aber das System der

äusseren Kräfte für den Querschnitt nach Nr . 232 nur durch

. , M.

gegeben , so lassen sich näherungsweise die Spannungen im Querschnitte V

nach Nr . 233 den obigen für ⸗= 0 gleich setzen , falls nur die übrig ge -
bliebenen 6 Constanten

nn52
s0 bestimmt werden , dass

Nr H oν . d V. R＋ tu .d V. E . r , dN

M = οννν αννιανα＋ο] Me ſeæ o. d ; . ſijν d Nñ
ist , die Integrale über den ganzen Querschnitt Y ausgedehnt gedacht .
Diese Gleichungen reichen zur fraglichen Bestimmung gerade aus und

geben mit Rücksicht darauf , dass nach den Annahmen und Bezeichnungen
in Nr . 232

Jid V ſi d = fο,˖dd . o

B ſend V; CS fα ; E ; 4BC

42. —N . My
aυρο a⁰

sowie für H0, bi und 52 die Gleichungen :

7⁹ 1
2m 4

K B ＋ ( 2m - 1 ) C 42
3 20n 4 2

AE ( AM＋1 ))7½ 2 1 ) 22
8F = beA- 51 2 A

4 1 ) 2² (2 —1 ) ½
15 0 m＋I )

3
( 2m EEah J 4 4%) l .n 72

241 . — Die Constanten bo, 51 und ö2 erscheinen hiernach als abhängig
von den Functionen Co, Ci und Qe, auf welche die Function

bo Q ＋ 51 C1 ＋ 5202 ( Fr . 238 )
zurückgeführt wurde ; indessen ist es ein bemerkenswerther Umstand , dass ,
wenn auch diese Functionen selbst nur für bestimmte Ouemchnit
bestimmbar sind , doch die beiden Integrale

VOI

50
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40 % 40
J J½%

m

und damit auch die Constanten bi und 52 allgemein ausgedrückt
werden können . Auf Grund der Bedingungen , denen die Function Q

unterworfen ist ( Jr . 237 ) , findet man nämlich mit Hülfe eines gewissen Ver -

fahrens der theilweisen Integration :

75 4 7b ＋—29 ) 4
49 d

40 452
7＋

d64 )
—‚ ) 4

dæ 64—aę
8

worin

2＋ 2qe 1 ) 22 2 ＋＋71
V = Boe 51 38 — ＋ 52 12

5 2mε 22 ＋ ( 2 —1 ) /2

2. bell b. 1 4 5.

ist . Die Einführung dieser Werthe liefert dann mit :

/d I d H = d Æ ο , BSfρανν , CEEd H
ο

„ C80 C＋νm - 1 ) 5B
d＋ b — ＋ifß . . . —

Jν 2mn

6 3 B97 ( 2m - 1 ) 85F 2e

folglich nach Nr . 240 :

‚ Ry E ů
2 6 2 mrH E LE ·

Somit lässt sich nur die Constante bo nicht ohne Speciali -

sirung der Querschnittsform allgemein ausdrücken ; zudem ist es

bemerkenswerth , dass , während

die Constanten dĩi d2 61 62

nur resp . von AF. IH , IA, HN H

abhängen , die Constante o dagegen im Allgemeinen nicht nur von M.
sondern zugleich von 51 und 52, also von Fe , und EN, abhängig ist .

242 . — Die Einführung der in den beiden vorigen Nummern gefunde -
nen Werthe der Constanten

gi ͤ d di1 57
in die Ausdrücke von o , 25, und 27 für ⸗=0 , d. h. für den Querschnitt
V liefert mit Rücksicht auf

b0%Qο ＋ 511 ＋ 52N2

EI NV.
◻τυν ＋ 2

2 — 55 7

d ο 1· mn R,685 ( .0 m1 6 ( „„„0, .
„ 4 Ee22＋ ( 2m 1 ) 40‚

2 —2 mf
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1 1 FEF, Fd
Gb ( b99 ( 40

2 —＋＋1
n

40
dy

(45＋ 2 ππτœ/œ o ( d/

40¹ „ d1 ) /1 . N He I 4²2 . —40 2IBU

Dabei ist :

1 „

II . — mL CLI 6
65⁰³

400⁰ 52 470 CI

( Em ＋1) ,e= 2m =1) 2

1 — =◻ 2n 83
* 2

777 Em＋I ) = A 1)
2n

Der allgemeine Charakter dieser Formeln besteht darin , dass die re —

sultirenden Spannungen in irgend einem Punkte des Quer —
schnitts die Summen derjenigen Spannungen gleicher Art sind ,
welche von den Einzelwirkungen

He E, R . M IH, II

herrühren ; ebenso verhält es sich mit den Verrückungen 5 ½ 5
welche nach Nr . 239 lineare Functionen der Constanten

a e ,
und somit auch der Grössen und M sind .

Die Normalspannung c hängt nur von

ER MV, und IM3

ab , und zwar von M, und M in gleicher Weise ; die Tangentialspannungen
25 und 22 hängen nur von

Mr, E, und H
und zwar von Je , und It , in gleicher Weise ab .

243 . — In den meisten Fällen der Anwendung ist der Querschnitt in

Beziehung auf eine der Schwerpunktshauptaxen CV und 0Z oder in Be-

ziehung auf beide symmetrisch .
Ist C “ Symmetrieaxe , so ist cos5 eine ungerade , Sin5 eine gerade

Function von / ) ; den Grenzbedingungen der elonen ⁵ Qi und 02
( Tr . 238 ) ist es dann entsprechend , mit den allgemeinen Bedingungsglei -
chungen dieser Funetionen aber nicht im Widerspruche ,

und 2i ungeraden Funetionen ,
Cr einer geraden Function von

gleich zu setzen . Sofern nun , unter 5 ( / eine ungerade Function von
Verstanden , das Integral

JFV GCF2 0

) 5 Nist eine gerade Function von , wenn / ( - ννο = 0
„ ungerade 5 „ Æοο νοσοist . Der Differentialquotient nach ) ist im ersten Falle eine ungerade, im zweiten eine

gerade Function von .

5

kh J

Un

li0

Vunt

g0

0⁰

der

ben

0u
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ist , wenn es über den ganzen in Beziehung auf die - Axe symmetrischen

Querschnitt ausgedehnt wird , so verschwindet in diesem Falle das Glied mit

Le in dem Ausdrucke von 0 ( Fr . 242 ) , und es wird also :

15321

0 [ 0 % —40ar2 m ＋1 2 3 . 6 4 —4 —
o

4 7 4 VI

Ist OVYSymmetrieaxe , so ist cos5g3 eine gerade , sing eine ungerade
Function von 2;

Qoo und Qn2 sind ungeraden Functionen ,

Ei ist einer geraden Funetion von 2

gleich zu setzen , und im Ausdrucke von 0o0 verschwindet das Glied mit Ry.
Ist endlich der Querschnitt in Beziehung auf beide Schwer -

punktshauptaxen symmetrisch , so ijst

O ungerade für / und 2,
i ungerade für / gerade für æ,
2 gerade für / , ungerade für 2

und die Constante ö% ist dann nur noch von M. abhängig , nämlich :

1
Gbj eee

4 Iουά —. 9 I

244 . — An der Lösung des allgemeinen Problems fehlt jetzt nur noch
die Bestimmung der Functionen Oo, Ci und 02 . Zu dem Ende
kann man bemerken , dass der gemeinschaftlichen partiellen Differential -
gleichung

d , dhf
d % des

Welcher nach Nr . 238 diese Functionen entsprechen sollen , allgemein genügt
wird durch die Function :

V ) Eꝙ V Hei ) ＋ ( i —eij ,
unter ꝙ und / beliebige Funetionen verstanden , während zur Abkürzung
VZIzi gesetzt ist . Ein particuläres Integral von algebraischer Form,
welches zunächst wenigstens dem Falle entspricht , dass der Querschnitt
durch irgend welche algebraische Linien begrenzt wird , ist :

5 65
＋ 35 *

8
IONÆ Hνν ν οσαε

wWo unter den Summenzeichen alle Summanden begriffen sind , welche aus
der allgemeinen Form durch die Substitutionen

50 , 1% „ „
bervorgehen . Werden dabei die entsprechenden Werthe der Constanten

und 53 mit

a und 83, gi1 und 6¹n G2 und 52, ds und 653
bezeichnet , so liefert die Entwickelung :

G b

0 ,



Zusammengesetate Elasticitüt und Festigkeit .

JOie ) Sa taig hie 4 u - G, e ) A . 29 K

＋ 45 ( % — 3½5 ) ＋ f ( 39 % —el ) *

＋ 4 . ( /½1- 6 / ＋ 24%) ＋ 54 ( 4 %8 — 4%/88 ) P . . . . .
eine Function , welche auch leicht nachträglich durch Ausführung der Diffe -

rentiationen als der vorausgesetzten Differentialgleichung entsprechend veri -

ficirt werden kann .

Ist nun der Querschnitt von algebraischen Linien begrenat ,
so dass wegen

Sing 4
00 5

1
Folle

cosõf und sing ganzen algebraischen Functionen von ) und æ proportional

sind , so können die Constanten

aü

den Grenzbedingungen ( Fr . 238 ) entsprechend bestimmt werden ; wegen der

gemeinschaftlichen Eigenschaft der Functionen Co, Qi und Q , für /

zu verschwinden , ist & immer O.

Wäre der Querschnitt von transcendenten Linien begrenzt ,
so könnte man dieselben näherungsweise durch algebraische ersetzen oder ,
Was auf dasselbe hinausläuft , die Proportionalwerthe von cosg und sing in
Reihen entwickeln , welche nach ganzen Potenzen von / und 2 fort -

schreiten , dabei aber die Glieder von einer gewissen Ordnung an vernach -

lässigen .

II . Besondere Fälle .

un. Einfache Fälle .

245 . — Die einfachen Fälle sind diejenigen , in welchen von den 6
Grössen

d , e , .
alle ausser einer = Null sind ; nur 4 von diesen 6 Fällen sind wesent -
lich verschieden .

Ist 1) nur K nicht = Null , so wird nach Nr . 242 :

47 3

im ersten Capitel ist dieser Fall ausführlicher behandelt worden .
Ist 2) nur MW oder M. nicht - Null , so wird :

/ —A .
oder

σν 3

in Uebereinstimmung mit den Fundamentalgleichungen , welche den Unter -

suchungen des zweiten Capitels zu Grunde gelegt wurden .

2⁴6. — Ist 3) nur M nicht Null , so ist nach Nr . 242 :

18
0 % = G (1j ＋ ( 4
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und bei Voraussetzung eines doppelt symmetrischen Querschnitts
nach Nr . 243 :

G 5 —

Die Function Co ist ungerade für und & (Fr. 243 ) , deshalb nacli
Nr . 244 :

Cον αν αα¹¹ ˙ 2f˙ενν αεννỹ = 53²⁶ ＋ 461 ( % — J%
105

7 S dl＋ 252 ＋ 33 / ＋ 454 ( 3 %/ — 23) .

100
g A. 267½/ — J686s . 464 U 30½60) L .

und 1 in diesen Ausdrücken vorkommenden constanten Coefficienten sind
dadurch bestimmt , dass nach Nr . 238 für 3 Punkt des Umfangs

50 ( E ev0

sein muss , eine Gleichung , welche auch geschrieben werden kann :

27 ( le

33
c0¹

856
und welche mithin ausdrückt , dass die resultirende Spannung 2 in allen
Punkten des Umfangs tangential an denselben gerichtet ist (ef . Nr . 191) .

Die Kesultate , zu denen man auf solche Weise gelangt , stimmen über —
ein mit denen , welche im fünften Capitel sub B. von einem weniger allge⸗
meinen Gesichtspunkte aus direct erhalten wurden .

247 . — Für die Ellipse z. B. mit der Gleichung
52 22

f
83

in 5 C⁴, 62
38 A Vomit man findet :

6˙ d οι
62 —62

8. ei AE %%, G bοn
6 M

M .
*

in Uebereinstimmung mit Nr . 200 . Wegen

%) , Jοοο8609 C

ist ferner nach Nr . 239 :

M „„
also der specifische Drehungswinkel nach Nr . 202 :

f 6 6²7 1(37 5
„

3

14Grashof , Festigkeitslehre .
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in Uebereinstimmung mit Nr . 204 . Endlich ist nach Nr . 239 die Gleichung
der windschiefen Querschnittsfläche :

2
8 5- —C
5 650 ⁰ 90 0 9. %/

in Uebereinstimmung mit Nr . 205 .

248 . — Für das Rechteck mit den Seiten 25 ( parallel der - Rxe )
und 2 % ( parallel der - Axe ) ist in allen Punkten der Seiten 26 des

Umfangs :

005 ‚I1 ‚Yοn ο S ꝗ＋ b,
womit die Grenzbedingung liefert :

¹ ＋ 30²⁴α² ; 252 ＋ 1 J 12023 , 0 ; 6 . 2 0 ,
falls die Entwickelung der Function Co nur bis zu den Gliedern von der
Aten Ordnung inel . fortgesetzt wird . In allen Punkten der Seiten 25 des

Umfangs ist :

cοõg5 0 ; Sin5 A . 1 ;
womit die Grenzbedingung giebt :

6¹ 3 62 65 0 ; 252 1 - 12½ 6 0 ; 6ʃ120 .
Demgemäss kann G1 3 51 ν◻3 5⁴4 = 0 gesetzt werden ; was aber

52 betrifft , so erlält man dafür 2 Werthe , die sich widersprechen , und es
wird dieser Widerspruch auch dadurch nicht beseitigt , dass die Entwicke -
lung der Function C bis zu einer grösseren , aber endlichen Zahl von

3 8 400Gliedern fortgesetzt wird . Wenn man aber in den Ausdrücken von 55
1und 125 ( Fr . 246 ) den Gliedern mit æ8 und 9: Coefficienten beilegte , welche

von 64 verschieden sind , um dadurch möglicher Weise dem Einflusse der
fortgelassenen folgenden Glieder Rechnung à2u tragen , so ergeben sich diese
Coelficienten = 0 und somit :

42 5 410
d % 2522 4 1254/2 f 72 252⁴0% 125⁴ 72

wodurch der Gleichung :
d² N⁰ d2 Q⁰

nicht widersprochen wird und sich ergiebt :
62² — 62 2

25 = 5ITöi5 126 . FL5
9 62 ＋ 2

88

und in Uebereinstimmung mit Nr . 199 :

„ „ 9.
16 7⁵σ 7 22 ³

16 560 .
13

Damit wird : G5

ferner nach Nr . 239 :
= Hobe , 55 4˙g5

9 Nsonach 9 . O 0⁰ 32

ler ö

N.

VO

II

deit
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Wenn man endlich im Ausdrucke von Co auch noch die Glieder von
der Aten Ordnung fortlässt , also

J2

in Uebereinstimmung mit Nr . 205 .

249 . — Eine nähere Untersuchung erfordert der Fall , dass

4) nur Fy oder Ez nicht - Null

ist , nachdem in dem von der Schubelasticität handelnden vierten Capitel die

Vertheilung der Tangentialspannungen im Querschnitte nur unter Abstrac -

tion von den zur Richtung der resultirenden Schubkraft ER, resp . Nz senk -

rechten Spannungen 2u resp . 2: und auf Grund der Annahme untersucht

worden ist , dass die einzig berücksichtigten , nach I5 resp . Iz gerichteten

Spannungen 22 resp . 27 blosse Functionen von / resp . 2 seien .

Es sei insbesondere I allein nicht =ANull , und es werde angenommen ,
dass zugleich die Hauptaxe CJ den Querschnitt symmetrisch
theilt . Nach Nr . 243 ist dann ö0 = 0 und deshalb nach Nr . 242 :

1 m N dο 22 ＋ ( 2m 1 ) —„ 2 jfn 2 m

1 „ I . ( 40 2 410
9

5

Nach Nr . 243 ist Q2 eine gerade Function von „ und deshalb nach

Nr . 244 :

hli ＋ ( — 22) ＋ 53 ( 3/½ — 28) ＋ d4 ( / — 6 % 2＋ Eο

122 5

d %
2 44 K. EBOU AG% ) 60

1622 5 8 2 2 2 2 3J . hi - 24⁴ ＋ 359 C% — 20 ＋ 444 39 3 ＋ 2 . —. 5

wobei die Constanten àO und 6 bestimmt sind durch die Grenzbedingung

(ef . Nr . 238 ) :

d40e 2m ＋ d 22 ＋ ( 2 ̃0 οt( A 1⸗ 00⁶6 ＋ (A2 „ SIn 5

welche ausdrückt , dass die resultirende Tangentialspannung 2 * 25˙ ＋ 722

in allen Punkten des Umfangs nach der Tangente desselben gerichtet
sein muss .

Als Gleichung der gekrümmten Querschnittsfläche erhält man aus dem

Ausdrucke von & in Nr . 239 mit 2 und = 2 Q :

42 102
5 b2 — 9 ＋ C ( A7 8 ( Jo.

2
= In ( Ihee Gr - hie ) .

14⸗
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Diese Fläche wird nicht nur von Ebenen , welche der ene , sondern

im Allgemeinen auch von solchen , welche der 4½ %Abene parallel sind , in

krummen Linien geschnitten .

Wenn auch die - Axe den Querschnitt symmetrisch theilt ,
so ist Q2 eine ungerade Function von 2 (ef . Nr . 243 ) , also :

250 . — Für einen elliptischen Querschnitt mit der Umfangs —
gleichung :

92
1²

findet man , wenn

gesetzt wird ,

22311 ᷓ 3 U 27%⁰f
alle üibrigen Coefficienten von 2 Null ; damit :

13 àοY I

„
K

31 40 J5.
5 3 3 5Wenn insbesondere die Ellipse in einen Kreis übergeht , so ergiebt sich

8
mit ννννιν und wegen V

＋
3 R, /

In
m＋2 N 7
mI V 17

Die Wertlie von z5 und Tz; Sowie von 2 welche sich

hiernach mit mn 3 für einige Punkte des Querschnitts ( im Umfange und
in der æ- Axe ) ergeben , sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt
zur Vergleichung mit denjenigen hier mit 21 beéezeichneten Werthen von
＋resp . zy , welche nach Nr . 173 denselben Werthen von entsprechenwürden .

22
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325 75 4 75

30 „ r2 ον’ οσ Yο οσρει̃au - =ε,,r . 173 )

0 1,375 0 1375 • 128 15333
1 3 8

1 1,289 1,172 0 0,303 1289 1210 1,25

1 3 6 1
„ [ 15031 0,937 0 0541 1031 E

—— 1 7 0,602 0,547 0 6„ 620 0,602 0,827 0,583

◻r 0 0 0 0 0 0 0

251 . — Wenn man für einen rechteckigen Querschnitt mit den

Seiten 25 parallel C und 2% parallel C die Entwickelung der Function

D22 auf die Glieder bis zur Aten Ordnung incl . beschränkt ( welche freilich

wegen der Symmetrie bezüglich auf die /Axe verschwinden : ef. Nr . 249 ) ,
S0 findet man die Grenzbedingungen , welche die der Axe parallelen Seiten

des Umfangs liefern , unverträglich mit denen , welche die anderen Seiten

ergeben , und es wird dieser Widerspruch auch dadurch nicht gehoben , dass

die Entwickelung von C2 bis zu einer grösseren , endlichen Zahl von Glie -

dern fortgesetzt wird . Beide Umfangsbedingungen lassen sich aber vereini -

0
gen , wenn im Ausdrucke von - ( Fr . 249 ) dem Gliede mit / ein von 383

verschiedener Coefficient beigelegt , nämlich

42 2222 2 4 3 — 80
40 663⁰ 2 3 13 —ů—6¹ — 3632² 354 %

geschehen kann . Dann folgt :
277¹

5 ＋ 2—1—N＋
— — 363 —3 2

und damit wegen 5 H

0
23 5

in Lebereinstimmung mit Nr . 173 .

252 . — Der Ausdruck von 2 in Nr . 172 ist im Allgemeinen nur ein

Mittelwerth von 25 für die verschiedenen Punkte einer zur Richtungs -
linie der Schubkraft J/ , senkrechten Geraden des Querschnitts . Die Bei -

spiele der beiden vorigen Nummern lassen aber erkennen , dass die Sub -

stitution dieses Mittelwerths 2 für das veränderliche 2, unter gleichzeitiger

Vernachlässigung von 23 mit einem um so kleineren Fehler verbunden ist ,
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je weniger die Tangenten des Umfangs in den Endpunkten der betreffen -
den zur 2 - Axe ( au Ies ) senkrechten Geraden gegen die - Axe geneigt sind
und je weiter zugleich diese Gerade von der Axé entfernt ist , weil in der
grössten Entfernung von der „ = Axe sich alle Tangentialspannungen auf
Null reduciren . Die Beibehaltung des in Nr . 172 ermittelten , für alle Quer —
schnittsformen gültigen , angenäherten Vertheilungsgesetzes der durch eine
Schubkraft J , bedingten Tangentialspannungen im Querschnitte ist also
besonders dann vom Gesichtspunkte des Praktischen Bedürfnisses aus unbe -
denklich , wenn der Umfang des Querschnitts von der Axe aus nach bei —
den Seiten hin zunächst nahe parallel der - Axe bleibt und nur in grösserer
Entfernung von der „ Axe einen grösseren Winkel mit der - Axe bildet ,
also dort , wWo überhaupt die Tangentialspannungen kleiner werden und
deswegen einen bestimmenden Einfluss auf den Maximalwerth der Ausdeh -
nung é, der aus der Verbindung mit etwa gleichzeitigen anderen Einwir —
kungen resultirt , in geringerem Grade ausüben .

Bei einem doppelt - Ttörmigen Querschnitte ( Fig . 5, Nr . 48)
2. B. ist es ganz richtig , für den schmalen Mitteltheil die Tangentialspan -
nung in allen Abständen 2 von der Axe ( Biegungsaxe bei dem gleich -
zeitigen Vorhandensein eines Kraftmomentes Mr. ) nach Nr . 172 zu berech -
nen ; nur bel der plötzlichen Verbreiterung des Querschnitts zu den beiden
Flanschen würde dies fehlerhaft sein : hier muss eine wesentlich ungleiche
Vertheilung von 25 nach abnehmender Grösse Von der - Axe aus seitwärts
eintreten und zugleich eine Seitenspannung 75 hinzukommen , womit zugleicheine Krümmung der Flanschen nach der Seite hin verbunden ist .
That aber wird hier auch — abgesehen von
Verwerfung ,

In der

jener Tendenz zur seitlichen
der bei sehr breiten und dünnen Flanschen durclh . entsprechende

Absteifungen entgegengewirkt werden kann — der Einfluss der Tangential -
spannung ohne Bedeutung für die resultire nde Anstrengung des Materials ,welche vielmehr nur in der schmalen Mittelwand wesentlich dadurch be -
dingt wird .

hb. Lusammengesetzte Fälle .

253 . —Bei dem im Vorhergehenden ( Fr . 232 u. fl . ) untersuchten all -
gemeinen Problem war in jedem Punkte irgend eines Querschnitts des
geraden stabförmigen Körpers

0.
oder Absolutwertli der Normalspannung o und mit

νιιαινννονν die resultirende Tangentialspannung bezeichnet wird , 80sind die grössten Werthe à“ und 6“ der Ausdehnung und der Zusammen -
drückung in dem betreffenden Punkte nach Nr . 230 bestimmt durch :

Wenn also mit



Zusammengesetzte Elasticität und Festigkeit . 215

Wobeéi die oberen oder unteren Zeichen gelten , jenachdem d eine Spannung

im engeren Sinne oder eine Pressung bedeutet . Beide Werthe Heé“ und He “

ändern sich von Punkt zu Punkt , und es soll

maꝶ . ( Le! ) S I, ; mad . ( Lel ) H.

Sein . Ist V I , = oder sind und “ in geringerem Verhältnisse ver -

schieden , als die Maximalwerthe von ZEe“ und Le “ , so ist nur der grössere

dieser beiden Werthe massgebend , nämlich

madd . ( Le) mdd . ( I 5
*9＋? νιιh¹

welcher höchstens E sein soll , wenn I , = I gesetut wird , oder höch -

stens V resp . A“, jenachdem d eine Spannung im engeren Sinne oder eine

Pressung ist .

Von den Combinationen , welche die unter a . betrachteten einfachen

Specialfälle 1) bis 4) zulassen , haben besonders die folgenden praktisches
Interesse :

1) und 2) : Zug oder Druck und Biegung ,

1) und 3) : Zug oder Druck und Verdrehung ,

2) und 3) : Biegung und Verdrehung ,

2) und 4) : Biegung und Verschiebung .

Die erste dieser 4 Combinationen ist schon im dritten Capitel als zusam -

mengesetzte Biegungs - Elasticität und Festigkeit ausführlich behandelt worden .

1. Zug oder Druck und Verdrehung .

254 . — Ist J die nach der Axe des geraden Stabes ziehend oder

drückend wirkende Kraft , M das auf Verdrehung um die Axe wirkende

Kraftmoment , so erzeugt P eine gleichförmig im Querschnitte vertheilte

Spannung 6, M aber eine Spannung 2, die in einem gewissen Punkte des

Umfangs am grössten ist , und in diesem letzteren Punkte findet deshalb

auch der grösste Absolutwerth von Le statt .

Ist insbesondere der Querschnitt ein Kreis mit dem Radius v,

80 ist : 23 2N1
0 ee ( Jr . 187 )

H 4NN2
mad . ( Le )= 72 2 * ( E.

255 . — Nach dieser Formel ist z. B. die Anstrengung zu beurtheilen ,
welche eine Schraube auszuhalten hat , wenn sie oder die zugehörige Mutter

entgegen dem Widerstande P durch das Kraftmoment M gedreht wird ; unter „
ist dabei der innere Radius des Schraubengewindes , d. h. der Radius des vollen
Schraubenkerns zu verstehen .

und P stehen hierbei in einer gewissen Beziehung zu einander , und zwar
ist , wenn

d der mittlere Radius des Gewindes ,
der mittlere Steigungswinkel ,

1½ igo der Coefficient der Gewindereibung ist ,
für eine Schraube mit flachem Gewinde :
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—2 — 3 —ç 10 ( α 00I¹ I1 - σiιοa
und für eine Schraube mit scharfem Gewinde , wenn noch 25 dessen Kanten -

winkel oder 9 — den Neigungswinkel der Axe gegen die Erzeugungslinie der

Schraubenfläche bedeutet :

N 0αα αο!, —e] 1 ＋ 9 2 797
1 —4 in 1 10 2 1926

oder näherungsweise wegen der Kleinheit von à und bei Einführung eines üblichen
Mittelwerthes von g3:

N 0CονꝘιν1,12 %
F6 II,LZο

Zum Anziehen der Mutter einer Befestigungsschraube ist zwar , um den
Druck auszuüben , wegen der hinzukommenden KReibung an der Grundfläche
der Mutter ein grösseres Kraftmoment , als dieses M, erforderlich ; doch wird nur
durch den hier mit bezeichneten Theil dieses Kraftmoments , welcher der Steigung
der Schraube und der Keibung im Gewinde entspricht , der Schraubenbolzen auf
Verdrehung in Anspruch genommen .

2. Biegung und Verdrehung .

256 .— Auf den geraden stabförmigen Körper wirken Kräfte , welche
rechtwinkelig und im Allgemeinen windschief gegen die Axe
gerichtet sindz für einen beliebigen Querschnitt Y geben sie ein auf
Biegung wirkendes Moment Mi , dessen Ebene rechtwinkelig zu V, und ein
auf Drehung wirkendes Moment Me, dessen Ebene parallel Y' ist . JI1
ändert sich im Allgemeinen beständig von einem zum anderen Querschnitte ,
Me nur plötzlich in denjenigen Querschnittsebenen , in denen solche Aussere
Kräfte liegen , deren Richtungslinien die Axe nicht schneiden .

Die durch MI bedingte grösste Normalspannung d des betrachteten
Querschnitts findet in dem von der Biegungsaxe entferntesten Punkte Al,die durch Ve bedir gte grösste Tangentialspannung 2 im Allgemeinen in
einem anderen Punkte 42 des Umfangs statt ; fallen die Punkte Ai und 42
zusammen , so ist ebendaselbst auch & am grössten .

Sind die Hauptträgheitsmomente und des Quer⸗schnitts einander gleich = J , so ist (ef . Nr . 188 ) näherungsweise
( treng genommen nur für den Kreis ) :

e
n

in demjenigen Punkte Ae , dessen Entfernung vom Schwerpunkte am gröss -ten = eſist ; liegt dieser Punkt in der Ebene des Momentes I , so fällt er
mit Ai zusammen und es ist :

Idd . Y

Mieé
Mdb . G

5 / un —1 m＋ *nda . ( Ve) 7 ( A 2 VI ＋ III2 2n.
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257 . — Nach dieser Formel ist insbesondere die Anstrengung einer Prans -
missionswelle zu beurtheilen , wenn bei grösserer Länge der Welle die Schwer⸗
kräfte und Theilrisskräfte von Rädern , Riemscheiben etc . nicht so klein sind oder
nicht so nahe bei den Lagern angreifen , dass ihre biegende Wirkung gegen die
verdrehende Wirkung des übertragenen Kraftmomentes vernachlässigt werden darf .
Indem bei der Rotation der Welle die Ebene des Momentes Mi ihre Lage im
Raum nicht ändert , geht der Punkt des Umfangs , in welchem 2 am grössten ist ,
abwechselungsweise auf der einen und anderen Seite der Biegungsaxe durch diese
Ebene von Mi hindurch , und es ist deshalb der obige Ausdruck von maæ. ( Ee )
wechselsweise = maαν. Ee ) und mada. ( Yet ) . Ist also I der kleinere der beiden
höchstens zugelassenen Werthe und Y von Eel resp . Eel , so sind die Dimen -
sionen des Querschnitts der Bedingung

( I 1 25 I N227 2m

gemäss zu bestimmen , worin für Mi der 998 Werth des Biegungsmomentes
für irgend einen Querschnitt desjenigen Wellenstücks zu setzen ist , wodurch das
Drehungsmoment ½ übertragen wird . ) Für eine cylindrische Welle vom Durch -
messer d ist insbesondere

2 32

3. Biegung und Verschiebung .

258 . — Für irgend einen Querschnitt sei V das auf Biegung wirkende

Kraftmoment , I die resultirende Schubkraft ; die Ebene von Ttheile den
Querschnitt in zwei symmetrische Hälften , und der Schnitt ( die Symmetrie -
axe ) sei die Richtungslinie von K. Die Biegungsaxe ist dann senkrecht zu
diesem Schnitt , und wenn

*) Zur angenäherten Berechnung eines Ausdrucks von der Form V2 4 772 ist esnützlich zu bemerken , dass man setzen kann :

* 2²̃ duοσο＋5 %,
wenn nur den Coefficienten à und ö angemessene Werthe beigelegt werden , welche um 80

richtiger bestimmt werden können , zwischen je engeren Grenzen das Verhältniss — liegend
Vorausgesetat wird .

Ist nur — 1 gegeben , so ist zu setzen :

½ O0,96 ＋0,4mit einem Fehler von hochstens 4 Procent des wahren Werthes der zu berechnenden Wurzel⸗
1

grOSSE; für 2 —
* ist :

½ o0,9862 ＋ 0,23
933 1mit einem Fehler von höchstens = Procent , für I :

3 *

＋α Æ wLC,816 0,59
2mit einem Fehler von höchstens — Procent des wahren Werthes .
0
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das Trägheitsmoment des Querschnitts in Beziehung auf die Bie -

gungsaxe ,
die Breite im Abstande æ« von der letzteren ,

den Maximalwerth von 2,
AIn ij dæ einen der Biegungsaxe parallelen Flächenstreifen bedeutet ,

80 ist in allen Punkten der Breitenlinie :
Me

und näherungsweise nach Nr . 172 :

23
ad ]

folglich nach Nr . 253 für den ganzen Querschnitt :

2
2P) .2

ů— 2 11 Slat⸗ I anmadr . ( Hie )S 7

Der dem Maximum entsprechende Werth von 2 ist von der Form des

Querschnitts und von dem Verhältnisse zwischen J und J/e abhängig .

259 . — Es sei 2. B. ein parallelepipedischer Körper , dessen

Querschnitt ein Rechteck mit den Seiten ) und ist ; am einen Ende be —

festigt , am anderen frei und hier , im Abstande 4 von der Befestigungs -
stelle , durch die parallel den Seiten « wirkende und die Axe rechtwinkelig
schneidende Kraft Y angegriffen . Die gefährlichste Wirkung findet dann
in dem unmittelbar an der Befestigungsstelle liegenden Querschnitte statt , ſinl
und zwar ergiebt die obige Formel mit

VV
5 FFDÆ 5 =ÆY53 =ÆI α³3 *2 4

2 12
6

5
für eine Breitenlinie im Abstande 2

2 Von der Biegungsaxe jenes Quer - d.

schnitts :

m ＋＋ * 0²
5 ) .

2. B. mit m 4:

„ 3 „
ELe νν

453 F( öN) ; =86α Vν 1 5 ul

Die Art und Weise , wie sich / ( g ) mit à ündert und wie dieses Aende -

rungsgesetz durch den Werth des Verhältnisses 3Fbedingt wird , macht die

folgende tabellarische 2Zusammenstellung
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6 1 2 4 4 0 4 6 85
1 16 IIi4

0 F( d) ＋F(öN) F( N) F( ö) F( d) F( N)

40 210 8 6667 5

051 39,903 20,106 10,2138,236 6,919 5,275

19813 10,252 8,345 7,078 5,503

0„3 8 fi1qones 38333 740 5,691
0,4 E 33382 7,146 5,852

0,5 i 7,090 6,007
0656 S 835868 7,734 7. 016 6,186
0,7 S 3 . 285 7,4766,9796,430
0,8 5781 7. 329 7,065 [ 6,786
9 8,590 7. ,585 7. 450 7,375 7,299

1 8 8 18 8 8 8

Hi T ist für : ( 0 ) 2) =ν˙ • /ũ ) 8 und zwischenHiernact ist für
3156 2

— 614)

5 1 7 8
F00 ) und . 7 ( 3 liegt ein Maximum , zwischen (2) und / ( 1) ein Mini -

27
mum von J ( q) .

1 8Für grössere Werthe von 4 bleiben zwar das Maximum und das Mini

322 0
schon für —

0 8
wird das Maximum kleiner , als der unveränderliche Grenzwerth 7 ( 1) 8.

mum einstweilen noch bestehen , allein sehr bald , 2. B.

2 0 —* — —Wird — noch grösser , so verschwinden das Maximum und das Minimum von6
1

FV( d) gänzlich , und 2. B. schon für 7 findet eine beständige Zunahme

statt von 7( 0) bis 5( J ) .

Wird
16

80 wird zunächst das Maximum verhältnissmässig weni⸗

ger von F( 0) , das Minimum verhältnissmässig weniger von 7 ( I ) verschie -

8 0 . 5 3den ; alsbald bei weiterer Abnahme von Jverschwindet zunächst das Mini -

— — 33 0
mum gänzlich , z. B. schon für

0

1

8⁵ sbäter auch das Maximum , 2. B.

C＋
schon für

7
C
FJeine beständige Abnahme von 7 ( 0) bis 5( 0) stattfindet .

5 8 1Uebrigens ist das etwa noch vorhandene Maximum für 2
6

nur so wenig ( I ) und für

nachdem

346

1

16 bei welchem wie bei jedem noch kleineren Verhältnisse

stets

0 5

5
stets nur so wenig (O), dass man

mit einem für praktische Anwendungen meistens unwesentlichen Fehler , je⸗
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4 5 n
155

ist , das grösste J ( 4) ν ) oder Æπ ο0) setzen , d. h. den Körper auf blosse

Biegungsfestigkeit oder auf blosse Schubfestigkeit berechnen darf .

260 . — Das rechteckige Gewinde einer Schraube von schwacher
Steigung , welche nach der Richtung ihrer Axe den Druck auszuüben hat , ist ,
soweit es in der Mutter enthalten ist , als ein prismatischer Körper wie der in
der vorigen Nr. untersuchte zu betrachten , dessen Dimension Y die beiden anderen
bedeutend übertrifft ; es ist nämlich ) = dem Umfange des Schraubenkerns multi -
blicirt mit der Anzahl der in der Mutter enthaltenen Windungen , « = der Dicke
des Gewindes zu setzen .

Wenn das Gewinde ohne irgend einen Spielraum in das entsprechende Mutter —
gewinde passt , so ist eine Biegung unmöglich , die Maximalanstrengung folglich
nach der in der Anhaftungsfläche hervorgerufenen grös
zu beurtheilen , welche nach Nr. 173 :

sten Tangentialspannung

3 *

2 be
Ist aber ein Spielraum vorhanden , der bis zu einem gewissen Grade eine

mndæ. T

ist .

5Biegung zulässt , so ist die Dimension à der vorigen Nr .— der halben Tiefe

( dem halben Vorsprung ) des Gewindes zu setzen , wenn man 105 Druck P in der
mittleren Schraubenlinie concentrirt denkt , in in der That nahezu die
entgegengesetzt gebogenen Gewinde der Schraube und der Mutter sich berühren

· E** 5 nmüssten ; sofern nun : Sc ist , wäre 3 — — 2◻ , also gewiss - das20 0 2 Am
Gewinde folglich nur auf Biegung zu berechnen , wodurch die grösste Spannung :

38
2 35

Mdth .G 3
8

hervorgerufen wird . “ )
Ist d der Durchmesser des Schraubenkerns ( der innere Durchmesser des

Gewindes ) , à die Höhe der Mutter , so kann man auch setzen :
II

. 5 85

8 35und deshalb im 1e Falle : maν . 1 ◻ . ε
rdA

8 6Pt . 65
im 2˙ Falle : mau . ◻ιε ‘ ε ◻⏑ν,] mit c.1αu 21d

* AZur Ermöglichung einer die Elasticitätsgrenze nicht überschreitenden Biegungbedarf es nur eines äusserst geringen 8Spielraums ; W38
freilich die Belastung bis zum

Bruch gesteigert wird , so kann es sein , dass jener Spielraum nicht mehr genügt und
deshalb die schliessliche Zerstörung des Gewindes 885 durch Abschiebung, als durch
Biegung erfolgt .
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Dieselben Formeln gelten für das Muttergewinde , wenn unter d der äussere

( grössere ) Durchmesser verstanden wird ; die Mutter läuft also geringere Ge—
fahr einer übermässigen Anstrengung , sofern nicht etwa die Festigkeit des Ma-
terials , woraus sie besteht , in bedeutenderem Masse , als im Verhältnisse des
inneren zum äusseren Gewindedurchmesser , kleiner ist , als die Festigkeit des
Materials der Schraubenspindel .

261 . — Aus der Untersuchung in Nr . 259 ist zu schliessen , dass auch
in anderen Fällen , sofern nur nicht der Querschnitt in der Bie -

gungsaxe sich auf eine geringere Breite zusammenzieht und
deshalb 2 erst in grösserer Entfernung von derselben mit wachsendem 2
merklich abnimmt , der Körper ohne grossen Fehler auf blosse Biegungs -
festigkeit oder auf blosse Schubfestigkeit berechnet werden darf , jenachdem

Ee für à ρ He für 2 0

ist , folglich , mit Rücksicht auf die allgemeinere Formel für Ee in Nr . 258,
jenachdem

2E
2U T.

Me n m ＋
äeee, ,„ I . IE %/09˙ -

ist , unter /o die Breite in der Biegungsaxe verstanden . ( Cf. Nr . 174. ) Dass
insbesondere für den Kreisförmigen Querschnitt diese Bemerkung mit un -
gefähr demselben Rechte gilt , wie für den rechteckigen , folgt aus dem ana -
logen Abhängigkeitsgesetze zwischen 2 und 2 in beiden Fällen : ef . Nr . 173 .

262 . — Bei einem doppelt - Tförmigen Queèrschnitte ( Fig . 5,
Fr . 48) , der in Beziehung auf die Biegungsaxe symmetrisch vorausgesetzt
werden möge ( 5 51 und d di ) , darf man die Dimensionen , d und e
blos mit Rücksicht auf das Biegungsmoment I bestimmen ; die Dimension
4 dagegen ist von Mund I zugleich abhängig zu machen , nämlich von
dem grössten Werthe von e, der irgend einem Werthe von 2 F ( Se = d )
entspricht . In dieser Beziehung genügt es , den grösseren der beiden Grenz -
werthe von Le , welche 2 0O und æ Fentsprechen , als massgebend zu
Grunde zu legen ; dieselben sind :

* ů
α] —8

85*
„ „ „„ * HNV

5 Res ( n Jl . UfiE4 ( 472) )
R L⁰ 4 ) ＋750

Hi ad N bd — 5
3

0
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Welcher von diesen beiden Grenzwerthen der grössere ist , hängt von

I
den Dimensionsverhältnissen und von dem Verhältnisse

7⁴ ab ; man findet

Lei Heo jenachdem
1 - m 1 He M ( in 4 1 Hos —II12

F α

oder Im 1 1 / 25 1 47
II . 2 — in Ili2

ist , für m 3 2. B.

＋ . 4 — Æ —
77 307 2 Llo ＋ WIIIIli ; ).

263 . — Die rationellste Querschnittsform wäre diejenige , bei

welcher in jedem Abstande « von der Biegungsaxe
Me

oder: m—- 1 m ＋¹ * *

2 2m 45 9 0UI

ist , eine Bedingung , welche , wenn

m — 1 3
Sde und 1 — — gg . (ö

n 3

gesetzt wird , auf die Form :

Le

A91ſhadαꝰ F( a )

gebracht werden kann und zu der Differentialgleichung führt :

n＋1 1 N

47⁊
/ (αοο 7I

0d

Ĩ ( 00
Die Integration giebt , wenn q den W 5 von für à = 0 bedeutet :

19 25 9, ( a ) — 1.. 90 )

—1 2 — —1

9 ( ) 0,43429. . (v4. 1) 1 (00)—278 (ucon ae oin
—

11I1)
Die Logarithmen sind gemeine . Insbesondere für m = 4 sind die

4 = 0,1 ; 0 „ 2 . . . 059 entsprechenden Werthe von — ( 9. / ( α und ꝙ ( , s0 wie

8 5 3 9
auch die Werthe von 47

welche sich damit ergeben , wenn beispielsweise

gesetzt wird, * ) in der folgenden Tabelle zusammengestellt .

6

) Wenn ein an beiden Enden unterstützter Balken in der Mitte die Last P trägt ,
8

5Pe , wenn etwa80 wächst 1
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a 19 F %) ꝙαt ＋Æπ

0,1 0,017520,002801,040

0,2 0,0378660,01144 1,085

0,3 0,06175 0,026771,139
0,4 60,0902360,049381,203

0,5 „ 12494 0,08065 1,285
0 , 6,16862 0,12256 1,394
0,7 0,22642 0,17811 1. ,552

0,8 05,30990 0,25337 1,816

0„9 0,455930,36348 2,417

223

3 333Für d = 1 ergiebt sich — 0 , und es ist deshalb vollkommen diese ideale

Querschnittsform nicht zu realisiren .

264 . — Eine nur angenäherte Verwirklichung ist übrigens auch
schon dadurch geboten , dass das hier zu Grunde liegende Vertheilungsgesetz
der Tangentialspannung 2 selbst nur angenähert richtig ist und um so un -
richtiger wird , je mehr sich der Umfang des Querschnitts gegen die 2 - Axe

neigt , während à der Grenze 1 sich nähert (ef . Jr . 252 ) . Begnügt man sich

2
deshalb , nur von d2 0 bis & = di der Forderung HDe aau entsprechen ,
Während von d = di bis G2 1 die Breite / constant 5 gemacht wird , 80
ist mit / Ad , unter A die in voriger Nr . bestimmte , von dem Verhältnisse

.

Iu abhängige Function von d verstanden :

2 1 g1 1 — 2Je²d efαν er ( Hlada 2 )0 0 0
2 — 41 83

JI = dgeονανα = Le8 (AAcade ＋ 5 — ).0 0 0 8
Ist nun der von & = O bis ⸗=di constante Werth von Le , welcher

insbesondere für 62 = O den Ausdruck :

mάI R e

755 Jαd I6
0

7. *

hat , = e gegeben , so sind durch die beiden Gleichungen
„ F565

0
„

= ͥοe oder die Länge das 10 fache der Höhe wäre ; R Wäre dabei constant —
2

Nalso
3

0 bis 10, so dass die Voraussetzung .
5 dem Mittelwerthe oder demjeni -

gen Querschnitte eines solchen Balkens entspräche , welcher auf 1/ der Länge vom Endeaus gerechnet liegt .
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2E
mit Rücksicht auf die obigen Ausdrücke von /νν und I zWei der 4 Grössen

0
4 6 4¹

bestimmt , wenn die übrigen gegeben sind . Sind etwa „ und d1 gegeben , 80
sind à und 5 bestimmt durch

77²⁷ III α1

5 mAI Jee W
6

2
und

5 1 — 6¹³ N4 2 8 88Ad Aα ＋τν 3 227

01 4¹
Die Integrale Adαᷓα und Adsdò sind dureh mechanische Quadratutö 0

,zu berechnen , nachdem die Zahlenwerthe von 4 = für den betreffenden
◻

Querschnitt und für eine Werthreihe von & nach der V
wurden . Für das dort gerechnete Beispiel findet man

mit 1 = 0,8 oder 0,9
6

＋
* 19,8 resp . 35,6 .

origen Nr . berechnet

Weil aber und
Ie Von einem zum anderen Querschnitte eines Trä⸗

gers sich ändern , so miisste die ganze KRechnung für eine Reihe von Quer -
schnitten wiederholt werden , um 80 2u derjenigen Trägerform zu gelangen ,
bei welcher die Widerstandstähigkeit des Materials den Umständen gemiiss
s0 vollkommen als möglich verwerthet ist . “)

265 . — Schliesslich ist zu bemerken , dass auch die Biegung eines
geraden stabförmigen Körpers unter der Einwirkung von
Kräften , welche seine Axe rechtwinkelig schneiden , zum Theil
durch die verschiebende Wirkung der Kräfte I für die verschiedenen Quer-
schnitte bedingt ist .

Sind C und CO1 zwei Punkte der Axe eines Prismatischen Stabes in der
Entfernung von einander , und wird O als Anfangspunkt der Coordinaten -
axen angenommen , so dass O1 in der positiven - Axe liegt , so erhält man
die Verrückung von O1 gegen 0 nach der Richtung CAJ , d. h. die auf die

) Es bedarf wohl kaum der Erwähnung , dass diese Aufgabe mehr ein theoretisches ,als praktisches Interesse hat , indem die Modeell oder sonstigen Herstellungskosten eines
solchen Trägers ohne Zweifel die Materialersparniss im Vergleich mit einem gewöhnlichen
doppelt - Tförmigen Träger mehr als aufwiegen würden . Bei einem Blechträger wird bis
zu einem gewissen Grade schon von selbst der theoretischen Form entsprochen durch die
Winkeleisen , welche die Mittelwand mit den Gurtungen verbinden .

il
7



Zusammengesetzte Elasticität und Festigkeit . 225

4 - Ebene und die - Axe bezogene Durchbiegung bei Oi aus dem Ausdrucke

Von & i Nr . 239 mit 0

42 48 2
— ⁰²ο2 )

oder weil nach derselben Nr .

d 20(A5).
ist , unter 20 den Werth von zy für /παε und unter 70 die entsprechende

Verschiebung verstanden , auch :

2 423
* 33 —62˙6˙ ＋ 70 A.

Dabei ist nur vorausgesetzt , dass zwischen den Querschnitten bei 0

und Ci keine äusseren Kräſfte auf die Oberfläche des Körpers wirken , und

es ist nach Nr . 240 und 241 :

N I

4 . i bν ,
wenn J ( positiv für die Drehungsrichtung æν I ( positiv für die Richtung
C ) und J die in Nr. 258 erklärten Bedeutungen haben .

Wenn insbesondere auf den von der /8 - Ebene nach der Richtung OGX
hin liegenden Stabthieil keine anderen Kräfte wirken , als eine in O1 angrei -
fende und nach der æ- Axe gerichtete Kraft P, so ist

R = und

23

Der erste Summand ist hier diejenige Durchbiegung , welche sich nach
den Formeln des zweiten Capitels ergiebt , der zweite folglich die Correction
mit Rücksicht auf die Verschiebung der Querschnitte , und es ist daraus all -
gemein zu schliessen , dass die nach den Regeln des zweiten Capitels in
irgend einem Falle berechnete Durchbiegung durch einen Summanden von
der Form

1
Hudæ æ t˙da

corrigirt werden muss . Mit

7⁰

nach Nr . 172 ( % = Breite in der Biegungsaxe ) ist aber für den obigen spe- ⸗
ciellen Fall :

‚◻ 38 87˙⁷ͤ ι 5/ùdL Gesdl
und

G10 7 di eine kleine Grösse der 2 ten Ordnung , wenn die Querschnitts -

dimensionen klein im Vergleich mit der Länge & sind . In solchen Fällen kann
deshalb üiberhaupt ohne wesentlichen Fehler von der fraglichen Correction
Abstand genommen werden .

Grashof , Festigkeitslehre . 15
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B. Plattenförmige Körper .

266 . — Es häufen sich hier die Schwierigkeiten einer strengen Behand -
Iung , so dass man darauf hingewiesen wWird, vor Allem zu
sten Specialfälle zu untersuchen , deren Resultate

lust die einfach -

dann als Anlls
für die Beurtheilung weniger einfacher Fullle dienen können .

Ausser einer solchen Vereinfachung , worauf schon die Untersuchung der
stabförmigen Körper sub A. beruhte und Welche in der Vorauss
Körperformen und Belastungszustände bestellt ,
6 Spannungen

Itspunkte

g Solcher
die es gestatten , gewisse der

CX C 02 Tx 77 22
mit voraussichtlich nur kleinem Fehler für alle Punkte des Körpers a priori
Null zu setzen , wird aber eine weitere Vereinfachung durch die Vorams
setzung solcher Körperformen und Belastun
Sich a priori Schaaren von Linien oder von F

Szustäinde herbeigeführt , wobei
jäachen der Art im Körper angeben

lassen , dass in allen Punkten je einer solchen Linie Oder Fl.
Spannungszustand , sowie

nche derselbe
eine gleich grosse und senkrecht zu der betreffen -

den Linie oder Fläche gleicher Spannung
stattfindet . Die im Allgemeinen drei Verrückur
den dadurch offenbar im Falle der Linien gleic
im Falle der Flächen gleicher Spannung

In einem solchen Falle ist es dann a n, das rechtwinkel
Coordinatensystem durch ein anderes zu tzen , welches
oder Flächen gleicher Spannung anschliesst „ sowie den Körper in entspre⸗chend andere Elemente zu 26 egen , wodurch natürlich die Bedingungen des
Gleichgewichts zwischen den Spannungen und

chen Körperelements von andere
chungen (J) in Nr. 229 .

gerichtete Verrück

gscomponenten 5. 1, C wer⸗
her Spannung auf nur 2 wW. ei ,

auf nur eine reducirt .
ch ang
1

96ige
sich den Linien

der äàusseren Kraft eines 80l -
r Form werden , als die Allgemeinen Glei -

L Kugelschale mit gleichformiger Die ke und Symmetrischer
Belastung .

267 . — Die gleich förmig dicke Wand
Gefässes sei einem gleichförmig
maldrueke ausgesetat ;

eines kugelförmigen
en inneren und äusseren Nor -

21 Sei der innere , 22 der àussere Radi 85
„ „ Druck auf die Ei

Eine beliebige zwischen den beiden Oberfl⸗
Concentrische Kugelflache deren Rac
Spannung ;

für
einen beliebigen Pun

6die Verrückung nach der Richtung des Radius % Positiyv, Wwenn aus⸗Wärts gerichtet ,

it der Ober
ichen liegend

1

6 Re.

„ müt ihmen
u½ν sei , ist eine F

ben sei
ache gleicherfi

Cr die Normalspannung in radialer
Cꝙοdie nach jeder tangential

tung ,
on Richtung g eich grosse Normalspannung⸗
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Alle diese Grössen sind Funetionen blos von 7; or und cοσ sind Haupt -
spannungen .

Für einen beliebigen Punkt der Kugelfläche mit dem Radius „ ist
ferner :

4

3 die Ausdehnung nach der Richtung des Radius ,614

83— die Ausdehnung nach jeder tangentialen Richtung ,

also der Volumenausdehnungscoefficient :

4 0◻g6
Grn

823
5

und nach den Gleichungen hnN . 229

ſdo 10 26
0 4 2—. ( 2 TL n e —

26/9 26
062 (-A4 ( a„* 27 2

Denkt man nun von zwei Radien , welche den Winkel dꝙ mit einander
bilden , den einen um den anderen gedreht und dadurch aus der Kugel -
schale , deren innerer Radius Eν und deren äusserer Radius 2 7 ＋Adr ist ,ein unendlich kleines Körperelement herausgeschnitten , so wird dass elbe
begrenzt von den als eben zu betrachtenden Calotten :

1ν,νꝙον ˙QUundτπτσννυπ νοναν, ? e
und von der Kegelfläche : 2777 dꝙ dY . Die Spannungen dieser Flächen
sind Normalspannungen und auf die Flächeneinheit bezogen resp .

Cr U

GOr
Sſor ; ar Eß dr ;

Abgesehen von einer auf die Masse des Körperelements
etwa wirkenden äusseren Kraft wWird nun das Gleichgewicht der
Spannungen seiner Oberfläche ausgedrückt durch die Gleichung :

Gor( 47 ·Ir ( Æτ dr ) ꝛ dꝙ oν . 7döꝙαν οάοꝙο . 2αe dꝙᷓ du ,
welche bei Weglassung der unendlich Kleinen Glieder von höherer , als derdritten Ordnung , sich auf die folgende Gleichung reducirt , die sonach hieran die Stelle der Gleichungen ( ) in Fr . 229 tritt :

2

7 3 ( bD Or) 8

Mit Rücksicht auf die obigen Ausdrücke von cr und 0% geht sieüber in :

d. 0.
40 8 75 ꝗ0 0J⁴ αννε

= o und liefert :
„

Woraus durch eine zweite Integration , wodurch eine neue 0 onstante o ein -geführt wird , folgt :

E 0
7* 3 7˙30 Cn.

3
3

8
7¹3 7

15²
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folglich :

33 U 6 3 *Cr 2 ( K - 2e 7 8

5 1 3 6 2
4

9 26 ( 3
wenn die aus / und e zusammengesetzten Constanten kürzer mit A und B

bezeichnet werden . Die letzteren sind dadurch bestimmt , dass

or = 1 sein muss für = 71
und or = — „ 5

Die Einsetzung der hiernach bestimmten Werthe von A und J giebt :
1 1 3 7˙23

Ur ine - rtC ( Ua110 —üÄ
8 718728

vuns
v ＋ ( v1 P² 275—

und endlich für die entsprechenden Hauptausdehnungen er und 6
(ef . Nr . 229 , Gl . W:

2 C 1 m = 2 715—¹5Ler SOr —
„ 10 s ( 51715 — 2 728 ) ＋ 571 —PI ) 75

Or ＋ C 1 * —2 73 728
ie 5 ( D1 - 2˙ —*＋— Nun.8 6 8—P2 )

268 . Wenn die kleinere der beiden Pressungen Y1 und 7 2 nicht
wesentlich grösser , als der atmosphärische Druck ist , sos kann man sie 0
und die andere ädem LUeberdrucke ( SPi - 2 resp . 2 751) Setzen ,
um so mehr , als ja die Festigkeitscoefficienten , mit denen man schliesslich

rechnet , aus Versuchen in der atmosphärischen Luft , nicht etwa im leeren

Raume , ohne weitere Reduction abgeleitet werden .
Für inneren Ueberdruck ( 71 p½ ) ist dann mit 2˙

und p1 = P :

(2tN —723 — 713 73

Bes 3 ( A
723 K )723 2m 73 n

—e - 2 ) 715

( ⁰²16 7¹

„ Cr2 . 202971s dln ,2m ¹ )
Die grösste Anstrengung des Materials findet folglich an

der Innenfläche der Kugelschale statt . Soll eine positive Ausdeh -

ma . ( H er ) = für „ 1

mad . ( Læg )

5 L
nung böchstens

. der Absolutwerth einer negativen Ausdehnung höch -—
/

stens =
I Sein , so erhält man

N. V

Mbennes
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„ m = 2
entsprechend ndα . Her ) I : — *3 27

71 m , άαν
AR

entsprechend mam . ( Les ) I,: 338 —3 71 2mι = ει ? ι
2˙2

und es ist
855

zur Berechnung der Wandstärke d = 7 i bei gegebenem1
Werthe von 71 oder 22 dem grösseren dieser beiden Wurzelwerthe gleich au

setzen , also dem ersten oder zweiten , jenachdem
—

2 27n

ist . Mit / ν ist der erste Ausdruck der grössere , also

E
71 m = ν ＋ 1

zu setzen , wenn
mνe = 37. —

IE ( ανονσννe = ν
33 2 8 77

ist , was für m = 3 immer stattfindet . Jedenfalls muss * I
n

sein , widrigenfalls der Forderung durch keine noch so grosse Wandstärke
0

entsprochen werden könnte . Ist aber ein kleiner Bruch , so kann

näherungsweise gesetzt werden “ ) :
0

85 ( 119 .7*1 m I

269 . — Für äusseren Ueberdruck ( Y2P1 ) ist mit 33
und p2 p :

Ee
sem＋1 713 N 2

＋ 8 — — — vÄ———7³

V 5 m＋ 1 713 m2
89 ——

A „ „ „1 2˙ 3* n
3 —

71 m - 2 85er ist überall positiv , wenn — „ ie denn
7˙2

7

7˙¹1 1
23 4 60563 ist . Dies vorausgesetzt , ist :

5 7 3 723
mdd . ( Her ) für vτρ v5 0 mn ½˙³ H 2

3 ( mn —1 ) 723
53 —

2mn 7˙
während immer mau . ( He . für σ u¹3 23 —73

) Sind und kleine Brüche , so ist mit Vernachlässigung kleiner Grössen von
höherer , als der 2ten Ordnung:*

1
1＋ 1 G— 5

N1 8 2 * —4
daraus erhält man die obige Näherungsformel mit

2 0 — 2 ＋ 1 5— Iο —; uÆ 31 m ————＋＋⏑⏑ —VVne = ——- .
71 71 m *
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und folglich auch hier das Matèerial an der Innenfläche der Kugel⸗
schale am stärksten angestrengt ist .

4 —ů——I(·1IAñÄ᷑ʃTwnm̃

( Eer ) I entspricht 3 5ma . Ler) ν V spricht
7˙2 n

4
ö 3 ( n =I ) 75h. ( I eο = I entspricht —md . ( IVeο ) le 1

5
5

IL
und wenn eine positive Ausdehnung höchstens 2

J .
der Absolutwertli einer

7
925 2 4 7˙¹1 2

negativen höchstens 2 Vsein Soll , so ist
8

dem kleineren beider Wurzel -7 72
werthe gleich zu setzen , also ädem ersten oder zweiten , jenachdem

n 1
3 „ 6 4 —

Mit „ = V, = be ist die Wandstärke d = jedenfalls vermittels
der Formel : lti

18
21 * 3 ( in 7 15
7˙2

3
27¹ 7 —

7 — 1 fzu berechnen , welche , wenn ＋ ein kleiner Bruch ist , näherungsweise
ersetzt werden kann durch : keuden

0 m 1 1 7(

II . Uindrehungskörper mit symmetrischer Belastung.
270 . — Für irgend einen Punkt C des Körpers sind hier naturgemäss

3 zu einander senkrechte ausgezeichnete Richtungen zu unterscheiden :
die axiale Richtung 04 ,
die radiale Richtung OH und
die tangentiale Richtung O , d. h. die Richtung der Tangente des

durch den Punkt C gehenden Parallelkreises . Dieser Parallelkreis ist eine
Linie gleicher Spannung ; alle seine Punkte erfahren gleiche Verrückungen
und zwar nur nach axialer und radialer KRichtung , welche resp . mit & und o
bezeichnet seien . Ist dann noch 7 der Radius des betreffenden Parallel -
kreises , so sind die Ausdehnungen nach den genannten 3 ausgezeichneten
KRichtungen :

Aά 4 0
. . .

Die Grössen & und sind als Functionen von 4 ( Entfernung der
Ebene des Parallelkreises von einem festen Punkte der Körperaxe ) und 7

75bestimmt durch 2 Gleichgewichtsbedingungen der auf ein Körperelement
wirkenden Kräfte in Verbindung mit den Oberflächenbedingungen . Ein
solches Element ( Fig . 36 ) wird aus dem Körper naturgemäss heèrausge-
schnitten durch zwei zur Ave im Abstande CA = da senkrechte Ebenen ,
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zwei unter dem Winkel dꝙ gegen einander geneigte Me -

75 ridianebenen und zwei concentrische Cylinderflachen mit
den Radien und , ＋ de , Von den 3 ursprünglich
rechten Winkeln an den Kanten OA , Oρ und 0ꝙ -
dieses Körperelementes kann durch die symmetrische Be -

lastung , infolge welcher der Körper nach wie vor ein

7 vollkommener Umdrehungskörper bleibt , offenbar nur der
letzte eine Aenderung erfahren ; von den drei Pangential -

spannungen zu r und 2% sind also die beiden ersten
38

O, die dritte werde einfach mit 2 bezeichnet . Damit

liegt der in Nr. 231 betrachtete Specialfall vor , und es ist von den 3 Nor —

malspannungen ca , or und oο die letzte eine Hauptspannung .
Als àussere auf die Masse des Körperelementes wirkende Kraft kann

hier , während die Schwere stets zu vernachlässigen ist , unter Umständen
die Centrifugalkraft einen wesentlichen Einfluss haben , wenn nämlich der

Körper in schneller Rotation um seine Axe begriffen ist ; die àussere Kraft
werde daher radial gerichtet vorausgesetat und pro Volumeinheit mit A
bezeichnet .

Von den 6 Gleichgewichtsbedingungen der auf das Körperelement wir —
kenden Kräſte ( bezogen auf 3 Axen , die vom Schwerpunkte dieses Elements
nach der Richtung à und nach den betreffenden Richtungen 7 und ꝙ ge -
zogen werden ) liefern nur diejenigen nicht identische Gleichungen , welche

ausdrücken , dass die Componentensummen der Kräfte nach den Richtungen
4 und = Null sein müssen , und zwar :

I 1406 )
44 „* A

8

A( eror 0 A
00

7 1
8

7 14 *

Wenn man in diesen Gleichungen , welche an die Stelle der allgemeinen

len dortigen Gleichungen ( VI) gemäss dieGleichungen ( J) in Nr . 229 treten ,

Ausdrücke
Jd & 3 26 75 CG, d0 0

222＋ ( h = = T2 ( dqa mονσειι οειο οννσ ου dr 7

„ do N 2K PFd 40
2260⁰ 33825 2 2 Var ,

§̟ 26 — 4
en 2 d 55

8
Nο da

einführt ( 2 ist dabei positiyv oder negativ , jenachdem der Winkel an der

Kante O des Körperelementes Fig . 36 kleiner oder grösser , als ein rechter

wird ) , so sind dadurch mit Berücksichtigung der Oberflächenbedingungen

bei der Integration der Gleichungen die Grössen und bestimmbar ,

folglich auch die Spannungen Ca, Cr, 0 % und 2 sowie endlich nach Nr . 231

die Hauptausdehnungen :
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7 0 ＋ Cr
Ee = or

2 1 Nm21 n ＋1 ——————ů — 830 4 L 50 — — 77 5 750 ( OaTOr) ＋
2755

4 Voo ν 455 47² , Ein Aen

von denen die erste nach der Richtung ꝙ stattfindet .

271 . — Ist überall Null , was voraussetzt , dass die nusseren
Kräfte an der Oberfläche des Körpers senkreclit zur Axe gerichtet sind , 80
folgt aus den Gleichungen der vorigen Nr . :

570 5 d dure0
ο „

WWMh

20 40 0or ( n Æν
Ur. 7.

10
Wie nät

0οQ 54 Das 7
194 ν

1 2 ˙ ＋ 1⸗
19 d

e . . Dabei sind und 6 bestimmt durch die Gleichungen :
1 46ν 14GCVor)

F
in Verbindung mit den Oberflächenbedingungen , und schliesslich ist :

1
Eel Oν ñgeu8

„ /e2 1 NI Wlalk.I
απ ο ‚ε o ˙=Fors T 47283 n 3 — *

2m

a . Hohleylinder hei Sleichförmig vertheiltem Norimal⸗
135 drucke auf die innere und äussere Cylinderfläche .

3 1. Der Hohlcylinder ist an den Enden offen und frei .

272 . — Indem auf den Rand des Hohleylinders keine Kräfte wirken ,
auch diese Ründer ganz frei sein sollen , so dass alle Querschnitte sich in
gleicher Weise erweitern oder zusammenziehen können , jenachdem der innere
oder àussere Druck überwiegend ist , so ist hier nicht nur Oa, sondern auch
7 füberall 2 Null ;

NCa 0 , or , o sind also Hauptspannungen ,
Sa FEr, sp Hauptaucdehnungen

und zwar für alle Querschmitte gleich , nur abhängig von 7.
Von den beiden Gleichgewichtsbedingungen ( Fr . 271 ) wird die erste

identisch , die zweite geht mit J7e O über in :
1CGor )



Zusammengesetate Elasticität und Festigkeit . 233

und die Einführung der Ausdrücke von or und ob liefert durch eine erste

Integration : 4 08
.Anr 7

womit auch der Volumenausdehnungscoefficient

a “ ‚‚ ο mν 2

iair

constant wird . Die zweite Integration giebt , unter eine andere Constante

verstanden : * *

und durch Einführung in die Ausdrücke von or und oh :
5 J 2

26 0 39 5 — ( ̊⁊·1 ) 44 38
m - 4 2 7˙

26 0 0 B

05 ＋ 1) 2
＋ ( e· 1 ) A＋

sowie nach Nr . 229 , Gl. ( W:

0r ＋ 0 2
Eea

77²⁴ 7²⸗²

1
Ler gr 7 . 00 * * m＋1 B

„ „ „ 0
Im ‚

8ο οοο 75 CJr

Die zur Abkürzung eingeführten neuen Constanten 4 und B sind , wenn

„ 1den inneren , 2 den àusseren Radius ,

„ 3 5 3 7 Druck auf die Einheit der Oberfläche

bedeutet , dadurch bestimmt , dass

or 1 resp . p2 sein muss für v vi resp . 72.
Somit erhält man :

6 A2702171 20˙2A = ‚ρᷓ ; B= GO DIh 1ormal⸗ 1 91

läche, 1 105 712722
SS . . 911333*

0˙ 72 —777 5 1 52 ( 1 - 72

2 ¹1 Ppν
El

5 m 722 — 712

1 m = 1 Nn＋ 712722
51 SEEEEE . GC . . C .
e 722 —712 n 171 225 ) 4 7n 7*

273 . — Wenn die kleinere der beiden Pressungen Y1 und p2 nicht

wesentlich grösser , als der atmosphärische Druck ist (ef . Nr . 268 ) , so ist

für inneren Ueberdruck ( 51 5 ] mit 2 0 und p1ν :

„„
mn 722 2

3 m＋1 722 n —

—. 68
3 * e

1 πυf“

4 —
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ma . ( Her ) ” - err klir ,; 1 ist -

5
D ee

Mee , . .6 00 77¹ ( 22 1 2)
0

die grösste Anstrengung des Materials findet an der Innenfläche
des Hohlcylinders statt .

7˙2 ,é — ( m ) 75mndd . ( Her ) = V entspricht * 77 — —1 1. mν , εννασνν

7˙2 mnν ⁰＋ ν 7
ndd . , (HMUeα)’ entspricht 2

0
22

71 m ] ο ο
von diesen Werthen ist der erste oder zweite der grössere , also für die Be-

stimmung der Wandstärke d 72 51 massgebende , jenachdem

77¹ 7*²²
ist . Mit = ι I ist

72 ◻π ο )
71 mIν αν

zu setzen ; jedenfalls muss v V sein . Ist aber 7 ein kleiner

Bruch , so kann gesetzt werden :

0 75 m＋2 5
IE ( 3 8

27 1) f

274 . — Für äusseren UVeberdruek ( 2 ’ ] ist mit PI O und 2 :

33
mNn 722 —712

E1
72112 8 n

eie
722 Iyn 72

2 52
Bea indd . ( Her ) S fiir 11n 722 7¹

592
mmd . ( —Heα ) ν 2 „ 5722 71

also wieder die Anstrengung des Materials an der Innenfläche
des Hohlcylinders am grössten .

Mad .( Veg ) Il , ist massgebend für die erforderliche Wandstärke
V

ν ν¹ sofern nur
u ist ; mda . ( Heę ) Ie gesetat giebt :

27

7˙2 1 *

* — — 2und näherungsweise , wenn ein kleiner Bruch ist :
0

—
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275 . — Die nach den Formeln der Vorhergehenden Nummern berechneten
Wanddicken von Röhren können bei mässigem Ueberdrucke Kleiner ausfallen ,
als die Art des Materials mit Rücksicht auf die technische Herstellung oder die
Forderung der Undurchdringlichkeit für tropfbare oder Iuftförmige Flüssigkeiten
gestattet . Diese untere Grenze der zulässigen Wanddicke beträgt

für Röhren aus Kupfer und Messing etwa 1 Millim .
Blei , Zink und Stahl „ 2

5 II

„ Gusseisen
unter welche deshalb im Allgemeinen nicht WWrabSs en wird , wenn auch die
betreffende Formel einen kleineren Werth ergeben sollte .

Weil ferner die Röhren zumeist noch anderweitigen Einwirkungen unter —
wWorfen sind , auf welche jene Formeln keine Rücksicht nehmen , wie z. B. der
Verbiegung durch ihre eigene Schwere , besonders wenn sie nicht auf ihrer ganzen
Länge , sondern nur in einzelnen Punkten unterstütat sind , so werden sogar ge -
wöhnlich jene praktischen Grenzwerthe den berechneten Werthen von 9 als con -
stante Summanden zu grösserer Sicherheit beigefügt . Bei Röhren , welche einem
äusseren Ueberdrucke unterworfen sind , kommt die Gefahr hinzu , dass bei zu -
fälliger Abweichung des Querschnitts von der genauen Kreisform 5 Abplat -
tung zunimmt und schliesslich der Bruch durch Zerknickung herbeigeführt werden
kann , ein Umstand , dessen rationelle Berücksichtigung auf ähnliche Schwierig -
keiten führt , wie die Zerknickungsfestigkeit eines geraden Stabes .

E ndlich ist noch zu bemerken , dass wesentlich andere Verhältnisse , als im
Vorhergehenden vorausgesetzt w urden, dann eintreten müssen , wenn die Röhren
an den Enden nicht frei sind , so dass sich nicht alle Cnerschmätte in gleichem
Masse erweitern oder zusammenziehen können . Bis zu einem gewissen Grade ist
dies 2z. B. schon dann der Fall , wenn die einzelnen Röhren einer Rohrleitung
durch Flauschen mit einander sind , noch mehr bei einer Röhre , die
an den Enden durch Böden geschlossen ist , wie z. B. ein cylindrischer Bamhs
kessel ; bei innerem Ueberdrucke findet 41 eine Ausbauchung der Röhre , d. h.
in der Mitte eine stärkere Erweiterung statt , als an den Enden . Die Längsfasern
der Kohrwand werden also zugleich gebogen und es werden dadurch neue Aus -
dehnungen nach der Richtung der Axe bedingt , welche unter Umständen gefähr -
licher werden können , als die oben berechneten . Eine nähere Untersuchung dieses
Falles enthalten die folgenden Nummern .

2. Der Hohleylinder ist an den Enden festgeklemmt
oder durch Böden geschlossen .

276 . — Die strenge Untersuchung führt hier zu sehr grossen Schwierig -
keiten , welche sich indessen durch einige zwar willkürliche , aber unbedenk -

liche Annahmen umgehen oder vermindern lassen , wenn die Wanddicke
0 ε ei sehr klein im Vergleich mit dem Durchmesser der
Röhre ist , und zwar so klein , dass schon die erste Potenz des Verhält -
nisses beider gegen 1 vernachlässigt werden darf ; auf diesen Fall und

zwar bei innerem UDeberdrucke = pro Flächeneinheit beschränkt
sich die folgende Untersuchung . Die radiale Spannung or ist dann von

untergeordneter Bedeutung im Vergleich mit den Spannungen o und 09
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( ebenso wie bei einem dünnen Stabe , der durch eine stetig vertheilte Last
transversal beschwert ist , die entsprechende transversale Pressung stets sehr
klein ist im Vergleich mit den durch die Biegung bedingten Längenspan⸗
nungen ) ; wird deshalb

610

gesetat , so ist analog den Ausdrücken von or und oh in Nr . 271 , wenn hier
und 5 an die Stelle der in Nr . 270 erklärten Buchstaben à und d ge—

setat werden :

26 6 26 dE 0
„ (395 1 — (4 4. H).

Mit „ soll im Folgenden der ursprüngliche Radius der Mittelfläche des

Hohlcylinders , mit 9 die Verlängerung dieses Radius bezeichnet werden ;
wenn dann gleichwohl obige Ausdrücke von , und o unverändert ge-

lassen werden , so wird dadurch die Ausdehnung & als blosse Fune -

tion von 4, d. h. als constant für alle Punkte desselben ringförmigen Quer -
schnitts in Rechnung gestellt . Ferner sei :

die Entfernung eines Punktes von der mittleren Cylinderfläche , positir
nach Aussen , negativ nach Innen ,

I der Krümmungsradius der Meridianlinie der verbogenen Mittel -
fläche ,

S ( α die Gleichung dieser Meridianlinie , bezogen auf die entspre -
chende Seite der ursprünglich cylindrischen Mittelfläche als à = Axe
( Fig . 37 ) , während der Anfangspunkt 0 Vorläufig unbestimmt
bleiben möge .

4 Bliebe der geometrische Ort der mate -
riellen Punkte , welche ursprünglich in einem

7. Radius lagen , auch bei der Deformation
eine zur Mittelfläche senkrechte Gerade ,
so wüäre , unter Ece die axiale Ausdehnung in

der Mittelfläche verstanden ,
7

Fig. 37. 2 ( E A

und zwar 4 , jenachdem der Krümmungsmittelpunkt nach der Seite der

Cylinderaxe A45 hin oder auf der anderen Seite liegt , jenachdem also

nählerungsweise 190

ist , womit für alle Fälle 10

wird ; wenn auch diese Annahme wegen der Wirkung der Tangential -
spannungen 2 streng genommen nicht Zutrifft , so lässt sich ' doch erwarten ,
dass sie ebensowenig ein wesentlich fehlerhaftes Resultat ergeben werde ,
als es sich bei der Biegung von stabförmigen Körpern unter A. dieses

Capitels , verglichen mit den Untersuchungen des zweiten Capitels , ge -
zeigt hat .

CC

det!

Gon Icn

97741. —
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5
Wird dieser Werth von 15 in die Ausdrücke von oσ und oo einge -

führt , ferner G 5 5 E

stimmt , dass in allen Punkten der Mittelfläche

2 3

F TLrrro

sein muss , wenn J die an den Enden auf den Rand des Hohlcylinders
nach der Richtung der Axe im Allgemeinen wirkende Zugkraft ist , so er -

giebt sich :

gesetzt und è&çιο mit Rücksicht darauf be -

CX ρ

2 — 2 1 0

m² F . mn 37
25 n˙2 60

8 — . —Cr J 72 — 1 4 C

333 8 WW 5
—fοHE‚§ οYYY

5 m
＋

9˙ m² I ¶
Ist der Hohlcylinder durch Böden geschlossen , welche auch dem inneren

Ueberdrucke Y ausgesetzt sind , so ist :

b
* 8

277 . — Zur Bestimmung der Tangentialspannung 2 kann nun die
erste der beiden Gleichgewichtsbedingungen sub Nr . 270 dienen , nämlich
die Gleichung :

(( οσ
* 4⁴

Ihre Integration liefert bei Einführung des zuvor gewonnenen Ausdrucks

von o und mit Rücksicht darauf , dass an den Oberflächen , d. h. für

0

69
S A4 5½ die Spannung 2 verschwinden muss :

mnme „ 92 - 4%/ 03 03 2 — —
„ S dανι

Die zweite jener Gleichgewichtsbedingungen , welche mit or = O über⸗

geht in : „— — ⏑⏑⏑f2 43
7² Gan.

ist endlich zur Bestimmung der in den Ausdrücken von oν ον und 2 vor -

kommenden Function 0, d. h. zur Bestimmung der Gleichung ⸗ F＋(a) der

Meridianlinie der verbogenen Mittelfläche disponibel geblieben . Diese Glei⸗

chung , welche dadurch entstanden ist , dass die algebraische Summe der

nach radialer Richtung auf das Voluménelement v¹ d dãdꝙ GCig. 36 )
wirkenden Kräfte = Null gesetzt und dann durch den Inhalt dieses Vo -

lumenelements dividirt wurde , hat indessen mit der Voraussetzung C. 0

ihre Berechtigung verloren ; um ihr dieselbe wieder zu geben , muss sie mit

3
dem Volumenelement wieder multiplicirt , nach / von — bis 4

2
inte⸗
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grirt , d. h. auf ein aus der ganzen Dicke der cylindrischen Wand her -
ausgeschnittenes Element ausgedehnt , und endlich statt des Gliedes mit 1.
( da auf die Masse selbst eine bewegende Kraft nicht wirken soll ) der
Leberdruck ννοαοοσ αον auf die Innenfläche dieses Elements gesetzt wer —
den . So ergiebt sich mit Rücksicht auf die obigen Ausdrücke von Cο und 2
die Gleichung :

e 12
— 1 0 ¹ = 1 1

5 „9.7
— 19 5812 V 1G A Imn 702 ˙¹ Vq5

welche durch die Substitution :

7˙2
0

0
3 A,˙ 5

auf die einfachere Form gebracht wird :
d4R n2 - 1I 2

i
3

n 72ο
0

d4 73οme⁰6＋ — 3 —. — .oder 53 ＋ 44 0 mit I
U* 92 „ * D⁷ ＋.Bei der geschlossenen Röhre ist mit

F 23 ( Fr . 276 ) insbesondere ;4 0

0

278 . — Der Differentialgleichung :

15 40

entspricht das allgemeine Integral :
Cu en,a I Cn eν,,ã Cz eꝗ＋ . Ci e ,

unter die Basis der natürlichen Logaritlimen ,
CV Cr, C„, C. Constante , und unter

7˙¹ ˙ , 75, d½ die Wurzeln der Gleichung :
·˙ ＋ 444 0

verstanden , nämlich :

72²2 — 7² ———
15. 14 Ur J); 1 . U 14 I )

Durch Einführung neuer Constanten . ꝙ, Ji und 9i , welche mit den
alten dureh die Gleichungen

„ 3 öl
Fi = G ＋ C C0) 21

verbunden sind , lässt sich die imaginäre Form des Integrals in die reelle
Form :

r (bur ¶fcos ( αν τ goin ( aασν α?ο ονον,ꝗαοvdνν ) ＋ iSn ( aa ) ]
verwandeln . Die Constanten sind durch die Verhältnisse bestimmt in
welchen die Enden des Hohleylinders sich befinden . Wenn insbesondere
beide Enden denselben Bedingungen unterworfen sind , so dass
eine in Beziehung auf die mittlere Querschnittsebene symmetrische Verbie -

——

N
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gung stattfindet , so muss , wenn noch der Anfangspunkt 0 der &- Axe in
diesen mittleren Querschnitt gelegt wird ( Fig . 37) , für = 0 sein :

( l 8 632= ν und
2 0 für jedes / , also 2175

0 und 2 0 für jedes „ Also
A

0

Diese Bedingungen ergeben :

A1 und 91 9
und damit :

⸗ Aαν ε εαε αrεννονν cços ( a 9 CEar — eBar ) gin ( ac ) .
Zur vollständigen Bestimmung der Aufgabe werde endlich noch ange-

nommen , die Röhre sei an den Enden 80 festgehalten , dass
weder eine Erweiterung des Querschnitts , noch eine Nei —
gung der Meridianlinie der Mittelfläche gegen die Axe da⸗
selbst möglich , dass also , unter Jdie halbe Länge der Röhre ver⸗
standen ,

10
L

ist . Die entsprechende Bestimmung der noch übrigen Constanten 7 und 9
lässt sich dann durch die Bemerkung vereinfachen , dass immer , sofern nur
nicht etwa Jviel kleiner als 7 ist , = , als sehr klein gegen e vernach -
lässigt werden kann Mit dieser Vernachlässigung erhält man :

5
s und

8 ( al ) I sin ( al ) Co& (al ) — Sin ( al )F‚‚ . .— Cα * Cαu
0 Ed — E αρ

3 1 leos (al ) I sin (a- )] 3 Co ( qα

ECd 4＋ſeos (4l ) — sin (aI ) ] 8 Sin ( aα ) .

279 . — Mit Rücksicht auf die Art der Verbiegung der Mittelfläche des
Holilcylinders lassen die Ausdrücke von oν οο und 2 in Nr . 276 und 277
erkennen , dass die grössten Absolutwerthe

5 0 0von ol flir æ 0, / und æ
2 *

0
von Co für 8 2
von 2 für = , / = Ostattfinden . Zur Berechnung dieser Maximal -

Werthe , an deren Oertern auch der grösste Absolutwerth der resultirenden

) Mit 3 findet man 2. B.
I 3 ( 1 1

◻◻ — — 0 QÆ„ 9,8
somit c 54,6 etwa 2981 Mal so gross , als —a

5460˙ Wenn auch nur / r ge-94,5

setzt wird . Wäre 9 15 oder u, so wäre die fragliche Vernachlässigung in noch
höherem Grade gerechtfertigt .
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Ausdehnung e
nach irgend 0 Richtung zu suchen ist , bedarf es nur der

33 und
45

für = O und = = . Werden diese Special -

ö

werthe entsprechend = O und = I durch die Zeiger 0 und 1 angedeutet ,

so hat man , wenn zur Abkürzung

4
Cos( al ) Isin ( al ) 90

cos ( al ) in (al)/ 175

35
* Cαν

3630 1 ) 7

2 Vroà
In Tudg

gèesetzt wird : en
0οοAααναρu ] 610

01²0 27¹² 0 27¹²

*3
α

0: 18 47¹ 4
Tudlicks

00

Die Verbiegung der Röhre findet nothwendig in solcher Weise statt , dass

Kenntniss von 0,

7² 0
sich in der Mitte ein Bauch bildet , dass also (4290 Dositiv ist ; weil aber W2e4 0

6 je nach der zufälligen Grösse von al positiv oder negativ sein könnte , so

muss man schliessen , dass obige Werthe nur für solche Fälle näherungsweise

gelten können , in welchen 1¹
0

gross genug ist , um e = nicht nur gegen %%, sondern selbst gegen 1 ver —

nachlässigen , mithin auch à und 8 = O setzen zu dürfen . Bei einem cylindri -
schen Dampfkessel z. B. liegen solche Verhältnisse jedenfalls vor .

280 . — Es werde jetzt insbesondere ein an den Enden geschlos —

sener Hohleylinder vorausgesetzt , in welchem sich , wie bei einem Dampf —

keéssel , eine Flüssigkeit befindet , die auf die Flächeneinheit der ganzen Innen -

fläche den Ueberdruck P ausübt . Dann ist nach Nr . 276 , 277 und 279 mit

3

1 3 55 * 1

158
86 , 208 , Be . 0

4 7d2

206 8 S07 E (400 4
8 1 Pr .

dο dqar 2 * 02

b,dα ο G⁰ 2m 602 U0
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Der I zu setzende grösste Absolutwerth von Ee ist nur im mittleren
und im Endquerschnitte , d. h. für à ⸗ O und I, zu suchen . Im ersteren
ist 2 = 0, und sind deshalb & und e , Hanptausdehnmn

D 5maæ . ( Her) o 2 3— für /

2m1 P
bi 5

Im Endquerschnitte sind für / 4 5 wegen 2 0 auch & und 89 Haupt -

ausdehnungen , und zwar eο = , dagegen :

m2- 1 4 ( 2m 173 Yn
NMddb. (LeoYl „

8
für Æν ꝗWu-—

Endlich sind noch die Punkte der Mittellinie ( %= ) des Endquerschnitts
als relatiy gefährliche Punkte in Betrachit zu ziehen , indem daselbst 1 am
Srössten ist ; die Einführung der entsprechenden Werthe von C & CYο und 2
( nebst c‚ = 0) in die allgemeinen Formeln für die Hauptausdehnungen sub
Nr . 270 ergiebt den absolut grössten Werth von Le an dieser Stelle :

D

302503 10/3 ( 0⁰IUdbrmnd . ( Leo ) : 47 ¹2 = iun 2 ＋ ά 00 8 5 . — * 5587¹7 n
Die Ve ssten Werthe von Je lässt erken -

nen , dass sie in folgender Grössenbeziehung stehen :

gleichung dieser 4 relativ g

mad . ( Begho ( Lep) o indi . (NLet) i indd . ( Næo) i .

Die gefährlichste Wirkung , d. h. die grösste Ausdehnung oder

Zusammenziehung , findet sonach an der Innenfläche der cylindri —
schen Wand unmittelbar am Ende der Röhrenstatt , und wenn
dies absolute Maximum von Le = I gesetat wird , ergiebt sich fur die ertor -
derliche Wandstärke ꝙ die Formel :

0 ( 2m 113⁰ . 1 * 75
27n⁰ 3

Mit m g findet man 2. B:

8 1 D 5
Ma . ( Hec) o 65 Hebho

57 1 1 0 r
mad . ( Le1 1,805 ＋ madb . ( Leo) 1 ( 3 33 4＋ 15,319— K

Mit m =A4 ist übrigens das absolute Maximum noch grösser , nämlich :

mdm . ( Legi 15936 0

mithin fast doppelt so gross , als für die offene Röhre unter sonst gleichen

Umständen ( Fr . 273 ) , und mehr wie doppelt so gross , als sich für die ge⸗
schlossene Röhre ohne Rücksicht auf die Verbiegung ergeben würde , in

16Grashof , Festigkeitslehre .
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welchem Falle nämlich der Maximalwerth von Lie dem obigen ( Iece

gefunden wird . “ )

2 — Blechstärke cylindrischer Dampfkessel .

Ist à der Durchmesser des Kessels in Centimetern , n der innere Ueberdruck

in Atmosphären , s0 folgt aus der Gleichung :

1,936 ＋ * Kr . 280 )
0 2

31 341
5 und 66 „ ( eine Atmosphäre = 1,0333 25 Kilogr . pro Qua-
2 3 2

dratcentimeter ) : 3
„„

Mit einem constanten Wertle von I würde diese Formel indessen für kleine

Werthe vonen unausfülirbar kleine und ausserdem schon wegen des Eigengewichts

und des Gewichts der Wasserfüllung jedenfalls zu kleine Werthe von 9 ergeben,

weshalb besser

gesetzt wird , unter Vorbehalt erfahrungsmässig angemessener Bestimmung der

Constanten 4 und 0.

) Die diesen Rechnungsresultaten au Grunde liegende Voraussetzung , dass für

d. h. am Ende der Röhre

O und 33 0

ist , welcher Voraussetzung entsprechend in Nr. 278 die Constanten und 9 in der Glei -

chung der Meridianlinie der verbogenen Mittelfläche bestimmt wurden , trifft bei der durch

Böden geschlossenen Röhre nur nüherungsweise zu und zwar um 80 mehr , je grösser die

Dicke und je kleiner mithin die eigene Verbiegung und Ausdelmung dieser Böden ist.

Streng genommen bedingen die Deformationen der cylindrischen Rohrwand und der ab-

schliessenden Böden sich gegenseitig ; wenn angenommen wird , dass die gegenseitige Verbindung
bpeider Theile eine der Art feste ist , um den Neigungswinkel der mittleren Bodenfläche an

ihrem Rande gegen die Mittelfläche der ursprünglich cylindrischen Wand als unveränder -

lich betrachten zu dürfen , so müsste die Vergrösserung des Umfangsradius der ersteren
2m - 1 572 8

5 ＋ F (eas 4. ea ) coõS( dαο εεα (eas — ear ) zin ( aa ).22 .ᷓ . —

( Fr. 278 ) für & = J, sowie die Neigung der Bodenfläche gegen ihre ursprüngliche Rich-
2 n LO

tung am Rande
45

für = I gesetzt werden , um die erforderlichen Bestimmungs -

gleichungen der Constanten F7und ꝙ9 au erhalten . Um aber die radiale Ausdehnung und

die Neigung am Umfange der Bodenplatte ausdrücken zu können , müsste die vollständige

Untersuchung der Deformation dieser Platte vorausgeschickt werden , welche nicht nur von

ihrer Dicke , ihrer ursprünglichen Gestalt und von dem Ueberdrucke p auf die Zinheit ihrer

inneren Fläche , sondern ausserdem von dem Moment und der radialen Kraft abhängt , Wo—

mit die Röhre auf jedes Bogenelement des Umfangs des Plattenrandes einwirkt ; dieses

Moment und diese Kraft liessen sich ausdrücken durch die Spannungen ꝙs undr im End-

querschnitte der Röhre , welche selbst zugleich mit ç noch Functionen der au bestimmen -

den Constanten 7 unde9 wären . Die Umständlichkeit eines solchen Rechnungsganges
stände indessen mit dem dadurch zu erzielenden zweifellaften praktischen Gewinne kaum

in Verllältniss , und ausserdem stellen sich seiner Durchführung , wenn , wie bei Dampf⸗
kesseln gerade vorwiegend der Fall ist , die Böden schon ursprünglich gewölbt sind, kaum

überwindliche Schwierigkeiten entgegen .
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Wird zu dem Ende mit Redtenbacher :
0 = o0,5 für n = O und 4 = 100

gesetzt , d. h. eine Blechstärke von 5 Millim . als eine solche erachtet , welche
einem Kessel von 1 Meter Durchmesser schon mit Rücksicht auf die praktische
Herstellung sowie auf die anstrengende Wirkung des Eigengewichts und des Ge-
wichts der Wasserfüllung zu geben wäre , und wird ferner die Thatsache 2u
Grunde gelegt , dass bei Locomotivkesseln

0 = 1,2 bei durchschnittlich a 5 ͤund 4 100
ein erfahrungsmässig angemessener Werth ist , so sind durch diese zwei Werth⸗
systeme von 9, n und d die Constanten à und 5 bestimmt , und ergiebt sich für
alle Fälle ( Eisenblech als Material vorausgesetat ) :

3 ( 0,0014n 0,005 .4
Hiernach wäre , abgesehen von der Schwächung des Blechs durch die Niete , sowie
abgesehen von dem besonders bei kleineren Werthen von u verhältnissmässig
grösseren Einflusse des Eigengewichts und des Gewichts der Wasserfüllung :

für „ 1 2 3 4 9 6

E n 156 256 326
0

In Preussen war vorgeschrieben :
9 = H0,0015ud 4 0,26 Centim . ,

in Frankreich gilt die Regel :
9 =＋ Ṽ0,0018nd ＋ 0,3 Centim .

Diese Formeln unterscheiden sich von der obigen hauptsächlich dadurch , dass
dem Ausdrucke von statt eines mit wachsenden Summanden ein constanter
Summand beigefügt ist , was indessen weniger rationell erscheint ; denn auch
ohne inneren Ueberdruek , blos wegen der Belastung durch das eigene und das
Gewicht der Wasserfüllung , muss das Blech um s0 stärker genommen werden ,
je grösser der Durchmesser des Kessels ist .

282 . — Wenn eine geschlossene oder durch Befestigung an den Enden in
ihrer Deformation beschränkte Röhre einem à usseren Ueberdrucke ausgesetzt
ist , wie 2. B. die innere Heizröhre eines Pam pfkessels , so tritt an die Stelle
der Ausbauchung in der Mitte eine Einschnürung ; ausserdem findet aber der
Wesentliche Unterschied statt , dass , während zufällige Abweichungen von der
genauen Kreisform des Querschnitts durch inneren Druek vermindert werden ,
ein äusserer Druck sie umgekehrt vergrössert . Solche Abweichungen von der
genauen Kreisform sind besonders bei Röhren , welche , wie die Heizröhren von

Dampfkesseln , aus Blechtafeln zusammengenietet werden , kaum vermeidlich , und
es sind daher solche Röhren der Gefahr ausgesetat , durch den äusseren Ueber -
druck platt gedrückt , resp . infolge solcher Verbiegung zerknickt zu werden .
Es lüsst sich erwarten und wird durch die Erfahrung bestätigt , dass diese Gefahr
unter übrigens gleichen Umständen mit der Länge der Röhre wächst ; eine ratio -
nelle Formel für die nöthige Wandstärke müsste also ausser dem Ueberdrucke
und dem Durchmesser auch diese Länge enthalten . Die theoretische Ableitung
einer solchen Formel würde jedoch auf sehr grosse Schwierigkeiten führen , und
es sind deshalb Versuche , welche die Bildung einer empirischen Formel ge -
statten , hier von besonderem Werthe .

16 *
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Dergleichen Versuche sind von W. Fairbairn mit Röhren von 10 bis

48 Centim . Durchmesser und 48 bis 155 Centim . Länge angestellt worden , Welche

auf gewöhnliche Art aus Eisenblech zusammengenietet waren . Leider hatte das

Blech in den meisten Fällen die geringe Dicke von 1,1 Millimeter , während nur

4 Versuche mit Blechstärken von 3,2 bis 6,4 Millim . vorliegen ; der Einfluss der

Blechstärke konnte deshalb nicht so zuverlässig hervortreten , als wünschenswerth

gewesen würe . Die Röhren waren an den Enden durch starke gusseiserne Scheiben

geschlossen , welche ( entsprechend dem Zustande , in dem sich die Heizröhren von

Dampfkesseln befinden ) an ihrer gegenseitigen Annäherung infolge der Zusam -

mendrückung der Röhre gehindert waren ; durch ein engeres Rohr , welches in

eine der Endscheiben eingefügt war , communicirte der innere Raum der Ver—

suchsröhre mit der Atmosphäre , während der durch Wasser vermittels einer

Druckpumpe hervorgebrachte äussere Druck bis zur Zerstörung der Versuchs .

röhre allmählig gesteigert wurde .

Aus den Resultaten von im Ganzen 21 Versuchen wurde mittels der Methode Iin Pos

der kleinsten Quadrate vom Verfasser die folgende empirische Formel abgeleitet : “)
2.315

7790 s
Darin bedeutet :

die Länge in Centimetern ,
den Durchmesser in Centimetern ,

o die Blechstärke in Millimetern ,

n den Ueberdruck in Atmosphären , durch welchen die Röhre zerdrückt wird .

Weil indessen diese Formel die mit der kleinen Blechdicke von 1,1 Millim . an-

angestellten Versuche zwar gut , die für die praktische Anwendung wichtigeren
Versuche mit dickerem Blech indessen nicht genügend wiedergiebt , so wurde

noch eine zweite Formel hergestellt , welche den letzteren Versuchen genau ent -

spricht ; sie ist bei derselben Bedeutung der Buchstaben wie oben :

52. 081
u — 325

J651 . 4J889

Diese Formeln sind vorläufig nur als Nothbehelf zu betrachten ; je schwieri —

ger dergleichen Versuche anzustellen sind und je mehr dabei zufällige Umstände

einwirken können , desto mehr ist ihre Vervielfältigung nöthig , um das Gesetz

des Widerstandes äusserlich gedrückter Röhren mit Zuverlässigkeit erkennubar àu

machen . Unzweifelhaft ergiebt sich aber die Thatsache , dass mit zunehmen -

der Länge die Widerstandsfähigkeit solcher Röhren wesentlich ab⸗

nimmt , und es wurde deshalb von Fairbairn empfohlen , die Heizröhren der

Dampfkessel mit einigen starken Ringen aus Winkeleisen zu umgeben , um sie 80

gewissermassen in mehrere Röhren von geringerer Länge abzutheilen . “ )

J àLeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure , Bd. III , p. 234 , woselbst die Formeln
in englischem Mass und Gewicht entwickelt sind .

Fairbairn hat auch einige Zerreissungsversuche mit cylindrischen Röhren ausge -

lührt , welche einem inneren UDeberdrucke ausgesetzt waren ; dass sich dabei kein wesentlicher
Einffuss der Länge herausgestellt hat , kann bei den gänzlich verschiedenen Umständen nicht Wig
befremden .
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h. Kreisförmige ebhene Platte .

283 . — Der äussere Radius der Platte sei S i , die gleichförmige und
sehr kleine Dicke = . Am Rande liege die Platteim Vergleich mit

entweder ringsum lose auf , oder sie sei daselbst eingeklemmt . Die symme -
trische Belastung bestehe im Allgemeinen aus

1) einer im Mittelpunkte concentrirten und senkrecht zur Oberfläche
gerichteten Kraft B,
einem gleichförmig auf dieser Oberfläche vertheilten Normaldrucke

= ο pro Flächeneinheit ,
einer auf den Rand ( die cylindrische Umfläche ) gleichförmig ver -
theilten , radial wirkenden àAusseren Kraft 2 Yi Pro Flächeneinheit ,
also ν ’ pͥro Längeneinheit des Umfangs .

Ein positiver Werth von J entspreche der gleichen Richtung mit 5, ein
Positiver von

n
1 entspreche einem radial auswärts gerichteten Zuge .

Die verbogene Mittelfläche ist eine

Umdrehungsfläche , also bestimmt durch
ihre Meridianlinie ; letztere ( Fig . 38 ) sei

2. —bezogen auf die Coordinatenaxen OR,
I , deren Anfangspunkt C im Mittel -

punkte der noch nicht gebogenen Mittel -

02

4 fläche liegt , während O & radial gerichtet
Fig. 38. und C ( positiv nach der Richtung des

Ueberdruckes p) die geometrische Axe der Platte ist .

Wenn die Spannung c als sehr klein gegen o und o ver -

nachlässigt wird ( ebenso wie or in Nr . 276) , so ist nach Nr . 271 ( mit
4 statt ) :

26 26
0 ( ‚m ex T Eον] σ ＋ (èx ＋ mmep ) .8 m1 1

Wird ferner wieder mit / ( positiv nach der Richtung der positiven 2 - Axe )
die Entfernung eines beliebigen Punktes der Platte von ihrer Mittelfläche

bezeichnet und angenommen , dass eine ursprünglich zur Mittelfläche

senkrechte materielle Gerade auch bei der Biegung diese Eigen -
chaft behalte (ef . Nr . 276 ) , so jist , unter

IAD den Krümmungsradius der Meridianlinie und unter

Jei den Krümmungsradius des dazu senkrechten Normalschnitts der

Mittelflache ( S der Normale der Meridianlinie , bis zum Schnittpunkte mit

der - Axe gerechnet ) verstanden :

2

7 6

7 e
SSS 2 70 321 dan

5
vorausgesetzt , dass die Biegung sehr gering ist , so dass R und I im Ver -

gleich mit den Dimensionen der Platte sehr gross sind ; ese und ego sind
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dabei die Ausdehnungen der Mittelflache nach den Richtungen à und G.
13ο⏑ W(
2 νti

»B
10

Wei e
I

0 QÆ77 2 mοε α

Für / 0 , d. h. in der Mittelfläche , sind diese hier mit oοο und C % au

bezeichnenden Spannungen eben so gross , wie sie für jeden Wertli von /
sein würden , wenn die biegenden Kräfte P und = Null wären und nur Luge

die radiale Kraſt 1 auf den Rand der Platte wirkte ; dann wäre aber offen -

bar keine Tangentialspannung vorhanden und deshalb den allgemeinen
Gleichungen (J) in Nr . 229 zufolge ( bei dem Felilen äusserer Kräfte , die auf

die Masse selbst wirken ) die Normalspannung ç von irgend einem Punkte

aus nach irgend einer Richtung hin constant . Die somit einzeln constanten

Spannungen oο und o %οsind aber unter sich gleich , weil sie im Mittel -

punkte der Platte ( für 2= O) sich nicht unterscheiden können „*) und weil

wegen der Randbedingung oαο f⁊i ist , so ist auch

Die Einführung dieser Werthe giebt mit G2

11Ler

beleCVii

Uud481

59 0Cοο S P1.
Daraus folgt mit Rücksicht auf die obigen Ausdrücke von o und Gg:

SXO ν οοσ — Æεm
und somit :

m1 Y¹ —4ẽL In
V

4²²
22 NN5 ¹. IJdas ee GCον ＋

m 1 1 α 7n.
8α Q —ffο² ρii 0ο οt ˙ eÆ =7¹ — παυ]—„

284 . — Zur Bestimmung der Tangentialspannung 2 dient die zweite

der beiden Gleichgewichtsbedingungen in Nr . 270 :

e ( iecht )

dz 5 „****

Ihre Integration liefert mit Hülfe der obigen Ausdrücke von oσ und 09, S0-

8 J5
wie mit Rüicksicht darauf , dass à 0 ist für /A :

7¹
70

J² 4½ % /dsæ 1 4e E α
4 . ——ĩ — 8 — —.—— — — 0

- 1 8 (A005 dν ο da
Einer Bemerkung in Nr. 270 zufolge wird 2 hier negativ gefunden , weil der

rechte Winkel , den zwei von irgend einem Punkte aus nach den Richtungen
„ undeæs gezogene materielle Gerade bildeten , durch die Deformation der

Platte in einen stumpfen Winkel übergellt .

Nach der zweiten der beiden Gleichgewichtsbedingungen in Nr. 270 ergiebt sich
auch sofort mit L ο und = 0 für jeden Punkt :

JGοννο)
d

6 .0οο ᷓν 104



Zusammengesetate Elasticität und Festigkeit . 247

In den Ausdrücken von oσ ον und 2 bleibt noch die Funetion 2, d. h.

die Gleichung der Meridianlinie der gebogenen Mittelfläche zu bestimmen .

Die erste der beiden Gleichgewichtsbedingungen in Nr . 270 kann dazu nicht

dienen , weil sie mit der Vernachlässigung von o ihre Bedeutung verloren

hat ; dagegen lässt sie sich ersetzen durch die Bedingung des Gleichgewichts
zwischen der àusseren Belastung und den Tangentialspannungen am Rande

eines Plattenelements von endlicher Grösse , welches nämlich aus der Platte

herausgeschnitten wird durch eine um die - Axe mit dem Radius beschrie -

bene Cylinderfläche . S0 erhält man , unter 2 hinfort den Absolutwerth der

Tangentialspannung verstanden , die Bestimmungsgleichung :

Sd
2πρπfιν nαο ν ,

I

ihre Combination mit obigem Ausdrucke von 2 liefert :

3 J⁴ 4½% / E
und als Differentialgleichung der Meridianlinie :

6e 1 0²2 1 g mi i6

150Dα 4 —
dqas απ das v ε mn Fs 7R.

Ihre Integration *) giebt , wenn zur Abkürzung

m2 —1 6 m² 1 66 P
F57771373 5

m H Iis me VHlis 1

gesetzt wird :

1⁰ Dαά Cα

32 ＋ ＋ αο ο ν ldlus Re

325 4ᷓ⁰² 3 6 1 0 4

4 . 4 ( 201 5

d²2 4 5 0 1 0 4

d i8
4⁴²

＋ ( 20 2

von den Integrations - Constanten , d und e ist die letate durch die Lage

des Anfangspunktes , der die zusammengehörigen Werthe = ̃7 , 2 O ent -

sprechlien, bestimmt ; die Constante d ist verschieden , je naclidem die Platte

voll oder in der Mitte durch eine kreisförmige Oeflnung unterbrochen ist ;

die Constante c endlich ist von der Art der Unterstützung oder Befestigung

der Platte am äusseren Rande abhängig .

*) Wobei zu beachten , dass
d³ 2 1 d22

1
4²

und
4
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1. Volle Platte .

285 . — Die volle Platte kann nur so gebogen sein , dass die Meridian -

linie der Mittelfläche für 2 = 0 eine der 4 - Axe parallele Tangente hat ,
dass also 22 4

10für O: 0 . ¹0 ＋
5 * *

0 N.
Ga

ist , was nur dadurch möglich ist , dass d = 0 gesetzt wird . à )
Wenn ferner die Platte am Rande lose aufliegt , so muss für

und jedes / : oσνο?ε οεε Dπι ˙ sein . Diese Bedingung liefert :
E5 1 mÆI

02 ρftr ꝗ (Anr
).

4 un 1 4* 2

Ist aber die Platte am Rande eingeklemmt , und zwar so , dass
die Meridianlinie der Mittelfläche daselbst die - Axe berührt ( Fig . 39 ) , 80

6 erhält man aus der diesem Umstande
5 3 8 8

entsprechenden Bedingung , dass 75 0 Tene i

5 sein muss für n :

Fig. 39. 0 =◻＋Q 4 5 — 20
G. Auf die Oberfläche der Platte wirkt nur der Sleichförmig ver - I

theilte specifische Druck 3

286 . — Wenn die Constante eder Bedingung gemäss bestimmt wird ,
dass ε ο οεν O zusammengehörige Werthe sind , erhält man mit 5 0

( entsprechend Y⸗= 0 ) und d = 0 als Gleichung der Meridianlinie nach Nr . 284 :
*̇ ＋α 72 —42

3 — ( 6 — — 5
8

Nach Nr . 283 ist ferner :

4 833 0

5 ＋ 8
4 ＋ — 7

ee ee

e e

Ji
Diese Ausdehnungen sind am grössten für à O oder 4 ν und 22＋＋72

und weil ebendaselbst 2 = 0 ist , so sind sie Hauptausdehnungen . Ein noch

grösserer Absolutwerth von & könnte nur dort vielleicht stattfinden , wo
3 J . 4 %

*

am grössten ist , nämlich :

3 *
F1 „ „ 0

„ „ 0 5 9
) Den für = 0 in unbestimmter Form erscheinenden Werth W. —

4Inν ÆντνO. n0 0 = ο )
findet man nach bekannter Methode 0.
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obgleich sich analog dem Verhalten dünner Stäbe erwarten lässt , dass auch

hier bei der dünnen Platte die durch die Tangentialspannungen bedingten

Ausdehnungen von untergeordneter Grössenordnung sind im Vergleich mit

denjenigen , welche von der Biegung abhängen .

287 . — Wenn insbesondere die Platte am Rande lose aufliegt

und die radiale zussere Kraft am Rande fehlt , also 51 = 0 jist, 80

wird mit 1n * ů 1 3Zm＋1
5 und 49˙23

2 LIis 4J In

(ct . Fr . 284 und 285 ) die Gleichung der Meridianlinie :

3 m¹ ⏑² ̃˙ 5ατ＋?? ιf „
16 Vis ( mFI 6) b - en

mit & = 0 ergiebt sich daraus die Durchbiegung der Platte in der Mitte :

3 ( m=I ) ( 5m＋I ) 5¹
8 mE

3 39— 7⁰ 3U˙ Er
nnJi Earf ae 9

mn1 7 Z3mꝗ＋1 .
98—̟̇ ꝗ＋ . . . . .2⁰ 4 uin? 1

5

Ferner ist :

FüfßFFß ˖ sind beide Werthe absolut genommen am grössten ,

und zwar gleich gross , nämlich :

— 3 ( m =1) ( Zmπ
maæ . ( L 8) 0 —

8
—

77 PD.

An den Stellen ( 2 2 ν,² = , wWo 2 am grössten 11 ist , sind 62 und C%

—VFull , und es ist deshalb ebendaselbst nach Nr . 169 :

m＋＋1 3 m＋1
E. ( BEohf Fr .mau . e un

Sofern
7

nach der Voraussetzung eine grosse Zahl ist , hat jedoch dieses
2

Maximum am Rande der Platte eine untergeordnete Grösse im Vergleich mit

mad . ( Ve) , in den NMittelpunkten der beiden Plattenoberflächen , welches

letztere Sonach das J zu setzende Maximum des Absolutwerthes von He

überhaupt ist .

Insbesondere mit m S3 ist :

2 5 5
20 ; Rük . ( Ee) = g . 5
5 3 Els

4.. ( Be ) 2＋

und mit mad . ( Le ) I die nöthige Dieke der Platte :

—
55

288 . — Für die am Rande eingeklemmte Platte ist mit

16 1
uüneeee

7˙ . Vilis 1 4
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(ef . Nr . 284 und 285 ) die Gleichung der Meridianlinie der gebogenen Mittel - A L

fläche :

ee

I⁰ LI50 i88l
und mit ⸗= O die Durchbiegung in der Mitte : 1

3 m ο
15 m EI

Ferner ist :

* —1 3 n. - 1 50 ul, ven
2 — 33²„ e 5 e

Daumhives
m1 3 n

Ee 11 4
4 —1 56 — 42＋ .

Ist pi positiv ( oder Nulh, so ist Ler absolut genommen am grössten für

J1 J5
* = 0 , / und für & ½ 27 Bes fur m 0, / 2

und awar

ist dieses Maximum von Les dem Maximum von Le , gleich , nämlich :
— 3 m2- 1 72

mdd . ( He ) 0 *. 0577¹— — 5 7⁴

während das zweite Maximum von Ees :

* —1 3 m² 1 7˙2
mdæ . ( Lex ) 1 — — ＋EeD1 4 II

noch grösser , mithin der untergeordneten Grösse von 2 wegen das I zu
setzende Maximum des Absolutwerthes von Le überhaupt ist .

Insbesondere mit m S 3 jist :

1 P
20O6 Eis e , ( ELe )= pi 30

Ist noch 51 =O, 8o ist für hαα . ( Ve ) S le die 0 Dicke der Platte : 1

ö 53 3

289 . — Im Falle der vorigen Nummer befinden sich u. A. die ebenen

Platten , durch welche ein dem inneren Ueberdrucke ) pro
Flächeneinheit ausgesetzter Hohleylinder an den Enden ge —
schlossen ist , falls in Betreff der cylindrischen Rohrwand die Voraus -

setzung der Nr . 278 sich erfüllt findet , dass die Meridianlinie ihrer Mittel -
fläche an den Enden keine Neigung gegen die Axe erleidet . Ist die Länge
des Hohleylinders 21 , so ist in diesem Falle :

7
3 25 AUmgent

folglich nach Ir . 288 :

MNAd-. ( Vs) 3 6
3 m* ＋1 1 7

0m N U.
insbesondere mit = 3:

mar . (NLe) 7 ( — P.
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Mit n 23 ist aber für die cylindrische Wand nach Nr . 280 :

˙4 .
maut. ( Le) n 1,8 S

und es müsste sonach , wenn beide Theile ( die Bodenplatten und die eylin -

drische Wand ) gleich stark in Anspruch genommen werden sollen ,

0 81
U A R

5 3
und , wenn auch — nur klein gegen 1

ist ( wie bei einem cylindrischen
7 4

Dampfkessel ) , doch 5 0

sein . Für einen DPampfkessel insbesondere würde mit

0
00014 4 0005 ( Nr . 281 )

47

daraus folgen : J 1
— — —

0 1J5,4 ( 0,0014u ＋0,005 )

2. B. fir 2 5 4 5 6

J
5,34 4,86 4,45 4,17 3,93 3,70 .

0

Wegen dieser verhältnissmässig grossen Dicke , welche sie erhalten

müssten , sind ebene Böden bei Dampfkesseln möglichst zu vermeiden , sofern

sie nicht durch Feuerröhren unterbrochen und gestützt werden . à “ )

8. Die Platte ist nur durch die in der Mitte angreifende Einzelkraft 1

Helastet .

290 . — Die Gleichung der Meridianlinie der gebogenen Mittelfläche er -

giebt sich nach Fr . 284 mit 4 = 0 ( lentsprechend ꝓ 0),5 d = 0 nach Nr . 285

und wenn die Constante « der Bedingung gemäss bestimmt wird , dass à = v

= 0 zusammengehörige Werthe sind :

32 85 P2 ( nν 1 ) 4 ( α 1l — 4 ( —4 ) .

Jach Nr . 283 ist ferner , wenn keine radiale Kraft auf den Rand

der Platte wirkt , also P1 O jist :

0 1 0

2 ( 2 15 2 4

1 9.5
6α22Q 2 (la — 2 A* 2 ＋.

Die Tangentialspannung 2 ist in der Mittelfläche ( / 0) , woselbst sie am

3 P

1 775 (Jr . 284) .grössten ist :

) Eine rationelle Untersuchung der Anstrengung , welche die gewöhnlich ausgeführten

gewolbten Böden auszuhalten haben , ist , soviel bekannt , zur Zeit noch nicht geliefort; dass

dieselben , wenn sie auch nach Kugelcalotten gekrümmt werden , doch Wesentlich anders

wie Theile voller Kugelschalen sich Verhalten , ist selbstverständlich .
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Im Mittelpunkte der Platte ( 2 = 0 ) werden e eνε‚ und 20 unendlich gross ,
und es ist also nöthig , dass die belastende Kraft P auf eine , wenn schon
kleine , so doch endliche Fläche oder Linie vertheilt sei , 2. B. auf eine zur
Plattenoberfläche concentrische Kreisfläche oder Kreislinie mit dem Radius Fo.

Ist in diesem Falle 9 nur hinlänglich klein , etwa
167

80 kann die obige

Gleichung für 2 noch mit genügender Annäherung als Gleichung der ganzen8 8 8 8 8 8
gebogenen Mittelfläche gelten , während die Ausdrücke von ex, ép und 20
wenigstens für ½ο niicht wesentlich fehlerhaft sein können und dann auch 98
die gefährlichste Wirkung der Belastung nur für S 7 gesucht zu werdei Dedast
braucht .

169

291 . — Wenn insbesondere die Platte am Rande lose aufliegt , M
80 wird mit

N¹6 1 mn 1
7712 757—5 5

und 2 00 (u, ＋

(ef . Nr . 284 und 285 ) die Gleichung der Meridianlinie :

ä
F „

daraus mit 0 die Durchbiegung der Plattè in der Mitte :
35

Fen
Ferner ist :

3
*33X 7

23 7˙²2
L 2 — — 7/.

7r 5

5 Bei
Beide Werthe sind am grössten für / und 2 ο d(ef. Nr . 290 )8 7 2 0 **

3Gann, vund zwar ist das Maximum von Bes der grösste Werth von Be überhaupt :
7 3 Rm 1/ , „ n 5

2 ms 7*0
8

75 ＋ 10 ⁴²
indem auch der dem Maximum von 20 entsprechende relativ grösste Wertl .
von Je , nämlich (ef. Nr . 169 ) :

mÆI Idesαt .,.t 7⁰ — — — 2
77 1

bei verhältnissmässig kleiner Plattendicke stets wesentlich Kkleiner ist .
Insbesondere mit m = 3 ist :

5 ν
20 3Jſr Hjñ

80 1 23
ma . ( Le ) (3 I¹e ＋ 1 1

Iun＋1 2 lmdb . ο Q e=— e ÆIi . 9
„ P ee 0 B0
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Z. B. f 10 40 50

iSt Ppscub. ( Ee ) = 4,07 499 5,53 5,92 6,22 . —

0,407 0,250 0,184 0,148 0,124 . L mad . ( )J

d. 1. resp . 4,88 5,99 6,64 7,10 7,46

mal so gross , als der Maximalwerthi von LEe bei gleichförmiger Vertheilung

der Belastung P = ε νννο zauf der Platte (ef . No . 287 ) , während die Durch -

biegung 20 hier 2,5 mal so gross ist , als in jenem Falle .

292 . — Für die am Rande eingeklemmte Platte ist mit

m² —1 6 PP 1
5n2 uund = 5 un˙ .

m Hlis 7r 2

die Gleichung der Meridianlinie :

I 2
= νισ — — ρ 2νονννe αεe = ]

477 m Hlis 7.

daraus mit = O die Durchbiegung in der Mitte :

3 „ ꝗ = 1 Prꝛ

CCCC .

Ferner ijst :
2 1 P 23 7¹⁰ 7

ERER 40

3 m , „
ln . J

1 ε ν

75
Beide Werthe sind am grössten für / 2

2
und στο ‚ uwenigstens

dann , wenn — 7,39 ist , widrigenfalls der Maximalwerth von es am
1˙0

Rande für = stattfinden würde ) , und zwar ist das Maximum von Zes der

grösste Werth von Jè überhaupt :
3 mm. =I „ „

mna . ( ILEοαπιεινεεεεε⏑Q Æενμσ ln ι23 277 mꝛ⁊ 7˙˙ J1²

Insbesondere mit n = 3 ist :

3 Pre 4
20ε ] mdα . (Le) ln . νGe 3ůͤ ‚αν

2. B. fur — 10 » 660
0

52
mamꝶ. ( Le ) 3,07 3,99 4,53 4,92 5,22 .

7 7

d. i. resp . 4,60 5,99 6,80 7,38 7,83

mal so gross , als der Maximalwerth von Le bei gleichförmiger Vertheilung
der Belastung Pπννννν auf der Platte (ef. Nr . 288 für 1 0) . Die Durch -

biegung o ist 4mal so gross , als in jenem Falle oder ebenso gross , wie bei

gleichförmiger Belastung und freier Auflage des Plattenrandes ( Jr . 287) .

67
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2. Durchbrochene Platte .

293 . — Damit die Symmetrie gewahrt , d. h. die Platte ein Umdrehungs -
körper bleibe , wird eine concentrische kreisförmige Durchbrechung vorausge -

setzt , also eine ringförmige ebene Platte , deren äusserer und innerer
Radius resp . ν und vv sein möge .

Dergleichen durchbrochene Platten kommen im Maschinenbau u. A. vor
als Deckelplatten von Hohlcylindern Dampfmaschinen - Cylindern ete . )
mit einer centralen Oeffnung für den Durchgang einer runden

Stange ( Kolbenstange ) oder als Endplatten cylindrischer Dampf —
kessel , welche mit einer inneren Feuerröhre versehen sind ;
ist auch im letzteren Falle die Feuerröhre nicht concentrisch mit dem Kessel ,
sondern nach Unten hin gerückt , so wird doch immerhin die Untersuchung
der ebenen Endplatte unter der Voraussetzung einer centralen Durchbrechung
einen nützlichen Anhaltspunkt für die Beurtheilung ihrer nur sehr schwierig
genau zu untersuchenden Anstrengung auch bei excentrischer Durchbrechung
durch die Feuerröhre gewähren .

In beiden genannten Fällen ist die Platte einem gleichförmig vertheilten
Normaldrucke unterworfen , welcher , wie im Vorhergehenden , mit / pro
Fläücheneinheit bezeichnet wird ; ist auch streng genommen im einen Falle

( Cylinderdeckel ) der äussere , im anderen ( Kesselboden ) der àussere und
innere Plattenrand zugleich noch einer radial gerichteten Ausseren Zugkraft
unterworfen , so ist diese doch immer nur von untergeordnetem Einflusse und
wird deshalb hier (ef . Nr . 283 ) 51 0 gesetzt . In beiden Fällen ist ferner
die ringförmige Platte am äusseren Rande als fest eingeklemmt zu betrach -

ten , während der innere Rand im einen Falle nach der Axe verschiebbar ,
im anderen gleichfalls fest eingeklemmt ist . Auf diese zwei Fülle beschränkt
sich die folgende Untersuchung , welcher die Formeln in Nr . 283 und 284 zu
Grunde gelegt werden können ; in denselben ist

„
zu setzen , wenn auf den beweglichen inneren Rand der Platte
keine nach der Axe gerichtete Kraft wirkt , wie zunächst in den

beiden folgenden Nummern angenommen wird .

294 . — Bei der ringförmigen ebenen Platte , welche am äus —

seren Rande fest eingeklemmt , am inneren ganz frei ist , sind

die Constanten und ( Fr . 284 ) dadurch bestimmt , dass

de
„ iie e
da

und o O „ „ = v70 und jeden Werth von .
Daraus ergiebt sich mit Rücksicht auf Nr . 283 und 284 und wenn zur

Abkürzung * 40 01 — ( 49 — — D
73 77

7 32 N - — —. —
1 .

m1 1˙

Verihe vou

Oberffüche

es ist all

f. b. 8 0

I Kleiner06

Bei eh
Durchhrochn

eitt , qasz

UlgendenV
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gesetat wird :

1 1 1

1＋ 5[0¹ 4N˙² a ; d dgr

2 — [135 —9 472 (15 — ) — U

1570 5
3 m²⁰—⁰- 223 m 5 1—585 — 47˙ 115 ＋ 5 804 m2

Die Constante e 15 284 ) würde nur dann in Betracht kommen , wenn

die Biegung der Platte , d. h. die Abweichung eines Punktes der Mittel -

fläche von der ursprünglichen Mittelebene berechnet werden sollte , worauf

es hier nicht ankommt .

1 2
—( 44K

Mit m 3, also 4 - - N
1

4 88 27¹²

* 12
7

findet man für / = ρσ und

0,2 0 ,

＋ Fo:
= Ee 0,890 0,686 0,294 . 3 J³ U

( Een 2,670 2,058 0,882 . „ Is ( Eeq )
nse nn ns ,

dDe Null .

Für kleinere Werthe von 2 ist also é&ο am inneren Rande , für grössere

Werthe von „ dagegen éec am äusseren Rande , und zwar immer an der

J
Oberfläche (52 4 ) der Platte die grösste Ausdehnung Überhaupt , oder

es ist allgemein :
( 3 m2 - 1 72 9

3 5

7² 1 uaA1g ' n 68 ( 5 —1) 72

3
7² ( 1 - 2α νον

d. h. dem ersten oder zweiten dieser beiden Ausdrücke , jenachdem

„ kleiner oder grösser und somit der erste oder zweite Ausdruck der

grössere ist . —

3ei einem Cylinderdeckel wird übrigens der Rand der centralen

Durchbrechung durch die sich hier anschliessende Stopfbüchse der Art abge -

steilt , dass die Art seiner Biegung sich derjenigen nähert , welche in der

lolgenden Nummer besprochen wird .

ndu . Ve )

5

) Diese Ausdrücke von Ees und L. e stimmen , wie es sein muss , mit denen überein ,
8 in Nr. 288 für die volle Kreisformige Platte ' erhalten wurden , wenn ◻ ̃ gesetat

wird , wodurch auch 4 0 wird .
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295 . — Bei der am äusseren Rande fest und am innéren in

einer beweglichen Hülse eingeklemmten ringförmigen ebenen

Platte sind die Constanten und J ( Tr . 284 ) bestimmt durch :

UJa

Daraus ergiebt sich mit Rücksicht auf Nr . 283 und 284 und wenn zur

Abkürzung

O für und

1
1 — (4ʃ. — ＋1 7¹²

70 8 7¹
, ‚1*

53
0

1

7¹²

gesetzt wird :

6 35 1 4

2
— 8¹ ＋1

47¹² ( ) ＋4
* 2 4—d 0 00

Eex 3 478(l85 1 7

8 2 7.
4

Les = A4Nlνe ρ ασ◻ε⏑ 17 . *)5 7 K

Mit = 3 findeét man für / 2
und

„ „ 1 0,2 0,4

0 4 8 1 7˙2
„ „ . . . · „„5 3 7

* νι Her = 1,942 1,781 1,263 . „

Ees ist an beiden Rändern 0 , und es ist sonach ꝓ éx für à und

J.
ν 4 2 der grösste Absolutwerth von ł überhaupt :

3 2
md . ( Le ) — —555 75 ( 2 27½˙ —a ) p.

Damit , wie diese Rechnung voraussetzt , auf den inneren Rand der Platte

keine nach der Axe gerichtete Kraft wirke , müssen beide Ränder nach der

Richtung der Axe gegenseitig verschiebbar sein ; bei dem Cylinderdeckel

ist dies der Fall , indem die Stopf büchse , mit welcher der innere Deckelrand

fest verbunden ist , längs der Kolbenstange gleiten kann .

296 . — Wenn aber die durchbrochene Platte an beiden Kändern

lest eingeklemmt ist , so dass diese Ränder sich nicht nach der Richtung

der Axe gegeneinander verschieben können , so ist J , also auch h eine vorläufig

unbekannte Constante ; die im Ausdrucke von à Fr . 284 ) vorkommenden 4 Con -

stanten Y, c, d, &sind aber dadurch bestimmt , dass

dæ
» und O ist für r und rFo-

1¹

*) Mit n = O, also d Æ 0, stimmen auch diese Ausdrücke , wie es sein muss , mit
denen Überein , welche in Nr. 288 für die volle kreisförmige Platte erhalten wurden .
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Demgemüäss ergiebt sich mit Rücksicht auf Nr . 283 und 284 und wenn

1
1

*
14＋4 un˙ —

7⁰ 4
1 —

3 1 2

gesetzt wird :
1 2

6 1 0 1 1 25

2 — 8 6an ; 2
R6 ( 5

1
In ——

e
7⁰

1
I 5

2 N.
„ „

Der grösste Absolutwerth von e ist unter den Werthen von és an den

3 *

72 5
Rändern der Platte für / 4 εε

vu suchen ( e% ist hier natürlich wieder

13
= eiu 2

ist :

2
5

1

7
3 m - 1 72

1475
* ＋* 0.

e ee e
J¹

ü

1

3 mꝛ 1 7˙2 1 77—55
XEETT. TT. . T. . —2

l

J.
Hiernach findet man für / 5 2. B. mit

03 0,4 0,5

3 3 m² 1 7˙2
4 ανο HLe, = 0,4557 0,3043 0,1976 .

2 τ. w Hex 052779 0,2096 0,1492 3
V

Woraus zu schliessen , dass é für / α am inneren Rande der Platte

der grösste Absolutwerth von e Überhaupt ist . Das relative Maximum von e

an einer gewissen mittleren Stelle , woselbst die Platte entgegengesetzt ge -
17

Grashof , Festigkeitslehre .

———
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bogen ist , wie an den Rändern , ist nämlich immer wesentlich kleiner ; dieses
Maximum findet statt für

*

worin

gesetzt ist . Man findet hiernach 2z. B.
ur 0 , 0,5

*. 656106 0,6710 0,7331 . 7
V 3 mn 1 72

und fur / —
2 : Les = 0,1630 0,1202 00834. 4. X 337²²

297 . — In dem Falle der vorigen Nummer würden sich die ebenen End -
platten eines mit einer inneren Feuèerröhre versehenen Dampfkessels
befinden , wenn diese Röhre , welche etwa halb so weit wie der Kessel zu sein
Ppflegt , gerade in der Mitte des letzteren lige . Wird aber mit Rücksicht auf die
excentrische Lage des Feuerrohrs sein Durchmesser nur — 0,4 des Kesseldurch -
messers gesetzt , so lässt sich mit „ 0,4 die grösste Anstrengung der Endplatte ,
welche jedenfalls an ihrem mit dem Feuerrohre vernieteten inneren Rande statt -
findet , mit m ν 3 2zu

maæ. ( Ee ) = 053043 . 0,2028
75

ν c (0,2029 7² 7

schätzen . Gleichfalls mit m = 3 ist dagegen die grösste Anstrengung des cylin -
drischen Blechmantels nach Nr. 280 :

mdd. ( Ee ) 1,805 5
unter die Dicke des hierzu verwendeten Blechs verstanden . Die Nietlöcher
schwächen beide Theile , resp . erhöhen ihre Anstrengungen nahezu in gleichem
Grade , und die Gleichsetzung beider Werthe von mad . ( Le ) liefert :

J¹⁵ 8 27
2 ᷣ0,0562 —

92 0

( 0,0014n ＋ 0,005 (ef. Nr. 281 ) :

71
3

7 V4 50
Dabei isten der innere Ueberdruck in Atmosphären , und man findet 2. B.

2 3 4 5 6
J 07 ＋ 2,96 2,68 247 230 2,16 2,05 .

1 — 0
oder mit 3

2

0
Freilich verursachen die Winkeleisen , welche die Verbindung der Endplatte

mit dem äusseren Blechmantel und dem inneren Feuerrohre Vermitteln , eine we—
sentliche Absteifung der ersteren , und wenn mit Rücksicht darauf ihre grösste
Anstrengung entsprechend n = 0,5 und mn = 3 nur mit

317 5 99
12 ai 7¹ L ( Fr . 296 )

3
Rei ( ER 01976 . — —

277².

II, Moich

aus den 6
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in Rechnung gebracht wird , ergiebt die der obigen analoge Vergleichung :
365

Ian 885dit 5 6
N

0

Immerhin würde es also nöthig sein , zu den ebenen Eudplatten , wenn sie nicht
stärker angestrengt werden sollen , als die cylindrische äussere Kesselwe and , etwa
doppelt so dickes Blech zu verwenden , wie zu dieser .

2,39 2,16 1,99 1,85 1,74 1. 65.

III . Beliebige ebene Platte bei gleichförmig vertheilter Belastung .

a . Allgemeine Formeln .

298 . — Die verhältnissmässig sehr kleine Dicke der Platte sei , wie
in Nr . 283 , mit J7, der auf der Oberfläche gleichförmig vertheilte äussere
Normaldruck mit pro Flächeneinheit bezeichnet . Ausser ihm mögen im

Allgemeinen auch auf den Rand der Platte äussere Kräfte nach der Rich -

tung der Mittelfläche wirken , jedoch so , dass die Ausdehnung , welche da -

durch nach einer gewissen Richtung in der Mittelfläche hervorgerufen wird ,
für alle Punkte derselben gleich gross ist .

Die verbogene Mittelfläche werde auf ein rechtwinkeliges Axensystem

ON , Cy , berogen , so dass die à % Ebene mit der ursprünglich ebenen

Mittelfläche zusammenfällt und die positive 2 - Axe die Richtung des àusseren

Normaldrucks Y hat . Wenn nun wieder , wie in Nr . 283 , die Spannung

C als sehr klein gegen oz und oh vernachlässigt wird , so folgt
aus den Gleichungen :

26 ( 7 0
50 % 26 ( 6 5 — 1e Ex ＋ Ey T E½ ( Nr. 227 )

C, 20 (e,5 — —
it 0 13

nn.
26

7¹
70 „ „ CF . 8mit 0½ uUn 1 1

A
²1

5

38 1
5 6 505 0% A (5 % ͤ

Wenn ferner hier mit ( positiyv nach der Richtung der positiven - Axe )
die Entfernung eines beliebigen Punktes der Platte von ihrer Mittelfläche

bezeichnet und wie in Nr . 283 angenommen wird , dass eine ursprüng -

lich zur Mittelfläche senkrechte materielle Gerade auch bei

der Biegung diese Eigenschaft behalte , so ist , unter

Oden Krümmungsradius des der æ - Axe parallelen und unter

„ 1 5 2 „ Axe 1
17²
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Normalschnitts der Mittelfläche im Punkte 4 , verstanden , beide absolut

genommen :

E4
0

Dabei gelten die oberen oder unteren Zeichen , jenachdem die betreffenden

Normalschnitte nach der Seite der positiven 2 - Axe convex oder concav sind ;

0y

exo und se sind die als constant vorausgesetzten Ausdelmungen der Mittel -

fläche selbst nach den Richtungen auund / Der analytische Ausdruck von

O& ist vollständig :
9 N GN2 5

5
* 15 270 8 5

VSZJ

77 78
6082 ＋ 2

dad / C0ICο⁰,αν’ - ͥ
7

00⁸2 U1

Unter 4 und ù/ die Winkel verstanden , welche die Tangente des der A- Axe W0

parallelen Normalschnitts beziehungsweise mit der - Axe und der / - Axe

bildet , und Wwo das obere oder untere Zeichen unter denselben Umständen

gilt , wie im obigen Ausdrucke von &. Wenn aber , wie hier vorausgesetzt

wird , die Krümmung der Mittelfliche sehr gering ist , so sind

de

5110
den , also näherungsweise :

und cos , schr klein , cosS , ist sehr wenig von der Einheit verschie -

33 185
＋νναυ ; desgl . IurR

mithin :

0
1 d22

ö
33 5 715 6h, ,

0 22
— 54 70Eu

4
0 0 1 ö 753 0

Dabei sind die Wert

1 1 99
0C* ＋λ ( E 7%0 und C = A 0 4 %0

die Normalspannungen in der Mittelfläche nach den Richtungen der α- Axe

und der / - Axe .
Da ss und e5 constant sind , so folgt aus den obigen Ausdrücken von -

1 6und ey 47
mit Rücksicht auf die Geringfügigkeit der Biegung und wenn die 2 - Axe an uulddie

den ursprünglich in ihr gelegenen materiellen Punkt der Mittelfläche fixirt

gedacht wird :

5 ◻α Eεο Ꝙ οοννοο ν ν8
dαν 695

und damit (ef . Nr . 229 , Gl . VI : Welche
8 J ( 122

6 4⁰



JZusammengesetzte Elasticiti Lestigkeinmengesetzte Elasticität und Festigkeit . 261

Aus den früheren Untersuchungen dünner Platten wie dünner Stäbe ist zu
schliessen , dass auch hier z6 und zy nicht minder wie oν von untergeordneter
Grösse sind ; wenn somit nur die im Obigen ausgedrückten Spannungen

OXx, Cy und 22

berücksichtigt werden , so liegt damit der in Nr . 231 betraclitete Specialfall

vor , demzufolge die Hauptausdehnungen ei , è2 und és bestimmt sind durch :

Lei

ä
E ( ⸗In( Kon * zm 6 l .

Die absolut genommen grösste von ilinen ist è2 oder és , jenachdem o &＋ oy

Positiv oder negativ ist ; beide finden parallel der Mittelfläche statt , da ei die

Ausdehnung senkrecht zur Mittelfläche ez ist .

299 . — Damit die Spannungen oαπν ον und 22 für einen gegebenen Punkt

( 4, / der Platte durch die Formeln der vorigen Nummer bestimmt seien ,

muss man 2 als Function von 4 und / , d. h. die Gleichung der gebo -

genen Mittelfläche kennen . Ihre Differentialgleichung wird gefunden
mit Hülfe der allgemeinen Gleichungen ( ) in Nr . 229 , worin

XSFVYE E O und dæ 30

zu setzen ist : 0
A 0

. 4 6499

dοον 6 I7 Cx
t Ae e

60 ,

Wenn man in den beiden ersten dieser Gleichungen für og , ö und 22

die Werthe aus Nr . 298 substituirt , dann in Beziehung auf o integrirt und

I
berücksichtigt , dass 2u und 25 an der Oberfläche der Platte (ar *7)2

da 2 v2 /

d %²ν
³4 92 74

Ach) “( 2 8 )
und die Einführung dieser Ausdrücke in die Gleichung :

0

= Null sein miissen , so ergiebt sich :

. 2

⁴i„Fehe.1 %ο 0 ,

— —
welche wegen 2

2

do 0 ◻οοο

J¹
2
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durch Integration der dritten der Gleichungen ( ) nach v erhalten wird ,
liefert endlich :

C⁴ 125
＋ 2 — 35Guld dſο 9 G 47/¹⁸

Das Integral dieser partiellen Differentialgleichung liisst sich darstellen
unter der Form :

2 4 —5½) ( 0 — = ½ ＋ ( ½) ꝙ̃ ( α ＋. νννν ν ]

O ανιανν ) ν ν ν Ji ) 1 Unendlicht

( 4 = E , worin unmittelbar die in Nr. 287 und 288 gefundenen Gleichun -
gen der gebogenen Mittelfläche einer Kreistörmigen Platte enthalten sind , M.
wenn / = 0 und die willkürlichen Functionen ꝙ, / / O, sämmtlich 0 Wötel
gesetzt werden . “ )

Ein particuläres Integral von algebraischer Form wird erhalten , wenn
( ef Nr . 244 ) gesetzt wird :

9Cα νο Yννινα²νν e Ji ) 380 5 ＋ G¹ ＋ 517/ ＋ d e 92 2¹ο J,0O (αοαονν α ανασ iνf⁰
.

1 14,4 20
5

bs 9
＋ ds (4˙3 3 %2 ) ＋ 63 ( 3² , —/8 ) 4.

＋ d. ( 4eᷣ 6½ KCA ) 51α . ν A
Die Constanten sind durch die Umfangsbedingungen bestimmt , d. h. durch
die Form der Platte und durch die Art ihrer Unterstützung oder Befestigung
am Rande , event . auch an gewissen mittleren Stellen .

*
h. Die Platte ist in Bezichung auf zwei sich recht⸗

Winkelig schneidende Normalebhenen Symmetrisch geſormt
und unterstützt oder beſestigt .

L300 . — In Bezichung auf diese beiden Ebenen , welche als 32 - EbeneD 7 Nr. 300und /s - Ebene angenommen werden , ist dann auch die gebogene Mittelfläche
symmetrisch , weshalb in dem algebraischen Ausdrucke von 2 nur Glieder
mit geraden Potenzen von und / vorkommen können , mithin zu setzen ist :

3
3 ² 4. —/2 ) (02-42. 4 iſeο . . οοονννάi 64,/7J ) f . . A1648 “ 8 5

Ilnen
＋ AI0˙ . = U ＋ dνιt 6ετνσνẽ ) αν] —Y⁴n＋ d ( 15 4, % ＋ 15½ % —%) P . .

gesetzt .
) Um diese Gleichung für 2à als der obigen Differentialgleichung entsprechend zu

Verificiren , kann man bemerken , dass letztere zu zerlegen ist in die beiden Gleichungen
(1 Tfi 12＋⁊7J 12 0²2 ²6

d ꝗαοννι Sedetzt
6f,＋ öWegen == 8 für 7 = (a2 12 272) ( 52 —4 72 3„ 1 . 4 3

lielert:626 4
153und 4 ＋⁰ο ) ονεαe= νά]) ſ(ef. Nr. 244 ) Undsomit;4399R 8 4 5 * 8 5 8

folgt aber aus dem angefühlrten Ausdrucke von 2:
5 — 8 „ 5 2 ＋. 52

5 51 2 W ee e = ½
D8 ( .und daraus sofort : 1425

GC 4g4-οl 4I—¹⁸ Nuddureh
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oder auch mit Zusammenfassung gleichartiger Glieder :

375 6
45 Aa r R¹ f üüe

＋J2ά8 ＋ 5( 092 272 ) 4ç ＋ 5 ( / 292 ) ˙⁷—. 4 ＋ 927/8 ＋P. .

Jede Gruppe von Gliedern von einer höheren Ordnung bringt dabei nur je
2 nèue Constante mit sich .

1. Unendliche Platte , welche in den Knotenpunkten eines Systems von

rechteckigen Feldern festgehalten wird .

301 . — Wenn man in der Mittelebene einer unendlichen Platte zwei

Systeme sich rechtwinkelig schneidender gerader Parallellinien gezogen denkt

so dass je zwei auf einander folgende Gerade des einen Systems den

gleichen Abstand 24 , des anderen Systems den gleichen Abstand 25 haben ,

5 so seien die Durchschnittspunkte dieser Geraden in

f5 ihrer gemeinschaftlichen Ebene festgehalten , während

übrigens eine beliebige Verbiegung aus dieser Ebene

4 heraus stattfinden kann . Alle so gebildete rechteckige

Felder wie 45 C , Fig . 40 , verhalten sich gleich ,

6 Kund es bezieht sich die Untersuchung nur auf ein

ö solches Feld ; die % - Ebene wird in der festen

Ebene angenommen , der Anfangspunkt C im Mittel -

punkte des betrachteten Feldes , die - Axe parallel

den Seiten 26 , die / - Axe parallel den Seiten 25

desselben .

Zur Bestimmung der constanten Coefficienten im Ausdrucke von 2

( Fr . 300 ) dienen zunächst die Bedingungen , dass

2 8
4

0 sein muss für fτ rf˙ und jeden Werth von ½

2

647 45 „5 νεν ＋ 0 1 1 3

ihnen wird entsprochen , wenn

7½; 92 und alle folgenden Coefficienten 0

gesetzt werden , wenn ferner

8
—9A i

Die fernere Bedingung :

I dινσνυν 9I

gesetat wird .

liefert :

und somit wird :

375 8J6. I ta .

Die Coefficienten
Vi

und 9 welche Functionen von 4 und “ sein können— 9¹5 0
8

sind durch die Relation : /1 ＋πe 3
noch nicht bestimmt ; diese Unbestimmt -
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heit wird indessen eingeschränkt durch die Erwägung , dass , wenn man mit

O die der / - Axe parallelen Punktreihen zu festen Geraden zusammen

rücken lässt , wodurch , weil dann wegen / = 52 auch / 0 gesetzt Wer

den muss ,

( 42— 4 Æ
iö 16 . m Hſis .

wird , diese Gleichung offenbar übereinstimmen muss mit der auf die ent -

sprechenden Axen bezogenen Gleichung der elastischen Linie eines beider -

seits unter den Richtungswinkeln = Null eingeklemmten geraden Stabes von
der Länge 2 4, welcher bei rechteckigem Querschnitte von beliebiger Breite

und von der Höhe /½ durch den constanten Druck / ) auf die Einheit der

Oberfläche belastet ist . Diese letztere Gleichung ergiebt sich nach Nr. 61
und 66 wie folgt :

F ( 4² 62) 2 ö

8
2 5 ( 2² 2

5 4 8 ˙2
und es muss also 71 sein für Y O. Ebenso folgt , dass 91 eine

3 n 1 8

8 5 5 8solche Function von d und C sein muss , welche mit 2 O sich auf 2
ö Jei

3 177
reducirt . Wäre = , so wäre natürlich aueh J1 = ＋Hi; setzt man deshalb 0

0
8umnꝛ 8 Iynꝛ1 Æυυε— A e , 9i Æ = ＋ duνε,885 1 0¹

8
8o ergiebt sich wegen 1Æπ οιν,s=. :3

und mit 4

gEßet
A — In 5¹ 3

75 n
„„

2 LJ1⁸ aν ＋ Un * 9*—⁰

Daraus folg A 0 , also 22 O; é& und èà sind also Hauptaus

dehnungen ( mit derjenigen Annäherung , womit schon früher von 2 und

＋ Abstrallirt wurde ) , und wenn man in den Ausdrücken von E&, und e , sub

Nr . 298 die aus obiger Formel für sich ergebenden Ausdrücke von

62

I47
und ferner nach Nr . 227 :

L. 0 1 8 1
e
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4
substituirt , ergiebt sich :

f an ◻ν bn2

1 27
Eey S Oy = ◻ gον α ◻εε ( 02 — 3/ ) A87 753 A* „53 7% v.

8
ex ist am grössten für 4 a, V 4

55

5
und zwar :

87 „ „ „ / Æρ ＋0, v ＋ 5

1
νν

75 7˙²
mαν . ( Bex ) Aꝗαε2 Æ ? if . .

77¹ 4 . Hn

1
3535

Hen ) —5
7¹ 6²

ma . (Hery] = νο Ꝙπ α 4 2ͤ 55N. 7 77˙ 3 — dν＋ Van 72 L55
wobei die letzten Glieder auf den rechten Seiten mit den oberen oder unteren

Zeichen zu nehmen sind , jenachdem die algebraische Summe der beiden

ersten Glieder positiv oder negativ ist .

Der Exponent u ist bei dieser Entwickelung unbestimmt geblieben , und

es scheint dafür nur eine Grenze angegeben werden zu können , welche er

nicht überschreiten kann , damit , wie es offenbar der Fall sein muss , à stets

um so grösser sich ergebe , je kleiner ( absolut genommen ) 4 und / sind ; à)

diese Grenze ist , wenn à , bestimmt durch :

GN 2 l %mn

6 0
9 5

302 . — Die bei der allgemeineren Aufgabe der vorigen Nummer ge -

bpliebene Unbestimmtheit hört auf , wenn 4 = , d. h. eine quadratische

Anordnung der in der %- Ebene festgehaltenen Punkte voraus -

4
gesetzt wird . Dann ist 3

1 5— — 7292 — 7722
f 75 I (0² — 0 ＋ ( ² — )

7˙ 1 42
Nαα . (VDer) G QCοο =＋ εVer e

m²e̊ 1 42
müu . ( ο οο 0 p.LE

*) Hierbei muss freilich bemerkt werden , dass streng genommen in den für 7i und

OSetzten Ausdrücken schon eine willkkürliche Specialisirung lag ; vollkommen ge-
8 un2

e

zu setzen , unter ç‘ und 3 solche Functionen von d und ) verstanden , welche durch Ver -

tauschung von 4 mit 5 gegenseitig in einander übergehen , und von denen à mit 5 ◻ O,

folglich 5 mit 4 ν 0 verschwindet .

9i oben g
rechtfertigt ist es nur , 8 un2

; 6
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Insbesondere für 2 0, / 0 ist

1me Yα
2 mn VIſi

also 2½ 80 gross wie unter sonst gleichen Umständen die Durchbiegung in
der Mitte einer am Rande eingeklemmten kreisförmigen Platte , deren Radius
„* — deren Durchmesser also = der Diagonale des Quadrats 450/ %,
Fig . 40 , ist : ef. Nr . 288 .

Ist ferner insbesondere oοο ε ονν εαt . ον ßs0 ist absolut genommen :

55 — 1 n 1 42
mad . ( Le) „ 5 „

folglich mit 51 0 gleichfalls / so gross wie für die kreisförmige am Rande

eingeklemmte Platte mit dem Radius „ 2 d 2 .

303 . — Nach den Formeln von Nr. 302 ist näherungsweise die Anstrengung
zu beurtheilen , welche die ebenen Platten , woraus der Feuerkasten einer
Locomotive gebildet ist , unter der Einwirkung des im Kessel herrschenden
Dampfdrucks auszuhalten haben . Am Rande sind diese Platten ( bei dem äusséren
Kasten aus Eisen , bei dem der Einwirkung des Feuers unmittelbar ausgesetzten
inneren Kasten gewöhnlich aus Kupfer bestehend ) freilich wegen der hier nöthi -
gen dichten Nietung als stetig eingeklemmt zu betrachten , so dass das Verhalten
der durch die mittleren Unterstützungsbolzen gebildeten quadratischen Platten —
felder sich demjenigen des Feldes einer unendlichen Platte nur um so mehr
nähert , je mehr das Feld vom Plattenrande entfernt liegt ; zunächst dem letzteren
nähert sich das Verhalten demjenigen einer ringsum eingeklemmten quadratischen
Platte : ef. Nr. 305 .

Für die Deckplatte des inneren Feuerkastens ist

S *
zu setzen , weil der Dampfdruck auf die verticalen Seitenwände des inneren
Kastens fast gänzlich von den diese Wände mit denen des äusseren Kastens
verbindenden Bolzen aufgenommen , somit vom Rande der Deckplatte des inneren
Kastens abgefangen wird . Es ist also mit Æ g8:

0

8 4²
. (Le) ÆTÆmdd. ( Le ) 9 J⁴⁰1

31
und 2 ( Kilogr . pro Quadratcentim . ) = Surn , unteren denoder mit mααν. ( Ve) 060

Dampfüberdruck in Atmosphären verstanden :

N.

Z. B. für àd Æν 6en , 1 , 2en unden = 5 ist hiernach : 115 Kilogr . pro
Quadratcentim . Weil aber diese Deckplatte nicht an absolut feste Punkte , son —
dern an schmiedeeiserne Balkeuträger angebolzt ist , welche meist ohne Verstre -

bung mit dem äusseren Feuerkasten nur gegen die oberen Ränder der vorderen
und hinteren verticalen Wand des inneren Kastens sich stützen , somit trotz ihrer

hochkantigen Lage bei ca. 2,5 und 10 Centim . Seitenlänge ihres Querschnitts in
nicht ganz unwesentlichem Grade der eigenen Durchbiegung unterworfen sind ,
80 ist in der That die Anstrengung der fraglichen Deckplatte noch etwas grösser .

Bei den verticalen Kastenwänden werde die æ- Axe horizontal , die

Axe vertical angenommen ; dann ist wieder ο = αε au setzen , o / dagegen ist ,

2. Hechte
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sofern die Deckplatte des inneren Kastens mit der den äusseren Kasten über —
wölbenddlen Kuppel nicht verbunden ist , nicht = Null , sondern negativ für die
Wände des inneren , positiv für die des äusseren Kastens . Wird in beiden Fällen
diese Spannung absolut genommen mit p1 beézeichnet , so ist mit m ◻3 :

8 22
mauæ ( Ie ) bÆν 71 9 77 P.

Dabei ist , wenn 5 und Idie Dimensionen des Horizontaldurchschnitts des innèeren

resp . des äusseren Kastens bedeuten ,

¹ε
* 26 ＋DA

3
also auchk mit p gn :

0
8 qaο

I ).
. mit a = 6, 2 aund

5Æλ 290, 4 - = 100 Centim . für den inneren ,
110 , 1 = 120 äusseren Kasten7 7* 7

ist im ersten Falle x 102 115 217 Kilogr . pro Quadratcentim .
zweiten „ E = 124 115 Q239 5 5

entsprechend einer Pressung für die Wände des inneren , einer Spannung im

engeren Sinne für die des äàusseren Kastens . “ )

2. Rechteckige Platte , welche am Rande ringsum eingeklemmt ist .

301 . — Die Seitenlängen der Platte seien 2 und 20 ; die % Ebene

falle mit der unveränderlichen Ebene des rechteckigen Umfangs der Mittel -

fläche zusammen und zwar so , dass die à - Axe die den Seiten 26 , die /Axe
die den Seiten 25 des Rechtecks parallele Symmetrieaxe ist . Indem hier

eine solche Function von und ' / sein muss , dass

6 dle
9 0 und

%
ist sowohl für = 4 d und jeden Werth von ,
Wie aiehß „ 5 8 5„ 55

müssen , sofern überhaupt 2 als ganze algebraische Function von und

dargestellt werden kann ,

( dꝛ — 4%) 2 und (02 —7½2) 2

Factoren dieser Function sein . Wenn man deshalb

C( aꝛ —4 . ( 02 — /2 ) 2

setzte , unter Ceine von den Dimensionen und der Belastung der Platte ab -

hängige Constante verstanden , so würde freilich diese Gleichung nicht der

) Bei der bedeutenden Druckfestigkeit des Kupfers ist eine speciſische Pressung von
217 Kilogramm zwar nicht bedenklich , indessen ist doch / = 1,2 Centim . die kleinste
Dicke , welche man diesen Kupferplatten bei 12 Centim . Bolzenabstand zu geben pflegt .
Die Deckplatte darf auch nicht schwächer gemacht werden , weil, selbst abgesehen von der

eigenen Durchbiegung der Deckbalken , der oben gefundene Werth von / = 115 Kilogr .
sowohl einer eigentlichen Spannung wie einer Pressung entspricht , die Zugfestigkeit des

Kupfers aber bedeutend kleiner ist , als die Druckfestigkeit .
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partiellen Differentialgleichung in Nr . 299 entsprechen , weil zwischen den Dieg
Coefficienten der Glieder der nach Potenzen von unde ) entwiekelten 1
Function nicht diejenigen Beziehungen stattfänden , welche aus der allgemei -
nen algebraischen Entwickelung von 2 in Nr . 300 sich ergeben . Auch durech

Multiplication mit einer näher zu bestimmenden geraden algebraischen Func -
tion von und / d. h. indem man setate :

22 ( a ? — 22) 2( 02 — ½) 2( 1 ＋f ＋ 99ν,Yαν )
liesse sich in dieser Hinsicht nichts verbessern , indem man immer weniger
zu bestimmende Coefficienten , als zu erfüllende Relationen behielte, ) und es
ist daraus zu schliessen , dass hier überhaupt nicht allen Bedingungen der

Aufgabe durch eine solche algebraische Form von & entsprochen werden kann .
Ein algebraischer Ausdruck von der Form :

. 00 492)2

muss indessen sich ergeben , wenn man eine der Dimensionen à und 5, 2. B.
Jin ' s Unendliche wachsen und damit die Platte in einen nur an zwei gegen —
überliegenden Rändern eingeklemmten Plattenstreifen übergehen lässt . Wenn

man unter diesen Umständen , vor Allem den Randbedingungen entsprechend
und von der zu erfüllenden Differentialgleichung abschend , dennoch

2 ( a² 2 ) 2( 02 — ½2) 2

setzt , so ist die Constante Can die Bedingungen gebunden , dass

f 8 5 0
mit ö = für jeden endlichen Werth von / : 2 ( ²ↄ vgα2 ¹h⁰⁰

j 8 238und mit 3 „ 1 5 5 „ 4 ε
ασν ( 00 αH )

(ef . Nr . 301 ) sein muss ; ihnen wird entsprochen durch die Gleichung :

( ² —
˖92 —

FF

welche , wenn auch mangelhaft begründet und deshalb ohne theoretischen

Werth , doch zu Folgerungen führt , die der Natur der Sache wohl angemessen
zu sein scheinen . Mit ⸗=2 = 0 liefert sie die Durehbiegung in der

Mitte :

7 6ᷣY4
0 2 lis dt ＋ ο

insbesondere mit à«= für eine quadratische Platte : I1 d0

1 7d⁴ 0 1

Malwert

*) Der entwickelte
2—22 ) 2 . ( 52 —) ) 2

* Glieder bis von der 8ten 81 on in Bezichung auf und / ) und es müssten
also ( cf . Nr. 300 ) 1 2 3 6 Relationen zwischen ihren Coefficienten stattfinden ,

4welche , wie man sich leicht überzougt, in der
des Factors

That nicht erfüllt sind. Die Hinzufügung

1 ＋¹ ＋ g9ο
führt bis zu Gliedern der 10ten Dimension , zwischen deren Coefficienten 6 f4 Æ 10 Re—
lationen erfüllt sein müssten , während nur 2 unbestimmte Coefficienten vorhanden sind,
also 8 Relationen unerfüllt blieben u. s. f.
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Die grösste Durchbiegung der letzteren wäre sonach halb so gross , als wenn

nur zwei gegenüberliegende Ränder eingeklemmt , die beiden anderen aber

frei Wären ; auch wäre sie eben so gross , wie die Durchbiegung in der Mitte

bei der am Rande eingeklemmten kreisförmigen Platte (ef. Nr . 288 ) , deren

Radius

insbesondere mit m ρ : πραdν55 = 1,107 à ist . à“)

305 . — Aus der in der vorigen Nummer für æ aufgestellten Gleichung

folgt :
44 2 ( a2 —34 ) . ( 52 —929
ds : I5

2) 2 0 - 23/2 )

— 0¹ ＋54
( 87 (aꝛ⁊— α —½2) ,

dαA ⁴⁴L 6⁴ 5

47 h

IIſjis 4⁴ ＋ 54⁴
für æ 4 5 K

475 ad
„35 0

FEjss di I bi

3 8 1
— 8

3 — ½2 ◻＋ά̃02 .
„d˙ν ν 27 Llůũ ai4¹ f Uli — 85

J2
Nach Nr . 298 ist sonach mit αεμρε und wegen2

1 1
% — οο Hnοεοο ο ᷓαο 2 ο V :Eer Cx 755 0 87 7 7

7 —

10
1 20⁴ 2

Nedb. (Hex) 0 — — ο ε⏑ μ9οai ( Khis Nn a 654 l

1 2 02
mdd . ( Ley) Oο 7 0ο ＋ 54 7⁴⁴

8 mM 2a² αh

mI Aαινανυνν
An den Stellen , Wo és und es am grössten sind , ist 2 0 ; dort dagegen ,
WO 7½ am grössten jist , ist oε ονο unlnd qνο ε ον , folglich der relative Maxi -

malwerth von Le :

33 N＋1

2l (or 0 27
½ ονν α＋να]ᷓ dt . 17)2.

*) Den obigen Bedingungen für die Constante C liesse sich allgemeiner dadurch ent -

sprechen , dass statt ddι . h im Nenner des Ausdrucks von 2à gesetat würde :
4

( In I hn) n; 2. B. ( 42＋. 52)2 oder ( d ＋ Y)4.

Allein dann ergäbe sich für die quadratische Platte 20 nur resp . 80 gross, wie obenD 0 2 8 5

gefunden , was namentlich im Vergleich mit der kreisförmigen Platte unmöglich erscheinen
würde .
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Letzterer ist stets kleiner , als der grössere der beiden Maximalwerthe von
Leèr und Len, , 2. B. für oοο ε f²ννοε

N＋1 8 242 ) 2 4½.
nur ‚M¶ Mmaa. vν 2 =

n 2 2σ gαννι,D¹ I
8 5 3 „9ε νν dem grösseren der beiden Werthe mad . ( Le, ) und ndæ . ( Vehn2 f

115 5 1 1falls à ist . Hiernach lässt sich auch zwischen 42 4? , /½ 3523
und 4 = de, J½

S bs Kkeine wesentlich grössere Anstrengung erwarte n, 410 rn
der Peséfe der Maximalwerthe von es und sy als das iute
Maximum von e betrachten . 3 )

306 . — In einem parallelepipedischen Kaste n, dessen Kantenlängen
f2a, 27 und 2 sind und dessen 6 Wände die gleiche , im Vergleich mit a, 5

und ç kleine Dicke J haben , befinde sich eine Flüssigkeit , welche auf die 9504
fläche des Kastens den Petäschen Ueberdruck Y ausübt . Dann ist für die beiden
Wände mit den Dimensionen 24 und 25 , wenn man annimmt , dass der Total - 1
druck auf jede Wänd sich gleichförmig auf ihren Umf—fang vertheilt indem er die Wirtungs
angrenzenden 4 Wände als Zugkraft in Anspruch nimmt : nen Def

27 26 b0 4 muss u35
46 ◻ (5 0Pĩ e• Gegeben8

Ist à 5, so ist o¹νν = o und somit nach Nr. 305 :
WgenenK

0 1 00 6 244 52mdie. ( Le ) mad . ( Le 2 5 * 9 17
54

Mit Vertauschung der Buchstaben 4, ö, Kkann hiernach für jede Kastenwand die
grösste Austrengung berechnet werden ; sie findet immer statt an der Innenfläche
der Wand in der Mitte der lüngeren Seiten des Umfangs .

Bei einem würfelförmigen Kasten ( a62 = Æ ) ist insbesondere :
n —1 4 0

b , näherungsweise JuPi
würde derselbe durch ein kugelförmiges Gefäss von gleichem Inhalte und glèeicher
Wanddicke ersetzt , so wäre die Anstrengung seiner Wand nüherungsweise (ef .

Gc Wöt

mdtæ. ( Le)

37 —Nr. 268 ) :
( %

r 117
hDütd. LS K = — — 8 — 0

m I . I 7n ＋ I U
3 82

1 656 4 Valso nur — — . — insbesondere mit nm 3 nur ca. — s0 gross wie bein 8 11 6
dem würfelförmigen Kasten .

— 5 5
Forzt.

) Diese Resultate , wenn sie auch nicht streng begründet sind , weichen von der 8Wahrheit doch ohne Zweifel nur wenig ab. Für die am Rande eingeklemmtée quadra - ohej z8 3 8 5 0 5 f 1 dastische Platte ergiebt sich danach eine grösste Anstrengung , die kaum verschlieden ist
von derjenigen , wWelche in Nr. 302 für die in quadratisch angcordneten Punkten festge das andere
haltene unendliche Platte gefunden wurde , und es ist deshalb auch die in Nr. 303 ausge l 0undführte Berechmung der Weande des Feuerkastens einer Locomotive nicht wesentlich fehlerhaft

ass diese Wände von endlicher Grö und am Randemit Rücksicht auf den L mstand , d
als eingeklemmt zu betrachten sind .
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