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Ich erinnere hier an die Bemerkung, welche wir schon
auf Seite 30 betreffs der Vernachlissigung der Selbstinduction
gemacht haben,

Es wiirde ein Leichtes sein, die fiir Hohlkugeln gewonnenen
Resultate auf ebene Platten von endlicher Dicke auszudehnen;

lﬁ um Weitliufigkeiten zu vermeiden, verzichte ich hierauf. Das
Wesentliche der Erscheinung liisst sich iibrigens ohne Rechnung
! aus dem Besprochenen abnehmen.
§ b.

Kriifte, welche die inducirten Stromungen ausiitben.

Es sollen jetzt die von den inducirten Stromungen aus-

geiibten Krifte und die von denselben erzeugte Wirme be-

i rechnet werden. Der letzteren ist die Arbeit gleich, welche
geleistet werden muss, um die Rotation zu erhalten.

{ Das Potential A. Das Potential der inducirten Stromungen.
der inducirten
e R 1. Wir berechnen dasselbe zunichst fiir den #Husseren
1 Raum. Der Theil, welcher von der zwischen p=a und
| ¢ = a + da liegenden Kugelschicht herriihrt, ist
| n+1
1i bt a9 = ;Z‘j{jl (_e) o (a) da,
wenn wir das Glied 1w, der gesammten Stromungsfunktion
E betrachten.
| Nun ist
Yla)da=— 4 st a(-i)ﬂ L(;’ a siniw -+ f,acosiw) P,; da.
x \R/ a+1""1 i s

Setzt man diesen Werth in 42 ein, und versucht die
Integration nach den o auszufithren, so trifft man auf die
Integrale

R

J"ag,;_;_g f(a) da.

T
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Man hat aber
R
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4
nach der Definition fiir F (Seite 38);

: _ @r+l)x,
-. =~"nia #+®

nach den Gleichungen, welchen 7, £, F, F, geniigen (Seite 39);

und ebenso '
.R
J&Zn—f—? fg ada
i ¥
i [ P 2n-1
! - (“_”_‘__I_.} R F,R
T
i" 21
1+ 1) % -
2 = ot la;_ . (my)
Mit Benutzung dieser Ausdriicke findet man: k
n Ry+! ‘ - .
- — e A( = ) (/o R siniw + (1 —f, R) cos im) P,;.
Fiir sehr kleine Drehungsgeschwindigkeiten ist f, = 0, ”
B Ji=1, also 2 =0;
fiir sehr grosse ist f, = f, = 0, slso an der Oberfliche
der Hohlkugel
R
=i
HE 2. In ganz derselben Weise lassen sich die Rechnungen Hn;’\;ﬁ";‘;n.i“'
JlE fir den innern Raum der Hohlkugel ausfithren, man findet:

Q= — (IQEJ A o sindew + (1 —f,7) 008 iw| Py,

also fir das Gesammtpotential:

\1
2+ oty = A( 1%) U‘l r COSTw — fyr 8in z.'u)i Pr!r:' ;
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Fiir verschwindende Dr ehungsgeschwindigkeiten wird dieser
Ausdruck = y, fiir grosse = 0, genauer findet sich fiir grosse p

aus einer Formel, welche wir schon frither angewandt hahen
(Seite 50)

n-f-1
PR _ 2(2n+ 1)( }+ 1
T

n TE=D S

n—4-1
_2(9n+1)( ) -ﬁr’««fﬂ—?‘l
Daraus folgt dann

24y,

R o -

Ag@z—:kl} (%) e V?( )c()c( m—i—;——- vz 1)) L3
Es nimmt also das Potential im Innern bei wachsender
Geschwindigke;it ausserordentlich schnell ab, gleichzeitiz aber
haben seine Niveauflichen die Eigenthiimlichkeit, um einen der
i Rotationsgeschwindigkeit proportionalen Winkel gedreht zu er-
o n verbelten scheinen, die durch das Potential bedingten Kriifte nehmen also
Hohiraum. ™ bei allmihlig wachsender Geschwindigkeit nach und nach alle
Richtungen der Windrose an, und zwar bei beliebig wachsender

Geschwindigkeit beliebig oft.

Erzeugte Wiirme. B. Erzeugte Warme.
Es sei R der Radius einer sehr diinnen Kugelschaale, es
herrsche in derselben die Stromungsfunktion
Y= Iy,
Der Widerstand der Schaale sei %, es wird die in ihr er-
zeugte Wirme W gesucht.
Witrmeorzou- Wir bestimmen die w, v, w, welche zu 1 gehoren, speciell

gung in einer

Kugelschaale, (iejenigen, welche zu dem Gliede
Y, = 4 sinie P,;
gehtren, Sind v w gefunden, so folgt die erzeugte Wirme
W=k Jq(?z,E + v° + w?) ds,

das Integral iiber die ganze Kugelfliiche ausgedehnt.
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Fiihren wir die Bezeichnungen 2 und @ ein fiir die Stri- P
mungen lings der Breiten- und Meridiankreise in Richtung der
wachsenden @ und w, so haben wir:

|
| S
& Le
' 1 dy
| e ST S
N 2 R sinf 9w
w=@cosfcosw + 2sinw
v = @ cosfsinw — Rcosw
| w = — @ sin 0.
Setzt man hierin den angefiihrten Werth von w,; ein, so
erhiilt man:
P : p ol o
u=a {— €08 iw cos w (i P,; cotg 6) + sin o sin P,
= A g 2 - D . . »
TS {-— cos iw sin w (i P,,; cotg 6) — sin 7w cos Py
4 :
? W= 0810 P

Nun ist aber:
t Py cotg 6 = %(Pr:,!'—l—l + (n+1) (n—i+-1) Pﬂ-,f—l
P =3%(— P, ;11 + (n+2) (n—i+1) Pn.r’—l)'

Durch Einsetzung dieser Werthe in w v w folgt:

Il

- A y
== jeos (i 4 1) Piv1 .‘
+ (n42) (n—i+1) cos (G — 1) @ Piiril “
| 4
v = — E-(R— QSITI i+ o Pn,i—l—l

—@+)(n—i+1)sin(i—1) o I)?I,fl-l'-l!

A ‘w P
W= ——=—100Siw ]
R

ni*

Hierdurch sind die % v w nach Kugelflichenfunktionen ent-
wickelt. In gleicher Form denken wir uns die # v w fiir alle
Glieder bestimmt, und den Ausdruck

f (® + v* 4+ w? ds
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gebildet. Bei der Integration geben diejenigen Glieder, welche
Producte ans Kugelfunktionen verschiedener Ordnung sind, das
Resultat 0, wir kinnen also fiir Jjedes v, das entsprechende W,
besonders bestimmen und die Resultate addiren.
Betrachtung zeigt dann, dass wir auch fiir jedes 1
besonders berechnen und die Resultate addiren

L
Eine niihere
i die Wirme
kinnen. Is
werden allerdings nicht alle Integrale, welche Combinationen

aus verschiedenen w; entsprechen, gleich Null werden; aber die
Integrale in juz ds, fiir welche dies eintritt, werden sich gegen
. . . .
ibnen gleiche in ’ v* ds aufheben.

L

Fiir das oben angegebene Y,; erhalten wir nun:
W=k f{1¢-2 +v* + w?®) ds
L]

< krlg__
=3

+{n+ﬂ”n—d+IFJ%%(#—UwE%Fﬂﬂh
.

j ‘[ms (i+1)w P,)?ds

]
+ 2@??j (cos v P,;)? rZs‘j
e

was nach bekannten Formeln und einfachen Reductionen ergiebt:

2§$$€U(R—i+n(a—e+2y.4n+@

= kA2 (n,),

Wi = kA

wo jetzt (n,7) eine leicht verstindliche Abkiirzung ist. Da
wir weiter haben:
t W=3N W,
n L]
so ist unsere Aufgabe gelost. Man erkennt leicht, dass dem
Resultat die Formen gegeben werden kinnen:

W= ]% E n(n-+1) EJ Yi® ds
n i

oder
W= I% 2 7 (n+ 1}”‘)@”2 ds.
n
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Der vorliegende Satz hitte, vielleicht einfacher, mittelst
einer aus dem Green’schen Satze abgeleiteten Betrachtung be-
wiesen werden kénnen; in dem hier gegebenen Beweise sind
implicite die Formeln enthalten:

f i(?'f'f"f_+_(?£’_’ﬂf4 (‘"" )E do=n(n+1) |Yad i’
L 2 :

E)mm Xi) W\;; do,

;L— (sin 1o P,;)

) o,
=—}eos(i+1)o P, ;1 —3(n+i)(n—it1)eosE—1)wP,; 4

0}
c_f. (sinztm) P,;) | s
(‘my | vl
=—4sin(i+1)wP, ;1 fnt12)(n—i+ ”‘““(3—])“’1»3—1
N el . s
o (sinie Ppy;) = i cosiam Py,

an welche sich leicht #ahnliche anschliessen lassen. Beziehen
sich @, @ und ', 8 auf Polarcoordinatensysteme mit verschie-
denen Achsen, so erlauben die zuletzt angefiihrten Gleichungen,
Integrale von der Form

.’ cos 2w I,;(0) cosju' 1’,1_}-(0'} ds'y

(in welchen die o', 6' als die Integrationsvariabelen betrachtet
sind) aus dem bekannten

ff’_,m(ﬂ] cosj P,;(6)ds = =45 cos jo P,;(0)

. : - i f 2an+1 " o
abzuleiten, allerdings im Allgemeinen nur mittelst weitlinfiger
Rechnungen.

Ich bestimme jetzt die in der rotirenden Kugel durch das

Glied . dler i i y L) ie 43 T8 Wirmeerso-
1 #ni der inducirenden Potentialfunktion erzeugte Warme. i e e

Zu Xni ;:ehmt renden Kngel

Wi —— = A@(‘%) i lf,qmzm+f.,cnsm)fm,

also die ‘.Viinm,

W, = : :i’_*’%@ j( )‘J”(f + /1) e’ de.
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Bei kleinen
Geschwindig-
keiten,

Bei grossen
Geschwindig-
keiten,

BLB BADISCHE

62

Das Integral kann ausgefiihrt werden
grosse Drehungsgesch\\-‘indigkeifen.
Je = 0, und
Fall:

fiir kleine und fijr
Pyt - P . - 1 —
Fiir erstere ist i 1,

es wird daher die erzeugte Wirme in diesem

3 39 Syt =5
e '('5'-#‘:;()(’%2 gl (o 3,)-

sehr grosse Drehungxgcsclm‘imligkcitcn hingegen war

”"m' = A*
Fiir

e (2n -_E 1)? ;ej; V2 (R—g)
[ e”
Es wird daher das in W,; vorkommende Integral, welches
von » = O an genommen werden kann, gleich
R
*2n+1)°
. ‘ e

5 {,-—-;in)_(h’——g) S5
{J.- &

(a1

;.t"i Yo

da Rp als sehr gross betrachtet wird. Wir erhalten
fiir sehr grosse w:

sonach

2n+1)2 (n,49) xo1
Fo= AL 1)\ N/ xwe
nm 4 Q(??_ JE 1)2 2?13
W ist von R noch insofern abhingig, als dasselbe in A ent-
halten ist. '

Die entwickelte Warme wichst also ins Unendliche mit

wachsendem ®*), und zwar wie V. Das gleiche gilt von der
zur Erhaltang der Rotation erforderten Arbeit. Bilden die in-
ducirenden Maguete ein fest verbundenes System, so wird dem-
selben ein Drehungsmoment um die Rotationsachse ertheilt,
welches sich aus der erzeugten Wirme berechnen lisst. Denkt
man sich namlich die Kugel ruhend, die ussern Magnete ro-
tirend mit der Winkelgeschwindigkeit w, so leistet das Dre-
hungsmoment D, welches die Bewegung erhalt, in der Zeitein-

#) Wegen des scheinbaren Widerspruchs mit dem fii oo diinne

Knugelschaalen erhaltenen Resultate gilt die Bemerkung auf Seite 52 unten.
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heit die Arbeit 2w D, diese Arbeit ist gleich der erzeugten

Wirme, also

v
il = !

2w

Es ist aber dies Drehungsmoment gleich demjenigen, welches
umgekehrt die rotirende Kugel den ruhenden Magneten ertheilt.
Man erkennt leicht, dass fiir kleine w, D proportional mit

) G . .
— wiichst, fiir grosse @ nimmt es ab mit wachsendem @, und

x

y : . % S :
zwar ist es proportional mift ‘/ —, schliesslich wird es unend-
@

lich klein. (Das hindert nicht, dass es eine Arbeit von der

Ordnung Ve leistet).

Andererseits sahen wir schon, dass bei
unendlichen  die auf die inducirenden Magnete ausgeiibten

Krifte endlich sind, da dieselben nun ein Drehungsmoment um
die Rotationsaxe nicht hervorrufen, so miissen ihre Resultanten

in einer durch die Axe gelegten Ebene wirken.

In der That verhilt sich bei unendlichen @ die Kugel zu
den #ussern Magneten dhnlich, wie eine leitende Kugel zu elek-
trischen Massen, eine leitende Kugel kann aber inducirenden
Massen keine Rotation um eine durch ihren Mittelpunkt gehende

Achse ertheilen.

§ 6.

Rotation magnetischer Kugeln.

Ich mache jetzt die Annahme, dass die Masse der Kugel

fihig sei, magnetische Polaritit anzunehmen.
handensein einer Coercitivkraft sehe ich ab.

Zunichst sind die fiir diesen Fall geltenden Formen der
elektromotorischen Krifte zu bilden. Nach Anleitung des § 1,6
haben wir, um die Wirkung der Magnetismen zu erhalten, in
den allgemeinen Formeln fiir die elektromotorischen Krifte zu

ersetzen:

Von

dem Vor-

Drebungsmo-
ment, welches anf
die inducirenden
Magnete ansgeibl
wird,
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