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1. ohne Beriicksichtigung der Selbstinduction:

a9

ox

i — g .72*.
¢ ng Do a

0

Potential der

Diesem ¢ ist eventuell eine Constante von der Grosse .o G

hinzuzufiigen, dass in der Unendlichkeit ¢ = 0 wird. Die
Formel, zu welcher wir gelangt sind, ist schon von Herm
Jochmann angegeben fiir den Fall, dass x symmetrisch zur
2 Achse ist, es zeigt sich, dass dieselbe ganz allgemein gilt.

9. mit Beriicksichtigung der Selbstinduction haben wir:

o0
= ‘ b +9)
Pp = Q'_ ﬂg &

Fiir co werdende o erhalten wir, wenn y symmetrisch zur
« Achse ist:

0]
= 9 % S ko On

@ —(-JQJ—. 5@ dz + 9me) Do de.

0

0
Das erste Glied wichst mit @ ins Unendliche.

Wir haben bei der Behandlung ebener Platten immer an-
genommen, dass nur auf einer Seite der bewegten Platte sich
inducirende Magnete befinden; diese Voraussetzung ist un-
wesentlich. Ist sie nicht erfiillt, so zerlegen wir das gesammte
Potential nach seinem Ursprung in zwei Theile, und behandeln
jeden so, wie dies oben an einem von ihnen gezeigt ist.

§ 4.
Volistindige Losung fiir Kugeln und Hohlkugeln von
endlicher Dicke.

Wir wenden uns jetzt zur Bestimmung der Induction in
einer Hohlkugel von endlicher Dicke. Um Weitlanfigkeiten zu
vermeiden, migen zunichst nur im #Aussern Raum inducirende
Magnete vorausgesetzt werden.

citiit,
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Es seien U, ¥, W die Componenten eines Vectorpoten-
: tiales, welches von geschlossenen Strimen herviihrt, die ganz
' oder theilweise im Innern der Kugel liegen. Wir suchen die
von U, ¥, W inducirten Strime “,y oy w'. Fiir dieselben be-
stehen die Gleichungen:

: 3¢ oV 9 4
xu = — L {r]l.?'( e —
O Dz 0 Y
Die Differen- s il g 0 V 0 “—
tialgleichungen, xrY — — - -+ @ iy ( =neT )
g Y\ Da Dy /
. Ao oW ] I’) U oW
X0 = — — o 2 —
3. — *=| oy 0z vy ((:: D )
ferner im Tnnern:
D v O
- =,
0 dy dz

und an der Oberfliche:
vz -+ vy + wz = Q.

Wir setzen zur Abkiirzung

AW U oW Qv oU
0= dy — 0z )+l B et g da Oy )

Unter Beachtung des Umstandes, dass

ST _8F oW _

O Ay dz

ist, erhalten wir nun fiir ¢ die Bedingungen:
In der Masse der Hohlkugel:

AV AU g .
dg = 20 (( : 4! J—l— o (2AV —y 4U),

D2 Dy

und an der Grenze

I SOk mf)__.‘n

- (0% | = - ~
do o (" Oa dy

Satz, welcher Wir beweisen zuniichst den folgenden Satz:
dieGrundlage des

Folgenden bl 4 " )
genden bildet, I[E'I.I}(’n UV W die F orm:
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| geniigt, so sind die

gleichungen:

¥

Il

~ -

Um den Beweis

z2A4V— Y AW =

tdW—z AU =

f—
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zuniichst die Bedingungen fiir ¢ in y, aus.

| AU=m(m+ 2n + 1) g™ _Q(y
‘ AV =m(@m+2n+ 1 19’“_?(
AW =m(m 4+ 22 + 1) g’”_g(.-r,

y4U—adV=m(m+2n+ 1)g" (¢
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D O tn
Dz
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Dz

)

By
ﬂXn"

— %)
An

— Y9 )

axn
i °].;j

welche Form der Gleinhung
avu .
-(F}.’L'

av
t“h;

IW
Dz

Lisungen der

—6!

vorstehenden Differential-
n fxn)

()x”
°1?,-

(]x"
% D2

D 2

f)-

9 Ot
00

Odn

Dz

i S

dax

m (. D% '

(o5, —95,)

der Richtigkeit zu fithren, driicken wir

Es ist (§ 1,4)

Axn Bx:r)
3xn

b mg’" (92

m—+4-1 sin

(1 (y
m (s

b

wo

(L1}
= ¢ )
L]

L]

E

Be Ay
°‘xn

°’xn
Bewels des
solben.

f”xn)
— ik x:'l)

m(m -+ 2n 4+ 1) gfnr—?

m (m 4 2n + 1) g2

-
G
(
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ferner:
a 4 n LI 9 j E}x,lr X
v . . -y m—2 2 n
oz ﬁjj = me (9 o, — M x”) s 1) Qm (ﬂ+“ :
oW AV ) D4 r')
A — s = — mg™ 2 (og‘ 2. w2y, ) — " (n+-1) (}E
{V)‘?}l 0z > Ox o D
aUuU aw r Dy
i S L —3 " ) x;:
5 e ay ?””’”)_ eliaki) o
Daraus folgt:
O=—n(m+1) " An
Also werden die Bedingungen fiir o:
== ¢ € 2(‘)x” m—2
Adp = — am(m+ 2n + 3) g —n ~I;;] 0
oz
d
— 2w (n + 1) o™ ‘]X»;
oz
an der Grenze:
e 0
((c—)r:; = —(m+n+4 U 2 o™ (\1 (]X” — wrz”).
Diesen Bedingungen aber geniigt ¢, denn es ist
erstens:
Ay £
—_— m--2 " AMRY . LI ) W M n]
dp = U[J (.Q f)z.) 2n 5~ (™ ") — nz 4 (o™ ¥)
ﬂ n
= — o {o" = [(m+2) (m+2n+1) — 2n]

—- 9&;9“”"'2 Lo [m (m+ 20 4+ 1) + Qm]z

9
= — ?m (m 4+ 2n + 3) gm""g (92-5 sl w,zx")
Oz
+ 2 (n+ 1) o" -
wonach die erste Bedingung erfiillt ist;

; : b B
zweitens ist ¢ das Produkt aus einer Funktion der Winkel

und @™+ also
O(p m+n+1 ?
(lg 0
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wonach auch {’..e zweite Bedingung erfiillt ist. Aus dem so
als richtig nachgewiesenen ¢ folgen aber die «' o' ' durch die
urspriinglichen Differentialgleichungen, zuniichst allerdings in
einer etwas complicirteren Form. Ganz dieselbe Form ist aber
schon Seite 11 aufgetreten, und es hat sich schon dort gezeigt,
dass sie mit der hier gegebenen identisch ist.

An diesen Satz kniipfen sich die folgenden Bemer-
kungen.

1. Wir kinnen in demselben ¢” durch ‘eine Reihe von
Potenzen, deren jede mit einer willkiirlichen Constanten multi-
plicirt ist, also durch eine willkiirliche Funktion von ¢ ersetzen.
Wir konnen zweitens x, durch eine Reihe von Kugelfunktionen
verschiedenen Grades mit beliebigen Coeffizienten ersetzen, da
die Ordnungszahl » im Endresultat keine Rolle spielt. Hier-
aus ergiebt sich folgende Verallgemeinerung des Satzes:

Ist x eine ganz beliebige Funktion und

dy
Foe ik
: nm.r:

Oy
i) ('}y

W= 2%

Dw.’

so sind die von U, ¥V, W inducirten ' ' w';

. o Oy
6 = ——
x Ow,

’ w Oy
¢ = B N
x ‘(’\my

1 w Oy
W= — o Sk
x Do,

Es ist nicht schwer, diesen Satz mit den in friiheren Pa-
ragraphen erhaltenen Resultaten in Verbindung zu setzen.

2. Die durch obige Formen gegebenen U ¥ W rithren
a*

Folgerungen.
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von Strbmungen her, die in concentrischen Kugelschaalen er-
folgen. Denn es ist

AU+ ydV 4+ 24 W = (.

Umgekehrt lassen sich die U, ¥, W solcher Striimnngen
immer in obiger Form darstellen. Denn ist xn /(o) das Glied
in der Entwicklung der Stromungsfunktion, welches die nte
Kugelfunktion enthiilt, so haben die zn diesem Gliede gehiirigen
U, V, W ohne Weiteres die obige Form.

Andererseits geschehen auch die inducirten Stromungen in
coneentrischen Kugelschaalen. Denn es ist

uxr + vy -+ wz =
Wir folgern darans:

Die Strimung Eine Stromung, welehe in concentrischen Kugelschaalen
geschieht immer

in concentrischen erfolgtf, inducirt eine Stromung, welche dieselbe Eigenschaft hat.
Kngelschaalen, ks ¥ =
Und weiter: Die Stromungen, welche in einer rotirenden Hohl-
kugel durch ruhende Magncte inducirt werden, erfolgen immer

in concentrischen Kugelschaalen um den Nullpunkt.

8. Es ist

9 =w(@V—yl),

sobald U, V, W die obige Form, also die inducirenden Striime
die besprochene Eigenthiimlichkeit haben. Wir werden dies in
§ 8 benutzen miissen.

Es ist nun nicht mehr schwer, die suecessiven Inductionen
zu berechnen, welche ein gegebenes #usseres Potential hervor-

Berechnung

der successiven pyft, Sej 4, das nte Glied in der Entwickelung desselben. Wir
Indunetionen. ”

fanden die Striime erster Induction:

1 w Oy
JCSasl S e D,
1 w Oy
T T S
: n+1 2z do,
1 o Oy
e s

Die zngehirigen U, V; W, sind:

BL BADISCHE
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L1l 9, 2n+5
i S m e b B v 2yl )
Yl 2 D m..r_.L'.?n 41 2a+3 (2ot 1](2::-!-:‘3]9.3”—1.

| -

P w O ( Rg_ s 0® 9 ,2n+ ._3 )
- b T .
4 | ] v E']r-’y 2n+1 2243  (2n+1)(2n+3)™" H

by | o 2n (R 0? i )
Y ! ntl 2z 0w, 2n+ 1

T 2448 (One 1)(‘2:;.-}-3)92”'4'1-.
Man findet diese Werthe durch eine einfache Integration,
i indem man beachtet, dass u, v, w, Produkte von ¢" und Kugel-
' oq flachenfunktionen sind. Das Potential jeder unendlich diinnen
Kugelschicht im [nnern und Aeussern derselben ist bekannt
i und eine Integration nach o giebt die angefiihrten Werthe. Es
folgen aus denselben die Stromungen zweiter Induction:

2n (m ]2 ' R® o’ 9p2n+3 ‘)
S g o R
3 a+1\2/ 80, \%n+1  204+3  (2n+1)(2n+3)>" !
wg )
iy 2m (m NOy'( R? o’ 9y2n+3
. P, = — — i RN B : T
| : n+1\e/ Boy 2041  2n+3 (Zn+ 1) 2?3—1—3’»]@3"""1)
: 27 (o )? o' ( R 0? 2y20+3 )
ofetn, o A [T =i PSS LR
: n+1'2/ 0w, \2m+1 2043  (2n+1)2n+3)o2+!
e | In derselben Weise kann die Rechnung beliebig forfgesetzt
' | werden, die Resultate derselben werden jedoch immer com-
| plicirter und wir wenden uns daher zur exacten Lisung des
Problems.
: Wir saben, dass die Stromungen immer senkrecht zum
b & | Radius sind, wir kimnen also wieder von der Stromungsfunktion
tli;. ! Gebrauch machen,
: Sei /(o) = f eine beliebige Funktion von g, sei
|

i W=0-f"dn

| die Stromungsfunktion eines in der Kugel bestehenden Strom-
systems.

Die Stromdichten sind:

BLB BADISCHE
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By 9 X

it — T

Y Da,

g

. O
Allgemeine e } A
Lisung. Dw
Y

. Otn
=i

) w,

Sei nun F(g) = F eine zweite Funklion von o, welche
mit /' durch die Gleichung verbunden ist:

0 R
4 T 1 5 > [ 9 e
F(o) = - S Ju“”"’_" ifla) da + ’ Pl a) da
2a+1 QirH—l l . AOK: :3 0 S

aus welcher durch Differentiation folgt:

d ( —on (_i_ 241 g7 )___ L :
% (9 s (e F))= — dme(0)-
Es sind dann die zu u, v, w gehorigen U, V, W:
0
U=F_ 2
D,
V= ,;_;‘?ﬁn_
C (J]y
S
Ow,

Daraus folgen die von dem System w inducirten Strome:

c) L}

e )
x do,.

D) r

| o _Ox,
Py = — — i
% ?Jwy

O] 1]

et et 2 g B
= % D,

Die zu diesem System gehirige Stromungsfunktion ist:

@ ;
W=—"eFt

BADISCHE
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|
Es inducirt also die Funktion
Y=re v
die andere
3 (1] =
Piie= "'"'x e F Xn-
ui ,
i Es bedeute nun y die in der Kugel unter dem Einfluss
P der #ussern Potentialfunktion y, thatsiichlich bestehende Stro-

mung, ¥, sei die von den Aussern Magnetismen direct inducirte
Stromung, dann ist offenbar die Bedingung des stationiren Zu-
standes:
! W=t + Y.
Um diese Gleichung weiter zu entwickeln, zerlegen wir yx,
und betrachten jedes Glied fiir sich; sei das vorgelegte:

. 1

Ani = 11( %J coS 1 xnm'-

Wir haben dann (Seite 13):

-
v N R R BT )
| i = AQ(_R_)%Jl—lS"Hm S
i Setzt man nun
' ) A . - e . :
P = — = Ao (%)n_ 1 (7, () sin iw + £, (o) cos @) Py;
iy b so wird
: o2 ‘oW ; ) =
| v =(2) 4e( &) T (Fecosiv — Fesiniw) Py
Die Gleichung o = ), + ' ist nun erfilllt, wenn £, und
Je den Gleichungen geniigen:
‘& . 0 ., L
-':k‘ ’ Jile) =1 + = 1'2{9) '
| x T
| I il = — —Fy(o)

| durch welche £, und £, vollstiindig bestimmt sind.

Denken wir uns 7, und f, gefunden, so lasst sich das Re-
sultat der Untersuchung in folgender Form aussprechen:

BLB BADISCHE
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Die Selbstinduction lisst die Form der Strimungslinien
(fiir jedes einzelne Glied der Entwickelung) ungeiindert, ihre
Wirkung besteht darin:

erstens, die Erscheinung um den 7ten Theil eines gewissen
Winkels ¢ im Sinne der Rotation zu drehen, eines Winkels,
der fiir die verschiedenen Schichten von verschiedener Grijsse
ist, und fiir welchen die Gleichung tg d = j gilt,

zweitens, die Inlensitit der Strimung in den verschiedenen
Schichten in verschiedener Weise abzuiindern. Das Verhiltniss
der wirklich stattfindenden Intensitit zu der ohune Berviicksichti-
gung der Selbstinduetion erhaltenen ist

— VP F L

Mit der Bestimmung der Funktionen #, nnd f£, werden wir

uns einige Zeit zu beschiiftigen haben,

Bebanilung Wir fiihren die folgenden Abkiirzungen ein: Es sei
der (?.Eoit:hungﬂn - i
fir die f. dniew 3
s
x

pr=3, pR=28
JSile) = gy (pe) = ¢y 0
J2(e) = ¢, () = g5 0.

Wir denken uns in die Gleichungen, welche 7, und /, be-
stimmen fiir F, und I, ihre Werthe gesetzt, wir transformiren
sodann die Gleichungen auf ¢ und o, und erhalten:

¢ q
po=1+ Qﬂ_—'_—l] oS 3 ng fz.g’f_i'g(f?adrc —|EJ 62”"_1(&(;"2 rzdra%

a S }

L 5 iy
GO = — —— = | 5 ‘ ﬂ"JH-I—J(ﬁ ada —f—L”lfI‘J”' Hmrlmr’ras.
2n+1) 2"+ (o .

Durch Differentiation geben dieselben:

d e rf-_ 11 ) AP

Tl o
, [I | —2n d (fr“)'”"’_ I r,r-‘,} ) = Gy
¥ do ( do g

BLB BADISCHE
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Die Form der Funktionen ¢, und ¢, hiingt also nur ab
von =, in den Integrationsconstanten kommen dann allerdings
noch g, s und S vor.

Obige Gleichungen kinnen geschrieben werden:

- 20 + 2 .

P, + L ST
o P dl
'a it __r; e = T

Als Differentialgleichungen kinnen dieselben vollstindig
ersetzt werden durch die folgenden:
¥, = X ¢ V—1
- In + 2 —
R N s
a
Denn alle Losungen der letzteren befriedigen erstere, und die
allgemeine Losung der letzteren enthilt 2 x 2 willkiirliche Con-
stanten, ist also auch die allgemeine Lisung der ersteren.
Setzen wir 2* = — 1, und verstehen inshesondere unter 2
diejenigen Wurzeln dieser Gleichung, deren reeller Theil positiv
ist, also
L, =Y:({1+V=-1)
=¥t 0—Y—1)
so werden unsere Gleichungen:
9= — Vg
! 2n + 2
¢, + i ¢, — Mg, = 0.

Die beiden particuliren Integrale derselben sind:

+1
‘i
=3

giiltig fiir reelle positive .

Dass diese Integrale die Gleichungen befriedigen, wird

etwas weiter unten gezeigt werden. Da in unserm Falle =
eine ganze Zahl ist,

o)
»
(1—o)" c”‘l‘rt}c, ’ (1—o?)? g oM dv,
3
1

so lassen sich die Integrale ausfiihren und .
also das Resultat der Auflssung in endlicher geschlossener

BadenWiirttemberg
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Form anfstellen, der Einfachleit halber miige die Integralform
beibehalten werden. Setzt man

+1
T ’ (1 — v*)" &% do
. =]

Defination
der p und g,

o0
L]
g = | (1—e)" e a,
[3
1
so sind offenbar die Losungen der Differentialgleichungen:

91 = Ap,(40) + Bp,(,0) + Cq,(3,0) + D q,(4,0)
— s = A, Ap, (4,0)+ 1} Bp,(40) +22Cq, (A,0) + A2 Dq,(3,0).

Diese Lisungen sind in die Integralgleichungen einzusetzen
und daraus die Consfanten zn bestimmen. Zur Ausmittlung

der dabei auftretenden Integrale dienen die folgenden Rech-
nungen:

Man hat:

_F_‘l
(o) = ’ (1 — o2 6 Gy,
=1
+1
oo ,?; (g2 1 a) = J‘ (1 — %" (ovd + 20+ 1) 9w
=i

= 2np,_1(4d) %)

+1
£ [o—2" a (a2t p] =2 J‘i{]—rrzjn(vzlﬂ‘-l- 2(n+1)v)e"* dv
(Zﬂ’ do" i ]

—1
= 226 p, (1) ).

Die letzte Gleichung zeigt, dass p, eine Lisung der vor-
gelegten Differentialgleichung ist.

#) Die letzten Glieder der Gleichungen werden durch Umformung
der voranstehenden Integrale, vorziiglich durch particlle Integration er-
halten,

BLB BADISCHE
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Durch riickwiirtsschreitende Integration findet man nun aus

den vorigen Formeln:
. 2n
J o ?’u(j' 0) do = "F Pn—1 (20)
.

‘e und
' 1
\ 1 .’ ﬂg" ?’J’?-- 1 (1 U} ffﬂ‘ = E GJ”+1 Tn (lﬂ) : )

aus welchen durch Differentiation die Recursionsformeln folgen:

|1 2n p,
| gy R E Integeal- und
n 1 Recursionsfor-
| a meln der
1 e 2n + 1 Ao Py u0d gy

I Pn—1 (o) = =Souu Pn (0) + 5 py (10)

aus welchen folgt:
2n + 1 At o?

Pt =gy Pt Ll 1) P!

Pn= ‘1

Ganz #hnliche Rechnungen lassen sich nun auch fiir die g,

;2?1 m—1p,_9—n(2n—1)7 ,,_11

durchfiihren, die Resultate gehen aus den eben gewonnenen
einfach durch Vertauschung von p mit ¢ hervor, man hat
also auch

& 2n
J 0 q,(do) do = 7& In—1 (A0)
) ! -
9 1
S 0100 do = - g0 ot
Mit Zuhiilfenahme dieser Formeln hat die Ausfiihrung der
nothwendigen Integrationen keine Schwierigkeit, beispielsweise
hat man, unter Zuhiilfenahme einer partiellen Integration:
1 ‘I s‘ g S
|!i J 2y ada + o2t IJ ap, (a) da
| [ 8 o
it =2 ity g 2 1 () | @ea ) Hp )
(| | 12 n—l(‘g]'_ _'jg : 12 .

BLB BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg



44

©) 2n-4-3 ¢
= 1?.: AR Pa—t (8) — EEF-’- 4_.__1}1‘]“-}-1{”]_ z”-i;_1 'Te”-l_lf'n_(ﬂj-
Setzt man diese und die #hnlich zu bildenden Ausdriicke
fiir ¢ in die Gleichungen ein, beachtet, dass P = — oy A%
und 2* = — 1, so heben sich die p und ¢, wie es sein muss,
heraus und es bleiben Gleichungen zuriick von der Form
consty,

0 = const, + — T
0?

welches die Lisungen der Gleichung

i b ; by
_I’__ LO,—-JH _‘;0;_ (U_)..-’t—i—]. ',(]] — ()

sind.
Die hier auftretenden Constanten miissen einzeln ver-
schwinden, und es werden so die folgenden 4 Gleichungen fiir

A B €D erhalten, unter Beachtung des Umstandes, dass

Ao 1
. TR RECT
ist:
- 1 :
2_?25_:: == At”u —1 ul S)+ B]’n-—— 1 [)”E'q] i an----l(ll 'SJ 1 })‘?n-- -lmis}
0=4dp,_1(4,8) —Bp,_1(2,8)+Cq,_1(4,8)—Dq,__1(4,S)
0 =dpy41(28) + H:’-’H—H (24 5)+ Cpg-1(2;8) + Dg”"'l (2, 9)
():A?’n—l—l{’li ]?}7” |_1(l 8)+C ’fu-l-l( &) — DG’H |- 1(438).
Dieselben lassen sich leicht auflosen und ergeben:
: 2n-+1 In+- 1_”_)_—
Sp= -_4”"- ' Pn—1 {)1’8) qu 1 ” S) Pn+1 12y 8) fff!—l [ )
; 2n+1 ?NII(J ) — e
L= = _—-}';&_-'}n ( S} - !—1 '3 8) _pn I 1{’1 SJ q-‘l‘—l u C,'}
-1 i1 (p®)
b= din ?;nj{ (%2S) qns1 (g8)— Pute1 (A 8) qa—1 (% S)
2n-+1 Pa+t-1 ('1 ‘“)
D= ———

In pu_1(298) gurt (Bg8) —puy1 (4 8) gy (2,5)

BLB BADISCHE
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Indem man diese Ausdriicke in ¢, und ¢, einseizt, erhilt
man die vollstindige Losung. Dieselbe liisst sich einfacher dar-
stellen in folgender Weise: Da A, und 4, conjugirt sind, so
sind auch p (1,0) und p (1,0) conjugirt, ebenso sind, wie man
leicht sieht, A und B conjugirt, und es ist daher

Ap,(20) + Bpy,(20)
gleich dem doppelten Werthe des reellen Theiles jedes dieser

Ausdriicke. Ebenso ist

A py (2 g)— B P (25 0),

welcher Ausdruck in ¢, vorkommt, gleich dem Doppelten des
imaginiiven Theiles des ersten Gliedes. Indem man dies be-
achtet, und die Werthe von A4 und C, erkennt man leicht die

Richtigkeit der Gleichung:

2n-+1 Pa (A 0) a1 (4 8) — ¢, (4 0) Pat1 (4 5)
20 Pt (4 S) Gt 1y 8) — 1 (4 S) Pyt (g 9)
=g + q Y—1 =/f +f V—L
Besonders einfach wird die Gleichung, wenn s = O ist, es

sich also um eine Vollkugel handelt. Dann ist g, (s) un-

endlich, unsere Gleichung wird also:
2n+1  p,(4 9) Y=

—— —— =, + @ —1.

2n Pn— ]_{}'1 R) d fs

Die Grossen, auf deren Kenntniss es uns besonders an-

kommt, nimlich der Winkel ¢ = arc tg 'l’ und die Verstir-
b e 1
kung der Stromstirke Vf; + /7, haben eine sehr einfache ana-

lytische Bedeutung, sie sind Amplitude und Modul der links
stehenden complexen Grossen.

Die Rechnungen lassen sich weiter fithren mit Znhiilfe-
nahme der folgenden Bemerkungen :

Die Integrale, durch welche p und g definirt sind, lassen
sich fiir ganzzahlige » unbestimmt ausfiihren, und die p und ¢
also in geschlossener Form erhalten. Wir konnen und wollen

unter den p und g diese so ausgerechneten Funktionen ver-

Lissung der

Gleichungen fir
i und f; mitlelst
der p und ¢

Weitere Eigen-
schaften der
p und ¢
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stehen. Dann sind auch ¢ mit negativem Argument zulissig,
und es gilt die Gleichung
—pale) = In (o) + gy(—0),
aus welcher folgt, dass
Pale) = E-’J?(_Q)'

Denn sei, unbestimmt ausgefiihrt

‘(1 — )¢ dv = V(o,v),
dann ist )
In (”) = I"(o.’m) 7 V('IJ 1)

»
j (1—2%) ™ do
°

0

1
pal0) = r{l_?’g)n e dv +

= V(—a,1) — ¥V (—¢,0)
+ V(1) — V(s,0).
Aber es ist fiir ganze
V(o,0) =0, V(—0,0) =— V(s,0),
und so folgt die Behauptung.

Die einfachsten Integrale der urspriinglichen Differential-
gleichung sind also:
q::(d) un{l qn (“'G)

Folgendes sind die Werthe der ersten ¢, von welchen der erste
direct, die iibrigen durch Recursion bestimmt sind:

o
= 5

Die ersten q. g = — 2—{5;6- (l. + %’)
pm PTG
vm B L )

ete.,
woraus also folgt:
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—e*
) e
2 "— e'_“)
1w — 0
), = — (e + e e etc.
P = F ( oL s

Fiir grosse Werthe von ¢ nihern sich die p und g den

Ausdriicken:
—

¢

qn = (—2)"nl- OJ,'_"_']
'pn[”‘) i QR('_ U}'

Fiir sehr kleine Werthe von ¢ wird:

; (—2)"n11.3...2n—1 __
"]n.(“): == —-qé?-!-_-'_i__.. S

Die Gleichung — p(0) = g¢(s) + g(—o) verliert hier ihre
Bedeutung, da fir ¢ = 0, ¢ = = co wird. Um auch fiir sehr
kleine ¢ p zu kennen, entwickeln wir es in eine Reihe nach
aufsteigenden Potenzen von o. Es geschieht das leicht, indem
man in dem Integral, welches p darstellt, fiir ¢ seine Reihe
setzt und gliedweise integrirt, man erhilt:

oitlgg o o
PO =18 1 }‘ e 543n+32n45 }

2.92n+3
Von Wichtigkeit fiir spiter ist uns noch die folgende For-
mel: Es ist: '
4n(9) gp—1(—0) — QH._(_ 0) gn—1(0)
_dn(r—1)

D == 0 )= ga st

_ aln—1)! ( 4 )"'
a a?/’

welche Formel sich durch die fiir ¢ gefundene Recursionsformel

leicht beweisen lésst.

[n allen besprochenen Eigenschaften der p, und g, zeigt
sich eine nahe Verwandtschaft derselben zu den Bessel’schen
Funktionen, in der That lassen sich die J” durch die Pm+t
und g, 4 1 ausdriicken.

Die p und ¢
fir grosse und
kleine Werthe
des Argoments,
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Aus der Formel, welche unser Resultat bildete, kinnen
wir nun die Funktion p fortschaffen, und erhalten:

Definitive 2n -+ l f}’”_|_[ (1 5‘) In ( s )_q-} = '7)?—!—1 (__ 18) 9, (j.()’

Form_ der Li- — - it -SSR e e o ks
sung. s n %r—l—l () Tn—1 ==A5)=— Tn+1 == ‘iq) n—1 {J*‘SJ
. =g, + ¢ V—1.
|
| Anwendungen Wir wenden diese Formel, welche die exacte Lisung giebt,
komi| derselben. -
; | auf specielle Fille an, welche Vereinfachungen zulassen.
; 1. Es sei zuniichst die Hohlkugel sehr diinn, sei d ihve
| Dilnme Kngel- , . 2 o .
sehaalen. Dicke. Es ist dann S sehr wenig verschieden von s, sei

i
S =s+ d, wo nun J = pd ist.
Fiir ¢ konnen wir einen beliebigen Werth zwischen s und
S setzen, sei o = S.
Setzt man diesen Werth in obige Formel ein, wendet im
Nenner die Substitution
ot 2n+ 1 2262
: Ih—1 = 5 — It In (i 1) I+
an, und dividirt durch den Zihler, so erhilt man
g + g, V—1
1

{ _2'2 1”'2 (fn.—!—l(_.j(.’n—l 1( *&') QHII( —28) qnl—ltl's}
fr | F 2 D) g1 (19) 9, (—AS) — Gugr (— M) 4, 25.

Setzt man nun entwickelnd:
qni-1 (ZSJ = Jn4-1 “‘ {‘5‘_!_6”
= ntl (‘1‘5'} il 16(}:’:-1-'1 [J'R)

: dA1%s
= qu41 (28) -+ 9 (?z-l—ﬁj Ynt2 (A3),

! 1%
: 91 (_‘{S) = a1 (— As) Z[R | 2} 9n+- 2( —2s)

#) Es werde fortan fiir 2, einfach 4 geschrieben, und ist also
0tl | =V a=Y=0.
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so kann man unter Zuhiilfenahme von Formel a) (Seite 47)
die ¢ durch Division wegheben und erhilt
A 1
Py = ‘fgv—l = —*:— m@‘_—
2n+1
Nun ist aber
o . dokte O
92+1  (2en+1)k ?

nach unserer friiheren Bezeichnungsweise, also wird

— 1
LV =
P T Py T V=1
1 h —
g ET AR

welches Resultat mit dem frither erhaltenen zusammenfillt.

Wir haben sonach einerseits unsere Formel an einem schon
bekannten Resultat gepriift, andererseits den Beweis gefiihrt,
dass die friiher gegebenen Formeln fiir alle % gelten, welcher
Beweis noch ausstand.

9. Wir wenden zweitens unsere Formel auf den Fall an,
dass wir in den 7, und f, nur die erste Potenz der Drehungs-
geschwindigkeit beizubehalten brauchen. Der Einfachheit halber
beschriinken wir uns auf eine Vollkugel. Fiir eine solche
hatten wir

: e G 2n+1 Pn (l 9') Klelne Rota-
e ‘— = —— onsgeschwin-
S+t ! 2n  p,—1(A8) tlligkgltcnlf :

Entwickeln wir die p und behalten nur die ersten Po-
tenzen bei, so folgt

2 4+ — =1
— 2n+3
HHARY—1= —— }'gﬁ_'"'_:_. :
2 4+ —V—1
2n 41

Eine nihere Betrachtung dieser Formel zeigt, dass die aus
derselben fiir /, und £, folgenden Werthe, in 1y eingesetzt,

nichts anderes ergeben, als die Inductionen erster und zweiter
4
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Ordnung, welche wir schon auf Seite 37 herechnet haben. Wir
betrachten hier nur den Drehungswinkel. Mit ausschliesslicher
Beriicksichtigung der ersten Potenzen hat man:

s 2rmi R? 0®
are i g e e R 7)
o % (-Qﬂ—l- 1 2n+37
also den Drehungswinkel
S dme - TS
¢ x  \2n4-1 2?513)'

Es erscheinen also alle Schichten gedreht, die Drehung
ist am kleinsten an der Oberfliche der Kugel und nimmt von
dort gegen das Innere stetig zu. Denkt man sich dureh den
Aequator der Kugel einen ebenen Schnitt gelegt, und verbindet
correspondirende Punkte der verschiedenen Schichten, so erhilt
man ein System congruenter Curven, welches sehr geeignet ist,

I. den Zustand der Kugel zu veranschaulichen. Die Gleichung
einer dieser Curven ist offenbar:

y=stg(F, e =17+ 7),
oder sehr nahezu:
2w ( R? x? )
e i (e T S S Y
J x "\2a+1 2243
In Figur ¢, Tafel 1 sind diese Curven dargestellt fiir den
Fall, dass die Kugel von Kupfer R = 50 mm, » = 1 ist, und
W= dass die Kugel 1,2, 3, 4 Umdrehungen in der Sekunde macht.

| 3. Es werde drittens angenommen, dass p so gross sei,
' dass fiir die ¢ (S2) und ¢ (sd) ihre angeniherten Werthe ge-
setzt werden kinnen. Es werde ferner angenommen, dass das

Grosse Rota-

: I »
tonsgeschwin- Verhiltniss —— weder sehr nahe = 1, noch sehr nahe =0
digkeiten,

sei. Ersterer Fall ist schon erledigt, lefzterer muss besonders
betrachtet werden. Durch Einsetzung der Naherungswerthe in
die exacte Formel wird erhalten:

—  2ml St ) 4 A
bt e'—1 =" #F JE 18—

BLB BADISCHE
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Da S nicht sehr nahe gleich s, beide aber sehr gross sain
al sollen, so verschwindet im Nenner das zweite Glied gegen das
|

' erste, und es wird

& )'iu (R_’) (c"' “® fg '—?‘:I

— _ 2n+1 (_R )’H'I
(4

- W
5
+
=3
L]
-
|
|

+ ¢ Aule—)),
Das zweite Glied der Paventhese verschwindet gegen das
‘ ' erste, ausser wenn ¢ = ist, verzichten wir daher auf eine

i genaue Kenntniss der Strémung an der innern Grenze, so
konnen wir setzen:

—_2ntl RYH
y V—1=""" () @),
¢+ ¢, V—1 15 (g) e

Da s oder » ans dieser Gleichung verschwunden ist, so
ist anzunelmen, dass sie auch fiir Vollkugeln Giiltigkeit hat,
: in der That ergiebt sie sich leicht aus den fiir Vollkugeln gel-
) tenden exacten Formeln, wenn man fihnliche Vernachliissigungen
L macht, wie die oben ausgefiihrten, und auf eine genaue Kennt-
| niss der Stromung im Centrum verzichtet, (wo iibrigens die
| Intensitit sehr klein ist).
In den erhaltenen Ausdriicken ist
A=Vi 1+ V=1
| ohne die Sonderung des Imaginiren und Reellen auszufithren
finden wir leicht:

Je b i
arctg =t = — — _ & (R )
1y 4 V2 g
7 A 2n+1 RY —E (R
. Vit+fi === s g S .
L3 e e
‘| Setzt man diese Ausdriicke in Y ein, so erhiilt man £
2n+4-1 Jie - £ (R—p) T
e Il [~ i [ T 0B O
(/] St 1) ‘ s ] sin (rm 3 ‘@(h’ 9}),
| welches also diejenige Stromungsfunktion ist, die bei sehr
grossen Drehungsgeschwindigkeiten von der #ussern Potential-
f funktion
L

4"
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n

p i A = 4 (I% cosim Pp;

e

hervorgerufen wird.

Die Bedeutung obiger Formel lisst sich leicht durchschauen,
stellen wir ihr Ergebniss mit den fritheren zusammen, so kin-
nen wir die Erscheinung, welche eine mit bestindig wachsender
(teschwindigkeit unter dem Einfluss einer inducirenden Kugel-
funktion rvotirende Hohlkugel darbieten wiirde, in folgender
Weise beschreiben:

Beginnt die Selbstinduction merklich zu werden, so ver-
andert sie die Form der Stromungscurven in den einzelnen
Kugelschichten nicht, die letzteren aber beginnen sich schein-

Zusammen-
fassung des Re-
sultats,

bar zu drehen im Sinne der Rotation; dabei gehen die inneren
Schichten den iliusseren voraus. Die Dreliung der inneren
Schichten ist an keine Grenze gebunden, sondern kann ins Un-

endliche wachsen, der Drehungswinkel der fussersten Schichb

. : T e
convergirt gegen den Werth T nachdem er iibrigens vorher
i

bei Hohlkugeln diesen Werth iiberschritten haben kann. Ist die
Drehungsgeschwindigkeit sehr gross, so liegen correspondirende
Punkte verschiedener Schichten auf |Archimedischen Spiralen,
die Zahl der Windungen derselben in der Kugel wichst mit
der Rotationsgeschwindigkeit ins Unendliche. '

Die Intensitit wichst Anfings mit der Rotationsgeschwin-
digkeit, aber nirgends dieser proportional schneller in den
sussern, als in den innern Schichten. In der dussersten Schicht
wiichst sic bestiindig, schliesslich wie Vo, in allen andern er-
reicht sic bei einer gewissen Drehungsgeschwindigkeit ein Maxi-
mum, um dann wieder abzunehmen. Bei grossen o nimmt sie
vom Rande gegen das Innere ab wie eine Exponentialfunktion,
deren Exponent Ve enthilt.

Von Interesse ist moch die Abhingigkeit der Erscheinung
von der Ordnungszahl ¢ (deren Quadratwurzel auch in p ent-
halten ist), ich verweise deshalb anf die Formeln.

Zin scheinbarer Widersprueh zwischen der Theorie ciner

BL BADISCHE
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unendlich diinnern Hohlkugel und “der einer Hohlkugel von end-
licher Dicke mag auffallen; derselbe 1dst sich leicht, wenn man
beachtet, dass jede noch so diinne Hohlkugel nur bis zu einer
gewissen Grisse der Rotationsgeschwindigkeit als unendlich diinn

A betrachtet werden darf.
§ Iech will noch kurz den Fall erledigen, dass die inducirenden
T Magnete im Innern der Hohlkugel liegen, dass also die auf-
tretenden Kugelfunktionen negativer Ordnung sind.
Es sei
NS
=4 ( ) cosim Py,
! e
dann wird
VRS (T
@ 2 L .
Y, =— 4 (—) — sinziw P,;.
:ﬂ % 9 Q n 10 nt
Setzen wir nun
® et a2y . .
) Y = = A g( g) = (f, siniew + f; cosiw) Py,
' .
so wird die von ¥ inducirte Funktion v/':
“2 a1 2
' i r (4 s i .
e -—( : ) Ao (D—] = (F, cos iw — Iy siniw) P;.
Dabei ist aber der Zusammenhang zwischen f und F' ein
| etwas anderer, als friither; es ist niimlich gesetzt:
| ¢ 53
‘ = 4 ® - 3g2n+1
} f’(@]:';g-?—l g ,Ju}ada —IJQ Tn Sadal.
r e %
i Die Bedingung
:. W=, + ¢
£l liefert wieder die Gleichungen :
! :
; tm .,
! L=1+25
| %
| A
| : )
= = s F,.

Unter Benutzung derselben Abkiirzungen, wie frither wer-
den dieselben:
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Fall, dasa die
Magnete im In-
nern der Hohl-
kugel liegen.
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i iif ]. : ’g £} 1 £

| ! 0= 14 e ifaq-z(rr.)da—l—J b i i
|||} 8 a i

1

(I BEE T SR

f; AS‘
»
ja ¢, ada +J g2rt1,—2n ¢, ada
[ ]
8 ('3

Il Differenzirt geben diese

d ( m42 & . 9 1
2 " 35 ) = — oy,
d 2n+42 d —2n—1 ) s
fza(" 76 @ p)) = og
oder
: i
i = Py= — @
]
i w__2n
k fh—— 0= g
it 2n+41 . S s 1103
i Setzt man ¢ = o ¢, so folgen fiir die ¢ die Glei-
J chungen:
! I B e ~
] ¢ +——09,=—q
i —. - BRAD =
I ot ——=9.= ¢,
also Gleichungen, welche wieder auf die p, und g, fithren,
i Die Bestimmung der Constanten lisst sich dann ganz
i analog der friiheren ausfilhren und es wird erhalten:
|
T
¢ V—1—gq,
O.‘ZH—{-!.
=—2n4+1) 2n+ 1) 8‘71_'_5 .

_ G109 g 10) — g a(—28) 0n)
In—1 (;"‘S) (%+I (—A4s) — In—1 (_l S) | (’13) )
Besonders einfach wird die Formel fiir den Fall, dass S

g oo ist, es sich also um einen kugelformigen Ilohlraum in einer
unbegrenzten Masse handelt.
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Dann wird ¢,_1(2S) = 0, und also wird

o2t ¢, (o2) _

gn—k]("'“‘
Kaun man pp = o wegen des sehr kleinen Werthes von o

gegen die Einheit vernachlissigen, so kann man fiir die g, ihre

Werthe fiir kleine Argumente (Seite 47) setzen und erhilt

P V—1+ ps=—2(n+ 1)(2n+1) ;Q;H—_i :

dann:
P | + o, = A2 e_l(“_'“),
oder da wir die Grossen von der Ordnung o schon zum Theil
vernachlissigt haben
g V—1l+g=2=V-1
=1 ¢=0,
wie es sein muss.

Verschwindet andererseits die Einheit gegen pp, und er-
setzt man demgemiss die g, durch ihre Niherungswerthe fiir
grosse Argumente (Seite 47), so erhiilt man

¢, + @y V=1 = (20+1) (f ) sli Ho—9) |

Daraus ergeben sich #hnliche Erscheinungen, wie an der
- 45° 2 ;
Vollkugel, die Drehung betriigt —4— an der innersten Schicht
1
und wichst mit wachsendem ¢ ins Unendliche.

Fiir v findet man

— p
2n+1 v-.i. o —3=le—n. T o
e i, ' 2 1 b —_—p
1] P A 3 sin (Iam i 5 (o ?}),

welche Form der fiir die Vollkugel erhaltenen ganz analog ist.

Man erkennt iibrigens, dass schon bei den kleinsten Dre-
hungsgeschwindigkeiten im unbegrenzten Raum p so gross ge-
wihlt werden kann, dass die gemachten Anniiherungen zulissig
sind, es wird daher auch schon bei den Kleinsten w die In-
duction alle moglichen Winkel durchlanfen, allerdings in Ent-
fernungen, in welchen die Intensitit sehr klein ist.

Zur Vernach-
llssignng der
Selbstinduction.
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Ich erinnere hier an die Bemerkung, welche wir schon
auf Seite 30 betreffs der Vernachlissigung der Selbstinduction
gemacht haben,

Es wiirde ein Leichtes sein, die fiir Hohlkugeln gewonnenen
Resultate auf ebene Platten von endlicher Dicke auszudehnen;

lﬁ um Weitliufigkeiten zu vermeiden, verzichte ich hierauf. Das
Wesentliche der Erscheinung liisst sich iibrigens ohne Rechnung
! aus dem Besprochenen abnehmen.
§ b.

Kriifte, welche die inducirten Stromungen ausiitben.

Es sollen jetzt die von den inducirten Stromungen aus-

geiibten Krifte und die von denselben erzeugte Wirme be-

i rechnet werden. Der letzteren ist die Arbeit gleich, welche
geleistet werden muss, um die Rotation zu erhalten.

{ Das Potential A. Das Potential der inducirten Stromungen.
der inducirten
e R 1. Wir berechnen dasselbe zunichst fiir den #Husseren
1 Raum. Der Theil, welcher von der zwischen p=a und
| ¢ = a + da liegenden Kugelschicht herriihrt, ist
| n+1
1i bt a9 = ;Z‘j{jl (_e) o (a) da,
wenn wir das Glied 1w, der gesammten Stromungsfunktion
E betrachten.
| Nun ist
Yla)da=— 4 st a(-i)ﬂ L(;’ a siniw -+ f,acosiw) P,; da.
x \R/ a+1""1 i s

Setzt man diesen Werth in 42 ein, und versucht die
Integration nach den o auszufithren, so trifft man auf die
Integrale

R

J"ag,;_;_g f(a) da.

T
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