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1. ohne Berücksichtigung der Selbstinduection :

0 X
△ οτ 5 ds .

Diesem ꝙ ist eventuell eine Constante von der Grösse
leelen maltl

hinzuzufügen , dass in der Unendlichkeit ꝙ = 0 wird . Die 5

Formel , zu welcher wir gelangt sind , ist schon von Hlerrn

Jochmann angegeben für den Fall , dass à symmetrisch zur

2 Achse ist , es zeigt sich , dass dieselbe ganz allgemein gilt .

2. mit Berücksichtigung der Selbstinduction haben wir :

— 9 245ef Ae

Für oo werdende d erhalten wir , wenn z symmetrisch zur

Achse ist :

7 U
· E. ＋ = ⁰ 275

0

Das erste Glied wächst mit ins Unendliche .

106
W *“ẽ 7

4

genommen , dass nur auf einer Seite der bewegten Platte sich

inducirende Magnete befinden ; diese Voraussetzung ist un -

wesentlich . Ist sie nicht erfüllt , so zerlegen wir das gesammte

Potential nach seinem Ursprung in zwei Theile , und behandeln

jeden so , wie dies oben an einem von ihnen gezeigt ist .

Wir baben bei der Behandlung ebener Platten immer an -

§ 4 .

Vollständige Lösung für Kugeln und Hohlkugeln von

endlicher Dicke .

Wir wenden uns jetzt zur Bestimmung der Induction in

einer Hohlkugel von endlicher Dicke . Um Weitläufigkeiten zu

vermeiden , mögen zunächst nur im äussern Raum indueirende

Magnete vorausgesetzt werden .
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Es seien U, V, W die Componenten eines Vectorpoten -
tiales , weleches von geschlossenen Strömen herrührt , die ganzoder theilweise im Innern der Kugel liegen . Wir suchen dio
von U, V, Winducirten Ströme d, 2 . Für dieselben be -
stehen die Gleichungen :

8 „N N
„ „ 6 5d 8A 957

ieme , 4 — 97 .
% *957 925 97

9 8 f5
E —„ ( 5 93 07( 57 —

25
ferner im Innern :

977 9 * 97⁰
09 2¹ 9³7

„„3

und an der Oberfläche :

l0

Wir setzen zur Abkürzung

90 N 98V e 97 9ε. D ) 1(57 —
5

5%0)
Unter Beachtung des Umstandes , dass

82 997 d2

ist , erhalten wir nun für die Bedingungen :

In der Masse der Hohlkugel :

9
— — 2 „ ( ν =- α A LAꝙ D 2ᷓ 05 (35 5

＋ O (αο A I),

und an der Grenze

605 555 —
90 0 6 9A5 0. %

Satz, welcher Wir beweisen zunächst den folgenden Satz :die Grundlage des
Folgenden bildet.

Haben UY die Form :0 8



dyn 9

50n 0 92 37
xn xn

5

dzn dxN

. Ke· ( v5 Se).
welche Form der Gleichung

D .
9 93,/ 92

genügt , so sind die Lösungen der vorstehenden Differential -

0

gleichungen :
93

＋ 00 . ( 33 )
= οοον sin 13

773 — — 55 on 9 „ 1¹
*

L
97 82 57

˙ — 8250˙² ( A „ A
8⁰⁰

*
52

15 e⸗6
9

55%⁰
Um den Beweis der Richtigkeit zu führen , drücken wir

zunächst die Bedingungen für ꝙ in 1 , aus . Es ist ( § 1,4 )

dzn dn
D m ( m N2 ＋ 1) 0 „ —

9 9
r m ( mn ＋2 ＋ 1) 20 b8 2 d

8 97 ,
J m ( m 4 2u ＋ 1) . — 5 — 5 — uere ,

305

94 UY n ( n ＋ 23 ) οο 5 1212

9
ι οναν m̃ (mn ＋ 2 1 55 nον

—1 N - A m n A 2n ＋ 1) ÜEU m/ An
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ferner :

95 N
2 An 93* 57

—j 1 8 ( 1l — o0
n 610 J 2¹

95 —2 In X.(A5
9 9ν 972 N 9 X
53 555 mob ( 1 1

Daraus ſolgt :

O =
=
= ονανοYοhe

Also werden die Bedingungen für ꝙ:

0
4 %% ν = un m ( m ＋ 2u ＋ 3) 1 1 , 9

— —
02 7

N¹— 2 ( ＋ 1) 0 5½

an der Grenze :

99 —
1.

„m 20J7
„ 9 „ 1).

Diesen Bedingungen aber genügt 6 , denn es ist

erstens :

97 9
4ꝙ ν o 0 ( 5• 2375

8 (O⁰ü17*0 392 ( O 10l
8

8 ſe 5 [ 0 ＋ 2) ( m ＋ 2 ＋ 1) —22

— uενe , In ( ＋ 2 ＋ 1 2 „ 0

9 *
—— 5 ( n T 2n 4 . 3 ) 60 —2 (5 95 — 12T%

Wonach die erste Bedingung erfüllt ist ;

zweitens ist ꝙ das Produkt aus einer Funktion der Winkel

und ou- EnEI, a180

989 σ m＋ * A 1
855 0939e 0
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wonach auch 65 zweite Bedingung erfüllt ist . Aus dem 80

als richtig nachgewiesenen ꝙ folgen aber die “ 2%è durch die

ursprünglichen Differentialgleichungen , zunächst allerdings in

einer etwas complicirteren Form . Ganz dieselbe Form jst aber

schon Seite 11 aufgetreten , und es hat sich schon dort gezeigt ,

dass sie mit der hier gegebenen identisch ist .

An diesen Satz knüpfen sich die folgenden Bemer -

kungen .

1. Wir können in demselben oον durch eine Reihe von

Potenzen , deren jede mit einer willkürlichen Constanten multi -

plicirt ist , also durch eine willkürliche Funktion von e ersetzen .

Wir können zweitens „ , durch eine Reihe von Kugelfunktionen

verschiedenen Grades mit beliebigen Coeffizienten ersetzen , da

die Ordnungszahlen im Endresultat keine Rolle spielt . Hier -

aus ergiebt sich folgende Verallgemeinerung des Satzes :

Ist à eine ganz beliebige Funktion und

9A
*

9 ο

17 — 5
0

3
9oοο

so sind die von U, Y, W inducirten v˙ 20“:

„ dο

223 ε2＋* Jc ,

43ͤͤÜ» gs » ·
„ dοο

Es ist nicht schwer , diesen Satz mit den in früheren Pa -

ragraphen erhaltenen Resultaten in Verbindung zu setzen .

2. Die durch obige Formen gegebenen UV W rühren

3 *

Folgerungen.
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von Strömungen her , die in concentrischen Kugelschaalen er -
folgen . Denn es ist

4 ＋ /A ＋24 = O.

Umgekehrt lassen sich die U, V, W solcher Strömungen
immer in obiger Form darstellen . Denn ist In V (e) das Glied
in der Entwicklung der Strömungsfunktion , welches die 2te

Kugelfunktion enthält , so haben die zu diesem Gliede gehörigen
U, V, Wohne Weiteres die obige Form .

Andererseits geschehen auch die inducirten Strömungen in

concentrischen Kugelschaalen . Denn es ist
35

1 % ＋ v ＋ 20 O.

Wir folgern daraus :

Die strömung Eine Strömung , welche in concentrischen Kugelschaalengeschieht inimer 2 8 8 5
eee e erfolgt , inducirt eine Strömung , welche dieselbe Eigenschaft hat .ugelschaalen .

Und weiter : Die Strömungen , welche in einer rotirenden Hohl —

kugel durch ruhende Magnete inducirt werden , erfolgen immer

in concentrischen Kugelschaalen um den Nullpunkt .

3. Es ist

9 ν οεα ) ,

sobald U, J , die obige Form , also die inducirenden Ströme

die besprochene Eigenthümlichkeit haben . Wir werden dies in

§ 8 benutzen müssen .

Es ist nun nicht mehr schwer , die successiven Inductionen

zu berechnen , welche ein gegebenes äusseres Potential hervor -
Berechnung

der euscesiven ruft . Sei /% das ute Glied in der Entwickelung desselben . WirInduetionen.
fanden die Ströme erster Induetion :

8 ＋ 1 Od ,

W 0

9ο
1 0Nν

70¹ eee

Die zugehörigen I J1 U sind :



2 9 7 eee

πα Dονο,½n gI 22 3 ( 2n - 5 He

83—
0² 27˙2˙9＋•3

( 21＋1 ) ( 2n T3) 655141 70 dο 22* ＋ 2M ＋3

2311 23 ＋3 An⸗ 4* 102ο—“) ̃e1 .
21 o 8

N² 0² 27 ½

dον

Man findet diese Werthe durch eine einfache Integration ,

indem man beachtet , dass ½1 5i 01 Produkte von e“ und Kugel -

flächenkunktionen sind . Das Potential jeder unendlich dünnen

Kugelschicht im Innern und Aeussern derselben ist bekannt

und eine Integration nach e giebt die angeführten Werthe . Es

folgen aus denselben die Strömungen zweiter Induction :

2n
0 ö

975 Re 0² 3
7. —— — . —————— ————H————————————

1LINU do2n - EI 23½8g ( 2n 1 ) u4 - 8 ) eA1
E 7

27
251

9 R 0² 272 —
5 Æ = = ——. . — — —

21d D⁰ ] nf - 1 23＋½3 2u 1) 23＋3 ) Srr1)
271 9 97 R² 0² 27283

6R 8 0
nIe / do nε ! ͤ23 ＋3 ( 23＋ 1) 21 4 . 3 ) 21

6 * In derselben Weise kann die Rechnung beliebig fortgesetzt

werden , die Resultate derselben werden jedoch immer com -

bplicirter und wir wenden uns daher zur exacten Lösung des
U

Problems .

Wir sahen , dass die Strömungen immer senkrecht zum

1
Radius sind , wir können also wieder von der Strömungsfunktion

K . Gebrauch machen .

Sei 5 ) ν eine beliebige Funktion von e, Sei

*¹.

die Strömungsfunktion eines in der Kugel bestehenden Strom -

Systems .

Die Stromdichten sind :
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7
9 * „

2˙ τι
9 ο

9½
Allgemeine 8 — — —

Lösung. 8
0 %

7
9

9ο

Sei nun V( ο ε H eine zweite Funktion von , welche

mit F7 durch die Gleichung verbunden ist :

0 —. — J 5 ( 4 4 4 2E4 ( ) d a0
25 L 11 V(a) 0 8

aus welcher durch Differentiation folgt :

38 An 2n＋41 900 4
4 (2 4 %

( Er1 ) ) anef

Es sind dann die zu 1, v, ob gehörigen U, V, V. :

d .

89

9

1

Daraus folgen die von dem System , inducirten Ströme :

0³ „dRn
Ooe;

„ 3

90⁰

Die zu diesem System gehörige Strömungsfunktion ist :

00 5
„
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Es inducirt also die Funktion

„ 2 e FIn

die andere

07 0 „

*

Es bedeute nun / die in der Kugel unter dem Einfluss

der äussern Potentialfunktion „ „ thatsächlich bestehende Strö —

mung , ½½ sei die von den äussern Magnetismen direct inducirte

Strömung , dann ist offenhar die Bedingung des stationären Zu -

standes :

/ ν Ii⁰ονν -

Um diese Gleichung weiter zu entwickeln , zerlegen wir

und betrachten jedes Glied für sich ; sei das vorgelegte :

*

Int 460 cos ο Pnt·

Wir baben dann ( Seite 13 ) :

V
— 2 7 3

5 4e ( I 0 Bu.

Setzt man nun

00 *
8

Ae ( 0 3 ( F( e ) sin 2 % ＋½% (o) cos iο ) Pn

S0 wird

3 8 0 22
*7 Ae ( Je eosSο = Vio sin dο ) Pnt -7**

Die Gleichung / ν ανοο ist nun erfüllt , wenn 7 und

J den Gleichungen genügen :

1
Jο⁰οεα ν νν

1%0
¹˙˙ ̊— Ji ( C)

durch welche J und /½ vollständig bestimmt sind .

Denken wir uns 7 und /½ gefunden , so lässt sich das Re -

sultat der Untersuchung in folgender Form aussprechen :
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Die Selbstinduction lässt die Form der Strömungslinien
( für jedes einzelne Glied der Entwickelung ) ungeändert , ihre

Wirkung besteht darin :

erstens , die Erscheinung um den zten Theil eines gewissen
Winkels d im Sinne der Rotation zu drehen , eines Winkels ,
der für die verschiedenen Schichten von verschiedener Grösse

ist , und für welchen die Gleichung tg 0 gilt ,
zweitens , die Intensität der Strömung in den verschiedenen

Schichten in verschiedener Weise abzuändern . Das Verhältniss
der wirklich stattfindenden Intensität zu der ohne Berücksichti —

gung der Selbstinduction erhaltenen ist

I .

Mit der Bestimmung der Funktionen / und /½ werden wir

uns einige Zeit zu beschäftigen haben .

Behandlung Wir führen die folgenden Abkürzungen ein : Es seider Gleichungen 5für die . 4 —

*

1 % = 5, ο S8

Jile ) Æπ ꝙi ανεο ν αg
Jele ) π ꝙα ενο e = ꝙu 0.

Wir denken uns in die Gleichungen , welche / und /½ be -

stimmen für Vi und /½ ihre Werthe gesetzt , wir transformiren

sodann die Gleichungen auf ꝙ und o, und erhalten :

80
1 0 9 22492 41%

60 1＋ — — 0 ꝙ2 αααν ’ν ο ꝙ uανſdα8
EnI ) , 5

0 5

7 3 3 64²mN＋2α . PcHiagadif 8
( 27＋ 16%

5 7

Durch Differentiation geben dieselben :

d (‚ —2u 4 27αꝰj— ( 0 — — 0
5 K 85

6¹ 62

d 2 0
‚— 6 ( οch½ chi

do d
2
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Die Form der Funktionen und ꝙ½ hängt also nur ab

von u, in den Integrationsconstanten kommen dann allerdings

noch ½, s und S vor .

Obige Gleichungen können geschrieben werden :

5 2 * ＋E 2 „
9 . ＋ ν

5 2 2

E

Als Differentialgleichungen können dieselben vollständig
ersetzt werden durch die folgenden :

9·² 4 91 — 1

2˙⁰◻ 2

Denn alle Lösungen der letzteren befriedigen erstere , und die

allgemeine Lösung der letzteren enthält 2 X& 2 willkürliche Con -

stanten , ist also auch die allgemeine Lösung der ersteren .

Setzen wir 11 1 , und verstehen insbesondere unter 4

diejenigen Wurzeln dieser Gleichung , deren reeller Theil positiv
ist , also

*1 * NKüiKh

„ „

5o werden unsere Gleichungen :

9 ν 12 F1

„ 2u* ＋ 2 „
5 = ᷣ . 1 9¹ .

Die beiden particulären Integrale derselben sind :

＋1 0

5 ( 1οο gl⁰ qv, ( on a ,
—1 1

gültig für reelle positive o.

Dass diese Integrale die Gleichungen befriedigen , wird
etwas weiter unten gezeigt werden . Da in unserm Falle u
eine ganze Zahl ist , so lassen sich die Integrale ausführen und
also das Resultat der Auflösung in endlicher geschlossener



42

Form aufstellen , der Einfachheit halber möge die Integralform
beibehalten werden . Setzt man

Defination
der v und 9.

7.1
E GU 4 ( 1 — 0 * ανν

88 4 ( 1 —22 ) “ —◻ο do,
f

so sind offenbar die Lösungen der Differentialgleichungen :

9¹ Apn (uοο)ο ν BprCοον ) ο α gCꝗ,νσνο Dqu Ca

—
9＋

ν νA ] ·uνοαν νυν Bν,Uονο i, , Ciοοαννν ν .

Diese Lösungen sind in die Integralgleichungen einzusetzen

und daraus die Consfanten zu bestimmen . Zur Ausmittlung
der dabei auftretenden Integrale dienen die folgenden Rech -

nungen :

Man hat :

PnCAο) ’ 9 do ,

—1

＋1
2

45 ( o2 2888 6 ( 1 — ˙ ( 9οοα 2 ＋ 1)

—1

A2 ( 400

＋. 1
45 . 25

45 (62 ＋¹ 14 (1 ( 52＋ 267α 1)v)eνινννά

e (Aö0

Die letzte Gleichung zeigt , dass p , eine Lösung der vor -

gelegten Differentialgleichung ist .

4 *) Die letzten Glieder der Gleichungen werden durch Umformung

der voranstehenden Integrale , vorzüglich durch partielle Integration er —

halten .
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Durch rückwärtsschreitende Integration findet man nun aus

den vorigen Formeln :

27¹

ſon do 7⁷ puuiο

und

E 57 1 Cο dοο 3 0²⁰e- Pn ( Lo) ,
2 21

aus welchen durch Differentiation die Recursionsformeln folgen :

2n pðl Integral- und
pn ⁰ υεε

1 0 3 der
5

2 * ＋ 1 2⁰ pn und 9n.
Pn —1 ( vo „ Pn (AJo) 1

375 Pn A

aus welchen folgt :

5
275 Pn 4uα Aα 10 Pn4 - 1

2

E 6˙ — 1) p = 2 — 1 ( 2u —1 ) 7.—10
Ganz ähnliche Rechnungen lassen sich nun auch für die 9n

durchführen , die Resultate gehen aus den eben gewonnenen
einfach durch Vertauschung von p mit 9 hervor , man bat

also auch

2
J07, Q0 d0 I 1U

2n 1
ſern 9¹ Iαννο ασοσ‚]

* Ju Aο ) ete .

Mit Zuhülfenahme dieser Formeln hat die Ausführung der

nothwendigen Integrationen keine Schwierigkeit , beispielsweise
hat man , unter Zuhülfenahme einer partiellen Integration :

9 8
2 8

5 0 1125, a d 5 ap (a) da

8 0

27* 277 82n “ 0 21＋—5

17*
3
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27 27＋½
— 62n-A-1 E 1 D7 816 ) —. 62 . 17 ( .

Setzt man diese und die ähnlich zu bildenden Ausdrücke
für J in die Gleichungen ein , beachtet , dass 9˙ ◻ν ] ꝙi 12,
und 1 = 2 —1 , so heben sich die 2 und 9, wie es sein muss ,
heraus und es bleiben Gleichungen zurück von der Form

0 const . ＋ 8
welches die Lösungen der Gleichung

d —2n —. 274 8dqο⁰65 ο
0

sind .

Die hier auftretenden Constanten müssen einzeln ver -

schwinden , und es werden so die folgenden 4 Gleichungen für

43 C erlialten , unter Beachtung des Umstandes , dass

1

ist :

8
½ ( 4. 9 5%% 82 „ , AbIꝗYBPE1028 ) - 18 ) f2 ill 2

0 οApοe⁊ uν οeee σjꝗ¹ ) ν

0 A1¹ 8) ＋ 5 1 0² 991 C4nAI ( ¹s ) 5 D9 . 1 ( 2 8)

0 DÆApν ] ( ¹ Bp, 1 ( 2 80 ＋ C46¹ (A¹s⁵) 88 D9I¹ ( 28 ) .

Dieselben lassen sich leicht auflösen und ergeben :

2 * ＋1 JuE UA¹

„ PDu 1 (A1 8) 0% 1 ( 11 %% „ e e

2741 Pu＋I ( Cus)

A 5, I ( u U I u

27＋1 J＋ (
3

4 PIC ) s) — D＋νi U 94·ʃ1 )

277˙D - ＋e ( 25 )

P71 8S) 4¹α 0² 5) —PDI1 ( 5) 9¹ S )
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Indem man diese Ausdrücke in ꝙ: und ꝙu einsetzt , erhält

man die vollständige Lösung . Dieselbe lässt sich einfacher dar -

stellen in folgender Weise : Da J1 und J conjugirt sind , 80

sind auch (uιον und ( ½οο conjugirt , ebenso sind , wie man

leicht sieht , 4 und B conjugirt , und es ist daher

A pn (ινννο αν Bpn ( νον

gleich dem doppelten Werthe des reellen Theiles jedes dieser

Ausdrücke . Ebenso ist

A pn C¹ e) B pn Cl2 ,

welcher Ausdruck in ꝙ½ vorkommt , gleich dem Doppelten des

Iudem man dies be -

achtet , und die Werthe von 4 und C, erkennt man leicht die

Richtigkeit der Gleichung :

2
＋-1 I Ci 0) 9½1 Ans ) — 4u (U1 PUA US

2n Pn —1 U¹ S) ＋ανοi0¹ 0 — 47◻ο U¹⁰ν̃ ) PU＋II 0¹ 5)

= 91 oh U—I ＋E½Ei .

Besonders einfach wird die Gleichung , wenn s 0 ist , es

sich alss um eine Vollkugel handelt . Dann ist JuI 6 ) un -

endlich , unsere Gleichung wird also :

21 P , ( I1 G

2n Ppun1 ( U¹α

Die Grössen , auf deren Kenntniss es uns besonders an -

imaginären Theiles des ersten Gliedes .

= I1 4. 95 U——1 .

kommt , nämlich der Winkel 9 areſtg 5 und die Verstär -
1

kung der Stromstärke V7 ＋ 7½, haben eine sehr einfache ana -

lytische Bedeutung , sie sind Amplitude und Modul der links

stehenden complexen Grössen .

Die Rechnungen lassen sich weiter führen mit Zuhülfe -

nahme der folgenden Bemerkungen :
Die Integrale , durch welche p und 9 definirt sind , lassen

sich für ganzzahlige u unbestimmt ausführen , und die p und g
also in geschlossener Form erhalten . Wir können und wollen

unter den p und ꝙ9 diese 80 ausgerechneten Funktionen ver -

Lösung der
Gleichungen für

A und n mittelst
der p und g.

MenInen90

Weitere Eigen-
schaften der

p und g.
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stehen . Dann sind auch ꝙ mit negativem Argument zulässig ,
und es gilt die Gleichung

—Pale ) gnle ) ＋ 9a ( - o ) ;

aus welcher folgt , dass

Ynle ) p⁊ = o ) .

Denn sei , unbestimmt ausgeführt

ſa n ‚d⸗

dann ist

Ju ( o) ν V ( o , ( 55 1)
1 1

P (0) ſa - eν „ l οονρ eoον . αν
0
0 6

(—- 61 )— ( —- 0o,0 )

60
Aber es ist für ganze

J( &o, o , YI ) = = (6550) ,
und 8o folgt die Behauptung .

Die einfachsten Integrale der ursprünglichen Differential -

gleichung sind also :

Jn ( 0) und Jn o ) .

Folgendes sind die Werthe der ersten 9, von welchen der erste

direct , die übrigen durch Recursion bestimmt sind :

5

—
Die ersten 9. —j— 0 ＋＋

0

„ . e
etC. ,

woraus also folgt :



20 15

2 85 6 . ＋

Für grosse Werthe von o nähern sich die 2 und 9 den

Ausdrücken : Die und 9
3 für grosse und

l — kleine Werthe
In 0C1 des Arguments.

pnlo ) „ 1 — 0).

Für sehr kleine Werthe von d wird :

( =2) / 11 . 3 . . . 2 — 11 ! —

5
3

Die Gleichung — p (o) 20ο)ο ατ αναε⏑ν-α) verliert hier ihre

Bedeutung , da für 0, 9 = αα᷑ οο wird . Um auch für sehr

kleine &G p zu kennen , entwickeln wir es in eine Reihe nach

aufsteigenden Potenzen von o. Es geschiebt das leicht , indem

man in dem Integral , welches p darstellt , für e seine Reihe

setzt und gliedweise integrirt , man erbält :

‚
0² 05

B3400 7 . eee

Von Wichtigkeit für später ist uns noch die folgende For -

mel : Es ist :

Jn ( 0) g - 1uÆ◻ ο = 9 ( — 0) 9 10

4 * ˙e •)8
6 4—100 93 —20 —0 )— 9 1＋σο 4. 20 %0

1·16 — 1) 1 ＋„ „ „ ˙· . 9— ———

a ) —

0

welche Formel sich durch die für 9 gefundene Recursionsformel

leicht beweisen lässt .

In allen besprochenen Eigenschaften der p , und qu, zeigt
sich eine nahe Verwandtschaft derselben zu den Bessel ' schen

Funktionen , in der That lassen sich die Jun durch die vn＋ !
und 4n E ausdrücken .
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Aus der Formel , welche unser Resultat bildete , können

wir nun die Funktich 9 fortschaflen , und erhalten :

2n1 Jn＋Æ1 ( 48) In 3 — „ Ju 1⁰ Ju. ( Ao

² Ju - (As) Ju - 1 E48 ) = A 4n - 1 ( 48 )

Ju ＋ J½ — i .

*

Wir wenden diese Formel , welche die exacte Lösung giebt ,
auf specielle Fälle an , welche Vereinfachungen zulassen .

1. Es sei zunächst die Hohlkugel sehr dünn , sei d ihre

Dicke . Es ist dann 8 sehr wenig verschieden von 55 Ssei

S ÆνT d, wo nun d ud ist .

Für q können wir einen beliebigen Werth zwischen s und

S setzen , sei G ν 8 .

Setzt man diesen Werth in obige Formel ein , wendet im

Nenner die Substitution

— 2οœ
275 Jn. 175 ( E Jn＋νr1

an , und dividirt durch den Zähler , so erhält man

61 ＋ 92 21

1

* 1 4 N100 ¹νινν . U¹ι 97ν¹ )

07 ) 2 % % %

Setzt man nun entwickelud :

Jn＋1 889 2 ( 6＋ 00

Jnοr1 ẽ ) ＋ Aο 9 CQs)

0²5⁵
ꝗ＋σνοα⁰ α νασ ] hο 291 ( )

0

Ju＋1 (E — AJn＋＋1 Es 5 —
2( ö24 • JnA - 2 —A8)

*) Es werde fortan für J, einfach J geschrieben , und ist also
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s0o kann man unter Zuhülfenahme von Formel a) ( Seite 47 )

die 9 durch Division wegheben und erhält

— 5 1

„
22 ＋

Nun ist aber

80 4n RE,E
2u ＋1 ( 2n 1. 1) K

nach unserer früheren Bezeichnungsweise , also wird

—

1

14e —

„5„
II IA＋=

welches Resultat mit dem früher erhaltenen zusammenfällt .

Wir haben sonach einerseits unsere Formel an einem schon

bekannten Resultat geprüft , andererseits den Beweis geführt ,

dass die früher gegebenen Formeln für alle „ gelten , welcher

Beweis noch ausstand .

2. Wir wenden zweitens unsere Formel auf den Fall an ,

dass wir in den 7 und /% nur die erste Potenz der Drehungs -

geschwindigkeit beizubehalten brauchen . Der Einfachheit halber
beschränken wir uns auf eine Vollkugel . Für eine solche

hatten wir

— 2ꝛ2 % ‚ Kleine Rots-
5 1* — — — * ionsgeschwin-J¹ A 2„ % 57½ 1 ( 48 ) dlobelten .

FEntwickeln wir die p und behalten nur die ersten Po -

tenzen bei , so folgt
2

2 5½½c
Ji ＋7—h E1 2

**
Eine nähere Betrachtung dieser Formel zeigt , dass die aus

derselben für / , und ½% folgenden Werthe , in eingesetzt ,
nichts anderes ergeben , als die Inductionen erster und zweiter

4
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Ordnung , welche wir schon auf Seite 37 berechnet haben . Wir
betrachten hier nur den Drehungswinkel . Mit ausschliesslicher

Berücksichtigung der ersten Potenzen hat man :

2 2
110 . 6 . L ,1 * 22＋ε 2 ＋◻3

also den Drehungswinkel

271 8

21 - r 2AN＋43/8 *

Es erscheinen also alle Schichten gedreht , die Drehung
ist am kleinsten an der Oberfläche der Kugel und nimmt von
dort gegen das Innere stetig zu . Denkt man sich durch den

Aequator der Kugel einen ebenen Schnitt gelegt , und verbindet

correspondirende Punkte der verschiedenen Schichten , 80 erhält

man ein System congruenter Curven , welches sehr geeignet ist ,
den Zustand der Kugel zu veranschaulichen . Die Gleichung
einer dieser Curven jist offenbar :

S a tg 2 ＋7,
oder sehr nahezu :

—5 271
9 21

＋α3 /

In Figur c, Tafel 1 sind diese Curven dargestellt für den

Fall , dass die Kugel von Kupfer R = 50 mm , 1 ist , und

dass die Kugel 1, 2, 3, 4 Umdrehungen in der Sekunde wacht .

3. Es werde drittens angenommen , dass ½ s0 gross sei ,

dass für die ( 87 ) und 9 ( 6 % ihre angenäherten Werthe ge -

setzt werden können . Es werde ferner angenommen , dass das

„ 8 —. —Verhältniss 7
weder sehr nahe = 1, noch sehr nahe 2 0

sei . Ersterer Fall ist schon erledigt , letzterer muss besonders

betrachtet werden . Durch Einsetzung der Näherungswerthe in

die exacte Formel wird erhalten :

1 —
2 8 — 9 .4f— —16 = 9

＋ 92 ( S
5

1 0 0
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Da S nicht sehr nahe gleich s, beide aber sehr gross sein

sollen , so verschwindet im Nenner das zweite Glied gegen das

erste , und es wird

234. 1 5 5Ce,
91 ＋ 952 Ii2 uνν • d ] ( e 63

＋ οσσν)].
Das zweite Glied der Parenthese verschwindet gegen das

erste , ausser wenn Sr rist , verzichten wir daher auf eine

genaue Kenntniss der Strömung an der innern Grenze , 80
können wir setzen :

S··
N

3
Dals oder r aus dieser Gleichung verschwunden ist , 80

ist anzunehmen , dass sie auch für Vollkugeln Gültigkeit hat ,
in der That ergiebt sie sich leicht aus den für Vollkugeln gel -
tenden exacten Formeln , wenn man üähnliche Vernachlässigungen
macht , wie die oben ausgeführten , und auf eine genaue Kennt -
niss der Strömung im Centrum verzichtet , ( wo übrigens die
Intensität sehr klein ist ).

In den erhaltenen Ausdrücken ist

à1⸗M ( iWz
ohne die Sonderung des Imaginären und Reellen auszuführen
fluden wir leicht :

αουο .

72 ＋ ¹Aetßtßtt·t . · . . . ——1

2＋ 2 „ „
W ee

*
Setzt man diese Ausdrücke in ein , so erhält man

22˙ “ Jio ιε -=σ˖ 8 6
262＋T1) 43 V2 an ſin —45( K00)

welches also diejenige Strömungsfunktion ist , die bei sehr
grossen Drehungsgeschwindigkeiten von der äussern Potential -
funktion

4 *
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*
coS ο P¹ ;

σ

hervorgerufen wird .

Die Bedeutung obiger Formel lässt sich leicht durchschauen ,

stellen wir ihr Ergebniss mit den früheren zusammen , so kön -

nen wir die Erscheinung , welche eine mit beständig wachsender

Geschwindigkeit unter dem Einfluss einer inducirenden Kugel -

funktion rotirende Hohlkugel darbieten würde , in folgender

Weise beschreiben :

Beginnt die Selbstinduction merklich zu werden , so ver -

ändert sie die Form der Strömungscurven in den einzelnen

Kugelschichten nicht , die letzteren aber beginnen sich schein -

bar zu drehen im Sinne der Rotation ; dabei gehen die inneren

Schichten den äusseren voraus . Die Drehlung der inneren

Schichten ist an keine Grenze gebunden , sondern kann ins Un -

endliche wachsen , der Drehungswinkel der äussersten Schicht

8 7r
convergirt gegen den Werth

3
nachdem er übrigens vorher

75

bei Hohlkugeln diesen Werth überschritten haben kann . Ist die

Drehungsgeschwindigkeit sehr gross , 80 liegen correspondirende

Punkte verschiedener Schichten auf [ Archimedischen Spiralen ,

die Zahl der Windungen derselben in der Kugel wächst mit

der Rotationsgeschwindigkeit ins Unendliche .

Die Intensität wächst Anfangs mit der Rotationsgeschwin -

digkeit , aber nirgends dieser proportional schneller in den

äussern , als in den innern Schichten . In der äussersten Schicht

wächst sie beständig , schliesslich wie Vos, in allen andern er -

reicht sie bei einer gewissen Drehungsgeschwindigkeit ein Maxi -

mum , um dann wieder abzunehmen . Bei grossen nimmt sie

vom Rande gegen das Innere ab wie eine Exponentialfunktion ,

deren Exponent Voo enthält .

Von Unteresse ist noch die Abhängigkeit der Erscheinung

von der Ordnungszahle2 ( deren Quadratwurzel auch in , ent -

halten ist ), ich verweise deshalb auf die Formeln .

Ein scheinbarer Widerspruch zwischen dor Theorie einer
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unendlich dünnern Hoblkugel und der einer Hohlkugel von end —

licher Dicke mag auffallen ; derselbe löst sich leicht , wenn man

beachtet , dass jede noch so dünne Hohlkugel nur bis zu einer

gewissen Grösse der Rotationsgeschwindigkeit als unendlich dünn

betrachtet werden darf .

Ich will noch kurz den Fall erledigen , dass die inducirenden

Magnete im Innern der Hohlkugel liegen , dass also die auf - „ kan, aass ue
Magnete im In-

tretenden Kugelfunktionen negativer Ordnung sind . Tael 118kugel liegen.
Es sei

7 1＋• 1

I ν cos hο Pn ,

dann wird

0⁰ . Ii

⁰ Aαe 9 sin ο Pnt·
7*

Setzen wir nun

5 8W
W A4e0 , Unsin 2 ＋ Vn CosS ) PI ,

80 wird die von / inducirte Funktion / ) :

„ VI 42
*2* — —0 40 9 ( ＋ cos ο FEu sin i o ) Pn -

7¹ 0 7*

Dabei ist aber der Zusammenhang zwischen F und V ein

etwas anderer , als früher ; es ist nämlich gesetzt :

8
4

10UA
3 ( C da Jadaſ .

8

Die Bedingung

ν vο ＋ 1ͤ
liefert wieder die Gleichungen :

. 8
„ 5 —ͤ . *

72 — .
*

Unter Benutzung derselben Abkürzungen , wie früher wer -

den dieselben :
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9 8

0¹1 1 ＋ JemloſdeHſore . 62 A da
8 0

9 5

326K1 2ſſegud ſcn aν ꝙi Adα
8 0

Differenzirt geben diese

40 ( 45 ( 2 1 170
45 ( s 45 ( 6 2 — 1 10 — 091

oder

„ 2 %ͤr —
93 92

„ 2
2 P1·

Setat man ꝙ oοe , 80 folgen für die ꝙ die Glei -

chungen :

2n ＋ 2 — —
91 *E 0

„ 2˙ 2 —
½⁴＋

0
393 915

also Gleichungen , welche wieder auf die vn und % führen .

Die Bestimmung der Constanten lässt sich dann ganz
analog der früheren ausführen und es wird erhalten :

9¹ 1 — 92

02N＋ο¹

2 C3

J31 ( 18 ) 9 = ＋¶ L0) — i JAo )

45108 ( J1A1 EE JuIi ) ο

Besonders einfach wird die Formel für den Fall , dass S

00 ist , es sich also um einen kugelförmigen Ilohlraum in einer

2063 ＋ 1) ( 22 ＋ 1)

unbegrenzten Masse handelt .
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Dann wird 9 %108 ) O, und also wird

21＋

01 31 ＋9 = — 2 ( 63 1 2n — 3 E

Kann man ue d wegen des sehr kleinen Werthes von 9

gegen die Einheit vernachlässigen , so kann man für die q , ihre

Werthe für kleine Argumente ( Seite 47 ) setzen und erhält

dann :

91 U —I A＋ g = νοατνονe ,

oder da wir die Grössen von der Ordnung c schon zum Theil

vernachlässigt haben

ÜT .

51 S 1, 9½ O,

wie es sein muss .

Verschwindet andererseits die Einheit gegen e , und er -

setzt man demgemäss die 9 % durch ihre Näherungswerthe für

grosse Argumente ( Seite 47) , so erhält man

R7 7 6 ( νYν ον
Daraus ergeben sich ähnliche Erscheinungen , wie an der

0

Vollkugel , die Drehung beträgt * an der innersten Schicht

und wächst mit wachsendem e ins Unendliche .

Für findet man

2391 4 3 7

27¹ * 1

in ( . .ein (io 4 ) .
welche Form der für die Vollkugel erhaltenen ganz analog ist .

Man erkennt übrigens , dass schon bei den kleinsten Dre -

hungsgeschwindigkeiten im unbegrenzten Kaum o so gross ge -

wählt werden kann , dass die gemachten Annäherungen zulässig

sind , es wird daher auch schon bei den kleinsten à die In -

duction alle möglichen Winkel durchlaufen , allerdings in Ent -

fernungen , in welchen die Intensität sehr klein ist .

Zur Vernach-
lässigung der
Selbstinduction.
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Das Potential
der inducirten

Ströme . 95

Werth dessel-
ben im äussern
Raum.

56

Ich erinnere hier an die Bemerkung , welche wir schon

auf Seite 30 betreffs der Vernachlässigung der Selbstinduction

gemacht haben .

Es würde ein Leichtes sein , die für Hohlkugeln gewonnenen
Resultate auf ebene Platten von endlicher Dicke auszudehnen ;
um Weitläufigkeiten zu vermeiden , verzichte ich hierauf . Das

Wesentliche der Erscheinung lässt sich übrigens ohne Rechnung
aus dem Besprochenen abnehmen .

3

Kräfte , welche die inducirten Strömungen ausüben .

Es sollen jetzt die von den inducirten Strömungen aus -

geübten Kräfte und die von denselben erzeugte Wärme be⸗

rechnet werden . Der letzteren ist die Arbeit gleich , welche

geleistet werden muss , um die Rotation zu erhalten .

A. Das Potential der inducirten Strömungen .

1. Wir berechnen dasselbe zunächst für den äusseren

Raum . Der Theil , welcher von der zwischen ( = und

α＋τ da liegenden Kugelschicht herrührt , ist

492 Aun
2 „ % 0

wenn wir das Glied ½e der gesammten Strömungsfunktion )
betrachten .

Nun ist

Vn ; ( a) da ,

7* 5

V( a ) da — A 4⁰0 5 ( Ad sin 2ο ρlαẽο,iu ) Prj dd .

Setzt man diesen Werth in d ein , und versucht die

Integration nach den d auszuführen , 80 trifft man auf die

Integrale
R

5 425 . U2 f (a) da .

7
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