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§ 2.
A Liisung bei Vernachlissigung der Selbstinduction.

In diesem Paragraphen soll das Problem fiir den Fall ge-
o lost werden, dass von der Wirkung der Selbstinduction abge-
sehen werden kann. Fiir die Stromungen « » w bestehen die

s sl
. Gleichungen
il .
xzz.zf:,(ffl.’c ‘
Da
g
= o oK
%2 By + 3 7) ‘
x-m::—‘;-‘—"+3: |
0z
ferner, da die Stromung stationir ist, im Innern
Ou O Ow
a +— + - - = 1)
D Dy 0z
27 und fir ¢ = R und o = o,
) uz + vy + wz = Q.
Hieraus ergeben sich fiir ¢ die Bedingungen: !
im Innern:
0 9% a3 |
A= =g =% oy
P =% T 0y T 9
und an der Oberfliche:
Do .
e ﬁE = aX 4+ ,,!S}j + ZS,
welche ¢ bis auf eine additive Constante bestimmen.
Das Potential der im iussern und innern Raum befind-
by lichen Magneten sei nach Kugelfunktionen entwickelt:

+ oo :
2= Dn 1. -
=
Wir betrachten jedes G
dussere Potential — Ane

e

lied fiir sich und setzen daher das

*) Unter Annahme der hier fiir ¢ gebrauchten Einheiten,
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Dann ist

: D
e 5 ik
™ a oy
9
9 = Dy =2
Y s
= Oy Dy dy
3=— Yy ﬂ;’} — oa 3. = @ z :’ — N ¥y
Daraus folgen fiir ¢ die Bedingungen:
In der Masse der Hohlkugel
5. OXn
Bestimmung a) o= 2o Jdz
5 elgktrischcn =
ientisles. furie = vand o= R:
il ®w ap
b il (?.ff.”_-~
) ng Q '9 '(]:_ H"'x}f =
Eine Lisung dieser Gleichungen ist:
® ( g 9y,
= i+ 1\0 3z ”"?Xn)-
Denn es ist
s ¢]
2 {. x —_— o
4(9 P ”~Xu.)
D, D
=2@2n+1) w——2n —~ § 1,4
(22 ) oy rys (§ )
.0
=2Mm+1) ‘.']x”',
L& 54

so dass die Gleichung fiir das Innere befriedigt ist. Ferner ist
@ ein Produkt aus ¢"*! und einer Funktion der Winkel 6 und @,
daraus ergiebt sich leicht, dass ¢ der Grenzgleichung geniigt.

Der Werth der Constanten, welchen man zu obigem Aus-
druck zu addiven hat, um die allgemeine Lisung zu erhalten,
hiingt in jedem Falle von den elektrostatischen Einfliissen ab,
denen die Kugel ansgesetzt ist. Es kann der Kugel in jedem
Falle so viel freie Elektricitit zugefiihrt werden, dass die Con-
stante gleich Null wird, und es sei dies in der Folge voraus-
gesetzt.
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Aus ¢ folgt unmittelbar:

(] 1 2 ( 2%.] Xn ﬂx
i e (] -— nzy,| += 3z
n - ; v#

% -1 8a\ 0z
’ o 9
iy 1 a ( 2(] Xn ] ox E ;
e e = o — — nz + vy - Bestimmung
e + ¥ 3y ¢ Oz nexn J Oz ) von t, v, u,

4. ‘ : ( O 1n 2 ) 5 O n :
==t e e : — Nz S i — -
g } n+10z ¢ 0z Xn dz Xn

Multipliciven wir diese Gleichungen mit y z und addiren, so
folgt wve + vy + wz = 0.
Die Stromung ist also iiberall senkrecht zum Radius, sie
findet in concentrischen Kugelschaalen um den Nullpunkt stat, |
s ist dies eine Folge des Umstandes, dass Gleichung b) nicht '

nur an der Oberfliche, sondern in der ganzen Masse erfiillt ist.
Weiter findet man

o2 2
e g e e,
P O Oz Oz 02
Zd="0

A = ﬂ, da auch ."xﬂ = 0.

Uebrigens sind 2« v w homogene Funktionen nten Grades
m z,y, z; es sind also % v 2 durch Kugelfunktionen nten Gra-

des dargestellt. Wir werden fiir % v w alshald einfachere For-
men finden,

Da die Strémungen in den concentrischen Kugelschichten
einander Ahnlich sind, so sind sie

auch ihnlich denjenigen,
welche in einer

unendlich diinnen Hohlkugel entstehen, wir
wenden uns daher zunichst zu einer

solchen und bestimmen
3 er T By 7 4 o .
den Werth der [ntegrale U/ ¥ W, und zwar fiir den innern

Raum, wenn » positiv ist; fiir den dussern Raum, wenn n ne-

gativ ist. Nur der erstere Fall soll durchgerechnet werden.

Fiv UV W gelten die Bedingungen:
3 AU=0, 4V=0, 4W=0
Im ganzen Raum, an der K

x ersetzen wir durch .

1zelschaale
8U, B,

E]Q “(} = 'I-}TH’
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entsprechend fiir ¥ und W; ausserdem die gewdhnlichen Stetig-
keitsbedingungen. Allen diesen Bedingungen ist geniigt, wenn

Aufsuchung man setzt:

__4nR w | I @ (281), ) Ay,
(= ot T i (O g e
sl ﬂ)____l_ & (”’_x ) 4y o
L n+1 Oy €0; )T Yy,
47R ® 1 8 ¢ 9y Dy
W= e ) SA e
Voo On4-1 & ] n41 (_:f( 8s okn] FE dz ﬂ"x"s
R 2n-+1 1
Vo=(=) u(3)
a\@ ( E') 1( 0
R 2n--1 1
V =|— | —
0(9) ( 0 ) Va( 0 )
e S
w =(— V; —)
@=(5) Wil

Aus diesen U ¥V W wollen wir dic magnetisirenden Kriifte

im Innern, nfmlich
av avu

% 0y’
berechnen, und dieselben

ete.

n+1 0w
_R_ 5:, et
setzen, wir erhalten so die Funktion % (§ 1,5). Wir finden

nimlich:

47R w D ( i (GJXR) n -+ 3]
e [ e e R e
i Y= z i
2n+1 &k 0z V' By dz R 0z
47R o O Dy, 81») nt+1l 3
et s —(.‘?} = — Y = e e ]J'(-
ent1 & Oz oy Y da R 0
e et £ B B L
2n+1 % Oy ‘@ay Yo0a2)= R8s
Also ergiebt sich
: 4nR? o (0% _ o)
fife SR S ] [t
S aiien » '8y Y5
4n R? )

Cn+1) (n+1) & Xn
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und es folgen jetzt die ibrigen Atiribute der Stromung ohne
Weiteres aus #. Eine willkiirliche Constante, welche noch zu

i hinzugefiigt werden kann, ist ohne Belang.

Sonach erhalten wir die Lisung unserer Aufgabe fiir eine

Kugelschaale in folgender Form (§ 1,5):
Fs sei

In = (_%) Y. a0

die inducirende Potentialfunktion, dann ist:

ety (BRSO ( E—'—-')" Y
(24 1) (’.-‘t +1) £ \R »
2 n+4-1
,Iﬂ = 4 H_IE__ =Hk ('2 ( R ) ]:?
2a+1)n+1) kE\p
@ IR s
B el
47R o (o \
) i e i S T = dl
S 2n+1 k& ( R ) Ya
0 e dnlin (.R il
T2+ D) (a4 1) k ) T
Aus den Relationen
() ol oU;
U:‘——-'——’F =58 : l:—":Irru,

R 8w, "’ f)g _-ﬁé

und den entsprechenden fir ¥ und W erhiilt man ferner:

1 day 1 w DY)
i s e e 21 SRR

R 3w, a2+1 k Qw,

1 dy 1 w OF,
Gremea e B e

R ﬁmy n+ 1 k i’)my

1 ay 1 w DY)
W= — . =

R, a+iF Bu

’I".n.r]linh lasst sich der Ausdruck fir das elektrische Po-
tential in der Masse der Hoblkugel umformen. Setzt man fiir

den Augenblick ¢ —= e sin 0, so ist

_’\

Zusammer |
stellung der For
meln.
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(03] {n
T ey AL .
y P i)
und in der Kugelschaale
5 i e
)= — ——— 8N ) ——
e n+ 1 a0

Ganz #hnliche Rechnungen lassen sich durchfiihren, wenn
n negativ ist, sich also die inducirenden Magnete im Innern
befinden. Wir erhalten aus denselben das Resultat:

Ist die inducirende Potentialfunktion

R \nt+1 )
Xn :( 0 ] }n“
so ist
W=—_A7R @ ( ﬂ)}
U 2an+ 1)n £ \R 5

A 4nR® (ze )H" o
T 2a+1)n k\ o 2
g =" 8Bt *{iin
WU Cntl)a EANRLE
) — — _é” ]ﬁ _..(:’_ ( R .}H+.! )
= 2n+1 k \o/ ”’

e
!fff —_—— —'4 ?L- }.n

1l w 0Y,
W 5mT

3 R i s
e

1 o 07,
iy & ﬁm:
= @ o aK,
= = R sin 6 TR

Von den hier angefiihrten Grossen gehen p, w, v, w, ¢ un-
mittelbar aus den fritheren durch Vertauschung von » mit
—an — 1 hervor.
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Zu der erhaltenen Losung mache ich die folgenden Be-
merkungen: :

1. Rotirt eine Hohlkugel von endlicher Dicke unter dem
Einfluss des Potentiales y, (n pos. oder neg.), so sind die in-

R ducirten Stromungen:
' g
EREET I o 3y,
w = — . — s o
5,0t ," nt+1 2 Do,
8.

1 o Oy,
n+1 =x f)m}f

1 o OX .
w= - — i
=il e O | N

und ihre Striimnngsfnnk'[.irm ist:

s @ R
W= n+ 1 " Ane

2. Es sei y, noch weiter zerlegt, wir betrachten das Glied -
\7

‘,:l,'_’:: XJH' == Am' [ i; ]

T
cos 1w P,,.
Dazu gehort die Stromungsfunktion : Construktioe |

der Strimungs
linien,

. I 4 n
e i 0 v TG
Ui = — —— — A‘(‘--)Slll?ml’ ..
nt Sl ni \ g s
Daraus ergiebt sich folgende einfache Construction fiir die Stri-

- mungslinien, welche ein derartiges einfaches Potential hervor-
ruft;

Man zeichne auf eine beliebige Kugelschicht die Linien
gleichen Potentiales auf, und drehe hierauf die Schicht um den

“v k 1 1 T g . s : 4
s i 9 die gezeichneten Linien stellen jetzt die Strom-

linien dar, welche unter dem Einfluss jenes Potentiales ent-

5l
o stehen.
Rotirt beispielsweise die Kugel unter dem REinfluss einer
constanten Kraft, deren Richtung zur Rotationsaxe senkrecht | Bl
Ist, so erfiillt das #nssere Potential die hier gestellten Bedin- |
cungen, es ist m = 1, ¢ =1, Die Niveaulinien des Potentials

> auf der Kugel sing Kreise, also sind auch die Stromungslinien
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Kreise. Die Ebenen ersterer sind parallel zur Rotationsaxe

und senkrecht zur Richtung der Kraft, sonach sind die Ebenen

letzterer parallel zur Richtung der Kraft und zur Rotationsaxe.
PR o 3. Wir kinnen den Werth von Y in eine Form bringen,

welche die Summation iiber simmtliche Kugelfunktionen erlaubt,

also die Zerlegung des fiussern Potentials nach solchen iiber-

fliissig macht,

Es sei # positiv, dann ist
o

0
j Xn do = i

(4]
Sei zweitens » negativ, dann jst
2
’ Xn "{Q = Q_ X -
2 ol [

(]

Also ist fiir positive n
(4
+ 0
Y = i J (_.2(“(,_'9

und fiir negative »

o0,
2] ‘ﬂh
= __ .2 | “n
¥ % o ¢
{)
Summation Diese Ausdriicke lassen ohne Weiteres die Summation zu

liber die Kugel-
funktionen,

2
und wir erhalten folgende zweite Form der Lisung:

Bezeichnet y; den Theil des Potentiales, welcher von in-
neren, y, den Theil, welcher von Husseren Magneten herriihrt,
S s0 ist

® B ([ ~
0 0

Ebenso ergiebt sich '

(4] [e.=]

: d ‘
¢ = — @ 8In O EY) ?'J)Ia do —J Xi "]9;'

o o
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Fiir eine unendlich diinne Kugelschaale vom Radius R wird:

o0
“}Xu . ax“ 1
PR O
A Jdm
fu :
. iy
= — @8inl ) yd:f@ ’ Xf r/()i.
Y=t 1.) 00 J g N
0 R

Daraus folgt zwischen ¢ und w die Bezeichnung:
&y Dy

= kX
D + % sin 0 - 30 )

§ 3.
Yollstindige Lisung fiir wnendlich diinne Hohlkugeln.

Es soll jetzt die Wirkung der Selbstinduction in Betracht
gezogen werden, es werde jedoch in diesem Paragraphen die
Betrachtung auf eine unendlich diinne Kugelschaale beschrinkt.
Der Einfachheit halber werde in der ausgefiihrten Rechnung =
als positiv vorausgesetzt.

Einer iiblichen Anschauungsweise folgend, betrachten wir

zunéchst den gesammten Inductionsact als eine unendliche Reihe

einzelner Induetionen: die von den dussern Magneten inducirte

Strimung inducirt eine zweite,
ins Unendliche.
sie

diese eine dritte, und so fort
Wir heueelmen alle diese Strome und addiren
» 80 lange die Summe gegen einen endlichen Grenzwerth

convergirt, stellt dieser sicherlich die thatsiichlich stattfindende
Strimung dar,

Sei i i
5 — ( ;? ] e

ein Theil der sinssern Potentialfunktion. Das von dieser indu-

cirte Potential ist:
4?‘I’R 5] f
e et AR T -1
: a1 " % ( R RE
Q== 4?7_}1’??- = R
27 +1) (2 + 1)
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