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Aysy sinay, (LI V) 4+ Ay, . cosa,, (IV 4 VI)#)
| =dy, .sing; (II4V)+ Ay, .cdsa  (IV 4 VI)
Q==Ady, .sinay, (HL4+V)+ dy, .cosa, (IV-4 VI)

3.1l= 4y, ;. sinuy . + Ays . cosay . IV
§ =<A gy toain g L 4+ Ay, . cosa, IV
! G—= Ay, .sma; Il + Ay, .cosa, IV
6= Ady, .sinag .III “+ Ays .cosa; IV
3.9=—= Ay, . SOBE 3. N + AYs. €08 a5 5. V1
Ty, gasin a;' 'V o RO o s S ]
i .F_.f,r_‘ . sin dg . Y + .")'y\ < COS d; . VI‘_
ebenso I
0 == Ay, . €08 tsy (LI 4+ V) 4 Aoy - cos agy (IV 4 VI)
l—=dy, .cosa, (IIL+V)+4 dx, «cosaey (IV V1)
2= Ay, .cosa, (III + Y)+ da; .cosay (LV 4 \'FI_]
3. 1=Ay; ~cosay /. IIT + Ay co8ay - IV
4= dy, .cosa; 111 Az S eond; i, LY. , -
d= Ay, .cosa, .III + Az, .cosa, .1V
6= Ay, . CoSdy. + LI + Ax; .cosay . IV
B3.2=uMyy 5. COBdg 5: V. + dxy 5. co8a; 4. VI
.' : =ty LR OBt v Vv e :.f.t‘7 P LT 5 A VI
! 8 LC085a; Y 4 Az, cosag . YI.
|
-,_ Schlussbemerkung.
! Wir schliessen diese Abhandlung mit einer néiheren Erliuterung des oben
i benutzten Grauss’schen Eliminationsverfahrens, wobei wir uns fiiglich auf Glei-
! chungen von drei unbekannten Grissen beschriinken kinnen, weil der Fall von
! zwei Unbekannten darin enthalten ist und das Verfahren immer dasselbe bleibt,
daher eben so gnt auf mehrere Unbekannte ausgedehnt als auf wenigere be-
schriinkt werden kann.
Alle Ausgleichungsrechnungen nach der Methode der kleinsten Quadrate
fithren auf Normalgleichungen von der Form:
{ 1) ]:rn’|,i +guh|“+|ﬁ!'| I11 - :|t.'.fr.'1
- 2) |ab]. I 4 [bb] 11 4 [be] I = [bk]
| 3) [ae] . T4 [be] IL+ [ce] HI= [ck],
| welche das Eigenthiimliche haben, dass — von den quadratischen Gliedern [aa],
l [& b], |cc], aus — die horizontal stehenden Coéfficienten den vertical stehenden
gleich sind.
Um diese Gleichungen durch Elimination aufzulisen, ist das Substitutions-
verfahren als das zweckmiissigste erkannt worden.

#) Fiir die Coéfficienten der zweiten Glieder kann auch gesetzt werden: Ja.sin a.
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Zuniichst wird dabei die erste unbekannte Grisse durch Befreiung von ihrem
Coifficienten und Uebertragung der folgenden Glieder aunf die andre Seite des
Gileichheitszeichens aus der ersten Gleichung bestimmt, nimlich :

|ab] II!_I_-‘:J.H

~ [aa]” [aa]”

lac]

| B8

" [aa]”
Dann wird dieser Werth fiir I in die zweite und in die dritte Gleichung
substitnirt.

Wir erhalten dabei:

all ac) ak|

5 (b0 — 2 ) 11+ ((pe) — [ [ab]) T = [b4] [ [at]
ab| » : lak]

S S SR S S o o
Ira’ri! IHHl ¢ .—rarl

Betrachten wir den Gliederbau dieser Gleichungen im Einzelnen, so finden
wir, dass wir die 4'¢ Gleichung auch erhalten hiitten, wenn wir statt jener Sub-
stitution die nach dem ersten Gliede folgenden Glieder der 19" Gleichung mit

. SoxE = |ad
dem gemeinschaftlichen Factor | |

u’arl

namigen Gliedern der zweiten Gleichung abgezogen hiitten. Ebenso w iirden wir

multiplicirt und die Produnete von den gleich

die 5'* Gleichung erhalten haben, wenn wir die gedachten Glieder der 15" Glei-
chung mit I:({: multiplicirt und die Producte von der 3'*" Gleichung abgezogen
hiitten. Hierbei hiitten wir uns aber die auf das erste Glied der 5'*" Gleichung
verwendete Miihe sparen kinnen, Denn der Coéfficient dieses Gliedes stimmt, L
wie wir sehen, mit dem des zweiten Gliedes der 4" Gleichung fiberein. Daran
finden wir also die an den urspriinglichen Gleichungen (1), (2), (3) bemerkte cha-
rakteristische Bigenschaft wieder, dass die Coéfficienten der neben und unter
oder iiber den quadratischen Gliedern stehenden Glieder einander gleich sind.
Wir kisnnen daher auch diese neuen Gleichungen ihnlich bezeichnen, wie die
urspriinglichen, wenn wir sie zum Unterschiede von denselben etwa mit der
Nummer des Eliminations- Actes versehen, also setzen:

3) |hh|'ll[ + [be] 111 [bk,]

5) [be,] I+ [ee,] IIE = [ck].

Die Fortsetzung des Geschiifts geschieht nun ganz in der Weise des ersten

Eliminations-Actes; wir multipliciren die dem ersten Gliede nachfolgenden Glie-

Lo O - : : :
der der 4'*" Gleichung mit !M,:: und ziehen die Producte von den gleichnamigen
Gliedern der 5" Gleichung ab. Wir finden dann:

S L [0 e o LR
6) (_rr‘|-—-- !."'J"nl"lr“' I = [ck,] _.h.f,,|'|!”.’|‘

oder nach der eingefiihrten Bezeichnung :
6) |('f‘._,| 111 :“)’-'?l.
[eky

endlich Il =< ! 2

[ce

=

Durch Substitution des so gefundenen Zahlenwerthes fiir I11 in die 4'° oder
5 (leichung finden wir den Werth fiir IT und durch Substitution beider Werthe

in eine der Gleichungen (1), (2) oder (3) den Werth fiir L.



hh
Der Umstand, dass die Coéfficienten der-vor den Gliedern mit quadratischen
Coéfficienten befindlichen’ Glieder den iiber ihnen stehenden Gliedern immer

-ostattet, die ersteren aus der Rechnung ganz fortzulassen, also

I‘_"l:‘.'lt‘h sind o

Zu setzen :

\ 1) |ur.r|1'+|r'1b|”—i—|uﬁ'|I”:]ul’.'|
2) g + [bB] 1L+ [be | TI==[bF |
3) . . 4+ [¢e | IIL== [c k |
'| +) o [bb,] T4 |be, | I =[bk,]
| 5) i 3 —}—IH_,| I1I = .':ll'fy||
6) + [ce,| Tl =|ck,],

wobei die Punkte die Stelle der fortgelassenen Glieder vertreten.

Es ist endlich noeh des wichtigen Controlmittels zu gedenken, welches oben
unter der Ueberschrift ,,Quersumme** angewendet wurde. Diese Spalte hat die
3 algebraischen Summen aller horizontal stehenden Zahlenwerthe der urspriing-

lichen Gleichungen aunfzunehmen. Bezeichnen wir also z. B. die erste Quersumme
mit S, die zweite mit S, u. s. w.; so ist:

S, =laa] + [ab] + ac| + [ak]

S, = [ab] + [80] + [be] + [0]

By : :|m;] -+ I!ar'| 4 |f'r'[ -+ |r'f£|.

Da nun jeder Eliminations-Act in der Multiplication einer solchen Glei-

chung mit einem gemeinschaftlichen Factor und in der Subtraction von einer
anderen dieser Gleichungen besteht, so folgt, dass die in jener Spalte befind-
lichen Zahlen immer die Summe der vor ithnen stehenden Zahlen darstellen miis-
sen, wobei aber selbstredend die mit Punkten angedeuteten Glieder mitgeziihlt
werden miissen. Der Rechner kann also seine Arbeit bei jedem Schritte priifen
und das ist insbesondere bei dem Eliminationsgeschiift von grosser Wichtigkeit.
In unserem Beispiele muss er finden:

Sy=bb,] + [bey] + [bki]
S - "I'f”'r] o |""r'| | =5 f‘]l
Se=[ee + [ch].
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