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Zum Verfahren III mit Coordinatentafeln .

Berechnung

goniomeétrischer Coordinaten .
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Hülfszahlen

zur Fehlerausgleichung ““
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Ausgleichung Ausgleichung Verbesserte

des Ordinatenfehlers des Abscissenfehlers Unterschiede

6
0Orcinate Abscisse

4
der der

0 8 πσQ. 2 —7 7
38

4J49/ 42
Ordinaten Abscissen

sin a1Icos 4II cosS 4 IJſcos 41I
4¹ ,1% Aαναεν H＋ 8 5

E 8
———— — 8f˖ —— —— ———— —22 — —ů ———— ——

015 (44) (45) ( 6) (17) (18) (19) (20) 21 U

7

＋ 0,025 — 0,042 — 0 . 017＋ 0,042 —0,068 — 0 . 026 . — 33,357 — 54,985 P26634,960 ＋28844,520

F . 050＋ 0,073 . ＋ 0,123 — 0,073 —0,107, — 0,180 4. 61,107 — 89,107,J . 26508 , 6030＋ . 28789,585

＋ 0,203 . ＋ 0,034 / 0,237/ — 0,034 —0,006 . — 0,040 ( P141,673 . — 24,059,＋26659,710 K28700,338

0,057 ＋ 0,035 / 0,092 . — 0,035 . —0,022 . — 0,057 ＋ 46,274 — 28,997 ＋26801,383 ＋28676,279

＋ 6,030 ＋ 0,014 ＋ 0,044 — 0,014 . —0,006 — 0,0200 22,434 . — 10,353 . P26847,657 28647,282

＋ 0,088＋ 0,057 . ＋ 0,145 . — 0,058 —0,038 . — 0,096＋ 71,907 — 47,370＋26870,91 ＋28636,929

＋. 0,001 ( ＋ 0,013,＋ 0,014 — 0,013 —0,122 — 0,135/＋ 8,732 . — 84,201 ( ＋26941,998 ＋. 28589,559

＋w,000＋ 0,002 .＋ 0,002 — 0. 002 . —0,128 — 0,130 1,131, — 87,919 , . 26050,730 E28505,358

4 0,066 — 0,051 ( ＋ 0,015 ＋ 0,051, —0040 ＋ 0,011, — 56,601 . — 44,309 426951,861 ( 428447,430

33
— 4＋26895,260＋28373,130

„ ＋ 0,5204 0,228 ＋ 0,672 ＋ 0,003 ＋ 0,0110 ( 4353,258

— 0,093 — 0,017 — 0,229 —0,537 . — 0,684 — 89,958. —471,390

3 ＋0,135 ＋ 0,655 — 0,136 —0,537 — 0,673＋263,300 —471,300 . P 263,300 — 471,390

Nach umstehender Elimination ist : 1 = ＋L0,001457
II O0,001456

Vorlaender , Ausgleichung .



Normalgleichungen : Quersumme :

550 %

—93,31 . I ＋T368,83 . II — 0,673 ; ＋ 274,847 .

Deren Elimination :

2,55167 1,96993 , 9,81624 242082

9,41826 1,38819 9,23450 , 1,83908 ,

24,445 — 0,17159 — 69,037

＋ 344,385 — 0,50141 J 343,884

2,53704 9,70019 ,

1456

9,13308 —0,13586

J 05518

9,71528

log I2 7,16361 ; I = ＋ 0,001457 .

Probe :

7,16315 7,16361 ,

1,96993 , 2,56683

9,13308 , 9,73044 ,
— 0,13586 —0,53758 —0567344 .

Die Gleichvertheilung des Winkelfehlers ist hier zwischen die Brechungs -

winkel geschrieben , was füglich geschehen kann , ohne die Ableitung der Nei -

gungswinkel merklich zu erschweren .

Augenscheinlich bieten die Coordinatentafeln für die Ausgleichung der

Polygonmessungen eine erhebliche Erleichterung dar . Bei ihrer Anwendung ist

indessen die dritte Decimalstelle der Längen unsicher und die Unsicherheit kann

bei den vielen Zusammensetzungen um so leichter sogar in die zweite Stelle

hinüber spielen , als die Tafeln selbst für Seitenlängen über 10 Längeneinheiten

mit der zweiten Deecimalstelle abbrechen .

III . Ausgleichung verzweigter Linienzüge .

Die Verbindungen der Linienzüge sind nicht immer so einfacher Art , dass

sie entweder in sich zurück oder von einem fest bestimmten Punkte zu einem

anderen Punkte dieser Art laufen . Es kömmt nicht selten vor , dass die Züge

sich unterwegs verzweigen und verschiedenen Schlusspunkten zueilen . Den

einfachsten Fall dieser Art wollen wir noch kürzlich betrachten , und dabei , um

die Gedanken zu fixiren , annehmen , dass von dem Dreieckspunkt No. 20 ein

Zug sich über die Brechpunkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 nach dem Dreieckspunkt No . 21

fortbewege , im Punkte No. 3 aber ein Seitenzug über die Punkte 7 und 8 nach

dem Dreieckspunkt No . 22 abgehe .



Ist es dem Rechner nicht um die grösste Wahrscheinlichkeit seiner Resul -

tate zu thun , so kann er diese am leichtesten und schnellsten erlangen , wenn er

den Zug 620 , 1, 2, 3, 4, 5, 6, 6 21 als einen isolirten Jug behandelt , dann die

gefundenen Resultate für den Anschlusspunkt No . 3 constant setat und demnächst

auch den Seitenzug No . 3, 4, 8, 6 22 als isolirten Zug berechnet .

Dagegen wird der tiefer eingehende Geometer berücksichtigen , dass der

gemeinschaftliche Zweig der beiden Züge

15 620 , % 360 82f ;

2 6 20 , 1, 2, 3, 7, 85 622,
nämlich die Strecke von 5 20 bis No . 3 in dem zweiten Zuge ebenso wie in dem

ersten stimmberechtigt ist . Er wird also den Winkel - und Seitenmessungen die -

ser Strecke für den zweiten Zug denselben Einfluss zu vindiciren suchen , wie

kür den ersten . Wollte er seine Aufgabe in aller Strenge behandeln , so würde

er von den sechs Bedingungsgleichungen ausgehen müssen :

＋ ο , ²]ι]¹ — N.

2) % I Wi in. . % . E. d — NM

3) §Sz0- sin 420 ＋ Sl . sin 4i ＋ 52. · sin d ＋sz . sin 4 ＋ §. . sin 4

＋ sz . sin 45 ＋ 86. sin 46 —( Je —Fao ) Len1

4) S2o: C08 420 ＋ 51. CoS 4¹1 Æ S2· Coõ⁸Sd2 ＋ sz3. CoSs 43 ＋ 84. C08 44

＋ s5. Cos ds I＋ 86. C08 460— ( KÆ1 Aiο ) Ae.

520- Sin 40 ＋ S1. sin d ＋52 . Ssin 42 ＋ sz . sin dg ＋T55. sin 4,5)
＋ Ss. Ssin d5 — ( F Pꝛ0) Len2

6) Sꝛ0. CoS 40 ＋ SI. C05 4¹ K S2. CoS d2 ＋ sz . CoS 4 ＋ 57. CoS C,

＋ss . cos d8g — ( A Azc; ) ν 2.

Es wWürde leicht sein , aus diesen Gleichungen nach den obigen Regeln die

Verbesserungsgleichungen abzuleiten . War aber , wie wir oben gesehen haben ,

schon bei drei Bedingungsgleichungen das Zahlenwerk der strengsten Ausglei -

chungsform von bedeutendem Umfange , 50 ist einleuchtend , dass die Vermeh -

rung um drei Bedingungsgleichungen das Geschäft übermässig ausdehnen werde .

Der Geometer wird daher in diesem Falle noch mehr Ursache haben , sich mit

dem Verfahren No . III zu begnügen . Will er dabei aber doch die gemeinschaft -

liche Strecke für beide Züge mitstimmen lassen , so kann er die Winkelfehler in

jedem derselben nicht mehr mit gleichen Quoten vertheilen ; er muss für die

vorgängige Winkelfehlervertheilung ein gemeinschaftliches Verbesserungssystem

aufstellen ; er muss setzen :

I . G2 ＋ 1 ＋ ＋ G8 1 ＋ , ＋ 9 ＋ S. ＋ Pe . = —Lu.
II . G20 ＋ ¹ 70 , ＋ ds ＋ Pee Ui % 2

aus diten :und daraus ableiten
„ „ „

3 . I＋7 . II = In 2 ,

wobei nicht übersehen werden darf , dass und 203 in den Zügen No . 1 und

No . 2 verschiedene Winkel bezeichnen , daher auch in den Gleichungen J und II

ihre Verbesserungen oi und ꝙ½½ mit den angehängten Rangziffern ( I ) und (2)

unterschieden sind .
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Nach geschehener Elimination der vorstehenden Normalgleichungen fin -

den wir :
˙ = I ＋II FEr. lu . 1 — 47 bune

0 I II 137 47 Ler. 2
, . 2

„ 47 bew . 2

EEE „
04 „ 5 ＋7 27

I „ „
— — — 17 427 2

1 . 1 ＋ 47 L

ꝙ, — IS ＋- 47 17 K5 2
9 IIITXCRC
651 II „ 47. Lew. 2

Werden nun nach erfolgter Winkelverbesserung die Neigungswinkel dzo ,

di , d2, 4g 1, di , 45, d6, 471) 43. 25 47, 46, d7: abgeleitet , und mit Hülfe dieser und

der Seiten 80 , St , 82 S4 1 847 855 86) Ss 25 87 §8 die Ordinaten - und Abseissen⸗

Unterschiede berechnet , so müssen — der ausgesprochenen Absicht gemäss —

die vier Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten - Unterschieden zu -

sammen gefasst werden .

Wir erhalten dann , wenn wir , wie oben , den Fehler der Längeneinheitßznit

dem Buchstaben è bezeichnen :

III 4 % 0 % „ „ e e , A4½ 85

55 47/6 . 86 835
1. 1

— 4J½0⸗E2⁰ ＋ 47½- eιιαπ⁰ Ahα . e2 ＋ 47/. 2. 862. 2 ＋ 47½ - E ＋ As . 88 5 I. 2
ee ,„

Zur Abkürzung können die Summen der Hülfszahlen von der Form -

4/ . sin ; J½ . cos 4; A&α. cos

oder

A&. sin

von 6 20 nach No . 3 mit [ PP] I ; [ PO] ; [ 00
„ No . 3 „ 521 „ LDp] J ; L541 ; 1441

„ No . 3 „ 522 „ lpplz lpalz lqa ]
bezeichnet werden .

für die Strecke

Dann sind die Normalgleichungen für die Correlaten III , IV , V, VI :

Dναν ? uνονuf αννν αν νννñe＋αννννNVναπνσ άνιvu,ꝗ . α .

( CODib III＋ GOOITL½ IV＋ IPOIV＋ IOOVI - IA44E .
LFI III＋ EꝰOIV＋ ( CCPTITIypVT Ly5IVI = IA . s

500 H ＋ uα u,Y νYνοννα ‘ lah vI — ÆI .

Sind demnächst III , IV , V, VI durch Elimination gefunden , so ergeben
sich die Verbesserungen der Ordinaten - und Abscissen - Unterschiede wie folgt :
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*. . u
20. 1½οh ſmin a e

⸗. . A % iene eee

2 ◻ε Aij½ sin d ( III V) A½% eos d% ‚IVÆ I

3 . EE = Al in Ag, ; eosỹ·V

AAL % ½ in II ＋ Aσ . eo8⁸ IV

5 ＋ 4½ % . 0fe IV

6 Qο , ‚ ‚ο ‚ ＋ 4 % . 008 4% IV

3 . . „ „ „ „ % E AIν Eοs ο . VI
7 AAi½. sin a, V ,

8 I ‚ ine ＋ A % eos d% . VI ,

ebenso v4
20 AJ %„e es lie ee ee

1 AlJi¹ eοsõdα - III οεο ‚uaia =eοοα ανν ν

i , e

IE „ „ SB . .

A, ; e

„ „ „ „ ee ,

e A 60 ο IIV

eeee A s , IV

8 , , eee ,

8 Aοον§ οοοον E A Cοsõ̃dlοοσ VI .

Schlussbemerkung .

Wir schliessen diese Abhandlung mit einer näheren Erläuterung des oben

benutzten Gauss ' schen Eliminationsverfahrens , wobei wir uns füglich auf Glei -

chungen von drei unbekannten Grössen beschränken können , weil der Fall von

zwei Unbekannten darin enthalten ist und das Verfahren immer dasselbe bleibt ,

daher eben so gut auf mehrere Unbekannte ausgedehnt als auf wenigere be⸗

schränkt werden kann .

Alle Ausgleichungsrechnungen nach der Methode der kleinsten Quadrate

führen auf Normalgleichungen von der Form :

1) ſaaI . I＋ faUI II＋ ſacl III = 4l
2) labl . I＋ Uö] IIL ＋ DbeI III COV
3) la cl . I＋T Ubel II＋ ſeeI IIIS o ,

welche das Eigenthümliche haben , dass — von den quadratischen Gliedern [aal ,

5h] l , [cel , aus — die horizontal stehenden Coéfficienten den vertical stehenden

gleich sind .

Um diese Gleichungen durch Elimination aufzulösen , ist das Substitutions -

verfahren als das zweckmässigste erkannt worden .

*) Für die Coëfficienten der zweiten Glieder kann auch gesetzt werden : Jꝙ . sin a.
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Zunächst wird dabei die erste unbekannte Grösse durch Befreiung von ihrem

Coöéfficienten und Uebertragung der folgenden Glieder auf die andre Seite des
8

Gleichheitszeichens aus der ersten Gleichung bestimmt , nämlich :

4A

a lł

aA
12 —

Dann wird dieser Werth für J in die zweite und in die dritte Gleichung

substituirt .

Wir erhalten dabei :

9 ( 0e = 40 4400/ U＋＋( ſ —gl 4UJ) 11 U — L -
0 ( 0%—L- lach )n 4 - . ꝗ; ) im L — Han- lacſ .

Betrachten wir den Gliederbau dieser Gleichungen im Einzelnen , so finden

Sub -
wir , dass wir die 4½ Gleichung auch erhalten hätten , wenn wir statt jener

stitution die nach dem ersten Gliede folgenden Glieder der 15ten Gleichung mit

dem gemeinschaftlichen Factor 400 multiplicirt und die Producte von den gleich -

namigen Gliedern der zweiten Gleichung abgezogen bätten . Ebenso würden wir

die 5te Gleichung erhalten haben , wenn wir die gedachten Glieder der 1 sten Glei -

4e
chung mit 1404

multiplicirt und die Producte von der 3ten Gleichung abgezogen
Lad

hätten . Hierbei hätten wir uns aber die auf das erste Glied der sten Gleichung

verwendete Mühe sparen können . Denn der Coöfficient dieses Gliedes stimmt ,

wie wir sehen , mit dem des zweiten Gliedes der 4d½n Gleichung überein . Daran

finden wir also die an den ursprünglichen Gleichungen (1) , ( 2 , (3) bemerkte cha -

rakteristische Eigenschaft wieder , dass die Coëfficienten der neben und unter

oder über den quadratischen Gliedern stehenden Glieder einander gleich sind .

Wir können daher auch diese neuen Gleichungen ähnlich bezeichnen , wie die

ursprünglichen , wenn wir sie zum Unterschiede von denselben etwa mit der

Nummer des Eliminations - Actes versehen , also setzen :

4) [ 0bi ] II ＋ ſ [bei] III = Ib lei ]

ſeeeeben .

Die Fortsetzung des Geschäfts geschieht nun ganz in der Weise des ersten

Eliminations - Actes ; wir multipliciren die dem ersten Gliede nachfolgenden Glie -

6
der der 4½e¹r Gleichung mit 530 und ziehen die Producte von den gleichnamigen

Aliedern der 5 Gleichung ab . Wir finden dann :

6 C71beeP . ei ) lel6) ( 01 55½J •
ReiE elki

oder nach der eingeführten Bezeichnung :

6) loce ] III (eAeel,

endlich ¹ Le5
Lecal

Durch Substitution des so gefundenen Zahlenwerthes für III in die 4 % oder

51e Gleichung finden wir den Werth für II und durch Substitution beider Werthe

( 2) oder ( 3) den Werth für I .in eine der Gleichungen ( I ) ,
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Der Umstand , dass die Coëfficienten der vor den Gliedern mit quadratischen

Coöfficienten befindlichen Glieder den über ihnen stehenden Gliedern immer

gleich sind , gestattet , die ersteren aus der Rechnung ganz fortzulassen , also

2zu setzen :

I ) LaaITÆ＋ LaIIL＋IACSIII LaH

20 ＋ U II ＋ IUSIIII =ICY＋ν
lnII

4) ＋ UDIIIATUUEIIIIIETYVI

50 Fleer ] HIſcx .

6) TISSIIII [ cAI

wobei die Punkte die Stelle der fortgelassenen Glieder vertreten .

Es ist endlich noch des wichtigen Controlmittels zu gedenken , welches oben

unter der Ueberschrift „ Quersumme “ angewendet wurde . Diese Spalte hat die

algebraischen Summen aller horizontal stehenden Zahlenwerthe der ursprüng -

lichen Gleichungen aufzunehmen . Bezeichnen wir also 2. B. die erste Quersumme

mit §i , die zweite mit Sz u. s. W. , so ist :

S. faa ] T lab ] UAe Tal

S Æ HAhf ＋ UDν ν ονν

S, [ ac ] ＋ÆbeI＋ eeÆαν Eν .

Da nun jeder Eliminations - Act in der - Multiplication einer solchen Glei -

chung mit einem gemeinschaftlichen Factor und in der Subtraction von einer

anderen dieser Gleichungen besteht , so folgt , dass die in jener Spalte befind -

lichen Zahlen immer die Summe der vor ihnen stehenden Zahlen darstellen müs -

sen , wobei aber selbstredend die mit Punkten angedeuteten Glieder mitgezählt

werden müssen . Der Rechner kann also seine Arbeit bei jedem Schritte prüfen

und das ist insbesondere bei dem Eliminationsgeschäft von grosser Wichtigkeit .

In unserem Beispiele muss er finden :

S. = U ＋ ,αν² ον

S =[ bCeiI T Locil ＋ le I¹

8 e

—

——
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