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Ausgleichung
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Normalgleichungen: Quersumme:
356,18 .1 093,31 . I —~ 0,655; -+ 263,525
it —03.31.1 + 368,83, 11 =— 0,673; -+ 274,847.

Deren Elimination :

i 255167 1,96993, 0,81624 2 42082
9,41826, 1,38819 9.23450,, 1,83008,,

- 24,445 017150 — 69,037

| + 344385 050141  + 343,884

H 2,63704 9,70019,,

i log II = 17,16315, 5 1l =-— 0,001456

t 9,13308 — 0,13586

=+ 0,51914

| 9,71528
! log I=7,16361; 1= 0,001457.
Probe:

, 7,16315 7,16361,

! 1,96993, 2,5668
U, 13308, 9,73044,
0, 13586 0,637568 — 0,67 34+

Die Gleichvertheilune des Winkelfehlers ist hier zwischen die Brechungs

winkel geschrieben, was fiiglich geschehen kann, ohne die Ableitung der Nei-
eungswinkel merklich zu erschweren.

Augenscheinlich bieten die Coordinatentafeln fiir die Ausgleichung der
Polygonmessungen eine erhebliche Erleichterung dar. Bei ihrer Anwendung ist
indessen die dritte Decimalstelle der Liingen unsicher und die Unsicherheit kann

bei den vielen Zusammensetzuneen um so leichter sogar in die zweite Stelle

i hiniiber spielen, als die Tafeln selbst fiir Seitenlingen iiber 10 Liingeneinheiten
: mit der zweiten Decimalstelle abbrechen.
H
| ITI. Ausgleichung verzweigter Linienziige.
L Die Verbindungen der Linienziige sind nicht immer so einfacher Art, dass
I ‘ sie entweder in sich zuriick oder von einem fest bestimmten Punkte zu einem
anderen Punkte dieser Art lanfen. KEs kimmt nicht selten vor, dass die Ziige .
_; I" sich unterwegs verzweigen und verschiedenen Schlusspunkten zueilen. Den
i einfachsten Fall dieser Art wollen wir noch kiirzlich betrachten, und dabei, um

die Gedanken zu fixiren, annehmen, dass von dem .lh'vivvk»lnllak] No. 20 ein
Zug sich iiber die Brechpuvkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 nach dem Dreieckspunkt No. 21

fortbewege, im Punkte No. 3 aber ein Seitenzug iiber die Punkte 7 und 8 nach

dem lll'vi('t‘ksiﬂll\];l No. 22 :1|-:_"Pl|l’,
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Ist es dem Rechner nicht um die grisste Wahrseheinlichkeit seiner Resul-
tate zu thun, so kann er diese am leichtesten und schnellsten erlangen, wenn er
den Zug %20

gefundenen Resultate fiir den Anschlusspunkt No. 3 constant setzt und demniichst

1,2 3, 4 5, 6,521 als einen isolirten Zug behandelt, dann die

anch den Seitenzug No. 3, 4, 8, $22 als isolirten Zug berechnet.
D
gemeinschaftliche Zweig der beiden Ziige
1) $20,1,9,3 4,56 521,
2) $20,1,2 37,8 622,

on wird der tiefer eingehende Geometer beriicksichtigen, dass der

niimlich die Strecke von £ 20 bis No. 3 in dem zweiten Zuge ebenso wie in dem
ersten stimmberechtigt ist. Er wird also den Winkel - und Seitenmessungen die-
ser Strecke fiir den zweiten Zug denselben Einfluss zu vindiciren suchen, wie
fiir den ersten, Wollte er seine Aufgabe in aller Strenge behandeln, so wiirde

er von den sechs Bedingungsgleichungen ausgehen miissen:

Do F i s Fimyohome F oo kv — N =k,
3R R + w; + ny 4+ wy — N, =i
3) Sup. SIN gy + 8. sin @, + 5. sinay 4+ s.. sin ay + $. sin a,
-+ 5,.8in a,+ §
4) $39. COS tyy 1+ ;. COS @) - 5, . COS Uy + s,.co0s a; 4+ §;.c08 @,
- -+ 5., cos a, + 85. cos ag—
Sg0+ SIN g = 8. sin @, 5, sin @, + 85, sin g + §;.510 a;
+ 3
6) Sqp. COS g =+ 8 . COS U, + .. C08 @y - §3.C08 a; + $;.c08 @;
+ 5..co8 a,

13s wiirde leicht sein, aus diesen Gleichungen nach den obigen Regeln die

csina, — (Yo —Fo) =y 4

sin ag - (Foo—Vao) ==Ky o

— (X — X)) = Ky 2

1
Verbesserungsgleichungen abzuleiten, War aber, wie wir oben gesehen haben,

schon hei drei Bedingungsgleichungen das Zahlenwerk der strengsten Ausglei-

chungsform von bedeutendem Umfange, so ist einleuchtend, dass die Vermeh-
rung um drei Bedingungsgleichungen das G eschiift iibermiissig ausdehnen werde.
Der Geometer wird daher in diesem Falle noch mehr Ursache haben, sich mit
dem Verfahren No. IIT zu begniigen. Will er dabei aber doch die gemeinschaft-
liche Strecke fiir beide Ziige mitstimmen lassen, so kann er die Winkelfehler in

jedem derselben nicht mehr mit gleichen Quoten vertheilen; er muss fiir die
neinschaftliches Verbesserungssystem

vorgingige Winkelfehlervertheilung ein ge
aufstellen; er muss setzen:

L. q—:.'ll i rjr\'l o P B q"l 1 E ‘T’Il 3 ‘T'; SF o + ‘F;’I =

IT. q"'-'zn - r,(:; =t ’J'z+ ’F.j:.-z 3= '77 £ ‘}h =t ‘)'o‘;gg - "F"n-.-g

und daraus ableiten:

8.1+ 3.1I=—4F,,
3.14+7.1l=—F,.,,
wobei nicht iibersehen werden darf, dass w; und w; in den Ziigen No.1 und
No. 2 verschiedene Winkel bezeichnen, daher auch in den Gleichungen I und 11

ihre Verbesserungen g; , und @, , mit den angehiingten Rangziffern (1) und (2)

schieden sind.
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Nach geschehener Elimination der vorstehenden Normalgleichungen fin

den wir:

Pap [+ 1l=— % .k, o - K
g, =TI FTM—=— 2% .k ,— .4,
Pa I 4+ II- _"’i sl I'-’F sl
e gt T i i e
1 = .'1r, S .;:‘? Koo
. i =5 Tr Koy + 3% K,
g =1 e=— 0k, + K
Py I ! 47; S .g:li e,
p; il + a5 -k a7 - Ko
o = _;‘; e ok
Pip == 1=+ -'l“: o !

Werden nun nach erfoleter Winkelverbessernng die Neigungswinkel a,,,

)y oy Oy 1, fy, sy gy gy Ay g, sy Gy, @y abgeleitet, und mit Hiilfe dieser und

der Seiten 8, 31y Suy 8510 T4 55350358 90 51y 55 die Ordinaten- und Abscissen-
Unterschiede berechnet, so miissen — der ausgesprochenen Absicht gemiiss
die vier Bedingungsgleichungen zwischen den Coordinaten-Unterschieden zu-

sammen gefasst werden,

Wir erhalten dann, wenn wir, wie oben, den Fehler der Liingeneinheifgnit

dem Buchstaben & hezeichnen:

Eot AYs 1 Esa+ Ay &8+ Ay, . &
+ Ay .5 f.'__,_.-, 1
IV, dayy.e5+ A6+ dag 6y + day 8y + dXy. 80+ dxg o6
t Az e—=—F 45
V. dysp.t00+ Ay, 6\ dypes+ Ay 5.8 o+ Ay, 5,4 Ay, & — K 4yin

VI. dagy.850F day &+ Aoy 8 + Ay 5.8 s+ da; . 654 Ay .65 —=—F 4z »-

Zur Abkiirzung kinnen die Summen der Hiilfszahlen von der Form -
dy.sina; dy.cosa; Adx.cosa
oder
fiir die Strecke A . sin a
von £20 nach No. 3 mit [PP]; [PO]; [00]
» No.3 2, [prl; [pel; 194]
No.3 , $22, [ppl; [pal; [aq]

”

bezeichnet werden.

Dann sind die Normalgleichungen fiir die Correlaten 111, IV, V, VI:
([PP]+ [pp)) IL 4 ([PO] + [pq]) IV + [PP| V + [PO] VI: kya
([PO] + [pe]) HI + ([00] + [¢¢]) IV + [POI V + [00] VI=—Fk 4. ,

[PP] III + [PO} IV + ([PP] 4+ [pp )V + [pq ] VI - K qy.2
[PO] TIT + [00] IV + [pq] V + ([00] + [qq]) VI=—k 4o ..

Sind demniichst III, 1V, V, VI durch Elimination gefunden, so ergeben

sich die Verbesserungen der Ordinaten- und Abscissen-Unterschiede wie folgt:



Aysy sinay, (LI V) 4+ Ay, . cosa,, (IV 4 VI)#)
| =dy, .sing; (II4V)+ Ay, .cdsa  (IV 4 VI)
Q==Ady, .sinay, (HL4+V)+ dy, .cosa, (IV-4 VI)

3.1l= 4y, ;. sinuy . + Ays . cosay . IV
§ =<A gy toain g L 4+ Ay, . cosa, IV
! G—= Ay, .sma; Il + Ay, .cosa, IV
6= Ady, .sinag .III “+ Ays .cosa; IV
3.9=—= Ay, . SOBE 3. N + AYs. €08 a5 5. V1
Ty, gasin a;' 'V o RO o s S ]
i .F_.f,r_‘ . sin dg . Y + .")'y\ < COS d; . VI‘_
ebenso I
0 == Ay, . €08 tsy (LI 4+ V) 4 Aoy - cos agy (IV 4 VI)
l—=dy, .cosa, (IIL+V)+4 dx, «cosaey (IV V1)
2= Ay, .cosa, (III + Y)+ da; .cosay (LV 4 \'FI_]
3. 1=Ay; ~cosay /. IIT + Ay co8ay - IV
4= dy, .cosa; 111 Az S eond; i, LY. , -
d= Ay, .cosa, .III + Az, .cosa, .1V
6= Ay, . CoSdy. + LI + Ax; .cosay . IV
B3.2=uMyy 5. COBdg 5: V. + dxy 5. co8a; 4. VI
.' : =ty LR OBt v Vv e :.f.t‘7 P LT 5 A VI
! 8 LC085a; Y 4 Az, cosag . YI.
|
-,_ Schlussbemerkung.
! Wir schliessen diese Abhandlung mit einer néiheren Erliuterung des oben
i benutzten Grauss’schen Eliminationsverfahrens, wobei wir uns fiiglich auf Glei-
! chungen von drei unbekannten Grissen beschriinken kinnen, weil der Fall von
! zwei Unbekannten darin enthalten ist und das Verfahren immer dasselbe bleibt,
daher eben so gnt auf mehrere Unbekannte ausgedehnt als auf wenigere be-
schriinkt werden kann.
Alle Ausgleichungsrechnungen nach der Methode der kleinsten Quadrate
fithren auf Normalgleichungen von der Form:
{ 1) ]:rn’|,i +guh|“+|ﬁ!'| I11 - :|t.'.fr.'1
- 2) |ab]. I 4 [bb] 11 4 [be] I = [bk]
| 3) [ae] . T4 [be] IL+ [ce] HI= [ck],
| welche das Eigenthiimliche haben, dass — von den quadratischen Gliedern [aa],
l [& b], |cc], aus — die horizontal stehenden Coéfficienten den vertical stehenden
gleich sind.
Um diese Gleichungen durch Elimination aufzulisen, ist das Substitutions-
verfahren als das zweckmiissigste erkannt worden.

#) Fiir die Coéfficienten der zweiten Glieder kann auch gesetzt werden: Ja.sin a.
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Zuniichst wird dabei die erste unbekannte Grisse durch Befreiung von ihrem
Coifficienten und Uebertragung der folgenden Glieder aunf die andre Seite des
Gileichheitszeichens aus der ersten Gleichung bestimmt, nimlich :

|ab] II!_I_-‘:J.H

~ [aa]” [aa]”

lac]

| B8

" [aa]”
Dann wird dieser Werth fiir I in die zweite und in die dritte Gleichung
substitnirt.

Wir erhalten dabei:

all ac) ak|

5 (b0 — 2 ) 11+ ((pe) — [ [ab]) T = [b4] [ [at]
ab| » : lak]

S S SR S S o o
Ira’ri! IHHl ¢ .—rarl

Betrachten wir den Gliederbau dieser Gleichungen im Einzelnen, so finden
wir, dass wir die 4'¢ Gleichung auch erhalten hiitten, wenn wir statt jener Sub-
stitution die nach dem ersten Gliede folgenden Glieder der 19" Gleichung mit

. SoxE = |ad
dem gemeinschaftlichen Factor | |

u’arl

namigen Gliedern der zweiten Gleichung abgezogen hiitten. Ebenso w iirden wir

multiplicirt und die Produnete von den gleich

die 5'* Gleichung erhalten haben, wenn wir die gedachten Glieder der 15" Glei-
chung mit I:({: multiplicirt und die Producte von der 3'*" Gleichung abgezogen
hiitten. Hierbei hiitten wir uns aber die auf das erste Glied der 5'*" Gleichung
verwendete Miihe sparen kinnen, Denn der Coéfficient dieses Gliedes stimmt, L
wie wir sehen, mit dem des zweiten Gliedes der 4" Gleichung fiberein. Daran
finden wir also die an den urspriinglichen Gleichungen (1), (2), (3) bemerkte cha-
rakteristische Bigenschaft wieder, dass die Coéfficienten der neben und unter
oder iiber den quadratischen Gliedern stehenden Glieder einander gleich sind.
Wir kisnnen daher auch diese neuen Gleichungen ihnlich bezeichnen, wie die
urspriinglichen, wenn wir sie zum Unterschiede von denselben etwa mit der
Nummer des Eliminations- Actes versehen, also setzen:

3) |hh|'ll[ + [be] 111 [bk,]

5) [be,] I+ [ee,] IIE = [ck].

Die Fortsetzung des Geschiifts geschieht nun ganz in der Weise des ersten

Eliminations-Actes; wir multipliciren die dem ersten Gliede nachfolgenden Glie-

Lo O - : : :
der der 4'*" Gleichung mit !M,:: und ziehen die Producte von den gleichnamigen
Gliedern der 5" Gleichung ab. Wir finden dann:

S L [0 e o LR
6) (_rr‘|-—-- !."'J"nl"lr“' I = [ck,] _.h.f,,|'|!”.’|‘

oder nach der eingefiihrten Bezeichnung :
6) |('f‘._,| 111 :“)’-'?l.
[eky

endlich Il =< ! 2

[ce

=

Durch Substitution des so gefundenen Zahlenwerthes fiir I11 in die 4'° oder
5 (leichung finden wir den Werth fiir IT und durch Substitution beider Werthe

in eine der Gleichungen (1), (2) oder (3) den Werth fiir L.



hh
Der Umstand, dass die Coéfficienten der-vor den Gliedern mit quadratischen
Coéfficienten befindlichen’ Glieder den iiber ihnen stehenden Gliedern immer

-ostattet, die ersteren aus der Rechnung ganz fortzulassen, also

I‘_"l:‘.'lt‘h sind o

Zu setzen :

\ 1) |ur.r|1'+|r'1b|”—i—|uﬁ'|I”:]ul’.'|
2) g + [bB] 1L+ [be | TI==[bF |
3) . . 4+ [¢e | IIL== [c k |
'| +) o [bb,] T4 |be, | I =[bk,]
| 5) i 3 —}—IH_,| I1I = .':ll'fy||
6) + [ce,| Tl =|ck,],

wobei die Punkte die Stelle der fortgelassenen Glieder vertreten.

Es ist endlich noeh des wichtigen Controlmittels zu gedenken, welches oben
unter der Ueberschrift ,,Quersumme** angewendet wurde. Diese Spalte hat die
3 algebraischen Summen aller horizontal stehenden Zahlenwerthe der urspriing-

lichen Gleichungen aunfzunehmen. Bezeichnen wir also z. B. die erste Quersumme
mit S, die zweite mit S, u. s. w.; so ist:

S, =laa] + [ab] + ac| + [ak]

S, = [ab] + [80] + [be] + [0]

By : :|m;] -+ I!ar'| 4 |f'r'[ -+ |r'f£|.

Da nun jeder Eliminations-Act in der Multiplication einer solchen Glei-

chung mit einem gemeinschaftlichen Factor und in der Subtraction von einer
anderen dieser Gleichungen besteht, so folgt, dass die in jener Spalte befind-
lichen Zahlen immer die Summe der vor ithnen stehenden Zahlen darstellen miis-
sen, wobei aber selbstredend die mit Punkten angedeuteten Glieder mitgeziihlt
werden miissen. Der Rechner kann also seine Arbeit bei jedem Schritte priifen
und das ist insbesondere bei dem Eliminationsgeschiift von grosser Wichtigkeit.
In unserem Beispiele muss er finden:

Sy=bb,] + [bey] + [bki]
S - "I'f”'r] o |""r'| | =5 f‘]l
Se=[ee + [ch].
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