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— - : I. = -
garithmen | | <l Hiilfszahlen ‘ |
Ordinaten-| Abscissen- :
Hiilfszahlen zur Ordinate | Abseisse
. r Cokmckails Ausgleichung \ |
Ausgleichung 1 g
o Rk ol S Pl
| log . dy | da | dy.sina J.’a’h-‘l'::_'-‘ ;) dx.cosa ot ‘ X .
COS @ | | da sina | | | |
T O | | ) T | T ‘ (19) |
1,58709 | 2,06017 | 4 40,836 | 4-121,205 | 13,038 | 438,608/ 114,861 — ]nir_’,rilml—i—[i 16,230|
1,26212, | 0,64585 | 77,757 | 4 18,814 | — 18,286 4,425 |— 1051,793|4-767,348|
1,64513 | 1,41007 i+ 87,809 | 4 51,107 | ‘ 4-44,170( 25,708 — 1120,539| 786,159
1,30424,, | 1,15499 | — 34,830 ; 4 24,701 . 28,411 | — 20,148 14,288 | — m11,71515-:—|—H:57_,2-1;:
1,50582, | 1,10881 ‘ 86,137 |+ 34,520 | 79,952 ‘ — 32,049 12,847 |— |n‘,|a,.‘m'3'+.~ilil,n:u_'.|
195214, | 052590 | — 96,808 | 4 18,183 | 95,144 | — 17,871 3,357 |— 1162,608) 806,457
0,51441 I 1,53778 | 4+ . 0,327 ‘— 34,498 | 0,003 | ~ 0,327 34,497 |— I2._'15!,-4'.][3}-|-',Jl-l,l':25H.
1,26713 | 0,74202 . 64,680 | — 19,305 | 61,978 | 418,498 5,521 -l'.’a’)‘.l,ll‘:‘.r!—}-.‘jHi]‘ll-l!
1,12683, :, 1,99781 | -+ 13,512 s 100,395 | 1,802 | — 13,392 99,407 |_ 1323,805| 4 860,804
1,72565, l, 1,88307 | 4 64,777 | — 93,076 | 37,002 | — 53,168 76,396 |— I:'§ll'!,:-}].:’.|+f[]l;>li.".l"-|
,22807,, | 2,08034 [ 4 17,073 !| - 121,504 | 2,376 | — 16,907| 120,321 [— 1?-1-.‘;,525;'+('n;7,3uﬁ
1.64526 | 1,81741 | 4 53,251 ' 4 79,155 | 20,724 | 4-44,183| 05,676 |— _1228,1-1:\;+:1.|71,151-.'i
1,31857 | 0,731418 | 4 82,644 | 4 21,519 | 79,976 | 420,824 5,422 1}75,2213i+li2-1,TI1_i'
‘ AR T - ! | 1002,600| 4-646,230|
. | - 360,229 ! +-369,213 | 580,874 _}.11’.1‘.,37:;I 582,810 i
[ — 360,212 | — 368,778 ‘-— 172,148 580,874
‘ I 4+ 0,017 | 4 0,435 — " B3 1163,600 0 (1] |
| =k — ke |‘ Sheh 1163,700 1
T dy.sina.l| da. | == vy Vg ==y T : Ao, | |
sin a. 11 ‘ ‘ cos a1 ‘ cos a. 11 | |
(20) (21) (22) 23) | (24) {25)
- 0,0005 ki 0,0289 | — 0,029 — 0,087 | — 0,0014| — 0,0859
0,0028 |4-0,0137 | 40,011 | —0,003 | 4-0,0007) — 0,0033 | I
00028 |—0,0330 | — 0,036 | —0,021 | —0,0016| —0,0192 | ‘
0,0010 |+nf1115n 40,014 | —0,010" | 40,0007 — 0,0107| |
-0,0020 | 4-0,0230 | 40,021 e 0,008 | 4-0,0012| — 0,0096 ‘ |
0,0035 | 40,0134 | +-0,010 — 0,002 | 40,0007 — ll,ljlri-.'ai |
- 0,0000 | 40,0002 | 4-0,000 - 0,026 | 4-0,0000] — 0,0258
00,0023 |—0,0137 | —0,016 | — 0,005 | —0,0007 — 0,0041
0,0001 | 40,0100 | 4-0,010 0,073 | 4-0,0005| — 0,0743
— 0,0014 I_|_l'r__n:?,f.r7 I +-0,038 — 0,055 | 4-0,0020{ — 0,0571
0,0001 | 40,0126 | 4-0,012 - 0,089 | 40,0006 0,0899
0,0011 0,0330 | 0,034 — 0,051 | — 0,0016] — 0,0491
0,0020 | — 0,0155 0,018 — 0,005 n_,:nn!h'] — 0,0040 ‘

0,021 |4-0,0044 | — 0,017 | — 0,435 [ 30,0003 — 0,435
| | - Jt'_'. | =— s |

Vorlaender, Ausgleichung.
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Elimination.

580,874. I — 5,775 .1l =— 0,017
—.;,u 5.1 + .)H.!,B[F = CHS.J
1 ..,. 6408 g 0, :bi.m,,- 8. 2.\5(}-}_’!"-"“’
M 7,99747,, 8,75902 6,22792—1
fi (400574  +0,000169)
It -{:E,_at,(m — 0,435169
I 2,76549 9,63866,—10
I log TI =— 6,87317,—10; Il =—— 0,0007467 p
5 i 7,63472 .« . o o« — 0,004312 ¥

I —UU"I.SI"
I : 8,32862,~10
log 1= 5,56454,~10; I=— 0,0000367.

Die Addition der horizontal neben einander stehenden Logarithmen hat fiir
il den einigermaassen geiibten Rechner keine Schwierigkeit. Wer es gleichwohl
‘ i fiir nothig hiilt, sich gegen diese Arbeit noch mehr Controlen zu verschaffen, als
in dem vorstehenden Formular angewendet sind, mag alle Verticalreihen der
Logarithmen zusammen addiren; er muss dann erhalten:
Summe der Spalte (8) = (5) 4+ (6)
(9) =) + (7)
(10)=(6) + (®)
(1) =(7) + (8) = (6) + (9)-

Bei diesen Clontrolen darf nicht iibersehen werden, dass sie zwar gegen
unrichtize Verbindung der Logarithmen und auch gegen Fehler im Aufschlagen
der log sin und log cos schiitzen, gegen letztere jedoch nur in sofern, als sie
nicht im unrichtigen Aufschlagen des Neigungswinkels und in Verwechslungen
des Sinus mit dem Cosinus bestehen. Dieses Geschiift muss daher mit besond-

- rer Sorgfalt ausgefiihrt werden.

Ebenso muss bei dem Aufsuchen der Zahlenwerthe fiir 4y und Ja mit

aller Sorgfalt verfahren werden, weil auch fiir dieses Geschiift eine strenge Con-
trole ohne weitliuftige, der doppelten Rechnung gleichkommende, Vorbereitun-
gen nicht zu erlangen ist.
1 Die Controle: Spalte (4) = (15) + (17) sichert nicht nur die Additionen in
: den Spalten (8), (9), (10), (12), sondern auch gegen Fehler in dem Aufsuchen
- der Logarithmen in der Spalte (5) und gegen das Aufschlagen der Zahlenwerthe
in den Spalten (15) und [!T}.

Das Eliminationsgeschiift controlirt sich selbst. Sobald in die betreffenden
I Gleichungen die gefundenen Werthe fiir T und TI substituirt werden, miissen die
Tehler £, und /&, zum Vorschein kommen ¥).

#) Hinsichtlich einer Controle im Lanfe des Geschiifts vergleiche die Schlusshemer- t
kung dieser Abhandlung,
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Die Berechnung der Verbesserungen v 4, und v 4, geschieht am bequemsten
g B Ay dv 8

mit )[ultilﬂic:lt.ium:tnfcln und wird mit diesem Hiilfsmittel hinreichend genau;
findet eine strenge Controle in den Gleichungen:
Summe der Spalte (20) = (15).1
(21) = (16) .11
(24) =(16) .1
(25) = (17) .11

(22)=—k,

sie

(“!‘s\) e e J('-.l: .
Werden die in den Spalten (22) und (23) berechneten Verbesserungen den
hieden der Spalten (13) und (14) beigefiigt und die dadurch

Cloordinaten-Unterse
19) zur Zusammenstellung

verbesserten Unterschiede in den Spalten (18) und (
der Cloordinaten benutzt; so miissen beim Riicklaufe dieser Operation in den
Anfangspunkt der Rechnung die anfiinglichen Coordinaten wieder zum Vorschein

kommen.

II. Ausgleichung einfacher Linienziige.

nun zur Betrachtung der Linienziige iiber, welche nieht in ihve

(Giehen wir
sind, so miissen

Anfangspunkte zuriicklaufen, also keine geschlossene Polygone
wir an die obige Bemerkung ankniipfen, dass die Anfangsstiicke a,, ¥y, X, fiir
das Ausgleichungsgeschiift nicht mehr willkithrlich oder bedeutungslos sind. In
die Coordinaten des Anfangspunktes ¥, und X,, so wie die
X, durch eine Operation héherer Ordnung, z. B. fiir Flur-
bestimmt, dessen Berechnung als eine gesehlos-
Anfangs- und Endeoordinaten fiir den

der Regel werden
des Endpunktes ¥,
polygone durch ein Dreiecksnetz
sene vorausgesetzt wird, so dass jene
als constante Grossen betrachtet werden. Ebenso
igungswinkel der, von dem Anfangs- und dem End-
rliche Winkel angesehen.

Fortwuchs des Liniennetzes
werden die Azimuthe oder Ne
punkte ausgehenden, Dreiecksseiten als unveriinde

Hiitten wir in der Drehungsweise der Neigungswinkel im Punkte 0 den
Winkel zwischen der Anschluss-Dreiecksseite und dem Brechpunkte 1, an jedem
vorhergehenden und der nachfolgenden Seite,
tzten Brechpunkte und der dortigen Anschluss-
hneten wir die Azimuthe oder Neigungswinkel
kspunkten 0 und # mit 4, und 4,,

folgenden Punkte zwischen der
am n'*® Punkte zwischen dem le
Dreiecksseite gemessen, bezeic
dieser Anschluss-Dreiecksseiten in den Dreiec
so wiirden wir entwickeln kinnen:
a, = dy + wy
& =—day =l —2 R
o = = 2R
e == bt Wy S R

Uy = s + w1 —2 R
¢, =ty +w, —2R,
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oder, wenn wir diese Gleichungen summiren,

a=AyF+wyF+mw, +mw, +wy.....+w,—2nR.

Wiire die Messung der Winkel wy, w, wy..... und die Angabe der Nei-

gungswinkel 4, und 4, absolut genau, so wiirden wir erhalten:

!rﬂ = : 'I.'I ] ]
[ also A— A+ 2nB=w,+w,+w,+mwy.....+mw,.
3 : z T .
H Da aber sowohl jene Messungen als diese Angaben mit Fehlern behaftet
'\ sind, so wird die, in dieser Gleichung ausgesprochene Bedingung um eine gewisse

i Grisse, die wir, wie oben, mit &, bezeichnen, verfehlt; wir haben also that-
it siichlich :
1

— A, + A —2nR4tw,+w, FweF..... 0, =k

) .
|| Ebenso finden wir bei der Berechnung der Coordinaten, wenn wir die bei
il dem geschlossenen Polygon benutzte Bezeichnung iiberall beibehalten:
— Y, + Yo+ s,.8ina,4 s, .sina; + s,.8ina,..... + $,y. 8ina, =k,
— X, + X, + ¢,.cosa,+F 5,.cosa,+ s,.c080,..,.. +5,_,.cos a,_,=Fk,.

Wissen wir nun, dass die Fehler der Grissen 4,, 4,, ¥,, ¥,, X;, X, in dem

Bildungsprocesse der Grissen &, k,, k. mitgewirkt haben, behandeln wir jene

| Grissen gleichwohl als constante oder als absolut genaue Grissen, so kénnen

! wir nur Anspruch darauf machen, unter dieser Beschriinkung die wahrschein-
-.. lichsten Werthe fiir die Coordinaten der Brechpunkte zu finden.

Differenziren wir unter dieser Voraussetzung die obigen drei Gleichungen,

so erhalten wir, nachdem wir fiir die Differenziale von mw, s und ¢ die endlich

kleinen Veriinderungen ¢ (in Halbmessermaass), se und « setzen:

e B T R e e R
{ L. Adyseat dae - difebsenee b AdYpy b0y doye,
( + dayop 4 Axptyenee + Az 0, —— Fk

I, Aayeg e dages ..o A, e — Ay, 0,
Ay, —Ady, @, ., .., ANy = R

Wir sehen, dass diese Ausdriicke von den analogen Gleichungen fiir das
geschlossene Polygon darin verschieden sind, dass ¢, und ¢, beide darin vor-
| kommen und weil hier # und 0 nicht einen und denselben Punkt bezeichnen,
! beide als selbststindige Grissen auftreten, die Fehler also nicht mehr aunf n
| Winkel sondern auf # -+ 1 Winkel zu vertheilen sind. Ausserdem kommen hier
| die Glieder Ax, e, und

Ay, ey vor, welche in dem analogen Ausdrucke fiir
| das geschlossene Polygon fehlten.
. Zur Vorbereitung der weiteren Entwicklung haben wir nun in den beiden
| letzten Gleichungen fiir die Veriinderungen der Neigungswinkel, also fiir «, die
Veriinderungen der Brechungswinkel selbst, niimlich ¢, einzufiihren. Wir haben
zu diesem Zwecke wie oben:
| ' day.oy—=—Adz,.@,

] Axyooy = dx .y + dxy . 0,
Ay c0g—= A%y .0 + Adzy. 0, + dx,.00,
A o= Adx; .o+ dxy .0+ da, . 0. + Ay .,

Axn—1 .y — AZy1 Py + .4&',,_,1 O - i I Py -+ da  Wseiea Adx P4y
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also zu beiden Seiten addirt:
Adx, .oy 4+ dx, . + A, 0. Fdx, 0ty — (X, — Xo) @y -+ L.\‘” X,) o,
+ (X, — X)) @y oo T (Xi— X)) Puis
(‘]_ll‘!l_‘-‘-u',
— Ay, e,— Ayt — Ayg 0y o oo — AY oy Oy =- (¥,— 1) o,—(F,— 1)o@
Sy e AT Vi Yo,
wir kiinnen also die obigen Gleichungen sehreiben:
L. gy G @il e o B S e e Ve b g e s + @, =— k,sin K
[T. dygey+ Ayiei+ Aty &y oo + AYomy-8y + (K— Xo) 9o
+(X,—X) o, + (X,— X)) @, ... +(Xi— X, o ——Fk

I dayeg+ da e+ day 8 ..., AT B — Gl Yo) @0
N P G (=3 P ene— Uhw— ) Pt kL.
Verbinden wir hiermit endlich die Minimalgleichung:
Soatot 51818 T 888 4 S56385. .00 = St Bt S
+ up 'l\._'?—u o + @@ P Faooenns = T qll-\.] = Minimum,
so erhalten wir wie oben:
Ay, g,
e 3 + __Ir._i'u Ul +__ “.l”
Ay ¥
e .+ .\-,I 0 +-H-1-' LI
£ = t 4w g 422 m
Pl ) i fy o
& B/ By | 8 Bl 1
Sn—y Fn—1
I N Y, — ¥, =
Do :.”.“'l+ b JIE- e - 111
i N e = T
— MJ"I—}- e 11 e |
s e o ¥, —&s
P, — D e + .T.U ] Wp 111
| .\-,, - N 1 } n }-u 1 ”
Fa—1 ."f_’ L= wp i i) !
1
@y =1
also schliesslich: I
Al ot Lo =l ey LV =X 311 Kossind
1 i wp
! [X. —X] [_:_-f,r___r_,_;_] [(Xa — X)(Xn - ,\‘|I) I+ ([.Jg-d_i’
g i L+ ( $ + wp 3%, 0g, J
| (e V= TOT i T
[ ¥, - A, dx (X X Fa—=K]1 Ax.dx
BECE= AR FX (o dz]_ [(TaXU2 —Fym 4 (£ £
-5 wp L s wp \ _ g
[(Fu—F)WF—¥)] gl
[T )L =— &,
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Sind durch Elimination die Werthe der Factoren I, LI, 11I gefunden, so
erhalten wir sofort durch Substitution derselben in die obigen Ausdriicke die
Verbesserungen der Seitenlingen: 3

v,=s5.8=dy. 1l 4+ dz 11,

ebenso die Verbesserungen fiir die Winkel

1 Xo—X ¥, ¥
), — —_—— = = . [ S 2 - I][
V=g il wp : wp
oder in Minuten :
b S e 1 4 X -\:_ _J-N ___J .. I
Vo =P = yp sl " pp.sin 1’ pp.sin 1 ° :

Die Verbesserungen der Ordinaten- und Abscissen-Unterschiede v, und

v, erhalten wir am bequemsten, wenn wir zuniichst die Verbesserungen der
Neigungswinkel @ aus den Winkelverbesserungen durch successive Addition
ableiten, z. B.

= (@,

oy =@, + 94

t,—0q,+ @, + @,

=0, + ¢ + @+

U. 5. W.
und dann uns erinnern, dass
Ady=3s .sina s dr—3.co8d
ddy=w,.sina 4+ 8.cosa.0; ddx=wv,.co8a—s.sina.«,

d. i,
vy=dy.e+ de.¢; v —=dx.e—Ady.«a,
oder wenn wir fiir & den obigen Werth setzen:

dy.d dy.dx
P et R § R

JI— Ay ..

T4 dxee; vgs- :"r"’r;_"jl—'"_ll L h#"l

Die Coéfficienten von I, II, TII sind simmtlich schon in der fritheren Rech-
nung benutzt, sie brauchen also nur der Reihe nach mit I, II, ITT multiplicirt
zu werden, wozu man sich am bequemsten einer Multiplicationstafel mit drei-
stelligen Factoren bedient.

Wir haben hier das strengste Verfahren der Berechnung eines nicht in sich
selbst zuriicklaufenden Linienzuges aus einander gesetzt und dargethan, dass
die Rechnungsformen im Ganzen denen durchaus ihnlich sind, welche wir oben
bei Behandlung des geschlossenen Polygons gesehen haben. Die gefundenen
Ausdriicke unterscheiden sich hauptsiichlich dadurch, dass die Hiilfszahlen,
welche in den Ordinaten- und Absecissen-Abstiinden des jeweiligen Punktes von
dem Endpunkte des Zuges hier schicklicher mit zwei Buchstaben ¥,—¥ und
X,— X bezeichnet wurden, wogegen wir bei dem geschlossenen Polygon voraus-
setzten, dass die Coordinatenachse in den Anfangspunkt der Rechnung verlegt

und von da aus mit Null beginnend eine Zusammenstellung der Ordinaten und
Abscissen der Ausgleichungsrechnung vorausgeschickt werde. Da dort der An-
fangspunkt zugleich der Endpunkt war, so bestanden jene Abstinde einfach in
den, mit entgegengesetzten Zeichen genommenen, Coordinaten selbst. Bei der
wirklichen Zahlenrechnung fiir nicht in sich goschlossene Ziige kénnen wir uns
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iibrigens dieselbe Bequemlichkeit verschaffen, wenn wir, statt einer vom Anfangs-
nach dem Endpunkte vorwirts schreitenden Coordinatenzusammenstellung, eine
umgekehrt vom Endpunkte, mit Null beginnende, nach dem Anfangspunkte riick-
wiirts gehende Zusammenstellung ausfiihren.

Die Rechnungsformen fiir das minder strenge Verfahren No. II werden hei
den nicht in sich geschlossenen Ziigen etwas einfacher als bei den geschlossenen

Polygonen, w eil anch das erste Azimuth @, veriinderlich ist, daher aus den be%iig-

ziiglichen Ausdriicken die Minuenden — da,. dag, — Adx@y. Ay, — dYoo dYy
fortfallen. Wir haben daher einfach:
¥ | ya |
P \,H“ 1 + Ly : 1
bl 1]
AL [ i“'.n
8 8
Ay, A a
PR G S
\3 .\'.z
: 0. 8. W.
= '_'I Lo ) j=— "_-'I?.l"n 11
wp wp
dax 3
¢ =St TS0 T
.“ M ‘IIF
g a gy,
== A e
wp wp
. 8. W

und ([—“f —"’fil )[ Er ([—_‘ri_‘“‘h] [da. J"J’I) ' T
u_n 4
([ﬂ ___J_’_} -+ —Lt;:f ¥ ) I+ ([‘J_'\ i:| _‘hf:’t FJ ’f’ ) II-

Es versteht sich iibrigens von selbst, dass bei der vorgiingigen Vertheilung
des Winkelsummenfehlers dieser durch n+4-1 statt durch n getheilt werden muss.

Die Formen fiir das III'* Verfahren iindern sich gar nicht. Weil hier nach
geschehener Gleichvertheilung des W inkelsummenfehlers auf die n -+ 1 Punkte
die Neigungswinkel unveriinderlich gesetzt werden, so haben wir einfach:

[‘:_J-’_*’:J-'f_} ]_t_[‘“" :i.ll-—r—-—-#’.',I

5

[-J ,q;l___f.-r:] s ['—""’;:i“’] M =—ik,

und
Byl e Ay : D%
f==—lpp L 1
Ay .d'.r
=1 == 1
= | * *‘1
|
£y = \:h oL + 11
82
t A @
; gy ==L I il ; (A
b Tn—1 Sp—1

absichtlich die Normalgleichungen den Ausdriicken fiir die
reonometrischen Aus-

Es sind hier
Einheitsfehler vorangesetzt, weil in der That bei allen polyg
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sleichungsrechnungen sogleich zur Bildung der Normalgleichungen geschritten

werden kann, wogegen in der analytischen Entwicklung die Ausdriicke fiir die

Binheitsfehler vorangelien miissen.

Wir haben oben bei der Behandlung des geschlossenen Polygons fiir das

mindest strenge Verfahren No.IIT ein den entwickelten Formeln angepasstes

Schema entworfen und mit einem concreten Beispiele angefiillt. Ts folgt hier

ein Formular zur Anwendung des strengsten Verfahrens No.I auf einen nicht

in sich zuriicklanfenden Linienzug, welcher aus dem im Eingange dieser Schrift

erwiihnten Polygonsystem entnommen ist, worin

der wahrseheinliche Liingenmessungsfehler ¢ — 0,000399

der
die mittlere Polygonseitenlinge It :
gefunden wurden.

Der Zusammenhang des Rechnun

o Winkelmessungsfehler ¢ =0,81783

- 74,2 Ruthen

gsschema's mit den obigen Formeln ist

durch die Ueberschrift der Spalten erliiutert; anch ist das Rechnungsverfahren

von Spalte (1) bis (17) dem in dem Schema fiir das Verfahren No. TIT ganz gleich.

I'iir den folgenden Theil der Rechnung ist es nicht unwichtig, auf die darin

enthaltenen Controlen aufmerksam zu machen.

1) Bei der Zusammenstellung von unten nach oben in den Spalten (18) und

(19) muss oben zum Vorschein kommen:

V,— ¥Y,=[4dy] und X,

e — [f:l

9) Die Berechnung der Zalilen in den Spalten (21), (22), (23) controliven wir

dadurch, dass wir bei Bildung der Produete in No. 22 einmal T,

mal X, — X zum Argument nehmen.
1 v 1 - -
3) Summe (24) muss sein =— — ., 1II.[¥,— F|
4 g
R 1 - :
(23) » NAEST wp” I . X2 l
oy | 4
57 1) s —— LI on41)
A I‘{."J
i S - - Summe (24) + (25) + (26)
4) Summe (30) ,, »w = |dy.sin a].II, ebenso (34) =

— ¥, das andre-

k

- [dy. cosal. 1l

(BL) & ww = dyicogal I, ¥ (35) — | 4. cosa| TII

(32} s ,, |.'I.f‘.((| + Summe (30) 4 (31) =¥k,

FE e " [dy.e] + (34) + (35) =F,. I
5) Bei der Zusammenstellung der ¢ in Spalte (28) muss ¢, , =¥, .
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