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garithmen 1 Hülfszahlen

Ordinaten -
28

Hülfszahlen zur Ordinate Abscisse

Unterschiede

Ausgleichung Ausgleichung

8

log 00s05½ log . 49 Aασ 4/, . Sin es 4 A . coS d 3 X

log A&sin a C08 A &sin 4

(1¹0 3 0² (03) 00 645) (16) (17) 68) ( 9)

1,58769 2,06017 T 40 , 836 ＋- 121,205 13,038 J＋88,698 114,861 ( — 1092,600＋646,230

1,26212 0,64585 — 77,757 ＋ 18,814 75,577 —18,286 4,425 — 1051,793 ＋767,348

1,64513 1,41007 T 87,809 T 51,107 75,891 ＋＋44, 170 25,708 —1129,539,＋786,159

1,30424 . 1,15499 —34,830 [ ＋ 24 , 701 28,411 —20 , 148 14,288 — 1041,766 ( ＋837,245

1,50582,5
K1,10881 — 86,137 ＋ 34,529 ] 79,952 —32,049 12,847 — 1076,582 ＋861,936

1,25214n ſo,0,52590 — 96,808 ＋ 18,183 95,144 — 17,871 3,357 — 1162,698 ＋896,457

9,51441 1,53778 [ ＋ 0,327 — 34,498 05,003 — 0,327 34,497 —1259,4964914,638

1,26713 0,74202 28 64,680 — 19,305 61,978J18,498 5,521 —1259,169 ＋880,114

1,126835 1,99781 ＋ 13,512 —100,395 1,802 — 13,392 99,497 — 1323,865 ＋860,804

1,725655 1,88307 ＋ 64,777 — 93,076 ] 37,002 — 53,168 76,396 —1310,343＋760,336

1,22807 , 2,08034＋T 17,073 — 121,504 2,376 — 16,907 , 120,321 — 1245,528 ＋F667,205

1,64526 1,81741T 53,251＋T 79,155 29,724＋44 , 183 65,676 —1228,443 ＋545,612

1,531857 0,73418＋ 82,644 ＋ 21,519 79,976 420,824 5,422 — 1175,226＋T624,716

8 — 1092,600 ＋646,230

＋360,229 4369,213 580,874 ＋166,373 582,816
360,212 — 368,778 —172,148 580,874

＋ 0,017＋ 0,435 — 5 , 775 1163,690 0 0

5 oben 1163,700

4 %. sin à. I [ ＋ A&.
25

4, . Aæο.

sin 4. II coS A . Icos 4. II

(20) 10 2² 62³) 250 25)

— 0,0005 — 0,0289 —0,029 — 6,087 —0,0014 , —0,0859

60,0028 ＋0,0137 ＋0,011 — 60,003J , 0007 —0,0033

— 0,0028 —0,0330 ] — 0,036 —6,021 — 0,0016 — 0,0192

— 0,0010 ＋0,0150 ＋E0,014 — 0,010 ＋0,0007 — 0,0107

0,0029 ＋0,0239 ＋40,021 —6,008 J0,0012 — 0,0096

0,0035 hhn ＋0,010 —6,002 ＋70,0007 — 0,0025

—0,0000 ＋0,0002 ] ＋40,000 — 60,0260,0000ſ — 60,0258

— 050023 —0,0137 —0,016 — 0,005 — 0,0007 — 0,0041

— 0,0001 ＋40,0100 ＋0,010 — 0,073＋0,0005 ] — 0,0743

—0,0014 ＋0,0397 ] 40,038 — 60,055 0,0020 — 0,0571 .

— 0,0001 ＋0,0126 ＋E0,012 — 0,089 ＋40,0006 ] — 0,0899

60,50011 — 60,0330 — 0,034 — 0,051 — 0,0016 — 0,0491

— 60,0029 —0,0155 — 0,018 0,0008l —0,0040
—

0,0214 040 ——0,017 — 0,435 J 0,0003 — 0,4355
Ue =UI

Vorlaender , Ausgleichung .
3
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Elimination .

580,874 . 1 — 5,775 . II = — 0,017

—5,775 . I ＋ 582,816 . II = —0,435

2,76408 0,76155 , 8,23045, —10

7,99747 , 8,75902 6,2279210

— ( ＋ 0,0574 ＋ 0,000169 )

＋ 582,7606 —0,435169

2776549 9,63866, —10

1og II 6,87317, —10 ; II — 0,0007467

7763˙αοl ff — 0,004312
— 0021312

8,32862, —10

log I = 5,56454, —10 ; 1 = —0,0000367 .

Die Addition der horizontal neben einander stehenden Logarithmen hat für

den einigermaassen geübten Rechner keine Schwierigkeit . Wer es gleichwohl

für nöthig hält , sich gegen diese Arbeit noch mehr Controlen ꝝu verschaffen , als

in dem vorstehenden Formular angewendet sind , mag alle Verticalreihen der

Logarithmen zusammen addiren ; er muss dann erhalten :

Summe der Spalte (8) σ (65) ＋T ( 6)

G Iν

( 00 6 ＋ σ

( ie = οονοοοοεονοαονοσ .

Bei diesen Controlen darf nicht übersehen werden , dass sie zwar gegen

unrichtige Verbindung der Logarithmen und auch gegen Fehler im Aufschlagen
der log sin und log cos schützen , gegen letztere jedoch nur in sofern , als sie

nicht im unrichtigen Aufschlagen des Neigungswinkels und in Verwechslungen

des Sinus mit dem Cosinus bestehen . Dieses Geschäft muss daher mit besond -

rer Sorgfalt ausgeführt werden .

Ebenso muss bei dem Aufsuchen der Zahlenwerthe für 4/ ) und Aæ mit

aller Sorgfalt verfahren werden , weil auch für dieses Geschäft eine strenge Con -

trole ohne weitläuftige , der doppelten Rechnung gleichkommende , Vorbereitun -

gen nicht au erlangen ist .

Die Controle : Spalte ( 4) ( 15 ) ＋ ( 17) sichert nicht nur die Additionen in

den Spalten ( 8) , ( 9) , ( 10) , ( 12) , sondern auch gegen Fehler in dem Aufsuchen

der Logarithmen in der Spalte (5) und gegen das Aufschlagen der Zahlenwerthe

in den Spalten ( 15) und (17) .

Das Eliminationsgeschäft controlirt sich selbst . Sobald in die betreffenden

Gleichungen die gefundenen Werthe für Jund II substituirt werden , müssen die

Teliler I , und I½ zum Vorschein kommen * ) .

*) Hinsichtlich einer Controle im Laufe des Geschäfts vergleiche die Schlussbemer -

kung dieser Abhandlung .

Uit

5it
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Die Berechnung der Verbesserungen v ) und vſ geschieht am bequemsten

mit Multiplicationstafeln und wird mit diesem Hülfsmittel hinreichend genau ;

sie findet eine strenge Controle in den Gleichungen :

Summe der Spalte (20) ( 15) . I

( (
(2⁴4 = A46) . I

(25) (17) . II

ES

Werden die in den Spalten ( 22) und ( 23) berechneten Verbesserungen den

Coordinaten - Unterschieden der Spalten (13) und (14) beigefügt und die dadurch

verbesserten Unterschiede in den Spalten ( 18) und (19) zur Zusammenstellung

der Coordinaten benutzt , so müssen beim Rücklaufe dicser Operation in den

Anfangspunkt der Rechnung die anfänglichen Coordinaten wieder zum Vorschein

kommen .

II . Ausgleichung einfacher Linienzüge .

Gchen wir nun zur Betrachtung der Linienzüge über , welche nicht in ihre

Anfangspunkte zurücklaufen , also keine geschlossene Polygone sind , so müssen

wir an die obige Bemerkung anknüpfen , dass die Anfangsstücke do , Vo, A0 für

das Ausgleichungsgeschäft nicht mehr willkührlich oder bedeutungslos sind . In

der Regel werden die Coordinaten des Anfangspunktes Jo und Xo, s0 wie die

des Endpunktes T. u, X. durch eine Operation höherer Ordnung , 2. B. für Flur -

polygone durch ein Dreiecksnetz bestimmt , dessen Berechnung als eine geschlos -

sene vorausgesetzt wird , so dass jene Anfangs - und Endcoordinaten für den

Fortwuchs des Liniennetzes als constante Grössen betrachtet werden . Ebenso

werden die Auimutlie oder Neigungswinkel der , von dem Anfangs - und dem End -

punkte ausgehenden , Dreiecksseiten als unveränderliche Winkel angesehen .

Hätten wir in der Drehungsweise der Neigungswinkel im Punkte 0 den

Winkel zwischen der Anschluss - Dreiecksseite und dem Brechpunkte 1, an jedem

folgenden Punkte zwischen der vorhergehenden und der nachfolgenden Seite ,

am nten Punkte zwischen dem letzten Brechpunkte und der dortigen Anschluss -

Dreiecksseite gemessen , bezeichneten wir die Azimuthe oder Neigungswinkel

dieser Anschluss - Dreiecksseiten in den Dreieckspunkten 0 unden mit 40 und 4n ,

50 Würden wir entwickeln können :

„5„5*

3535 2R

— 2

„
— 2

4 —1 42 5 2e - . — 2²

An Æ d = 9 — 2 ,
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.
oder , wenn wir diese Gleichungen summiren ,

4. ◻ Ã ＋ 2 ＋ W˙ ＋ D˙ ＋ W . . ＋ , — 21g .

Wäre die Messung der Winkel 2 , 201, . . . . . und die Angabe der Nei -

gungswinkel 40 und 4 , absolut genau , so würden wir erhalten :

1 ,
also A ,— 40 ＋ 2nb νσ ο Q＋ o ＋ 20½ ＋ οσ . ＋ 7n

Da aber sowohl jene Messungen als diese Angaben mit Fehlern behaftet

sind , so wird die , in dieser Gleichung ausgesprochene Bedingung um eine gewisse

Grösse , die wir , wie oben , mit bezeichnen , verfehlt ; wir haben also that -

sächlich :
—A. , ＋ 4 — 2n ＋ 70% ＋ . ＋ σ fP . . %, Pbi,.

Ebenso finden wir bei der Berechnung der Coordinaten , wenn wir die bei

dem geschlossenen Polygon benutzte Bezeichnung überall beibehalten :

— J . T Jo ＋ So. sin 40 ＋ 8iesin ai ＋ S2. Ssin ꝛ ＋ § i : Sin 4, 1 . I
— A, ＋ A0 ＋ co. CoS 40 ＋ S1. CoSs 41 ＋ 52. CoS d½ . . „ . . ＋ 5Et . E0S d 1I

Wissen wir nun , dass die Fehler der Grössen 40 , A, , To, L. , Xo , A, in dem

Bildungsprocesse der Grössen I½, Li , I mitgewirkt haben , behandeln wir jene
Grössen gleichwohl als constante oder als absolut genaue Grössen , s0 können

wir nur Anspruch darauf machen , unter dieser Beschränkung die wahrschein -

lichsten Werthe für die Coordinaten der Brechpunkte zu finden .

Differenziren wir unter dieser Voraussetzung die obigen drei Gleichungen ,

S0 erhalten wir , nachdem wir für die Differenziale von 5, s und d die endlich

kleinen Veränderungen ꝙ ( in Halbmessermaass ) , Se und d setzen :

j
II . 4J0 e ＋ AJ1el ＋ Aρ . . Ai EE = I＋ Aαοοα

EEECCCCC . . . . .

EREETETCCCC

Wir sehen , dass diese Ausdrücke von den analogen Gleichungen für das

geschlossene Polygon darin verschieden sind , dass ꝙoοund ꝙν beide darin vor —

kommen und weil hier uund 0 nicht einen und denselben Punkt bezeichnen ,
beide als selbstständige Grössen auftreten , die Fehler also nicht mehr auf 3

Winkel sondern auf 2 ＋1 Winkel zu vertheilen sind . Ausserdem kommen hier

die Glieder Aνο ανο Qund — 4½% dο vor , welche in dem analogen Ausdrucke für

das geschlossene Polygon fehlten .

Zur Vorbereitung der weiteren Entwicklung haben wir nun in den beiden

letzten Gleichungen für die Veränderungen der Neigungswinkel , also für c, die

Veränderungen der Brechungswinkel selbst , nämlich ꝙ, einzuführen . Wir haben

zu diesem Zweecke wie oben :

A = Ae e Aee ee
Aæsg . oοσν A . Poο ＋ A, . o ＋E A . ＋E A&; 03

40 1

Aα = . Gi σν Aανeαtt Oο ＋ AννινllPi ＋ Aννl - ＋ A&,I . OS . . . ＋ AI . Pu =I5
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also zu beiden Seiten addirt :

Aο οοον Aανι . ονν ] ] Aοαεε ανονοQ. ＋ Aα · G1 ( p ( X . K0) c00 4 ( A .— K1) 051

＋* ( A. Az) 2 * ( A. — A.—10 P = 1

ebenso :

— A½ dοe Aαννꝗ αν⁰ͤ·e — E0 00 — ( Ja FI )

AC . · . ·· . .

wir können also die obigen Gleichungen schreiben :

J. WO L. 001 PPphbhh ＋ Sν Hlensin

II . 4½ % éο ＋ An,er,ατν Aναεε 2 —ꝗ̊ A0) ꝙ0

( A .— A: ) M . . 4 3ͤ 1

TII . T e e e — ( J . - To) 0

93 3 J3) NR len.

Verbinden wir hiermit endlich die Minimalgleichung :

80 80 80 T Sis181 ＋ 52 82 82 K 58383 883

＋ un̊ ( 00 Po ＋ 1 1 ＋ · ＋ ꝙu O ) Minimum ,

s0 erhalten wir wie oben :

I ＋
—

5

＋ 4% 11 4l m.
61 81

R
83

2 1I 38
224 . III .

*.R *31

us 8 I

8 .
E .

— . I
4

— 1 — Fu —L
NI un III

We I ,

also schliesslich :

I e lasein l .

4 6

L . NX A . 00 1LS52A. 14. ( E 1* 1 Y
0 ＋

( ( E&⸗ eee 1 1
n

z

3 — — 2/ . 4I LXNOCAEN
4 . 4 %

— . 6 “ ( EA⸗
8

7 Yνναt¼
＋ e



Sind durch Elimination die Werthe der Factoren J, II , III gefunden , s0

erhalten wir sofort durch Substitution derselben in die obigen Ausdrücke die

Verbesserungen der Seitenlängen :

%i I ,

ebenso die Verbesserungen für die Winkel

4 XIn X F . — F
= = ⏑e — — 1 — IIL15

oder in Minuten

iß
in 6ο sin 17 Sin

Die Verbesserungen der Ordinaten - und Abscissen - Unterschiede vꝗ , und

5 erlialten wir am bequemsten , wenn wir zunächst die Verbesserungen der

Neigungswinkel à aus den Winkelverbesserungen durch suecessive Addition

ableiten , 2. B.
Rorr N0⁰

◻ ο ＋ P1

d . ◻ ꝙοοT Pi ＋ ꝙ

d ◻σꝙο ＋ S1 ＋T½ ＋ 95

u. s. W.

und dann uns erinnern , dass

44 /= uU. sin a E5. Cosd d d A4α ε u cos =ε ̃ sin 4 . 0

43815

d ,
oder wenn wir für s den obigen Werth setzen :

45 . 70 A . Aꝙ
—. — I III A . d ; 14 1 . . II . . III — 4h. a.

Die Coöfficienten von J, II , III sind sämmtlich schon in der früheren Rech -

nung benutzt , sie brauchen also nur der Reihe nach mit I, II , III multiplicirt

zu werden , wozu man sich am bequemsten einer Multiplicationstafel mit drei -

stelligen Factoren bedient .

Wir haben hier das strengste Verfahren der Berechnung eines nicht in sich

selbst zurücklaufenden Linienzuges aus einander gesetzt und dargethan , dass

die Rechnungsformen im Ganzen denen durchaus ähnlich sind , welche wir oben

bei Behandlung des geschlossenen Polygons gesehen haben . Die gefundenen

Ausdrücke unterscheiden sich hauptsächlich dadurch , dass die Hülfszahlen ,

welche in den Ordinaten - und Abscissen - Abständen des jeweiligen Punktes von

dem Endpunkte des Zuges hier schicklicher mit zwei Buchstaben J .—F und

A. , — A bezeichnet wurden , wogegen wir bei dem geschlossenen Polygon voraus -

setzten , dass die Coordinatenachse in den Anfangspunkt der Rechnung verlegt
und von da aus mit Null beginnend eine Zusammenstellung der Ordinaten und

Abscissen der Ausgleichungsrechnung vorausgeschickt werde . Da dort der An —

fangspunkt zugleich der Endpunkt war , so bestanden jene Abstände einfach in

den , mit entgegengesetzten Zeichen genommenen , Coordinaten selbst . Bei der

wirklichen Zahlenrechnung für nicht in sich goschlossene Züge können wir uns
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übrigens dieselbe Bequemlichkeit verschaffen , wenn wir , statt einer vom Anfangs -

nach dem Endpunkte vorwärts schreitenden Coordinatenzusammenstellung , eine

umgekehrt vom Endpunkte , mit Null beginnende , nach dem Anfangspunkte rück -

wärts gehende Zusammenstellung ausführen .

Die Rechnungsformen für das minder strenge Verfahren No . Iwerden bei

den nicht in sich geschlossenen Zügen etwas einfacher als bei den geschlossenen

Polygonen , weil auch das erste Azimuth d0 veränderlich ist , daher aus den bezüg⸗

züglichen Ausdrücken die Minuenden — Aæαοο. Aνον Aανονο. A9˙σ . αιιυο . J7/0

fortfallen . Wir haben daher einfach :

—43 4
80 —

3
. I＋

8
31L

8 —
5

K

AJα
. 1 . 11

U. 8S. W.

„ * .
4⁰ 4ο

. 425 II
E5

„ .
ll

U. 8. W.

479. 4 4. 4 47 4 UAο. 4
und La ＋ 5 40) H = LI .

Cure r ( Ce .

Es versteht sich übrigens von selbst , dass bei der vorgängigen Vertheilung

des Winkelsummenfehlers dieser durch u ＋1 statt durch u getheilt werden muss .

Die Formen für das IIIte Verfahren ändern sich gar nicht . Weil hier nach

geschehener Gleichvertheilung des Winkelsummenfehlers auf die à ＋ͥI Punkte

die Neigungswinkel unveränderlich gesetat werden , so haben wir einfach :

Leacerfr - Lgn
ITRA . n = .

und
4990 4

491 4
II

1 1 —
2 Jο

6 I4 II2

,

Es sind hier absichtlich die Normalgleichungen den Ausdrücken für die

Einheitsfeliler vorangesetzt , weil in der That bei allen polygonometrischen Aus -
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gleichungsrechnungen sogleich zur Bildung der Normalgleichungen geschritten
werden kann , wogegen in der analytischen Entwicklung die Ausdrücke für die

Einheitsfehler vorangelien miissen .

Wir haben oben bei der Behandlung des geschlossenen Polygons für das

mindest strenge Verfahren No . III ein den entwickelten Formeln angepasstes

Schema entworfen und mit einem conereten Beispiele angefüllt . Es folgt hier

ein Pormular zur Anwendung des strengsten Verfahrens No . IJ auf einen nicht

in sich zurücklaufenden Linienzug , welcher aus dem im Eingange dieser Schrift

erwähnten Polygonsystem entnommen ist , worin

der wahrscheinliche Längenmessungsfehler « τ 6,000399

der 95 Winkelmessungsfehler ꝙ⸗ = 0, 81783

die mittlere Polygonseitenlänge 1 2 74,2 Ruthen

gefunden wurden .

Der Zusammenhang des Rechnungsschema ' s mit den obigen Formeln ist

durch die Ueberschrift der Spalten erläutert ; auch ist das Rechnungsverfahren

von Spalte ( 1) bis ( 17) dem in dem Schema für das Verfahren No . III ganz gleich .

Für den folgenden Theil der Rechnung ist es nicht unwichtig , auf die darin

enthaltenen Controlen aufmerksam zu machen .

1) Bei der Zusammenstellung von unten nach oben in den Spalten ( 18) und

( 19) muss oben zum Vorschein kommen :

Ja To = AV ] und A. — 40 = [ Aal .

2) Die Berechnung der Zahlen in den Spalten ( 21) , ( 22) , ( 23 ) controliren wir

dadurch , dass wir bei Bildung der Producte in No . 22 einmal F. — J , das andre -

mal A, — A zum Argument nehmen .

3) Summe ( 24) muss sein

5
( 25 ) 7* 77 1

1

1
(26) 55 1 3 — 85 1)

unme 24 ) ο⏑οYο „

4) Summe ( 30) „, „ = [ A . sin dl . II , ebenso ( 34) [ Aꝙ. cos a] . II

B0Z§
603ͤ [ A&. a]l ＋ Summe ( 30) ＋ ( 31) νυν

( 36) „ „ 640 ＋635 ) L .

5) Bei der Zusammenstellung der à in Spalte ( 28 ) muss c. 0 „
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