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Ergiinzungen.

179.

Erklarung. Zwei Korper heifsen #hnlich, wenn die
kérperlichen Winkel wechselweise gleich sind, und je zwei
dhnlich liegende Kanten dasselbe Verhiiltnis zu einander haben;

| alsdann sind offenbar auch die Seitenflichen #hnlich, und
beide Korper an Form vollkommen gleich, und nur an
Grilse verschieden.

180.

Lehrsatz. Die Inhalte
dhnlicher Kérper ver-
halten sich wie die
Kuben dihnlich liegen-
der Seiten.

Beweis. Man braucht nur
zu zeigen, dals der Satz fiir
thnliche Pyramiden  gilt,
weil dhnliche Korper in solche zerlegt werden kinnen.

Sei demnach Pyramide SABC ~ Pyramide sabe. Weil
alle dhnlich liegende Seiten einerlei Verhiiltnis zun einander
haben, und die Winkel wechselweise gleich sind, so sind erstens
die Grundflichen dhnlich und verhalten sich, wie die Quadrate
ihnlich liegender Seiten (§ 125); wie diese Seiten, so verhalten
sich aber auch die Héhen der Pyramiden, niimlich sk : SH —
ab : AB, also auch 1 sh : 1 SH=ab : AB. Man hat also:

A
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ABE S ABE L v S SAe 4]

_— Beide Gleichungen mit einander mul-

Aabe ab? gz SH ABC A B
3SH __ AB ( ftipliziert, kommt - e
$sh ~— ab l

sh.Aabe  ab?

d. h, der Inhalt der kleinern Pyramide (§{sh./abc) ist so
oft in dem Inhalt der gréfsern (SH./AABC) enthalten, als
der Kubus einer Seite der kleinern Pyramide in dem Kubus
der #hnlich liegenden Seite der grolsern. Wiire z. B. AB
zweimal so grols als ab, so wire der Kubikinhalt der grifsern
Pyramide 2%=8mal so grols, als der der kleinern. Denkt man
sich nun zwei iihnliche Kérper in dhnliche Pyramiden zerlegt,
so verhalten sich je zwei i#hnliche Pyramiden, also auch die
Summe der Pyramiden in dem einen Korper zur Summe in
dem andern und mithin die beiden ihnlichen Korper selbst,
wie die Kuben zweier dhnlich liegenden Seiten.

Soll ein Korper konstruiert werden, dessen Inhalt m mal
so grols ist, als der eines iihnlichen Korpers, so miissen die
dhnlich liegenden Seiten sich wie 1 zu /m verhalten. Fiir
Kugeln, Kegel und Cylinder folgt der Lehrsatz von selbst

aus den Formeln.

181.

*) Lehrsatz. Ein schief ab-
geschnittenes dreiseitiges
Prisma ist so grols, als drei
Pyramiden, welche die Grund-
fliche des Prismas ABC zu
Grundflichen und die drei
gegeniiber liegenden Ecken
E, D, F zu Spitzen haben,

Beweis. Legt man zuerst durch
die drei Punkte EAC eine Ebene, so schneidet diese eine

Pyramide EABC ab. HKs bleibt nun noch eine vierseitige
Pyramide iibrig, welche E zur Spitze und das Trapez DACF
zur Grundfliche hat. Diese wird durch eine durch D, E, C
gelegte Ebene in zwei dreiseitige zerlegt, EDAC und EDFC,
Denkt man sich nun die Spitze E der links liegenden Pyramide
EDAC parallel mit der Grundfliche DAC (also in gleich

Baden-Wiirttemberg



145

bleibender Hshe) nach B verschoben, so ist dadurch die Pyra-
mide EDAC in die gleich grofse BDAC verwandelt (§ 167).
In letzterer kann man nun aber auch D als Spitze und ABC
als Grundfliche betrachten. Die dritte Pyramide EDFC
endlich, kann man erst in die Pyramide EAFC¥*) ver-
) wandelt denken, indem die Grundflichen DFC und AFC,
als Dreiecke von gleicher Grundlinie und Hohe, gleich gro's
sind. Denkt man sich nun bei dieser Pyramide EAFC
die Spitze E in gleich bleibender Hohe nach B verlegt, so
ist sie in die Pyramide BAFC verwandelt, bei welcher man
aber auch F als Spitze und ABC als Grundfliche betrachten
kann,
Bezeichnen also &, %', 1" die drei von den Ecken E, D,
F auf die Grundfliche ABC = F, gefillten Perpendikel, und
V den Inhalt des schief abgeschnittenen dreiseitigen Prismas,
80 ist:

3]
182
! 32,

Aufgabe. Eine Formel zu finden, nach
welcher man den Inhalt V eines ab-
gekiirzten Kegels aus den beiden paral-
lelen Radien R, # und der Hshe A= QC
berechnen kann.

Auflosung, Setzt man die unbekannte
Hohe des FErginzungskegels vorliufig
= z, 80 ist nach § 170:%%)

. w R2(h+2x) ariy
Vi et S o R
3 3
= m Rt A w(R2—r?) g :
oder V = 4+ e
3 Y 3 (1)
Zur Bestimmung der unbekannten Héhe # hat man:
| b
g z:h+2 =r:Rund hieraus 2z =
4 R—r
*) Man denke die Linie AF gezogen.
**) Bei diesen Anwendungen der Algebra auf (Geometrie mufls die
Kenntnis der tern Wissenschaft vorausgesetzt werden.
Libsens Elomentar-Geometrie 10
3
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Diesen Wert von z in die Gleichung(1)substituiert, kommt:
wR%h 7T {H: - rf)r}: |
e e -

3 3 (R—r)

und hieraus nach gehoriger Reduktion die verlangte Formel: *)

[ V=

h R p
V=2"@R:+Rr+r?
Beispiel. Sei R=80 em, r = 54 em, s = 95 cm, so ist
V = 1,3571 cbm.
183.

Aufgabe. Eine Formel zu finden, nach
welcher man den Inhalt V einer abge-
kiirzten Pyramide aus deren beiden paral-
lelen Grundflichen F, f, und der Hohe A
berechnen kann.

i Auflosung. Die Hohe der Ergiinzungs-
pyramide sei = x, so ist:
= h +x L
V = — JF—-
3 3 ! ¢
oder V= 4 hF + :3._.'.{1]?- ) 1)
Ferner ist (§ 166):
B _oof s _Vf . W f
- -=-= also =L und hieravs: = —— :
(h 4+ x)* F h+z yE : vE—/f
Diesen fiir # gefundenen Ausdruck in die Gleichung (1)
substituiert, kommt:
L 1hy/f o b
V=P 32V p_g
VE—vf
oder V=1AF + 42y fF+vH*™
und hieraus nach gehoriger Reduktion die verlangte Formel:
- B oo SE
i 3 E 4+ VEf4f)

gt o qay BT =—gpd ,
*) Es ist namlich R = R 4 . (Algebra § 143)
N —

o) Weil ——L_ _WVE'=UJ) _pyys (Algebra § 143
VE=y{ yE=Yf

und § 215, 4.
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Aufgabe. Eine Formel abzuleiten,
nach welcher man den Kubikinhalt
eines Kugelausschnitts, CMAN, be-
rechnen kann, wenn der Radius r der
Kugel und die Hothe der Haube,
welche der Ausschnitt zur Grundfliche
hat, AP — % gegeben ist.

Auflosung, Was von der ganzen
Kugel, als eine Summe von kleinen
Pyramiden (Kegeln) gilt, gilt offenbar auch von einem Aus-
schnitt. Er ist nimlich gleich einem Kegel, dessen Hohe
gleich dem Radius, und dessen Grundfliche die Haube ist.
Letatere ist (§ 178) = 2ark, folglich der Inhalt des Aus-

schnitts :
V = 3ur?h.

185,
Aufgabe. Den Inhalt eines Haubenabschnitts, MAN, aus
der Hohe AP=1% und dem Radius der Kugel zu berechnen.
Auflosung. Man mufls den Kegel CMN vom Ausschnitt

- J : y i
CMAN subtrahieren. Der Inhalt des Kegels ist = 7. 3 MP?,

oder weil CP=#—h und MP2—=»? —(r — h) 2 =2k — h? und

der Inhalt des Ausschnitts (nach § 184) = Zar2h, so ist der
s .,_,]‘_ : ’ i
Abschnitt V= 27r%h— 7. 2 3 - (2rh—h?), oder die Klammern
aufgelost und gehirig reduziert:
YV = ah¥r—3h)....... (1)

Zusatz. Ist statt des Radius » der Kugel der bequemer
zu messende Radius des Grundkreises des Abschnitts, MP—g
gegeben, so folgt aus § 126: h:a=a: 2r — h; hieraus:

2 2
e ”'—_)l;i Dies statt » in obige Formel (1) substituiert,
“re
ist auch:
h
Vs -’_L-,-"- Batule s minins (@)
)
10*
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Aufgabe. Den Inhalt V eines Zonen-Abschnitts, DEGF,
zu berechnen, wenn die Héhe HK — % und die Radien der
beiden Grundflichen DH = @ und FK = b gegeben sind.

Auflosung. Man setze KB — 2 und subtrahiere den Ab-
schnitt FBG vom Abschnitt DBE, so hat man den Zonen-
Abschnitt (§ 185, Formel 2):
3a:+4(h+x)®

L . 4
e : (- x) —=—(8b2 + 22).
(8] 0

oder h_\_; =3a*h+3ax+ht +3hx+3hxt—3b3x

OV ed b G AR .
— —3ah+ h® +3(hx* 4 a’z+ ha—Db%x).
7
Um 2 zu eliminieren, hat man, den Radius der Kugel =»
gesetzt (§ 126):
. 'JJ .
hieraus: 2r= — 4z

x:b=0b:2r—uz,

= » 2 a= .
h+x:a=a:2r—(z-+5h), hieraus: 2r=’, x4+ h
[ o
R
h-+z
hat 4+ az + k% — b = b2,

folglich nach Substitation und gehtriger Redulktion:

S : :
Mithin ist - ~+ % und hieraus folat:
a

h
|

2

V=

at + b2 + {h3).

Um den Inhalt ganz unregelmiifsiger Kérper zu finden,
muls man sie in Prismen oder Pyramiden zerlegen und die
einzelnen Stiicke berechnen. Geht dies nicht an, so muls
man sich auf folgende Weise zu helfen suchen:

1) Hat man den Inhalt eines Hohlgefilses zu bestimmen,
so kann man es mit Wasser fiillen, dieses dann in einen senk-
rechten Cylinder oder ein Parallelepipedon von bekannter
Grundfliche gielsen, die Hohe, bis zu welcher das Wasser
ihn anfiillt, messen, und hat dann diese nur mit der Grund-
fliche zu multiplizieren. Ist der Cylinder (Parallelepiped)
im voraus, zu einem kubischen Malsstab dienend, gehorig

Baden-Wiirttemberg



BADISCHE

graduiert, so kann man das Volumen, welches das Wasser
in ihm einnimmt, unmittelbar ablesen,

2) 1 Liter (Kubikdecimeter) Wasser wiegt 1 kg oder 2 %,
folglich kann man auch aus dem Gewichte des Wassers,
welches ein Hohlgefiifs enthilt, seinen Inhalt berechnen.

3) Ist der Inhalt eines nicht hohlen unregelmiifsigen
Korpers zu bestimmen, so kann man ihn in einen hohlen
Cylinder (Prisma) von bekannter Grundfliche legen, den leer
bleibenden Raum so weit mit Wasser (Sand) ausfiillen, bis der
Korper ganz bedeckt ist, Man nimmt dann den Kérper wieder
heraus und milst, um wieviel das Wasser im Cylinder jetzt
niedriger steht, und multipliziert diese Senkung mit der
Grundfliiche,

4) Man umgebe den Kérper — er sei z. B. ein grofser
auf dem Felde liegender Stein — mit einem prismatischen

Korper (Parallelepipedon), dessen Inhalt man berechnen kann,
fillle den leer bleibenden Raum mit Sand (Erde) aus, be-
rechne jetzt den ganzen prismatischen Korper und subtrahiere
den Kubikinhalt des zur Ausfiillung gebrauchten Sandes.

188,

*) Den Lkubischen Inhalt leerer
Fisser berechnet man anniherungs-
weise nach einer der beiden folgen-
den Formeln, worin D = CD den
grifsten durchs Spund gemessenen
Durchmesser, d — EF — GH den
Durchmesser der parallelen Biden
und i = AB die Liinge des Fasses, V den Inhalt bedeutet,

und 7= = 3} ist.
- 7th - a -
V=5 O4+3d2 . oecei (1)
V=0,04909 2 (10D24-5d* + Dd)...... (2)

Die zweite Formel (von Rich. Schurig) giebt das Volumen
genauer. — Wiire z. B. D = 100 cm, d = 60 cm, A=110 cm,
so giebt die erste Formel: V = 649,17 Liter, die zweite
Formel: V = 661,15 Liter.,

Sind die beiden Biden von verschiedenen Durchmessern,
so nimmt man fiir d das arithmetische Mittel derselben.
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: 189. [
ge \rgi\-lk_'i';{l-!_ rj}, ]]. ‘

Regelmalsige Korper. Regelmiil
solche, deren Winkel und Seiten einander gleich sind, kann £

man von jeder beliebigen Seitenzahl, mithin unendlich viele }
verschiedene denken.  Ubertragen wir aber diesen Begriff ' y

von Regelmiilsig

0 eit auch auf Korper, und nennen nw

| solche Korper regelmiilsige, deren Ecken (kirperliche Winkel)

einander gleich, und deren Seitenflichen kongruente und zu-

gleich regelmiilsige Vielecke sind, so ergiebt sich, als eine

1 notwendige Folge und merkwiirdiges Resultat unserer Denk-

!1 gesetze, dals es solcher regelmiifsigen Korper nicht mehr, als
fiinf verschiedene geben kann.

Der Grund liegt niimlich darin: dals 1) zur Bildung
eines korperlichen Winkels (Ecke) wenigstens drei Ebenen
erforderlich sind, und dals, wie ebenfalls leicht einzusehen,
2) alle Kantenwinkel (Linienwinkel), welche eine Ecke bilden

| (z. B. um die Spitze einer Pyramide herum liegen), zusammen
allemal weniger, als vier rechte Winkel betragen,

Hieraus folgt nun sogleich, dafls es keinen regelmiilsigen
Korper geben kann, dessen Seitenflichen kongruente regel- 4
mifsige Sechsecke und viel weniger noch regelmilsige 7, 8,
9...Ecke wiren; denn schon im regelmiifsizen Sechseck be-
triigt jeder Winkel 1209 Drei solche Winkel kinnen also
nicht (weil 4 Rechte betragend) zur Bildung einer Ecke zu-
sammengestellt werden, und wir haben es deshalb nur noch
mit den regelmiifsigen 3, 4 und 5 Ecken zu versuchen.

Im regelmiilsigen Dreieck ist jeder Winkel = 60° Drei,
vier und auch fiinf solche Winkel betragen weniger, als vier
rechte und kinnen also eine Ecke bilden. Im regelmilsigen
Viereck ist jeder Winkel = 90° und im regelmiifsigen Fiinf-
. eck =108°% Von jedem dieser Winkel konnen also nur drei
eine Ecke bilden. Die gehtrige Zusammenstellung giebt nun
folgende fiinf regelmifsige Korper.

1. Tetraeder, dessen Seitenflichen regelmiifsice Dreiecke
sind. — Man denke sich auf der Ebene eines gleichseitigen
Dreiecks, ABC, im Mittelpunkt O ein Perpendikel errichtet und
schneide dieses mit einer Seite, AB, aus einem Punkt, A, in einem
Punkt, P, so giebt dieser Punkt P mit A, B, C verbunden noch
drei regelmiilsige, dem ABC kongruente Dreiecke, und es ist

BADISCHE =
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leicht einzusehen, dafs in der entstan-
denen Pyramide PABC auch die vier
kirperlichen Winkel (Ecken) einander
gleich sind, weil jeder durch drei
Kantenwinkel von je 60° gebildet.
) Zeichnet man, um das Netz des 7e-
fraeders zu erhalten, iiber jede Seite
des regelmiilsigen Dreiecks ABC wieder
regelmiifsige Dreiecke, ABS etc., so kann man die ganze
Figur aus dem Papier schneiden, und die #ufsern Dreiecke

dachférmig gegen das innere aufschlagen.
2

Hexzaeder, dessen sechs gleiche Seitenflichen Quadrate
sind, wovon je drei eine Ecke bilden. Dieser Korper ist der
schon bekannte Wiirfel oder Kubus, und dessen Netz leicht
zu konstruieren.

3. Olktaeder, dessen acht gleiche Seitenfliichen regel-
millsige Dreiecke sind, wovon je vier eine Ecke bilden. Man
denke sich auf der Ebene eines Quadrats, ABCD, im Mittel-
punkt O ein Perpendikel errichtet, und dieses durch die Ebene
hindurch verlingert. Schneidet man dieses Perpendikel mit
einer Seite, AB, aus A auf beiden Seiten des Quadrats in den
Punkten P und P, und verbindet diese mit A, B, C, D, so
hat man tiber der Grundfliiche ABCD zwei gleiche entgegen-
gesetzte Pyramiden gezeichnet, welche das Ofktfaeder bilden.

4. Dodekaeder, dessen zwilf gleiche Seitenfliichen regel-
milsige Fiinfecke sind, und wovon jede der zwanzig Ecken
aus drei Kantenwinkeln von je 108° gebildet ist.

5. Ikosaeder, dessen zwanzig gleiche Seitenfliichen wiederum
regelmiifsige Dreiecke sind, und wovon jede seiner 12 Ecken
durch 5 Kantenwinkel von je 60° gebildet wird.

Die genauere Beschreibung und Netzzeichnung der drei
letzten regelmiifsigen Korper, sowie die Berechnung derselben
wiirde zu viel Raum einnehmen, und da die vollstiindige
Theorie dieser Korper doch nur rein wissenschaftliches Interesse
hat, so miissen wir uns darauf beschriinken, den merkwiirdigen
Umstand, dafs es nur fiinf verschiedene Arten regelmilsige
Korper geben kann, kurz angedeutet zu haben. Hat man
jedoch diese Korper zur Hand, so ist auch die Moglichkeit
ihrer Konstruktion leicht einzusehen.
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