Badische Landesbibliothek Karlsruhe

Digitale Sammlung der Badischen Landesbibliothek Karlsruhe

Ausfuhrliches Lehrbuch der Elementar-Geometrie

Lubsen, Heinrich B.

Leipzig, 1885

Sechzehntes Buch. Von der Kugel

urn:nbn:de:bsz:31-264714

Visual \\Library


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:bsz:31-264714

Sechzehntes Buch.

»
Von der Kugel.
178.

Erklarungen, Die Kugel ist ein Korper von einer ein-
zigen krummen Fliche dergestalt begrenzt, dals alle Punkte
derselben von einem innerhalb liegenden Punkt, Mittelpunkt
oder Centrum, gleich weit entfernt sind.

Jede vom Mittelpunkt bis an die Oberfliche gehende
Linie heilst Radius oder Halbmesser, und jede durch den
Mittelpunkt nach beiden Seiten bis an die Oberfliiche gehende
Linie heilst Durchmesser oder Diameter.

174.

Lehrsatz. Jeder ebene

§ Durchschnitt einer Kugel

ist ein Kreis.

Beweis. Verbindet man beliebige

Grenzpunkte, A, D, B, E, des Durch-

schnitts ADBE mit dem Mittelpunkt

C, so sind diese Verbindungslinien

CA, CD, CB .., als Radien der Ku-

gel einander gleich, mithin ist nach

§ 151 die krumme Linie ADBEA

auf der Kugel ein vollkommener Kreis, dessen Mittelpunkt der

Fulspunkt O des von C auf die Ebene des Kreises (Durch-
schnitts) gefiillten Perpendikels ist.

Zusatz. Errichtet man auf der Ebene eines Kugelkreises,
ADBE, im Mittelpunkt O ein Perpendikel, so muls dies durch
den Mittelpunkt der Kugel gehen.

B 175a.

Erklarungen. Jeder Kreis, dessen Ebene nicht durch den
Mittelpunkt geht, wie ADBE, heilst ein Kugelkreis, jeder
Kreis aber, dessen Ebene durch den Mittelpunkt geht, wie
GHJIK, heilst ein grofster Kreis (Normalkreis).
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Es ist klar, dals alle grofsten Kreise einander gleich sind,
dafg jeder die Kugel halbiert, und dals auch je zwei griilste
Kreise sich halbieren, weil ibre Radien dem der Kugel gleich
sind (vgl. § 19).

2. Die Endpunkte P, Q eines Durchmessers, der durch den
Mittelpunkt O eines Kugelkreises, ADBE, geht und auf dessen
Ebene senkrecht steht,*) heilsen die Pole des Kreises,

3. Alle Kreise auf der Kugel, deren Ebenen parallel
sind, heifsen Parallelkreise. Parallelkreise, wie ADBE,
GHJK, haben also gemeinschaftliche Pole..

4. Das kiorperliche Stiick einer Kugel, welches, wie AQB,
von der Ebene eines Kreises und einer krummen Fliche be-
grenzt wird, heilst Kugelabschnitt oder Kugelsegment, die
den Kugelabschnitt mit begrenzende krumme Fliche heilst
Kugelhaube (Calotte, Kugelmiiize, Kugelkappe), und das
auf dem Grundkreise im Mittelpunkt errichtete Perpendikel
0Q heilst die Hohe (oder Pfeil, Sagitte) des Abschnitts und
der Haube, Ein von einem grifsten Kreis begrenzter Ab-
schnitt heilst Halbkugel oder Hemisphtire.

5. Ein Streifen von der Kugeloberfliche, welcher, wie
LJ, von zwei Parallelkreisen, GHJK und LMNS, begrenzt
wird, heilst eine Zone (Giirtel), und das von der Zone und
den Ebenen der beiden Parallelkreise begrenzte kirperliche
Stiick der Kugel heilst Zonenabschnitt (Zonenkirper). Der
Abstand der beiden parallelen Kreisebenen, niimlich CV, heilst
die Hohe der Zone und des Zonenabschnitts,

6. Das Stiick einer Kugel, welches, wie CAQB, aus
einem Kegel, CAB, und einem daran liegenden Haubenab-
schnitt, AQB, besteht, heilst ein Kugelausschnitt (Kugelsektor,
Kugelkegel).

Anmerkung. Man kann sich sowohl die ganze Kugel, als
auch ihre eben erklirten Teile auf folgende Weise entstanden
denken: Der Halbkreis PNBQ drehe sich um den Durch
messer PQ, wie um eine Achse, so beschreibt die Fliche des
Halbkreises die Kugel, die halbe Peripherie PNBQ die Kugel-
oberfliche, die Punkte N, J, B Parallelkreisc, deren Pole
(Drehpunkte) P und Q sind; der Bogen PN beschreibt eine

*) Bei Kreisen, die kleiner als ein grifster Kreis, wie hier ADBE,
iet dies von seclbst der Fall, (§ 174, Zus.)
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Haube, der Bogen NJ eine Zone, der Kreisausschnitt CQH’ ¥
einen Kugelausschnitt ete,

Was nun die Berechnung der Oberfliche und des Inhalts
der Kugel, so wie auch Sticke derselben betrifft, so wird
dies jedem sehr leicht begreiflich werden, der den folgenden

> Hilfssatz, welcher den Schliissel dazu giebt, gut versteht,

Hilfssatz. Wenn eine
gerade Linie, ab, sich um
eine Achse, GH, ganz her-
umdreht,*) so lifst sich
die FlicheF, welche sie
beschreibt, mnach der
Formel:

. F=2n.CJ.mn ;

i berechnen, worin CJ das auf der Mitte der Linie ab
errichtete, bis an die Achse GH gehende Perpen-
dikel, = die bekannte Zahl 81, und mn das Stiick
der Achse ist, welches die von @ und b darauf ge-
$ » fdllten Perpendikel zwischen sich fassen.

Beweis. Zuerst ist klar, dafs die Linie ab die Seiten-
fliche eines abgekiiraten Kegels beschreibt , dessen parallele
Radien am und bn sind und dessen Seitenlinie ab ist. Nach
§ 172 ist also die Fliche, welche die Linie a® nach ihrer
ganzen Umdrehung beschrieben hat:

F—=w.ab. @+ am) ......(@1Q)

Dieser Ausdruck mufs nun aber, um ihn auf die Kugel
anwenden zu konnen, zweimal umgeformt werden. Denkt
man sich von der Mitte J der Linie ab das Perpendikel JK
auf die Achse gefillt, so ist leicht einzusehen, dafs 2JK —
bn -+ am ist. (Man denke sich nur durch J eine Parallcle
mit mn gezogen, die dann zu am dasselbe Stiick hinzusetat,
welches sie von bn abschneidet) Man darf also in der For-
mel (1) 2JK statt bn 4+ am setzen, und es ist daher auch:

: F—=u,ab.2JK=2% . 0K iaGb. . . uis (2)
Zieht man nun noch ah parallel mit mmn, so sind die bei-
den Dreiecke abh und CJK gleichwinklig und folglich ihnlich,

I *) Man denke sich Trapez mabn fest mit GH verbunden und diese
Figar um GH rotierend.
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(jedes hat einen rechten Winkel, aufserdem z +- 7= -z -+ =907,
woraus #=—2') mithin ab : CJ= ah: JK, oder, weil mn =uah,
auch ab: CJ = mn : JK, hieraus: CJ , mn=JK . ab. Man kann
also in die zweite Formel CJ.mn statt JK . ab setzen, und
man hat dann fiir die von ab beschriebene Fliche folgende im
Lehrsatz behauptete Formel: F = 2:. CJ . mn. Diese Formel
gilt auch, wenn der eine Endpunkt @ der Linie ab in der
Achse GH liegt, alsdann beschreibt @b (oder mb) die Seiten-
fliche eines ganzen IKegels, und es ist
dann (§ 170) F= . bn . ab, oder auch,
well 2JK =bnist: F=mw .2JK . ab =
2 .JK.ab. Ferner:

da 2 abn ™~ ACIK ist, ab: CJ =an: JK,
hieraus: CJ . an =JK . ab. Daher auch:
P=2x.CJ. an.

176.

Lehrsatz. Die Oberfliche
einer Kugel ist viermal so
grofs, als die Fliiche eines
grofsten Kreises, und der In-
halt der Kugel so grols, als
der eines Kegels, dessen
GrundflichegleichderOber-
fliche,unddessenHohegleich

dem Radius der Kugel ist.
Bedeutet » den Radius, d den Durchmesser, F' die Ober-
fliiche und V den Kubikinhalt der Kugel, so ist:

P—dnri=md? .. .. el
4 2 0 s .
V= 3 myd — B a° . e 12)

Beweis. In dem die Kugel beschreibenden Halbkreis denke
man sich ein regelmiilsiges Vieleck bescliricben und suche
zuerst eine Formel fiir die Fliche, welche dieses regelmiifsige
Vieleck beschreibt, indem es sich um den Durchmesser AB
ganz herumdreht. Weil alle Vielecksseiten gleich, folglich
auch alle auf ihren Mitten errvichteten und durch den Mittel-
punkt C gehenden Perpendikel gleich sind (§ 71, Zusatz), so
ist, nach § 175b, die Fliche, welche die Seite AD beschreibt,
=2 . CJ, Am, die Fliche, welche die folgende Seite DE be-
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schreibt, = 2 .CJ.mn, die Fliche, welche EF beschreibt, —
277.CJ.nC u. 8. w., mithin die Fliche, welche das ganze
Vieleck beschreibt:

=210, CJ.Am 4272 .Cl.mn -+ . .. .. +27.CJ.¢gB
oder, indem man den, allen Gliedern gemeinschaftlichen Faktor
» 27r.CJ heraussetzt:

. CT.(Am4mn+nC4 . .. .. -+ ¢B)
oder, da der Ausdruck in der Klammer dem Durchmesser AB
gleich ist,

= It

= 27.CJ.AB.

Man erhilt also die Fliche, welche ein regelmiilsiges
Vieleck beschreibt, indem man die Peripherie des dem Vieleck
umgeschriebenen Kreises 27.CJ mit dem Durchmesser
AB multipliziert. Dieser Satz ist immer richtig, wieviel
Seiten das regelmifsige Vieleck auch haben moge. Denkt
man sich also die Seitenzahl des regelmiifsigen Vielecks immer-
fort verdoppelt, so @ndert sich in dem oben gefundenen Aus-
druck 277.CJ.AB blofs der Faktor CJ, der mit jeder Ver-
doppelung der Seitenzahl immer grisfser, und zuletzt, wo diese
Verdoppelung aufhtrt und das Vieleck in einen Halbkreis
iibergeht, dem Radius CA gleich wird. FEs ist mithin die
Fliche, welche der Halbkreis beschreibt, d. i. die Oberfliiche
der Kugel, — 27.CJ.AB = 2nr.AB, oder, den Radius der
Kugel CA = 7, den Durchmesser A B = 27, die Oberfliiche —
F gesetat: If=27r.2r — 4r® — md2.

Durch dhnliche Schliisse, wie in § 137, gelangt man nun
auch leicht zu dem im Lehrsatz angegebenen Ausdruck fiir den
Inhalt der Kugel. Denkt man sich nimlich innerhalb der
Kugel um den Mittelpunkt herum aneinander liegende regel-
miifsige dreiseitige Pyramiden von gleicher Grundfliche und
folglich auch von gleicher Hohe gelegt, so dafls ihre Spitzen
im Mittelpunkt, die Eckpunkte ihrer Grundfliichen in der Ober-
fliche der Kugel, die Grundflichen selbst also innerhalb der
Kugel liegen, so ist die Summe aller dieser Pyramiden kleiner,
als die Kugel. Denkt man sich die Grundfliichen dieser gleichen
) regelmiifsig eingeschriebenen Pyramiden immer kleiner, folglich

ihre Hohe immer grifser werdend, so kommt die Summe dieser
Pyramiden dem Inhalte der Kugel immer niher. Bezeichnet
man nun die Grundfliche der 1. Pyramide mit g,, der 2. Py-
ramide mit g, , der 3. mit g; u.s. w., die Hohe der Pyramiden
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mit A, so ist nach § 169 der Kubikinhalt der 1. Pyramide =
J : o ]
y‘:-g%, der zweiten = 2%
3 3
Kubikinhalt siimtlicher Pyramiden

_.‘.'n"t}"_l_."'f-_'}’_’_

(LY o

u. 8. w., folglich die Summe, d. i. der

gsh it f,ﬁ-’:
3 T 3 ‘+' ..... &

ho.
T :;(5"‘ + 9+ g+ gat .-

Sobald nun die Grundflichen der Pyramiden unendlich
klein und dann Teile der Oberfliche der Kugel selbst werden,
] geht ihre Hthe 5 in den Radius der Kugel iiber und die
‘ Summe séimtlicher Pyramiden wird genau dem Kubikinhalt
der Kugel gleich, der mithin

= ; Ghtnt+gt ... ) wird.

Die Summe g, + g; + . ... siimtlicher Grundfliichen wird
, aber alsdann zur Oberfliiche der Kugel (47z7%) und jener Aus-
" i‘l druck fiir den Kubikinhalt der Kugel wird ?: Aar? (= dem
o 3
Inhalt eines Kegels mit der Grundfliiche 4772 und Héhe r) =
4y
S

177.

Aufgaben, 1. Der Radius einer Kugel ist » = 15 cm.
Wie grofs ist die Oberfliche F und der Kubikinhalt V?
(m =22 gesetzt).

2. Wie viel Meter § breiten Taffet sind erforderlich, um
einen kugelfésrmigen Luftballon zu bekleiden, dessen Radiug =
2m 56 cm?

3. Die Oberfliche einer Kugel ist = 23 qm, Wie grofs
ist der Radius?

4. FEine Kugel, deren Radius — 18 cm ist, soll vergoldet
werden. Wie teuer kommt dies, wenn fiir den Quadratcenti-
meter 15 Pfennige bezahlt wird ?

5. Die Oberfliche einer Kugel ist = 3,579 qm. Wie
grofs ist der Radius? .

g 6. Der Kubikinhalt einer Kugel ist 97,5 cbem. Wie
grofs ist der Radius?
7. Man denke sich in einen Cylinder einen Kegel und eine
Kugel gezeichnet, so dals die Radien aller drei Korper gleich
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sind, und die Héhe des Kegels und Cylinders gleich dem dop
pelten Radius ist. Wie verhalten sich diese drei Korper: Kegel,
Kugel und Cylinder hinsichtlich ihres Volumens zu einander?

Antwort. (1) F = 28284 qem, V=—14142$ cbem; (2)
82,388 m; (3) r=1,3526 m; (4) 610M. 97 Pf.; (5)r=>53,54cm;;
(6) r=2,8548m; (7) wie 1:2:3.%)

178.

Aufgabe. Eine Formel zu finden, nach
welcher man die Fliche einer Kugelhaube be-
rechnen kann.

Auflosung, Fiihrt man den Beweis in § 176
in Bezug auf die dortigen Vielecksseiten AD
und DE allein, so wiirde sich fiir die durch
diese entstehende krumme Oberfliche

= 2x.CJ.Am 4 27.CJ.mn

= 27.CJ.(Am -+ mn)
= 2x.CJ.An  ergeben.

Denkt man sich nun immer mehr Seiten in den Bogen
AE, so wiirde, ganz analog der dortigen Ausfiithrung, CJ zuletzt
in den Radiuss der Kugel, die durch die Vielecksseiten A bis
E entstehende krumme Oberfliche 27.0J.An daher in die
durch den Bogen AE entstehende krumme Oberfliiche (Kugel-
haube) mit der Formel 27».An iibergehen.

In Bezug auf die Figur unseres § 178 erhiilt man dafiir
27tr . AP, oder, wenn man die Hohe AP der Haube mit /s
und die krumme Fliche derselben mit F' bezeichnet,

F = 2arh.

Zusatz 1. Aus denselben Betrachtungen folgt, dafs die-
selbe Formel auch fiir eine Zone gilt, und dafs alle Zonen von
gleicher Hohe auf derselben Kugel auch gleiche Flichen
haben.

Zusatz 2. Denkt man sich vom Scheitel A der Haube
nach einem Punkt, M, der sie begrenzenden Peripherie die
* Sehne AM = a gezogen, soist (§ 126, Zusatz 1) hh: a=a : 2r,

hieraus: @® = 2rh. Wir kbnnen also in obiger Formel a2

*) Dieses merkwiirdige Verhiltnis entdeckte Cicero auf einem dem
Archimed in Syrakus gesetzten Denkmale,
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statt 2k setzen und erhalten dann fiir die Fliche der Haube
den Ausdruck:

F = na?,
welche Formel fiir die Praxis viel bequemer ist, indem man
statt der Hohe und des Radius nur eine Sehne zu messen
braucht,
Beispiel. Wie viel Quadratmeter Kupferblech sind zur
Bedachung einer Kuppel erforderlich, wenn die vom hochsten
zum tiefsten Punkt gemessene Sehne AM = 5} m ist?

Antwort. 89,397 qm,
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