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Funfzehntes Buch.
Von den Kirpern und deren Berechnung.

158.
Erklirungen. Korper heilst jeder nach allen Richtungen
S hin begrenzte Raum. Die Summe aller ihn begrenzenden

Flichen heilst die Oberfliche des Korpers. So wie aber eine
Fliche durch eine einzige Linie begrenzt sein kann, z. B. der
Kreis, s0 kann auch ein Korper durch eine einzige (krumme)
Fliche begrenzt sein, z. B. die Kugel. Aufser den, spiiter
niher zu erwihnenden drei runden (krummfliichigen) Kérpern:
Cylinder, Kegel und Kugel, beschiiftigt sich aber die Elementar-
(Geometrie nur mit solchen Korpern, welche von lauter ebenen
Flichen (Ebenen) begrenzt werden.
Die Linien, in welchen sich irgend zwei den Korper be-
grenzende Ebenen schneiden, heifken Kanten. An den
Punkten, in welchen drei oder mehrere Grenzebenen zusam-
. menstolsen, entsteht das, was man, von aufsen betrachtet, eine
Ecke, von innen gesehen, einen kérperlichen Winkel
nennt. Um eine Ecke oder einen kérperlichen Winkel zu bilden,
t sind also wenigstens drei durch einerlei Punkt gehende Ebenen
erforderlich,
Ein Korper wird manchmal nach der Anzahl der ihn be-
grenzenden ebenen Flichen benannt, ein achtfliichiger Korper
z. B. wird von acht Flichen begrenzt. Von weniger als vier
Ebenen kann ein’ Kérper nicht begrenzt sein. Korper, welche
in der Praxis h#ufig vorkommen, und deren Namen deshalb
wohl zu merken, sind folgende:

1) Prisma. Jeder Korper, begrenzt durch zwei kongruente
Vielecke, welche man die Grundflichen .nennt, deren gleich-
liegende Seiten parallel und dessen andere (die gleichliegenden
Seiten der Grundflichen verbindende) Flichen, Seitenflichen
genannt, folglich Parallelogramme sind (§ 93), heilst ein Prisma,

J und zwar ein dreiseitiges, vierseitiges etc., je nachdem die

Grandflichen Dreiecke, Vierecke ete. sind. Die Kanten, in
| welchen irgend zwei Seitenfliichen sich schneiden, nennt man
l hier Seitenlinien. Ein jedes Prisma kann man beschrieben

denken, indem die eine untere Grundfliiche sich an zwei paral-
| lelen Seitenlinien und stets parallel mit sich selbst bis zur

obern Grundfliche bewegt (siche Figur § 162). In jedem
’ Prisma sind die Seitenlinien einander gleich und parallel,
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9) Ein Prisma heifst gerade (normal), wenn die Seiten-
linien senkrecht auf der Grundfliche stehen, mithin alle
Seitenfliichen Rechtecke sind.

3) Unter Hohe eines Prismas versteht man den Abstand
der beiden parallelen Grundfléichen, niimlich das von einem be-
liebigen Punkt der einen Grundfliche auf die andere (ndtigen-
falls erweitert gedachte) Grundfliiche gefiillte Perpendikel. Bei
einem geraden Prisma geben schon die Seitenlinien die Hohe an.

4) Ein gerades Prisma heilst regelmiifsig, wenn die Grund-
flichen regelmiilsige Vielecke sind,

5) Parallelepipedon heilst jedes Prisma, dessen Grund-
flichen Parallelogramme sind (siche Figur § 159). Sind die
Grundfliichen und Seitenflichen Rechtecke, so heilst das Paral-
lelepipedon ein rechtwinkliges oder rechteckiges.

6) Kubus (Wiirfel, Hexaeder) heilst jedes Parallelepiped,
dessen Grundflichen und Seitenfliichen Quadrate sind, die
folglich gleich und senkrecht auf einander sind.

7) Cylinder (Walze) heilst jeder prismatische Korper, der
zwei kongruente und parallele Kreise zu Grundflichen hat,
und dessen Seitenfliche — Mantel eine einzige solche
krumme Fliche ist, deren siimtliche mit der Grundfliiche paral-
lelen Durchschnitte der Grundfliiche gleich sind. Die die Mittel-
punkte der Grundflichen verbindende Gerade nennt man
Achse. Man unterscheidet gerade und schiefe Cylinder, je
nachdem die Achse senkrecht auf den Grundfliichen steht, oder
nicht. Ersteren kann man sich durch Umdrehung eines Recht-
ecks, ECBG, um die Seite EC, als Achse beschrieben denken
(Rotationscylinder — . .. siche Figur § 164). Die Radien EG
und OB beschreiben dann gleiche und parallele Kreise, die
Seitenlinie G B die in sich zuriicklaufende krumme Seitenfliiche.

8) Pyramide heilst jeder Korper, dessen Grundfliiche ein
beliebiges Vieleck ist, und dessen Seitenflichen Dreiecke sind,
die in einer Spitze, S, zusammenstofsen (s. Figur § 166).

Ein von der Spitze der Pyramide auf die Grundfliche ge-
filltes Perpendikel heifst die Hohe der Pyramide. Eine Pyra-
mide wird nach der Anzahl Seiten der Grundfliche benannt:
dreiseitige, vierseitige etc. Ferner heilst eine Pyramide regel-
miifsig, wenn die Grundfliche ein regelmiilsiges Vieleck ist,
und das von der Spitze darauf gefiillte Perpendikel den Mittel-
punkt des regelmiifsigen Vielecks trifft.

9) Kegel heifst jeder pyramidische Korper, dessen Grund-
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fliche ein Kreis, und dessen Seitenfliche — Mantel — eine
einzige solche krumme ist, dafs darin von der Spitze nach

jedem Punkt der Peripherie der Grundfliche eine gerade

Linie gezogen werden kann, Die von der Spitze nach dem
Mittelpunkt der Grundfliche gehende Linie heifst die Achse
des Kegels. Man unterscheidet gerade und schiefe Kegel, je
nachdem die Achse auf der Grundfliiche senkrecht steht, oder
nicht. Ersteren kann man sich beschrieben denken, indem
ein rechtwinkliges Dreieck, SCB, sich um eine Kathete, SC,
als Achse dreht. (Rotationskegel — ... s. Figur § 170.)

10) Zwei Korper heilsen symmetrisch, wenn alle Be-
standteile derselben, wie Ecken, Winkel, Seitenfliichen etc.
einzeln genommen, vollkommen gleich sind, jedoch in der
Zusammensetzung gerade entgegengesetzte Lage haben, so
dals dasselbe Stiick, welches bei dem einen Korper rechts,
oben etc. in dem andern links, unten ete. liegt. Obgleich
solche symmetrische Korper sonst vollkommen gleich sind
(z. B. die rechte und die linke Hand), so konnen sie doch,
wegen der entgegengesetsten Lage ihrer gleichen Teile, nicht
in vollkommen gleiche Grenzflichen eingeschlossen werden (nicht
unmittelbar kongruent sein). Man nennt sie symmetrisch-
kongruent.

159.
Lehrsatz. Ein Parallelepipedon wird durch eine
Diagonal-Ebene in zwei gleich grofse dreiscitige

Prismen geteilt *)

Beweis. Man denke sich durch
zwei gegeniiber liegende parallele
Seitenlinien, CG und AE, eine Ebene
(Schnitt) gefiihrt, so wird dadurch
das Parallelepiped AG offenbar in
zwei dreiseitige Prismen geteilt. Das
rechts liegende dreiseitige Prisma
hat die Ebenen BCGF, ABFE
und die Diagonal-Ebene ACGE zu
Seitenflichen, das links liegende die
Ebenen ADHE, DCGH und die

*) Des leichtern Verstindnisses halber mige der Anfinger zuvor

85 161 und 162 lesen. Auch mige man sich solche Kirper aus einer

weichen Masse formen.
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Diagonal-Ebene zu Seitenflichen. Betrachtet man im rechts
liegenden Prisma das Dreiecck ABC, und im links liegenden
das Dreieck HEG als untere Grundfliche, so sind die Grund-
flichen in beiden gleich, und da auch die Seitenflichen in
beiden Prismen, sowohl gegen ihre Grundflichen ABC, HEG,
als unter einander dieselbe Neigung haben (§§ 155 und 156, 1),
so sind die Prismen jedenfalls symmetrisch kongruent und also
gleich grofs. Wire das Parallelepiped ein gerades, so kinnte
man beide Hiilften in einander gesteckt denlen.

160.

Lehrsatz. Ein schiefes |'::rul].L':lt']:i]wflon ist 80
grols, als ein gerades von derselben Grundfliche
und Héhe.

Beweis. Man nehme zuerst an, dals die beiden obern
Grundfliichen zwischen denselben Parallelen AK, DM liegen
und denke sich die Parallelen AD, BC, JL, KM,. .EH, FG
gegen die Bildfliiche aufgerichtet, z. B, senkrecht auf der Ebene
des Papiers, so dafs also AB, JK, EF in def Bildfliche, DG
LM, HG aber davor liegen. Das Parallelepiped AG kann man
sich nun auch beschricben denken, indem sich die hintere
Seitenfliche A BFE parallel mit sich selbst und an den beiden
parallelen Linien AD, BC hingleitend, bis zur vordern
Seitenfliche D CGH aufbewegt (§ 158, 1), eben so kann man
sich das Parallclepiped JG durch die parallele Bewegung der
hintern Seitenfliche JKFE bis zur vordern LMGH ent-
standen denken. Eben so kann man sich nun auch die beiden
dreiseitigen Prismen KBG und JA H beschriehen denken,
indem beim erstern die hintere Fliche, niimlich das Dreieck
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KBF, parallel mit sich selbst bis zur vordern MCG, und
beim andern Prisma die hintere Fliche JAE bis zur vordern
LDH sich bewegt, Diese beiden dreiseitigen Prismen sind
aber offenbar vollkommen gleich, Subtrahiert man von beiden
das dreiseitige Prisma, von welchem JBS die hintere und
LCN die vordere Grundfliche ist, und addiert zu den gleichen
Resten wieder das dreiseitige Prisma, von welchem SEF die
hintere und NHG die vordere Grundfliiche ist, so erhilt man
die beiden fraglichen und gleichen Parallelepipeda.

Lige die obere Grundfliiche des schiefen Parallelepipedons
mit der des geraden nicht zwischen denselben Parallelen, so
kann man auf gleiche Weise erst zeigen, dals es einem solchen,
und folglich auch dem geraden an Grifse gleich ist.

Zusatz 1. Parallelepipeda von derselben Grundfliche und
Hohe sind gleich grofs.

Zusatz 2. Weil jedes der beiden Parallelepipeda durch
eine Diagonal-Ebene in zwei gleich grofse dreiseitige Prismen
geteilt wird (§ 159), so ist klar, dafs auch jedes schiefe drei-
seitige Prisma so grofs ist, als ein gerades von derselben
Grundfliiche und Hohe.

Zusatz 3. Weil jedes Prisma in dreiseitige zerlegt werden
kann, so ist auch jedes beliebig vielseitige schiefe Prisma so
grofs, als ein gerades von derselben Grundfliche und Hihe,

161.

Korpermafls. Um von der Grifse eines Kérpers einen be-
stimmten Begriff zu erhalten, mufls ausgemittelt werden, wie
oft ein anderer, als Malseinheit betrachteter Kérper darin
enthalten ist. Als die bequemste Form der Einheit zeigt sich
hier sogleich der Wiirfel oder Kubus (§ 158, 6). Solche kubi-
sche Korpereinheiten giebt es nun von verschiedener Grifse,
die alle nach der ihnen zu Grunde liegenden Lingeneinheit
benannt werden. Ist z. B. der zur Malseinheit genommene
Kubus 1 m lang, breit und hoch, mithin jeder seiner sechs
Flichen 1 qm, so heilst dieser Kubus oder der von ihm aus-
gefiillte Raum, 1 Kubikmeter (chm). Ist der Kubus 1 cm lang,
breit und hoch, so hat man 1 Kubikcentimeter (cbem), Hiernach
versteht man auch, was ein Kubikfuls, Kubikmeile etc. heifst,

Weils man nun, wie oft eine solche kubische Einheit,
2, B. 1 cbm, in einem Kborper enthalten ist, so giebt

~71-) BADISCHE
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diese Zahl, verbunden mit der deutlichen Vorstellung der
Einheit, einen bestimmten Begriff von der Grofse (Kubik-
inhalt, kubischen Inhalt, Raumesinhalt, Volumen) des Korpers.
Wie man diese Zahl finden kann, zeigen folgende Sitze.

162.

Lehrsatz. Der Inhalt eines Prismas
ist gleich dem Produkte aus Grund-
fliiche und Héhe.

Bedeutet F den Flicheninhalt (Quadrat-
inhalt) der Grundfliche, % die Hshe und V
den Kubikinhalt (Volumen), so ist in Zeichen:

V== Fih

Beweis. Zeigen wir zuerst, dals der Satz wahr ist fiir

ein gerades rechtwinkliges Parallelepipedon.

Angenommen, ein Zimmer habe diese Form und es sei
die Linge desselben = 7 m, die Breite = 6 m und die Hohe
— 5 m. Dann wire der Quadratinhalt des Fulsbodens
— 42 qm und es konnten dann (weil die Grundfliche eines
Kubikmeters 1 qm ist) offenbar 42 cbm (Wiirfel) auf dem Fuls-
boden neben einander stehen. Ist nun die Hohe des Zimmers
5 m, so wiirden (weil die Hohe eines Kubikmeters 1 m ist)
fiinf solche Schichten von je 42 chm das ganze Zimmer genau
ausfiillen, mithin der Kubikinhalt des Zimmers —42.5 =210 chm
gein. — Wiire die Grundfliiche des geraden Parallelepipedons statt
eines Rechtecks, wie hier angenommen worden, ein schiefwink-
liges Parallelogramm, so findet offenbar dieselbe Regel statt, ohne
dals man nétig hat, das Parallelogramm erst in ein Rechteck
zu verwandeln. Und hiernach erhellt nun wohl, dafs man den
Kubikinhalt eines jeden sowohl geraden als schiefen Prismas
(§ 160, Zusatz 3) findet, wenn man erst den Quadratinbalt
der Grundfliiche sucht und diesen mit der Hohe multipliziert;
denn so viel Quadratmeter die Grundfliiche hilt, so viel Kubik-
meter kionnten (gehorig geformt) auf derselben neben einander
stehen, und man hat dann die Anzahl Kubikmeter in dieser
untern Schicht so oft zu nehmen, als die Hohe Meter enthiilt.

Zusatz 1. Die Seitenfliche eines geraden Prismas wird
erhalten, indem man den Umfang mit der Hohe multipliziert;
denn, weil die einzelnen Seitenflichen lauter Rechtecke von
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gleicher Hohe sind, so sind sie alle zusammen offenbar gleicl:
c¢inem einzigen Rechtecke von derselben Hohe, und dessen -
Grundlinie gleich dem Umfange ist.

Zusatz 2. Um die Seitenfliiche eines schiefen Prismas
zu erhalten, berechne man die einzelnen Seitenfliichen, indem
man zwischen je zwei der gleichen und parallelen Seitenlinien
ein Perpendikel fiilll. Die ganze Seitenfliche ist also gleich
cinem Parallelogramm oder Rechteck, dessen Grundlinie gleich
der Seitenlinie, und dessen Hohe gleich dem Umfange eines
auf den Seitenlinien senkrechten Durchschnitts (eines sogenannten
Normalschnittes) ist.

Anmerkung. Beim Reduzieren der Zahlen auf hohere oder
niedere Einheiten mufs man bemerken, dafs nach dem Decimal-
system 1 cbm = 1000000 cbem ist, weil die Grandfliiche —
100 . 100 und die Hohe = 100 ist. 1 Liter (1) ist = einem
Wiirfel, dessen Kante 10 em milkst.

163.

Aufgaben. 1. Die Grundfliiche eines dreiseitigen Prismas
sei einrechtwinkliges Dreieck, dessen eine Kathete, b =3 m 74 cm,
die andere ¢ = 2 m 30 cm, die Hohe des Prismas sei h —
4 m 15 em; wie grols ist der Kubikinhalt V?

2. Wie grols ist der Kubikinhalt einer Siule von Sand-
stein, und wie grofs ist ihr Gewicht, wenn ihre Hohe 5m
66 cm, ihre Grundfliiche ein Quadrat ist, dessen Seiten — 85 em
und das Gewicht von 1 cbm Sandstein = 5200 % ist?

3. Der Kubikinhalt einer Eisenstange ist 88 700 cbm, die
Grundfléiche ist ein Rechteck, dessen eine Seite — 20 cm, die
andere — 11 cm; wie lang ist die Stange?

Antwort. (1) V = 18,2211 cbhm. (2) 4,08935 cbm.
Gewicht — 21264,62 %, (3) 4 m 3,18 cm.

R, | /

e
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Lebrsatz. 1) Der Kubikinhalt eines Cylinders
ist gleich dem Produkte aus Grundfliche und
Hohe. 2) Die Seitenfliche (der Mantel) des geraden
Cylinders ist gleich dem Produkt aus dem Um-
fange und der Hdhe. §
Bezeichnet & die Hohe des Cylinders, » den Radius der
' Grundfliche, V den Kubikinhalt eines beliebigen Cylinders
und F die Seitenfliche eines geraden Cylinders, so ist in
Zeichen:
1 Ve gepth dailvaiig)

B'= Qmwrk ... (2)

Beweis. Der Cylinder kann als ein regelmiifsiges Prisma
von unendlicher Seitenzahl betrachtet werden. Da nun die
Grundfliche = 7z *h (§ 140) und die Hohe h, so ist V =
ar*h. Was die Mantelfliche des geraden Cylinders betrifft,
d so kann man sich dieselbe vom Zylinder abgewickelt denken
|J und erhilt dann offenbar ein Rechteck, dessen Hohe — h, und

dessen Grundlinie gleich dem Umfange der Grundfliche = 277
ist (§ 140). Die Formel (1) gilt selbstverstanden auch fiir einen
schiefen Cylinder; die Seitenfliche eines solchen kann aber
nur durch hohere Mathematik gefunden werden, weil die Ab

wickelung eine in der elementaren Mathematik unberechen-
bare Fliche giebt. Zufolge § 162, Zusatz 2 ist die Seiten-
fliiche eines schiefen Cylinders gleich einem Rechteck, dessen
Grundlinie gleich der Seitenlinie, und dessen Hohe gleich dem
Umfange eines auf der Seitenlinie senkrechten Durchschnitts
ist. Dieser Umfang ist aber kein Kreis und Lifst sich, wie
gesagt, nur durch hohere Mathematik berechnen, filr praktische
Zwecke aber leicht genau genug messen.

165.

Aufgaben. 1. Wie gross ist der Inhalt V und die Seiten-
fliche F' eines geraden Cylinders, dessen Hohe & =1 m 56 cm,
| und dessen Radius r = 26 cm ist? (v = 3'}).
2. Ein cylindrisches Gefifs soll V = 2600 Liter halten,
der Radius desselben » — 76 cm sein. Wie grols muls seine o
Hohe h genommen werden? '
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3. Ein Cylinder soll » — 84 em hoch sein und V =
678 Liter Inhalt haben. Wie grols muls der Radius der
Grundfliiche sein?

Antwort. Es ist (1) V = 331,433 Liter und F —
25494,86 cm. (2) 2 = 1 m 43,226 cm. (8) r = 50,677 em.

166.

Lehrsatz. Der Durchschnitt
einer Pyramide, welcher mit
der Grundfliche parallel ist,
ist mitderselben ihnlich, und
die Flacheninhalte des Durch-
schnitts und der Grundfliche
verhalten sich, wie die Qua-
drate der zugehsrigen Hohen,.

abed : ABCD = SK:® : SH2

Beweis. Weil die Linien ab,
AB in parallelen Ebenen liegen, so
koénnen sie sich nicht schneiden, weil
sie aber zugleich auch in einerlei
Ebene liegen, nimlich in der Ebene des Dreiecks SAB, so
sind sie parallel. Aus gleichem Grunde ist auch be | BC ete.
Die Winkel des Durchschnitts und die der Grundfliche sind
also paarweise gleich (§ 154). Ferner ist nun auch (§ 117),
ab: AB = Sa : SA oder auch, indem man noch die Fuls-
punkte K und H der Perpendikel SK, SH mit den Eckpunkten
des Durchschnitts und der Grundfliche verbunden denkt, weil
dann auch aK || AH, JK || BH ete.

ab: AB = Sa: SA = SK : SH
eben so: b¢: BC=Sh:SB = SK : SH ete.

Es verhalten sich also je zwei parallele Seiten, wie SK : SH,
daher:
ab: AB=05bc:BC=¢d:CD ete.
mithin ist: abed & ABCD (§ 116).

Nach § 125 ist nun abed : ABOD = ab?: AB:,  Weil aber
SK : SH = ab : AB, also auch SK?: SH? — gb? : AB?, 80 ist
auch, wie der Lehrsatz behauptet, abed : ABOD = SK® : SHe.

Lbsens Elamentar-Geometrie, 9
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Wiire z. B. SH zwei, drei, viermal so grols, als SK, so wiire
die Grundfliche vier, neun, sechzehnmal so grofs, als die
Fliiche des Durchschnitts.

Beispiel 1. Es sei SK =5m, SH =12 m, ABCD =
40 qm. Wie grofs ist abed = «?

Antwort. Man hat z : 40 = 5% : 122 und hieraus & =
& qm.

Beispiel 2. Es sei SH =12 m, ABCD == 60 qm. Der
Durchschnitt abcd soll 20 qm sein, auf welcher Hohe SK =z
mufls er genommen werden?

Antwort. Aus 20: 60 = 22 : 144 folgt » — 6,9282 m.

G

167.

Lehrsatz. Pyramiden von gleich grolser Grund-
fliche und Héhe sind inhaltsgleich.

Beweis. Man iiberlege erst folgendes: Wenn zwei gleiche
gerade Linien, ab= ab, sich paral-
lel mit sich selbst auf gleiche Hihe
bewegen, so beschreiben sie offen-
bar gleiche Fliichen (§ 96, Zusatz).
Auch miissen sie gleich grolse
Flichen beschreiben, wenn sie bei
ihrer parallelen Bewegung gleich-
zeitig und in demselben Verhiilt-
nis bis zu Null abnehmen. Auf diese Weise kann man sich
die Dreiecke dab, fab beschricben denken, wenn die Seiten
ab auf der Hilfte ihres Weges um die Hiilfte, auf dreiviertel
ihres Weges um dreiviertel u, s. f. abnehmen.

Baden-Wiirttemberg



Ebenso kann man sich nun die beiden Pyramiden be-
schrieben denken. Sind nidmlich, wie der Lehrsatz voraus-
setzt, ihre Grundflichen gleich grols, ABC=GHJK, und
ihre Hohen gleich, so sind auch Jje zwei Durchschnitte von
gleicher Hghe einander gleich, weil sie stets nach § 166 die
gleichvielsten Teile von den gleichen Grundfléichen sind.
Bewegen sich nun die gleichen Grundfliichen parallel mit
sich selbst auf gleiche Hohe, so beschreiben sie offenbar
gleich grofse Prismen,

und eben so auch gleich grofse Pyra-
miden ,

indem sie hierbei gleichzeitig und im erwihnten
Verhiiltnis bis zu Null abnehmen.

168.

Lehrsatz. Ein dreiseitiges Prisma ist so grofs,
als drei Pyramiden von derselben Grundfliiche
und Hthe.

Beweis. Man lege durch die drei Punkte E A, C, eine
Ebene, diese geht dann durch die Linie AC (8§ 5 und 146)
und schneidet also eine Pyramide, EABC, ab, welche E zur
Spitze und ABC zur Grundfliiche, also dieselbe Hohe und
dieselbe Grundfliiche, wie das Prisma hat. Denkt man sich
diese Pyramide EABC vom Prisma weggenommen, so bleibt
eine vierseitige, in Figur 2 dargestellte Pyramide iibrig, welche
E zur Spitze und das Parallelogramm DFCA zur Grundfliiche
hat; legt man nun wieder durch die drei Punkte E, D, C eine
Ebene, so teilt diese die vierseitige Pyramide EDFCA in zwei
dreiseitige, welche die gemeinschaftliche Spitze E haben, und
wovon die links liegende Pyramide DAC die rechts liegende
DFC zur Grundfliche hat. Diese beiden Pyramiden EDAC
und EDFC sind aber gleich grofs (§ 167), und da die rechts

o*
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liegende Pyramide, in welcher man auch C als Spitze und
DFE als die Grundfliiche betrachten kann, der zuerst abge-
schnittenen Pyramide EABC gleich ist, so sind alle drei
Pyramiden, in welche das Prisma zerlegt worden, gleich
grols, und folglich ist, wie der Lehrsatz behauptet, ein drei-
seitiges Prisma so grofs, als drei Pyramiden von derselben
. Grundfliche und Hohe.

| 169,

Lehrsatz. Der Inhalt einer Pyra-
mide ist gleich dem dritten Teil
vom Produkte aus Grundfliche
und Hiéhe, oder, was dasselbe sagt,
gleich der Grundfliche mit einem
Drittel der Hihe multipliziert.

Bedeutet F den l_fr[zlnli‘:r1in]1:tlt der
Grundfliiche, & die Hohe und V den Inhalt
der Pyramide, so ist in Zeichen:

V — i AF.

Beweis. Jede Pyramide, die keine dreiseitige ist, kann
durch Diagonalebenen in solche zerlegt werden, und da nun

nach § 168 jede dreiseitige Pyramide gleich dem dritten

Teil eines Prismas von gleicher Grundfliche und Hohe ist,
so mufs auch jede noch so vielseitige Pyramide gleich dem
dritten Teil eines Prismas von gleicher Grundfliche und Hohe
sein. Der Inhalt eines Prismas ist nun aber gleich dem
Produkt aus Grundfliche und Hohe (§ 162), mithin der
Inhalt einer Pyramide gleich dem Produkt aus Grundfliiche
und einem Drittel der Hihe.
Zusatz, Um die Seitenfliche einer Pyramide zu be-
stimmen, muls man die Seitendreiecke einzeln berechnen und
dann addieren.
Aufgabe. Eine der dgyptischen Pyramiden ist 146} m ]
hoch und die Grundfliche ein Quadrat, dessen Seiten eben-
falls 1461 m. Wie grofs ist der Inhalt V dieser Pyramide? .

e (1461)2.1461 e
Antwort. Es ist V =— 2z ;_, i S 1048073 cbm,
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170.

Lehrsatz. 1) Der Inhalt eines
Kegels ist gleich dem Pro-
dukt aus der Grundfliche
und einem Drittel der Hiohe.
2) Die Seitenfliche eines ge-
raden Kegels ist gleich dem
Produkt aus dem halben Um-
fange und der Seitenlinie.

Bedeutet V den Inhalt, F die
Seitenfliche, % die Hohe 1 die
Seitenlinie und » den Radius des Kegels, so ist in Zeichen:

V= ”'—’J‘ ...... (1)
F=onrl=mrVeE+he ... (2)

Beweis. 1. Man kann den Kegel als eine Pyramide be-
trachten, deren Grundfliche ein regelmiilsiges Vieleck wvon
unendlich vielen Seiten ist: er ist deshalb auch, was gein
Inhalt betrifft, gleich dem dritten Teil eines Cylinders von der-
selben Grundfliiche und Hohe.

2. Was die Seitenfliche (Mantelfliiche) betrifft, so kann
man dieselbe vom Kegel abgewickelt denken, Die Abwicke-
lung giebt dann, wenn der Kegel gerade ist, offenbar einen
Kreisausschnitt, dessen Bogen, BG, gleich dem Umfange des
Grundkreises, und dessen Radius gleich der Seitenlinie des
Kegels ist. (§ 141, 2.)

Anmerkung. Der Inhalt eines schiefen Kegels wird auf
dieselbe Weise nach Formel (1) berechnet, die Seitenfliiche
eines schiefen Kegels kann aber nur durch hthere Mathematik
gefunden werden, weil die Abwickelung keinen Kreisaus-
schnitt bildet.

171.

Aufgaben. 1. Der Radius der Grundfliche eines geraden
Kegels sei » = 8m, die Hohe 2 — 4 m, also die Seitenlinie
|=7V3%44* = 5m. Wie grofs ist der Inhalt V und die
Seitenfliiche F? (7 = 2 gesetzt).

2. Der Inhalt eines Kegels ist V = 1,76 cbm, der Radius
r = 40 cm. Wie grofs ist die Hohe A?
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3. Der Inhalt eines Kegels ist V. = 18 cbm, die Hohe,

h=4m 68 cm. Wie grols ist der Radius r?
: Antwort. i‘]] V= 3?-5 cbm, F = ]_?! qm (2) h = ]_H';]“
3) 1,91607 m,
172
«
; B
Lehrsatz. Die Scitenfliche eines parallel mit der
|j Grundfliche abgekiirzten geradenKegels ist gleich
' der Fliche eines Trapezes, dessen parallele Seiten
gleich den Peripherien der beiden parallelen Grund-
i

flichen, und dessen Hohe gleich der Seitenlinie ist.
Bedeutet also [ = GB die Seitenlinie, so ist in Zeichen:
F =zl (R4-7).
Beweis. Man denke sich den abgekiirzten Kegel zu einem
ganzen ergiinzt und dann abgewickelt. Stellt nun die aut SB

senkrechte Linie BM die Liinge der untern Peripherie (22R =
arc BK) dar, so ist die auf SG senkrechte Linie GN not-
wendig gleich der obern Peripherie (2727 = arc GL), denn die
Biogen BK, GL verhalten sich wie ihre Radien SB, SG; wie
diese verhalten sich aber auch die Linien BM, GN. Stellt
also das Dreieck SBM die Seitenfliche des ganzen Kegels dar,
so enthiilt das Dreieck SGN die Seitenfliiche des Ergiinzungs-
kegels, und mithin das Trapez GBMN die Seitenfliiche des ab-
gekiirzten Kegels. In dem Trapez ist nun aber BM = 2aR.

GN = 2nr. Folglich ist (§ 103):
9nR+2mr , - ;
o 3”1. _.‘_)'_‘n A= (aR+mr) | =l (R+47).

Dieser Satz folgt iibrigens auch ganz einfach aus der Betrachtung
der Figur GLKB, welche man sich als ein Trapez denken kann,
Wiire z. B.R=06m, ¥=4m und /=>5m, so wiireF'= 157} qm.
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