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Elftes Buch.

Von der Ahnlichkeit der Figuren.

S

116. |

Erklarung. Zwei Figuren
heifsen ihnlich, wenn sie
gleichwinkelig sind und die
in gleicher Ordnung, zwi-
schen gleichen Winkeln
liecenden Seiten dasselbe

Verhiltnis zu einander haben. Je zwei solcher Seiten heifsen
dann dhnlich liegende oder homologe.

Wiiren z B. die beiden Figuren ABCD. .G und abe. .g
so konstruiert, dafs sie gleichwinkelig (A—=a, B=5, ...G=g)
und die #ihnlich liezenden Seiten proportional, d. h. wenn AB
z B. dreimal so grofs, als ab wire, dann auch jede andere
Seite der grofseren Figur dreimal so gro's, als die #hnlich
liegende Seite der kleinern Figur wire, niimlich BC dreimal
go grofs als be; CD dreimal so grofs als ¢d ete., so wiiren die
beiden Figuren iihnlich, und man kann sie dann auf einerlei
Weise konstruiert denken, die eine nur nach einem kleinern
Malsstab. Ahnliche Figuren haben nur verschiedene Grolse,
in allem Ubrigen, — Form und Eigenschaften — sind sie gleich.

Die zum Begriff der Ahnlichkeit erforderlichen zwei Merk-
male, Gleichheit der Winkel und Proportionalitiit der Seiten,
miissen aber, wohl gemerkt, gleichzeitig vorhanden sem, denn
es konnen zwei sehr uniihnliche Figuren eines dieser Merkmale

ohne das andere gemein haben. Man kann sich z. B. aus der
Figur ABC...G, durch die mit AB und ED angedeuteten
parallelen Linien, eine andere Figur herausgeschnitten denken,
- welche vermige § 60, Zusatz 1, noch dieselben Winkel hat, bei
| der das Verhiltnis der Seiten aber nicht mehr dasselbe ist.
Eben so kann man sich die Seiten der einen Figur ABG...G
um die Eckpunkte gedreht (verschoben) denken, wobei noch
das Verhiltnis der Seiten dasselbe bleibt, die Gleichheit der
Winkel aber

gestirt ist.
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Nur bei Dreiecken folgt eins dieser zur Ahnlichkeit er-
forderlichen Merkmale aus dem andern, und, so wie iiber
die Kongruenz () der Dreiecke, haben wir uns hier nun
auch iitber die Ahnlichkeit (™) derselben die folgenden wich-
tigen Lehrsiitze (die vier Ahnlichkeitssitze) wohl zu merken.
weil auf diese alle iibrigen, die Ahnlichkeit der Figuren be-
treffenden, wichtigen Sitze sich griinden, indem alle #hnliche
Figuren in Netze von ihnlichen Dreiecken zerlegt werden
kinnen,

Anmerkung. Aus der Voraussetzung: ab: AB = be : BC
= ¢d : CD =ete., folgt: ab : be: ed:..=AB: BC: CD:. ..
Statt also zu sagen: zwei Figuren heifsen shnlich, wenn sie
gleichwinklig sind und proportionale Seiten haben, kénnte man
auch sagen: zwei Figuren heilsen ihnlich, wenn die Seiten
der einen Figur dieselbe Lage und dasselbe Verhiltnis zu
einander haben, wie die der andern.

LB

1. Ahnlichkeitssatz. Zwei
Dreiecke sind #hnlich,
wenn zwei Winkel des
einen gleich zwei Winkel
des andern sind,

In Zeichen:

Wenn: 8o ist notwendig:
L a= 2L A 2= (),
< Bo==b B ab: AB=qge: AC = be : BC

A abe ™ A ABC,
(Lies: A abe shnlich A ABC.)

Beweis. Zunichst mufs nach § 65, Zusatz 2, 2 ¢ =
< C sein. Denkt man sich ferner das kleinere Dreieck iiber-
einstimmend so auf das grolse gelegt, dafs zwei gleiche Winkel,
a, A, sich decken, so ist, weil £ b = < B, die Linie b¢ pa-
rallel mit BC (§ 60, Zusatz), mithin auch (§ 113) ab: AB =
ac: AC und (nach § 114) ab : AB = be : BC,

1. Zusatz. Zieht man daher in einem /A ABC eine Paral-
lele be zu einer Seite BC, so entsteht ein A Abe, welches
jenem A ABC #hnlich sein muls.

2. Zusatz. In éhnlichen Dreiecken sind die den gleichen
Winkeln gegeniiberliegenden Seiten proportional.
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Aufgabe. Die Entfernung eines un-
zugiinglichen Punktes, A, von einem
Punkte, B, zu bestimmen,

Auflosung. Von B aus messe 2 be-
liehige in gerader Linie liegende Lingen
Bb, bC ab (indem man die Punkte C
und b mit Mefsstangen bezeichnet).
Von b aus stecke man eine Linie ab
so ab, dals =~ ABC = abC (z. B.
mittelst des Winkelkreuzes — 90°) und
der Endpunkt @ mit C und A in einerlei
Richtung liegt. Milst man alsdann
noch die Linie ab, so kann man die
Liinge von AB durch eine einfache Proportion finden.

Nach Konstruktion ist nimlich: /A abCo> A ABC (& 11 7),
| daher: 5C : BC = ab: AB. Hitte man z. B. BC = 150 m,
[1 bC =50 m, ab = 100 m, so wiire 50 : 150 = 100: z und folglich
ol 100.150
r = oder  — 300 m = AB.
50
118 b.

Aufgabe. Die Hohe eines Turmes (Baumes) zu bestimmen.

Auﬂ'dsnng. In einerlei Richtung und parallel mit HG
| stecke in D und E zwei Me sstangen ein, lege daran eins

dritte Melsstange so, dals, wenn man iiber dieselbe hin visiert,
die Visierlinie durch den Punkt H geht, messe dann DG, DE,
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AD und CE, so kann man (AK | DG gedacht) durch eine
cinfache Proportion, HK, berechnen, welches zu AD addiert,
die gesuchte Hohe giebt.

Nach Konstruktion ist A ABC~ A ARKH (§§ 117 und 61,
Zusatz). Wire z. B. gemessen DG = 100 m, DE — 5 m,
AD=2m, CE=6m, also BC— CE — AD =4 m, so
hat man (§ 117): AB : AK — BC : KH, oder, indem man

qe - 4.100
die Zahlen setzt: 5 : 100 = 4 : &, woraus x = 5 = o
= HK, mithin HG — 80 + 2 — g2 m.
Zusatz. Viel bequemer kann man die Hohen zuginglicher ]

Gegenstiinde messen, indem man sich zu diesem Zweck ein
rechtwinkliges Dreieck, ABC, verfertigt, dessen Katheten, AD,
BC, gleich lang sind. Dieses Dreieck kann man eniweder frei
in der Hand halten, oder noch besser an einem Stab, AD, be-
festigen und dann leicht in eine solche Lage bringen, dafs die
Kathete CB mit dem in C befestigten Senkblei CV zusammen-
fillt, also vertikal und mit HG parallel wird, Hat man sich
nun mit diesem einfachen Instrument so weit vom Gegenstande
HG entfernt, bis man durch Visieren wahrnimmt, dals die Hy-
potenuse AC genau auf die Spitze H zielt, 50 messe man nur
(durch Abschreiten) die Linie DG und addiere hierzu die Hihe
des Auges AD, so hat man HG, denn weil nach Voraus-
setzung AB = BC, 2 B =90, also £ A — . C = < H
= 459 so ist auch KH — AK — DG, mithin HG = DG +
AD. Forstminner messen auf diese Weise die Hohen der

Biume.
118e.

Aufgabe. Zwei gleich lange viereckige Balken, AB= A(

= 10 m, sollen tiber einen dritten, BC = 12 m, dachformig

aufgerichtet werden, Damit die Balken nun genau an ein-
ander passen, mufs offenbar erst von beiden gleich langen
Balken, AB, AC, oben ein dreieckiges Stiick, ADE, und unten
ein dreieckiges Stiick, BGH, nach den Linien AE und BH
abgesigt werden. Um nun diese Richtungen AE und BH
zuvor angeben zu kénnen, kommt es nur darauf an, die
Punkte E und H zu bestimmen, oder die Liingen DE und
GH zu berechnen, Wie findet man diese, wenn die Breite
AD = BG = 1 m ist?

~71-) BADISCHE o Wembe
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Auflosung. Zuerst hat man die
Hohe AM — ¥V 102 —62 = 8m
(§ 107). Ferner sind die Drei-
ecke AED und ABM ihnlich,
denn jedes hat einen rechten
Winkel (D=M), aulserdem ist
2 AED = ~ BAM (§ 61, Zu-
satz); mithin (§ 117):

DE : AD = AM : BM
oder DE : i: 6

I

|
I
11
B
:

und hieraus: DE =

Ferner ist /A BGH o~ /A ABM
daher GH : BG = BM : AM

GH : } 6:8

I

Spae s 6.4 ”
folglich: GH = = 1m = 25 cm.
119,
9. Ahnlichkeitssatz. Zwei Dreiecke sind i hnlich,
wenn sie zwei Seitenverhiltnisse gleich haben,
In Zeichen:

Wenn: so ist:
ab : AB = ac: AC, A=a B=0b C=c
ab : AB = be : BC, A ABC oo A abe.

Beweis. Dieser Satz ist die Um-
kehrung von § 117. Um die Rich-
tigkeit an einem bestimmten Beispiel
su zeigen, mogen die Seiten des
grofsern Dreiecks dreimal so grofs,
als die des kleinern sein. Denkt
man sich nun aut AB ein Stiick, Ad = ab, abgeschnitten und
de || BC gezogen, so ist A Ade ™ £/ ABC (§ 117). Weil nun
Ad = ab der dritte Teil von AB, so ist auch Ae der dritte
Teil von AC und de der dritte Teil von BC, mithin Ae= ac,
de = be, daher A Ade 2 A abe. Setzt man nun A abe an
die Stelle von A Ade in jener Ahnlichkeitsheziehung A Ade
o A ABC, so ist auch A abe & A ABC, £ a=A, £ =B,

A e e
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3. Ahnlichkeitssatz, Zwei Dreiecke sind #halich,
wenn sie ein Seitenverh#ltnis und den von diesen
Seiten eingeschlossenen Winkel gleich haben,

In Zeichen:

Wenn: 50 ist:
Z =B
ab : AB = b¢ : BC, A abe ™o A ABC.

Beweis, Denkt man
, das kleinere Dreieck so
auf das grifsere gelegt,
B dafs die als gleich voraus-
gesetzten Winkel 4 und B
sich decken und ab auf
AB, also b¢ auf BC fillt, so muls, weil vermoge Voraus-
setzung ab : AB = be¢ : BC, die Linie ac parallel mit AC
sein (§ 114), folglich @ = A, ¢ = (§ 61, Zusatz); die
Dreiecke sind also gleichwinklig, folglich #hnlich,

121,

Aufgabe. Den Abstand
zweier Punkte, A und B,
auf kiirzere Weise zu be-
stimmen, als in § 36 ge-
lehrt.

Auflosung. Man bezeichne
einen dritten Punkt, C,
messe die Linien AC und
BC, trage von beiden die
gleichvielsten Teile nach &
und @ ab, so dafs, wenn z. B. bC der zehnte Teil von BC,
dann auch ac der zehnte Teil von AC ist, alsdann mufs ab
der ebensovielste Teil von AB sein (§ 120). Milst man also
noch ab und multipliziert diese Liinge mit 10, so hat man AB.

122.

4. Ahnliohkeitssats. Zwei Dreiecke sind hnlich,
wennsie ein Seitenverhéltnis und den der grifsern
dieser beiden Seiten gegeniiberliegenden Winkel
gleich haben, (Fig. zu § 119,)

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



Wenn: s0 ist:

ab : AB = ac : AC, sa=A 2¢=0C
AL et oy A abe > A ABC.
Zbi Lty
Beweis. Mache Ad = ab und ziehe de || BC, so ist Ade, ?

oo A ABE@ (8§ 117 Zusatz). Ist nun
AC 1} mal so grofs als ac, so ist auch

APML ., ,, 5 o Ab, folglich auch

7 ARSI as 7 g
and da die AA Ade und ABC als iihnliche Dreiecke gleiche
Seitenverhiiltnisse haben miissen, auch 8
AC 1! mal so grols als Ae. :
Folglich mufs ac — Ae sein. Nach § 43 sind nun die

AL Ade und abe kongruent, denn sie haben 2 Seiten Ad —

ab, Ae — ac und den der letztern grofsern Seite (§ 55 und § 43)
gegeniiberliegenden Winkel gleich (£ d=<b). Mithin kann in

jener Ahnlichkeitsbeziehung A Ade &~ A ABC an die Stelle | s
von A Ade das 2. abc gesetzt werden und es ergiebt sich I
A abe > A ABC.

123.

Lehrsatz. Ahnliche Fi-
guren kénnen in #hnliche
Dreiecke zerlegt werden,
und je zwei #hnlich lie-
gende Diagonalen ver-
halten sich wie zwei dihn-

lich liegende Seiten.
Beweis. Seien die beiden Figuren abe..f und ABC. . F
dhnlich (§ 116). Dann ist zuerst A abe ™ A ABC, weil nach

Voraussetzung ~ b ~ Bund ab : AB = be : BC, folglich
(8 120) auch ac: AC = ab: AB und 2 ach = .. ACUB, und
da nach Voraussetzung -~ bed = ~ BCD, so ist nach Abzug
. der Winkel aeb und ACB auch: .~ aed = £ ACD. Ferner
1 ist nun auch A aed ™~ A ACD, weil £ aed = 2 ACD und

e : AC = ed : CD, daher auch (§ 120) ad : AD = ed: CD.
Eben so zeigt man, dals A adf & A ADF, A fde o

FDE.
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Aufgabe. Uber eine gegebene Linie, ab, eine Figur zu
konstruieren, welche einer andern Figur, ABC...J, sihnlich ist.

Aufldsung 1. Man denke sich die Figur ABC..J in zu-
sammenhiingende Dreiecke zerlegt, trage dann an die Bild-
seite ab die Winkel cah — CAB und cap — CBA, so ist
A abe > A ABC (88 117 und 65, Zusatz 4); an die Seite ac
trage man nun die Winkel caj = CAJ, agj — ACJ, so ist
auch A ag o~ A ACJT.  Auf diese Weise miilste man ZWar,
wie aus § 123 folgt, eine shnliche Figur erhalten, weil jedoch
das viele Winkelzeichnen zu umstédndlich und unsicher, so ist
dieses Verfahren praktisch nicht anwendbar.

2. Hat man einen sogenannten Reduktionszirkel, d.i. einen
Doppelzirkel, dessen Gewinde, in beiden Schenkeln zugleich,
verschiebbar, durch eine Schraube festgestellt und mithin die
Lénge des einen Schenkelpaars in jedem beliebigen Verhiltnis
zum andern verkiirzt werden kann, so stelle man zuerst
diesen Zirkel so: dafs, wenn man mit dem einen Schenkel-
paar die Originalseite AB falst, das andere Paar Schenkel die
Bildseite ab zwischen seinen Spitzen enthilt. Hierauf zeichne
man alle Dreiecke der Figur ABC...J s0 ab: dals man mit
dem ersten Schenkelpaar die Seiten der Originaldreiecke ab-
nimmt und mit dem andern Schenkelpaar (umgewandten Zirkel),
welches dann jedesmal die #hnlich liegende (reduzierte) Seite
falst, zeichnet; alsdann muls die zweite Figur der ersten
dhnlich werden (§ 119), denn je zwei gleichseitig zwischen
beiden Schenkelpaaren enthaltenen Linien verhalten sich immer
wie die Lingen der Schenkel (§ 120). Enthilt die Figur
krumme Linien, so muls man diese durch einzelne Punkte, je
mehr, je besser, bestimmen und diese Punkte durch einen
freien Handzug verbinden (vergl. § 42, 2. Aufgabe).

3. In vielen Fillen ist es bequemer, statt die hnlich
abzubildende Figur in Dreiecke zu zerlegen, innerhalb oder
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aulserhalb derselben eine schickliche Grundlinie, hier z B.
AE, anzunehmen, auf diese von allen Ecken Perpendikel, JP,
BP' etc., zu fillen, dann mit dem, zuvor richtig gestellten
Reduktionszirkel die Grundlinie AE zu fassen und ihre durch
den Zirkel reduzierte Liinge in ae abzuschneiden, hierauf die
reduzierten Lingen von AP, AP'...(Abscissen) niimlich ap,
ap’. .. abzuschneiden. Durch die Endpunkte p, p’...ziehe
man Perpendikel auf ae und trage auf diese Perpendikel die
reduzierten Liingen der Perpendikel (Ordinaten) JP, BP...,
némlich jp, bp...ab ete.

4. Statt eines Reduktionszirkels kann man sich auch eben
80 gut eines verjiingten Malsstabes bedienen. Man milst dann
nach einem solchen Malsstabe alle Dreiecksseiten der #hn-
lich nachzubildenden Figur oder die Perpendikel AP, AP'..
JP, BP'. . (Abscissen und Ordinaten), dividiert oder multipliziert
ihre Lingen mit der Reduktionszahl, welche angiebt, wie viel
mal so grofs oder so klein die Seiten der Abbildung sein sollen,
als die des Originals, und triigt dann die gefundenen Zahlen,
von demselben Malsstabe abgenommen, gehorig auf. — Kon-
struiert man noch einen zweiten Malsstab, auf welchem die
Einheit so viel mal so klein oder so grofs ist, als die bestimmte
Reduktionszahl vorschreibt, so kann man, ohne erst dividieren
oder multiplizieren zu brauchen, die nach ersterem Malsstab
gemessenen Liingen unmittelbar vom zweiten abmessen.

125.

Lehrsatz. Die Umfinge
ihnlicher Figuren ver-
halten sich wie zwei
ihnlichliegende Seiten,
ihre Inhalte aber wie
die Quadrate #dhnlich
liegender Seiten.

Ist abe...f & ALC...F und bedeuten u, U die Um-
finge, f und F die Flicheninhalte, so ist, in Zeichen:
w: U=ab:AB
2) f: F = ab® : AB:,
Beweis. Sei, um zuerst ein bestimmtes Beispiel zu haben,
das Verhiiltnis der ihnlich liegenden Seiten wie 1 zu 3,
d. h. jede Seite der grilsern Figur sei dreimal so grofs, als
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die dhnlich liegende der kleinern, alsdann ist oftenbar auch
die Summe aller Seiten der grofsern Figur, d. i. ihr Umfang,
dreimal so grofs, als der Umfang der klemern Figur. Ver-
hielten sich die #hnlich liegenden Seiten wie 8 : 7, d. i. wie
1: 24, so wire der Umfang der gréfsern Figur 21 so grofs
als der Umfang der kleinern.

2. Der zweite Teil des Lehrsatzes muls zuerst fiir zwei
dihnliche Dreiecke bewiesen werden.*) Seien deshalb abe,
ABC zwei ihnliche Dreiecke, deren Seiten sich z. B. wie 2
zu 5 verhalten mégen. Denkt man sich die Seiten b¢ und ab
jede in 2 und BC und AB jede in fiinf gleiche Teile geteilt,

so sind die Teile auf b¢ und BC einander gleich und eben
so die auf ab und AB. Denkt man sich nun die Dreiecke zu
Parallelogrammen ergiinzt, durch die Teilpunkte auf b¢ und
BC Parallelen mit ab, AB und durch die Teilpunkte auf ab
und AB Parallelen mit be, BC gezogen, so wird dadurch
offenbar das eine Parallelogramm in 2.2 =4 und das andere
in 5.5 = 25 l’dlallelogmmmv geteilt, welche alle einander
gleich sind. Da sich nun die Inhalte beider Parallelogramme
wie 4 zu 25 verhalten, so miissen sich auch ihre Hiilften, d.i.
die Inhalte der i#hnlichen Dreiecke abe und ABC wie 4 zu 25

verhalten, mithin der Inhalt des Dreiecks ABC = ~— = 64 mal

so grofs sein, als der Inhalt von a@be. Verhielten sich die
Seiten zweler #hnlichen Dreiecke wie 1 zu 4, so verhalten sich

*) Am kiirzesten ist der Beweis folgendermalsen: Die Perpendikel 4. BH

AC BC 3 Ab BC BH BC
ey 1 -0 ——und = ie side
gefdllt, hat man = (ch;r P L B} die beiden
: el 7 linliziert -._.-AL BH BC.BC
Frter Heichunoe ing wtipliziert: — =
letztern Gleichungen mif einander multiplizier Y ao . ok ST
DABC BC?
oder — = —— gte. (8 102.
ol e 102.)
BADISCHE
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ihre Inhalte wie 1 zu 16 ete. Ahnliche Figuren kann man

in dhnliche Dreiecke zerlegt denken. Verhielten sich nun

die Seiten zweier dhnlichen Figuren, abe...f und ABC...F,
z. B. wie 1 zu 3, so wire offenbar jedes Dreieck der grolsern
Figur 9 mal so grols, als ein iihnliches der kleinern, und
folglich wiire dann auch die Summe aller Dreiecke der grifsern {
Figur, d. i. ihr Inhalt 9 mal so grols, als der der kleinern.
Verhielten sich die Seiten wie 2 : 7, so verhalten sich die
Inhalte wie 4: 49 und so bei jedem andern Zahlenverkiiltnis.

Aufgabe 1. Die i#hnlich liegenden Seiten verhalten sich
wie 2 : 5, der Inhalt der kleinern Figur ist f = 560 qm.
Wie grols ist der Inhalt I' der grofsern?

Aufgabe 2. Der Inhalt der kleinern Figur sei = 400 qm,

ihre Grundlinie = 13 m. Wie grols muls die Grundlinie =
einer iihnlichen Figur genommen werden, damit der Inhalt
derselben = 800 gqm?

Antwort 1. Aus der Proportion 560 : F' = 22 : 52 folgt
F' = 3500 qm.
Antwort 2. Aus 13%: 2% = 400 : 800 folgtz = 13 y/2 =
18,385 m. ‘
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