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Viertes Buch.
Von den Perpendikeln.

4.

Lehrsatz. Die von der Spitze ei-
nes gleichschenkligen Dreiecks
nach der Mitte der Grundlinie
gehende Linie steht senkrecht
auf der Grundlinie und halbiert
den Winkel an der Spitze,

In Zeichen:

Wenn: 80 ist:
AB = AC Sy = Z¥ = 900
und BM = MC Ln= Zn.

Beweis. Die beiden Dreiecke ABM und ACM sind
kongruent, weil sie alle drei Seiten wechselweise gleich haben;
denn die Seite 4 M ist beiden gemein, und nach Voraussetzung
ist AB— ACund BM = MC, daher (§ 41) A ABM > A\ ACM
und hieraus (§ 34, Anmerkung) n = n und »r = r.

Weil nun aber die beiden gleichen Winkel # und #* zu-
oleich auch Nebenwinkel sind, so ist jeder ein rechter Winkel
und folglich AM perpendikuldr auf BC. (§ 23).

45.

Aufgabe. Auf einer Linie BH in einem bestimmten
Punkt I eine Senkrechte zu errichten. *)

*) Wer den vorhergehenden Lehrsatz gut verstanden und dber die
Losung der hier gestellten Aufgabe, als eine gehr einfache Anwendung
des Lehrsatzes, gehirig nachgedacht hat, wird sie ohne Anleitung finden
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Auflosung. Man schneide von
D aus erst rechts und links zwei
gleiche Stiicke ab, DC'— DG. Be-
schreibe jetzt aus € und G mit
einerlei Radius zwei sich schnei-
dende Biogen und verbinde deren
Durchschnittspunkt 4 mit D, so ist
AD das verlangte Perpendikel,

Beweis. Denkt man noch 4G und AC gezogen, so ist,
zufolge Konstruktion, AGC ein gleiv]m-lnenkliges Dreieck und
D die Mitte der Grundlinie, folglich (§ 44) AD auf GC
senkrecht,

Zusatz. Auf gleiche Weise kann man auf dem Felde auf
einer ausgesteckten Linie BC in D eine Senkrechte errichten,
indem man von D aus, zu beiden Seiten gleiche Stiicke
DC = DG abmifst, in den Punkten C und G die Enden einer
Schnur (Kette) befestigt und sie dann, in der Mitte A fassend,
straff anspannt, bis sie mit GC ein gl(-ichschtfukliges Dreieck
bildet, dessen Spitze A dann notwendig in der auf GC in D
zu errichtenden Senkrechten liegt.

46,

Lehrsatz. Die Linie, welche
durch die Spitzen zweier gleich-
schenkligen Dreiecke von ge-
meinschaftlichen Grund-Linie
geht, halbiert 1) die Winkel an
denSpitzen,2)halbiertdieGrund-
Linie und steht 3) senkrechtauf
derselben.

In Zeichen:

Wenn : 80 ist:
AB = AC 1) £n= 2w’ =1 ~ BAC
DB = DE 2) BE = EC

3) Lr = 2y = 000,
Beweis. Die beiden Dreiecke ABD und ACD sind kon-
gruent, weil sie alle drei Seiten wechselweise gleich haben,
nimlich die Seite 4 D ist beiden gemein und dann, zufolge Voraus-
setzung, AB = AC und DB = DC, folglich (§ 41) A ABD
&~ A ACD und hieraus (§ 34, Anmerkung) < n = ~ .
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Jetzt ist es leicht zu beweisen, dafs auch die Dreiecke A BE
und ACE kongruent sind; denn sie haben zwei Seiten und den
eingeschlossenen Winkel wechselweise gleich, nimlich: die
Seite AF ist beiden gemein; nach Voraussetzung ist AB= AC
und, wie eben bewiesen, ist Zn = < ', daher (§34) A ABE
o A ACE, und hieraus (nach § 34, Anmerkung) BE = EC
wund 2 = 2. Weil aber die beiden Winkel » und
zugleich auch Nebenwinkel sind, so ist jeder ein Rechter und
folglich steht AD senkrecht anf BC. (8§ 23.)

Anmerkung. Satz und Beweis bleiben dieselben, wenn
die beiden gleichschenkligen Dreiecke, statt wie hier, an ver-
schiedenen Seiten, iiber einerlei Seite der gemeinschaftlichen

Grundlinie liegen.
47.
Aufgabe. Eine gegebene Linie BC zu

halbieren (die Mitte zu bezeichnen).

Auflosung. Man sehe zuvor 3 45, Rand-
anmerkung — beschreibe itber BC die Spitzen
A und D zweier gleichschenkligen Dreiecke,
so muls die Linie, welche 4 und D verbin-
det, die gegebene Linie BC gerade in der
Mitte M treffen. (§ 46.)

Zusatz. Dieselbe Konstruktion findet statt,
wenn auf einer Linie BC in der Mitte ein
Perpendikel errichtet werden soll.

48,

Aufgabe. Einen gegebenen Winkel
A zu halbieren.

Auflosung. Siehe § 45, Randanmer-
kung. Vom Scheitel A aus schneide
man auf beiden Schenkeln gleiche
Sticke AB — AC ab. Aus B und C beschreibe man mit
einerlei Radius zwei sich schneidende Bigen, ziehe von
deren Durchschnittspunkt 1) nach 43 so ist der Winkel A4
halbiert. =~ BAD — ~ CAD. Der Beweis ist ganz wie in
§ 46, indem man die Linien BD und (D gezogen denkt.
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Durch fortgesetates Halbieren kann man also auch einen
Winkel in 4, 8, 16, 39 . . . gleiche Teile teilen, *)

Zusatz. Auf dieselbe Weise kann man mittelst der Mels-
kette (Schnur) einen Winkel auf dem Felde halbieren.

49,

Aufgabe. Von einem aulser-
halb einer Linie GH gegebenen
Punkt A eine Senkrechte auf die-
selbe zu fillen,

Auflosung. Mit einem Radius,
der tiber die Linie GH hinaus-
reicht, beschreibe man aus 4
einen Bogen, welcher die (nétigen-
falls verlingerte) Linie GH in zwei Punkten, B und C,
schneidet. Aus diesen, von A gleich weit entfernten Punkten
B und C beschreibe man dann mit einerlei Radius zwei sich
schneidende Bégen, und verbinde deren Durchschnittspunkt
D mit A4, so ist AF auf GH senkrecht.

Beweis. Denkt man sich die Linien AB — AC und
DB — DC gezogen, so ist der Beweis wie in § 46.

Zusatz 1. Um auf dem Felde von einem Punkt A auf
eine nicht zu weit davon entfernte Linie GH ein Perpendikel
zu fillen, befestive man das eine Ende einer Schour (Kette)
in A, ziche sie straff an, so dafs das andere Ende links
und rechts an die Linie G.A reicht, und darin zwei von A
gleich weit entfernte Punkte B und € bezeichnen kann,
halbiere darauf die Linie BC in E, so liegt F in der ver-
langten Senkrechten (§ 44).

Zusatz 2. Zur Konstruierung der Perpendikel auf dem
Felde bedient man sich bequemer eines sogenannten Winkel-
kreuzes, bestehend aus zwei auf einen Stab (Stativ) befestigten
gegen einander senkrechten Linealen, **) an deren Enden, um

*) Die Aufgabe, einen beliebigen Winkel in 3 gleiche Teile zu teilen,
ist zwar nur mit Hilfe der Parabel mdglich, dennoch niihert sich die
einfache und vollkommen genaue Losung mittelst Lineals und Zirkels
von Rich. Schurig einer mathematischen in hohem Grade,

**) In der Regel besteht ein solches Winkelkreuz, das man sich, so
wie oben angegeben, leicht selbst verfertigen kann, aus einem runden
Korper mit zwei anf einander senkrechten Durchsichten (Dioptern).
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scharfe Zielpunkte zu
bekommen, gerade auf-
stehende Stifte (Na-
deln) eingesteckt sein
konnen. — Steckt man
das Stativ dieses Kreu-
zes bei P in die Erde und richtet es durch Visieren so, dals
die Nadeln 1 und 1 mit dem in B oder A stehenden Melsstab
in einerlei Richtung sind, und lifst nun in der Richtung, welche
die Nadeln 2 und 2 angeben, einen Stab in (! stecken, so ist
die durch dic beiden Punkte Pund C bestimmte Linie auf AB
perpendikulir. Um von € ein Perpendikel auf dic Linie AB
za Gillen, trage man das Winkelkreuz so weit in der Linie
AB fort, bis der bezeichnete Punkt C mit 2, 2, aber zugleich
auch 1, 1 mit AB in einerlei Richtung ist, dann ist der so

gefundene Punkt P der gesuchte.

a0,

Lehrsatz. Von einem Punkte 4 aulser halbeiner
Linie BC ist nur ein Perpendikel auf diese Linie
moglich.

Beweis. Sei AP auf BC perpen-
dikulir. Um nun zu zeigen, dals jede
andere von A an BC gehende Linie,
wie AG, schriig gegen BC sein muls,
denke man sich AP um sich selbst nach
F verlingert, so dals I'P— AP wird, und
verbinde F' mit @, so sind die beiden bei
P rechtwinkligen Dreiecke APG und
FPG einander kongruent, weil sie zwei

Seiten und den eingeschlossenen Winkel gleich haben, nimlich:
Seite PG beiden gemein, FP gleich AP gemacht und nach
Voraussetzung ist der eingeschlossene Winkel #, mithin auch
sein Nebenwinkel # ein rechter; daher (§ 34) A APG > /A
FPG und hieraus 2 n= ~n. Wiire nun % ein rechter Winkel,
o wiire es auch % und die beiden Linien 4G, GF' bildeten
cine einzige gerade Linie; das ist nun aber nicht moglich, weil
durch zwei Punkte, 4 und F, nur eine einzige gerade Linie
AF moglich ist, folglich ist AG schrige gegen BC.
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Zusatz 1. Da man sich in Jjedem Punkt der Linie BC.
also auch im Punkte @&, ein Perpendikel auf BC errichtet
denken kann und dieses, aus eben angefiihrten Griinden, links
von G4 fallen mufs, so ist Winkel notwendig spita.

Zusatz 2. Wemn ein Dreieck einen rechten oder einen
stumpfen Winkel hat, so mufs Jeder der beiden andern not-
wendig spitz sein.

Zusatz 3. Unter Entfernung cines Punktes 4 von einer
Linie 7 C' versteht man allemal das von 4 an die (notigen-
falls verlingerte) Linie BC gehende Perpendikel.,

ol

Lehrsatz, Das Perpendikel von
einem Punkt 4 an eine Linie B(
ist kiirzer, als jede Schrige,

Boweis. Sei AP senkrecht auf BG
und AG eine Schitige, so ist zu zeigen,
dals AP kiirzer ist, als AG. In Zeichen

AP < AG.

Man denke sich den Winkel (AP durch die Linie AH
halbiert, so dafsalso .2 5 — _ &', Von dem Scheitel des rechten
Winkels APG denke man sich noch ein Perpendikel PR auf

AH gefillt und bis I verlingert. Dals der Fulspunkt R

dieses letztern Perpendikels notwendig zwischen A4 und K
fallen muls, folgt aus dem vorhergehenden Satz, weil Winkel
v stampf ist. Die beiden bei R rechtwinkligen Dreiecke 4 PR
und ALR sind nach § 37 kongruent, und hieraus folgt :
AL = AP, mithin ist die Schrige AG um ein Stick LG
orilser als 4P,

52,

1. Lehrsatz. In jedem Dreicels
ist die Summe zwejer Seiten
| grosser, als die dritte,

Boweis. Sei BO die grilste Seite

;_\' und darauf von der gegeniiber liegen-
. den Spitze das Perpendikel A P gefillt.
Nach dem vorhergehenden Satze ist nun die gegen AP
schriige Linie CA grofser, als die senkrechte CP. Aus dem-
selben Grunde ist BA eréfser als BP, fololich:
1.2 BADISCHE Baden Wiirttemberg
s/ LANDESBIBLIOTHEK



AB + AC > BP + PC oder AB + AC = BC.
9. Lehrsatz. In j edem Dreieck ist die Differenz
zweier Seiten kleiner als die dritte.

Beweis. Aus der vorstchenden Ungleichung Bl =

AB -+ AC folgt unmittelbar BC — AB < AC,

' Zusatz. Wenn in einem beliebigen Vieleck ein anderes
Vieleck mit ausspringenden Ecken liegt, so ist der Umfang
des Hussern Vielecks stets grofser, als der des innern.

Es sei z. B. das dussere Viel-
eck ein Dreiecck ABC, das in-
nere ein Viereck BDEC. Ver-

Jangert man die Seiten des 1n-

nern Vielecks nach I und G,

so ist, wie eben bewiesen:

; AB 4 AF > BD + DF

| DF + FG > DE + EG
EG +~ GC > EC.

Addiert man diese Ungleichungen und lafst anf beiden

Seiten Gleiches weg, so bleibt:

AB + AF 4+ FG + GC > BD + DE + EC

d. i. AB 4+ AC > BD + DE + EC.

Fa
ke

Aufgabe. Es sind vier Punkte, 4
B, C, D, gegeben, man soll die Lage
eines fiinften Punktes, O, so bestimmen,
dals die Summe der von ihm nach A,
B, C, D gehenden Linien ein Kleinstes
(Minimum) werde. (Sollten z B. von
einem Punkte O vier Rohren nach vier
andern Punkten gelegt werden, so wiirde
so zu bestimmen suchen,
deshalb sowohl die

. die Praxis die Lage des Punktes O
i dafs die Summe der vier Wege und
Kosten der ersten Anlage, als auch die der
haltung moglichst klein wird.)

Auflosung. Man ziehe die beid
AC und BD, so ist ihr Durchschnittspunkt O der gesuchte.

spiitern Unter-

n sich krenzenden Linien

~71-1 BADISCHE
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Beweis. Man kann leicht zeigen, dals die Summe der
von jedem andern Punkt, z. B, von M nach 4, B, ¢, D
fithrenden vier Wege grofser ist, als die vier von O aus-
gehenden, denn da (nach § 52):

AM + MC > AO -+ OC
und BM -+ MD > B0 + 0D
s0 18t auch:

AM + MC - B)M =MD > A0 + 00 RO 4+ OD

o4,

Aufgabe. In einer gegebenen Linie
CD einen Punkt so zu bestimmen, dafs
die Summe seiner Abstinde von zwei
beliebig gegebenen Punkten. 4 und B,
ein Kleinstes werde. (Fs sei 2. B. CD
eine Gas- oder Wasserrshre, aus welcher
zwei nach 4 und B leitende Réhren
ausmiinden sollen.)

Auﬁijsung. Man fille von dem einen Punkte A ein Per-
pendikel AP auf CD und verlingere es um sich selbst bis
H. so. defa i die— PH; ziehe nun HB. so ist der Durch-
schnittspunkt O der gesuchte,

Beweis. Um zu zeigen, dafs die Summe der von jedem
andern Punkt, z. B. von M nach 4 und B fiihrenden beiden
Wege AM und BM grofser ist, als die Summe der von O
ausgehenden A0 und BO, verbinde man noch M mit H, —.
Zuerst sind nun die beiden bei P rechtwinkligen Dreiecke
APO und HPO kongruent, wegen zwei beziehlich gleicher
Seiten und des eingeschlossenen rechten Winkels; denn Seite
PO ist beiden gemein und, vermige Konstruktion, das Per-
pendikel 4P gleich dem Perpendikel HP; hieraus (§ 34, An-
merkung) HO = AQ.

Aus demselben Grunde ist auch A APM ~ A HPM,
folglich auch HM — AM. Die Summe der beiden erstern
Wege 04 und OB ist also durch die gerade Linie BH, und
dic Summe der beiden andern Wege MA uwnd MB durch
die gebrochene Linie BMH dargestellt, da nun (§ 52)
HM | MB > BH. so ist auch:

MA + MB > OA -- OB.

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

Baden-Wiirttemberg



BLB BADISCHE

5 LANDESBIBLIOTHEK

%) Lehrsatz. In jedem Drei-
eck liegtdem grifsern Win-
kel auch die grofsere Seite
gegeniiber, und umgekehrt.
Beweis. Es sei =~ BAC grolser

als ~ B, so soll auch BC > AC sein.

Denkt man sich von dem grifsern Winkel BAC einen

Winkel BAD — ~ B abgeschnitten, so ist das Dreieck DADB,
wegen der beiden gleichen Winkel an der Grundlinie AB
oleichschenklig (§ 40), daher AD — BD. Da nun aber
(3 .')_,}] ;’I[} —= DC } ,-il"_. 80 ist auch BD - D = AC
oder BC > AC. Der umgekehrte Satz: dals der grifseren
ist unmittel-

Seite auch der grofsere Winkel cegeniiber liegt,
bar in vorstehendem enthalten.

ab.

*) Aufgabe. Ls sind zwel Seiten, a und b, und ein
Winkel m gegeben.

Man soll 1) ein Dreieck konstruieren, welches die drei
Stiicke so enthiilt, dafs der Winkel am der grilsern Seite b
gegeniiber liegt, und 2) ein anderes Dreieck zeichnen, in
wolchem der Winkel m der kleinern Seite a gegeni ber
liegt.

Auflosung 1.
trage hieran in B den Winlkel s, beschreibe aus C mit der
Seite einen Bogen, der den andern Schenkel des

Mache (Fig. 1) BC = der kleinern Seite 2,

griisern

Winkels m in A schneidet, so ist ABC das durch die ge-

stellte Bedingung (der Winkel m soll der

gegeniiber liegen) villig bestimmte und verlangte Dreieck.

riifsern  Seite

Baden-Wiirttemberg
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Auflosung 2. (Fig. 2.) Man nehme jetzt BC = der
grolsern Seite b, trage wieder in B den Winkel m an und
beschreibe aus C mit der kleinern Seite @ einen Bogen, so
muls dieser jetzt (weil ¢ << %) den andern Schenkel des
Winkels m zweimal in A und A’ schneiden. Diese letztere
Aufgabe fiithrt also auf zwei verschiedene Dreiecke, ABC und
A'BC, welche beide die gegebenen Stiicke in geforderter Ordnung:
enthalten, (Vergl. § 43.) Wire die kleinere Seite a kiirzer
als das von C an BA gehende Perpendikel, so giibe es gar
kein Dreieck. Wiire sie gleich diesem Perpendikel, so wiire
das Dreicck wiederum bestimmt,

Eplsine e bar Gasmatin: 4

~71-1 BADISCHE
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