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Von Frirz Norrmes. a5

e

ersten Niherung endlich bleiben, obgleich dann die Geschwindigkeiten

der zugrunde gelegten Potentialbew egung unendlich sind. Um so mehr
sind bei kleinem S jene V e‘ll‘:!(lll.lﬁhi”l’ll}“‘t n berechtigt. Das Gleiche gilt
aber dann nicht mehr fiir die Grundg ILthIIL‘L"LIl (1), die nach der Be-
rechnung der Strémung die l_rlunLn:erlun;__f bestimmen, vielmehr werden
hier in der Nihe der Quellpunkte die quadratischen Glieder wesentlich,
durch die bekanntlich in der Potentialtheorie der Druck berechnet wird.

§ 6. Erste Niherung und Konstantenbestimmung.

Als weitere Anniherung zur Ergéinzung der zugrunde gelegten Be-
wegung fordern wir eine iiberall, auch im Quellgebiete der Grundbe-
wegung, quellenfreie Strémung mit im Unendlichen verschwindenden
Geschwindigkeiten, die die Randbedingungen an der Kugeloberfliche er-
fiillt und der aus (8) resultierenden Differentialgleichung (11) der ersten
Niherung geniigt.

Zu ihrer Aufstellung sind die Ausdriicke fir y, und Dy, aus den
Gleichungen (29a) und (12) zu verwenden. Es folgt (s. die Ausrechnung
in Anhang 2):

a? a*

(30) DD (v,) = ; ® U*|sin®& cosd (— 3 s+ 75
1 1 (A 4 x A — a\\ ]
ot p(E-H—a(tF=-229)]

Dieser Ausdruck der rechten Seile gilt zuniichst nur fiir den Raum
auberhalb der Quellgebiete, da er aber endlich bleibt bei Ausdehnung
bis an die Punkte 9 =0 bzw. o, =0 hin?), so kénnen wir hier die Vor-
stellung punktférmiger Quelle und Senke voraussetzen und seine Giltig-
keit daher iiber den ganzen unendlichen Raum auBierhalb der festen
Kugel erstrecken.

Die eindeutige Lisung unserer Randwertanfgabe erfordert die An-
gabe eines Inte;zfa]s der Gleichung (30), das im Unendlichen die ver-
langte Eigenschaft hat, daB die zugehdrigen Geschwindigkeiten ver-
schwinden und dessen Wert in der Nihe der festen Kugel sich angeben
liBt, so daB es durch Zufiigung geeigneter Losungen der GL. DD(y) =0
moglich wird, die Randbedingungen an der Kugel zu erfiillen. Ein
solches Integral in gPsLh[na sener Form anzugeben, scheint schwer mog-
lich zu sein, doch folgt aus dem in § 1 erwihnten Zusammenhang der

Gleichungen _ 3
DD(y)=F und 4d4(p) =7

e = K Ade . oo g
1) Die Ausdriicke — und 3 gind endlich.
e S
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26 {Ther den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel,

L ¢ . Dy qr o
eine geeignete Integraldarstellung. Mittels dieses Zusammenhanges ge-
winnen wir aus der Liosung ¢ der zweiten dieser beiden Gleichungen

eine Losung 3 der ersten, als

oQ
V=r 7,
ar
wenn f aus der Gleichung _.
; T o]
(31) F =7 s

bestimmt worden ist.
Wir trennen zunichst ¥, in 2 Bestandteile, der erste, 3, soll der

Gleichung geniigen:
' oy 9 g 3a* |, a
DD(y) = t "E T RS '

Als partikulires Integral dieser Gleichung wiihlen wir mittels (16)

J* sin® & cos & (—

und (17):
b

il ) Do e s g / a*)
(32) W = — - = [Pgin® 9 cos & (""E R+, )
s 32 1 \ 3R/’

das auch als Summand in GL (18) auftritt. Der zweite Bestandteil von
iy, ¥, soll der Gleichung:

b i 9 ¢ SO el I 1y A x A — x)
(33) DD(W) =2 trad? 5| (3 — ) —4( oS
s 4 u R | \e 0/ (o i /
genfigen, 80 daB die Summe 2" + " der f”r“jl'inlllg (3“;] geniigt.

a9

Bezeichnen wir die rechte Seite der GL (33) mit F, und setzen
f-‘frl.

or

:,"” =T
so erhalten wir fiir ¢ die folgende Gleichung.
d4(¢") =F,

die mit (33) dquivalent ist, wenn wir f durch Integration der Gl (51)
ermitteln. Es ergibt sich

(34) e g T
. [ =g otid A
I 1 [ o0 ]. e '._!) 1 04 1 o} '3)
A*(A+2x* \R~ 3 R* 3)  A*(4_3%a2° \R "5B "3
A - |:") g L@ ; R i} ‘i]
A=A RPN R . 0 3
t 4 L 1 p R

(Die Gl (34) wird aus der rechten Seite von (33) durch elemens
DR e 1 £y T 1
tare Ilti-l.f,;‘lthI'_JH der Gl (31) gewonnen, wenn man heachtet, daB bet
festem 2: rdr = odo zu setzen ist, oder es wird durch direkte Differen-
2 i 34N 1 $ 1 it i ek
tiation von (34) nach r das Bestehen der Gl (31) bestiitigt, mit Riick-
sicht darauf, daB

0 — R*= A(4 + 22),

¢
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Von Frirz Nogrrgr. o7

Als Integrationskonstante ist in (34) eine Funktion von z so zugefiigt,
daB f im Unendlichen in gleicher Weise verschwindet wie 7. DaB auch
f im ganzen AuBenraume der Kugel endlich bleibt, ebenso wie F, wird

durch eine Umformung von (34) deutlicher. Es ist:

e 1 o® 2 [0 2 /0 3
AR :"_:s':_’;'l.“ "l) (\H s 2)
3 ] 3 3 \
9 @ __.]_ o _;_fl “‘-_ o R (e 3’(} a)
& B TR G RUER il [\R ! IJ (I + 9)
und analoge Gleichungen gelten fiir o,. Daher wird:
A .. r—(e+2R) + 2R)
(34 =22 g At | ) K i !
N 1‘(1] "r 4 u Ula 4 | H:":_I‘) -+ _{f__:" l_ e+ ffl'
 Ad+2) (o +3 A(4d — 2) (o, + 3R)
R (o -+ R)® yr R, (0, - R)® |

ein Ausdruck, der auBer im Punkte R = 0 nirgends unendlich wird:
vgl. FuBnote S. 25).

In einem beliebigen Raumstiick 7' ist nun ein Integral der Glei-
chung (33a) die Funktion:
(35) o* (z,y,2) = wl [ fx,y 3 rdz,

)

wo dr das Raumelement im Integrationspunkt, r den Abstand vom Auf-
punkt zum Integrationspunkt

=VY(@EE—v'+@y—y)?
bedeutet und die den Koordinatenbezeichnungen des Aufpunktes: z, ¥, 2;
R, &; o, o, entsprechenden im Integrationspunkt
R B S 2
seien (s. Fig. 3). ,Der Beweis der obigen Integraldarstellung folgt aus

er Gleichung

AR

Adr =

in Verbindung mit der bekannteren innerhalb 7' giiltigen Gleichung:

: d %
_df{ (t, v, 3 5_{ =—4nf@y, 2.

Aus einem spiter ersichtlichen Grunde gehen wir von dem Inte-
gral (35) noch zu dem folgenden iiber

= 1 £ o \ : 1
@8 T=— [r@ye|r—%-
b

d
(B=0 4 Y = (B=0)
v oy

2 \
4 2, 5 (R=0) ’]{ET

ff 59,3) (¢t — R+ Roos (R ) )dz,

S
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2g {Ther den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel,

(35) nur um eine Konstante und ein in den Koéordinaten
des Aufpunktes, z, ¥, %, lineares Glied unterscheidet, wihrend seine i
zweiten Differentialquotienten von denen von (35) fiberhaupt nicht ver- e

Daher geniigt auch J der Gleichung 4 4J = f (g, y, 2).

das sich von

schieden sind.

Als untere Grenze des Integrals (35a) betrachten wir zuniichst eine 5
um O als Mittelpunkt celegte Kugel vom Radius b < a; bevor wir als
obere Grenze R — oo withlen, milssen wir f(x, v, 3) fiir sehr grofie Werte
des Radius % (4. h. R groB gegen A, entwickeln, mittels der Formeln:
7 A % =
P=VYR + 4>+ 2 ANecosd =R (1 + q ©08 0+...
- A i
P=VREF A2 — 24 Reosd=R (1 - 3 Co8 8.0
So ist sofort ersichtlich, daB in f (Gl 34a, in den Koordinaten des
/ 7 i
Integrationspunktes geschrieben) die Glieder der hichsten Ordnung (- 3
sich gegenseitig aufheben und (%, 1, 3) bis auf einen Zahlenfaktor sich J
verhidlt wie & It
" g cos d
I'r.’ I -
i H

daB also das Integral (35a) auch bei Ausdehnung der oberen Grenze
ins Unendliche fiir endliche Aufpunkte endlich bleibt.

Ferner haben wir das Verhalten der Funktion o (z, y, £) fiir Werte
von R zu untersuchen, die wesentlich griBer als A sind. Das Inte
grationsgebiet teilen wir zu dem Zweck in 3 konzentrische Kugelgebiete:

HDR=R
2 B> R (
3NC>R fig

Hier bedeutet €' einen Radius, der so grob gegen A ist, daB [ (x, 9,3) l=g

mit gegebener Genauigkeit bis auf einen Zahlenfaktor K durch den oben

1111;;‘1';;(5]_|s'_3':r-;: Xiihvrung“ sausdruck Wb B
o ™
[a
!n’ \
ersetzt werden kann, wenn 9 > C. Ve e

Dem ersten Teil des Integrationsgebiets entspricht daher der Anteil:

= i o5 . K 'I_. = i e
J' e u 0PaA® R ’ (= N = Reos (RN ') (_:,E:.Ia dr =
- \ h 5 Vel
(e ZWiAT ;.; R > e L
S5l Ua A ;,‘," GTE f e l [ t— N+ R cos (R TH]) cos osinddd. i
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Yon Fritz Noeraeg. 29

: . : 1 ; :
Dieses Integral hat hochstens die Ordnung 7 Dem zweiten Teil des
L *
Integrationsgebiets entspricht der Anteil:
|

J=—2Uad [ : jie Je [ (t— R+ R cos (RH)) cosdsin 3 da.

Lk 0 0

in m
3

Setzen wir hier R = kR, so ergibt sich
1 a7t b
5 o K1 ek [ e : ;
Jy=— ® U2aA? . l = l ds ’ (-5 — k + cos L‘]f?ﬂ)) cosd sinddd
i 8= B, &° J \E 4 !
C 0 [1]
R

wobei noch zu setzen ist:

/R* 4+ H*—2 RN cos (AR / 5 e :
e T e = VY1 4+ —2kcos (RR)

R R
- R
Wegen seines Verhaltens an der unteren Grenze &y =  wird das 3-
s . " R*
fache Integral in J, von der Ordnung k;* = und daher J; von der

Ordnung R.
Der dritte Bestandteil von JJ wird endlich:

T 11 [ " aR f fzé,[ (v — % + R cos (RN )£ (x, 9, 3) sin & dd
b (1] (1]

und fiir v gilt hier die Entwicklung:
ﬂ]i!
b

t— VR + R — 2R Reos (RR) — R(1 — % cos (RR) + 3z - ):

Da f im dritten Teil des Integrationsgebiets iiberall endlich, und C von

R unabhiingig ist, wird also:

[ 2n (4

J, — endliche Glieder + R [ %2aR [ de [ (1+ cos (RR))/ sind do.
% il ‘0 ;
Die drei Bestandteile znsammenfassend finden wir also, daB J=JJ, + J; + J;

sich aus endlichen Gliedern und solchen von der Ordnung R zusammen-
getzt. Seine zweiten Ableitungen nihern sich daher fiir grofies K ver-
schwindenden Werten, d. h. die Funktion J erfiillt im Unendlichen die
an die Funktion ¢ gestellten Bedingungen.

Ferner folgt aus der Endlichkeit von f im ganzen [ntegrations-
gebiet die dreifache Differenzierbarkeit von J. Diese besteht auch dann
noch, wenn wir die Quelle und Senke ptmkH‘i}rmig in den Punkten o =0
bzw. 0,= 0 annehmen und dementsprechend den Ausdruck (34a) vuu.f
bis an diese Punkte hin ausdehnen. Also ergeben sich aus J durch die
in den Formeln (3) angegebenen Differentiationen endliche und im Un-

endlichen verschwindende Geschwindigkeitskomponenten. Somit kann
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30 {lber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel,

die gesuchte Funktion @ angegeben werden als die Summe von J und

S0 gew ihlten _I.“Sllil;:‘l’fl der (Gleichung 4. Tp =0, dafl den |1':Lndhf~.-1{ngun-
;{en_ an der Kugel geniigt wird.

. T shier Bestimmung mufl das Verhalten von J an der Oberfliche
der Kugel bekannt sein, und daher J entwickelt werden fiir Aufpunkte

in der Nihe der Kugel, unter der Voraussetzung, daf @ sehr klein gegen

A sei. Wir beweisen zunéchst, dafl dann nur Integrationsgebiete in Be-
tracht kommen, fiir die anch R klein gegen A ist. Deshalb konnen wir

fiir diese Entwicklung von J den Abstand A beliebig groB werden lassen ikl

und kommen so zu der sehr einfachen, in der Umgebung der Kngel
geltenden Darstellung (38) fiir J.

A Beweis: In den Gebieten, in denen Rt mit A vercleichbar oder
grofl gegen A ist, wird die eckige Klammer in (34a) (in den Koordi-
naten des Integrationspunktes geschrieben) iiberall von der GréBenord-

i ; i i :
nung . Denn P und P, sind dann mit R vergleichbar oder yvon
g 5 i : .

kleinerer Ordnung, die Faktoren £ -"}_ ! und ¥ :‘ 4) aber bleiben iher
all endlich (von der Ordnung R°. Ferner aber wechselt f(x,,3) sein =4 dater
Vorzeichen, wenn y mit — y (und demnach auch P mit P,) vertauscht
wird, wihrend R unveriindert bleibt, so daB cosd in — cosd iihergeht.

Trennen wir daher von dem ganzen Integrationsgebiet unseres Integrals J
(3ba) ein Gebiet zwischen den Kreisen i — b und R=214 ab, wo i
einen nicht verschwindenden echten Bruch bedeuten soll, so kinnen

wir f fir den Rest (R > 14) in der Form ansetzen:

- : GOS8 r}f‘::';.

f=2al?;

i RN Lng
wo f* eine eindeutige Funktion von % und cos®d bedeutet, die in be- o
zug auf R und in bezug auf 4 von nullter Ordnung und iiberall end- i) Iy

lich ist. Dieser Bestandteil des Integrals wird dann

(R, cos®d)(r — N + R cos (RR)) d.

Wir setzen hier den Winkel (RR)
gebiete N > R:

B0 =R B anne . LB R g R*
(90) 1 R+ Reose 2 | M@ + 5 s cose sinfe 4 oy e ee e .

= « und entwickeln fiir Integrations-

Diese Entwicklung nach fallenden Potenzen von 9 hatten wir im b 3

Auge, als wir von dem Integral (35)

u 99) zum Integral (35a) tibergingen.
Wir erhalten:

o 7a 2 - . T

(8T At 00 5 0wy f 2 - Vi de . Ly
: 8z *(R,cos*0) (- sin®a+ o Cosesin’a —i) dr.

5 = “in 6o

=4
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Von Frirz Norruer. 31

Das erste Entwicklungsglied dieses Integrals:
s
g% i eaalie R L
T 4*R* ’ e #(N, cos?d) sinw dz
R=14
verschwindet identisch, da in je zwei Punkten, die sich in bezug auf
den O-Punkt (R = 0) diametral gegeniiberliegen, der Integrand gleiche
Absolutwerte, aber entgegengesetztes Vorzeichen hat.

Dies gilt aber nicht fiir das zweite und iiberhaupt alle geraden
Entwicklungsglieder, fiir die der Integrand in diametral gegentiberliegenden
Punkten gleiche Werte annimmt. Das zweite Glied lautet ausgeftihrt:
dalt iyps [dR [ : S8

4° H'” o ; de | cosd sind cosesinef*dd.
Ll’t.' L

Ad 0 0

s Il":rp, &
Das hierin enthaltene dreifache Integral wird von der Ordnung
1
%43
und daher der ganze Ausdruck von der Ordnung
¢ U*R%a
w4
er ist also neben endlichen Gliedern zu vernachlissigen, weil 4 grob
gegen ¢ vorausgesetzt worden ist. Das gilt dann in noch hiherem Mafe
fir die hoheren Entwicklungsglieder des Integrals (37), da die Entwick-

. R - :
lung des Integranden nach steigenden Potenzen von g zu einer Ent-

: : B
wicklung des Integrals nach steigenden Potenzen von 7 fiihrt.

Es bleibt uns daher, wie oben behauptet wurde, von dem Integral
(35a) nur noch der Bestandteil iibrig, der von dem Integrationsgebiet
zwischen den Kugeln =0 und R = 44 herriihrt, und daher laBt es
gich nun wesentlich vereinfachen. In diesem Gebiet entwickeln wir

- ; R . : v e 0
f(x,9,3) nach Potenzen von — und erhalten (s. die Ausrechnung in

Anhang 3):

¢ -l 8 cosd 9 (9cosd —bcos’d) | :]i*___ ’
If'{}::'"}!r’)_-1 ma{' |__ 2 T T & A% L A

Unser Integral wird daher
R=24 ‘

OF =3 —oa ? ‘;" 3 cosd 9 8 oo & = 3 5 h* AL
‘ = — - + - 9 cos & — 5 cos® d) -
(85b) J; - B ,/' g wr ! el b . By _ J

e -[r — R + Rcoseldr.

In der Entwicklung dieses Integrals kommt fiir das Integrationsgebiet

— decosd . i
b< R < R nur das erste Glied des Integranden, —5os—, 1n Betracht
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ao {Tber den |J\']fij{_\:?;{-fi_shu"—]'e:,"u_'}] der Stokesschen Widerstandsformel,

ty ¥
7 | I
a 1 . ; \P m.: 3
wegen der Annahme, dab — und : klein seien. Fiir das Teilgebiet > R ot W
t =1 5 ¥ . o
entwickeln wir (v R + R cose) nach (36), und };em'llten, dafl die von

den ungeraden Gliedern dieser Entwicklung herriihrenden Bestandteile

wie oben in o}, so auch hier in .J; verschwinden, da der Integrand fir

sie in diametral gegeniiberliegenden Punkten entgegengesetzt gleiche

= : ¢ T
Werte annimmb, Von den geraden Gliedern der Entwicklung (36) liefert -_ =
8 4 i o i
das erste, cose sin*e '-;i-" den grofiten Beitrag, namlich: alia R
AA Sx 7t
cal? . (A% [ s .9 M S

7 I e l ds / | ——=cosd + © —;(9cosd — 5 cos®d) + -‘

16 wp oy s t il 4 A* ) A6
R 0 0 Yul

- cos ¢ sin*e sin 8 do.

Auch in diesem Integral kommt, wenn 4 groB gegen a und folglich

auch groB gegen R ist, nur das erste Entwicklungsglied in Betracht,

= I R ‘ -
wihrend alle iibrigen von der Ordnung I‘ klein werden. Von noch

hoherer Ordnung werden die entsprechenden Glieder klein, die von den

hoheren Entwicklungsgliedern der Entwicklung (36) (nach fallenden

Potenzen von M) herrithren. Also kommt auch fiir diese alle nur das :
§ s ; A y s 3 ecosd . IS
erste (flied des Integranden von .7}, nimlich das Glied — , y in Betracht.
: = m°

| Gehen wir also endlich zur Grenze 4 = oo fiber, so folgt ans dem
Obigen zuniichst, daB wir J durch J; (35b) ersetzen kinnen, und dab
im Integranden von .J] iiberhaupt nur das erste Glied u beriicksichtigen

i
L

ist. Die obere Grenze von .J; geht ebenfalls in oo iiber, und wir er-
halten fir J an Stelle von (35a) die Gleichung
M=o

S3call® [cosd ? :
I gz (L - R+ Reosa)dr.

38) by -

Dieses Integral ist in der Tat eine Losung der Gleichung

Boall® z

_-f,_.f:r “; = —
f 2 w R*?
die fiquivalent ist mit der (Gleichung:
f)!;i::_r”l 2id 9c6al® .."I':'.
2 I RS

s

" - oe L1 - L el v . . it
Deren Integral ¢ = geniigt, in Verbindung mit dem Iutegml W

94), unserer fritheren (leichung (13). Der Unterschied unserer
Jetzigen gegen die frithere Lésung (18) und L‘Jg ) ist aber, daB jehe un-

endlich viele unbestimmbare Konstanten enthielt, wihrend das Integrﬂl(%)
keine Unbestimmtheit enthilt,

BLB BADISCHE
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Von Frirz Norraer. 33

Die im Integral .J noch willkiirlich gelassene untere Grenze B —b
knnen wir, wie aus der Form (38) ersichtlich ist, unbedenklich zu b= 0
annehmen. Zur genauen Berechnung von J,, fithren wir Jjetzt Polarkoordi-

naten ein: e :
« bedeutet den < (RN);

B (s. Fig. 3) bezeichne den Winkel der die Radien R und % enthaltenden
Ebene mit der durch R und die X-Achse (Rotationsachse) gelegten
Ebene. Aus dem sphiirischen Dreieck, das die Rotationsachse und die
beiden Radien R, R bilden, folgt dann:

c0s 0 = cos & cos ¢ — sin & sin @ cos f.

ferner folgt: dv = R*ANdP sin ede.

Nach Ausfiihrung der Integration nach f wird daher das Integral (38):
J;- T
: : 8call® : w2 i p 5 4o
(38a) J. = — cos? | dR | cose (vt — R + R cosa) sinade
s 4 8 u 9, = 2 )
v 0

WO '=R'1 R — 2 RN cose.

Fiir die Berechnung des inneren Integrals bilden wir hieraus:

COS o = — 1
2 B
und bei festgehaltenem MN:
. rde
inaede = —dcosa = - . .
s sk Y
Wir miissen nun das Integrationsgebiet wieder in zwei Gebiete trennen:
(1) B=2NR; (2) R > R.
(1) Bs wird: I .
: - Rt 2 o
(a) R / dNn / cos®« sin ade = 3 R?
?. 0
R T
(b) /ﬂhfﬂ? / cos « sin ede = 0
0 0
¥4 U
(c) /u’-ﬁ}f l cos ¢ sin etde =
0 0
R RiR
1 .{1’ )}i/ g N9 o\ .8 J..
= = | (R? + | — 1) vidy
31;*,] we) )
0 E—M
i
1 [fdan & mponn A n-‘:)
i __ 4 pagas . 4 qe
-21('—',/ e ( 3 R+ 15‘]
0 R
1 2 pagna : n;) el o5y
= 211‘:{—11L R +]5 Jl; 10
0

Zeitschrift f. Mathematik n. Physik. 62. Band. 1013. Heft 1.
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34 {Tber den Giiltigkeitshereich der Stokesschen Widerstandsformel,
Zusammen erhalten wir also fiir den ersten Teil des Integrals J., der lin
dem Integrationsgebiet B < M entspricht:
1cal? 5 ; 9 call® s p 11 calU? 4,
) 2 apng G - = COs 1 = i 84
,f'[ i P R* cos 4 a0 ” I 80 FF cos #.

(2) Von dem Integral -

ol 4

[ dNR [eosesine (t — N + B cosa) da 9

|'..' TJ'

werden die einzelnen Bestandteile unendlich und nur ihre Summe bleibt
endlich. Wir fiihren daher zuerst nur die Integration nach ¢ aus:
HEs 1st:

(a) i ’s::l:-'r-: sinaede == R,
0
Fi 4

(b) N | cos e sin wde = 0,

T K+ R 5 8
(('I ’[(}'-'( e tdo ! Lt ;

20S ¢ Bln e Y do = T e
. - 3, 2 R*R?

] =R

(gegeniiber dem entsprechenden Bestandteil von oJ; sind hier die Grenzen
verindert). Also

= R+ R
. 1 R*4- R . i
/ cose S erde = .o | AL = -
. 2R*M2 N\ 3 5 eTangs
0 . .
Daher im ganzen:
: = 9 T8
f COB e AIN @& (T ) R cos e) deo = 15 fll._
. b M°
0 2
Daher
doall® "o P : re
o s 3 6Ga cos & I 2 R e 1 6al ya
o S 1 = AN = = cos .
8- o ) 15 jr @ 20 & K" cos &

% : e 70

Zusammen endlich:

3 call®
J‘. 1 “'F..- I = $ R cos 8.

16 o
Dies _ist die gesuchte Niherungsformel fiir das Integral J, fiir Werte :
von _7.‘_,.din klein gegen die als sehr orof x'ur:nnu_;‘escllm‘. intfernung 4 i
.ta.md, Setzen wir nach 8. 30 ¢ =J, so '-_""‘“'iﬁ.“"“ wir (nach . 20) -
fiir ¢ die Niiherungsformel: : |
(39) e A
16 i
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Von Frirz Nozrmer. 35

und in Verbindung mit (32) die Gleichung:

or e 3 cU* i 9 2o f 2 3 4 at
s e ey ¢ sin® 4 cos ¥ [r:.ff — a® R — ";JR)'

Wir sind hiermit zu dem partikuliren Integral (18) der GL (13) zu-
riickgefiihrt, das wir so als einen in der Umgebung der Kugel giiltigen
Niherungsausdruck fiir ein partikulires Integral der Gl. (30) erkennen,
das im Unendlichen die zu fordernden Randbedingungen erfiillt. Die
Zufiigung des Gliedes

80 119 .+ 9 [ : a®)
il o RO e B 3
32 4 U* sin® & cos 8 L— a®+ R*,) -
das der Gleichung D D(y) = 0 geniigt, fiihrt also wie auf 8. 14 zu dem

Niherungsausdruck fiir die Stromfunktion:

s L LA g (R—a)* (2R 2 L 4%
(20) Y, = : SUsin?® cos g 2\ B

' 32 R® ’
der auch die Randbedingungen an der Kugel erfiillt. Er ist eine in der
Umgebung der Kugel giiltige Niherungsform fiir die bei groBem Werte

A . A N i T 5
von — auch in beliebiger Entfernung bestehende Losung:
0 . g £

(_ 3R @ r:”") i _'_'_i‘} J

! R
(40) o, = SUa*sin®*H cos ¥ — - 4
it 32 a R i

ar?

in der J durch (35a) (mit b = 0) und (34a) definiert ist und die alle

an die Funktion ¢, zu stellenden Bedingungen befriedigt. Die weiteren

Folgerungen aus der Gl (20) sind bereits frither gezogen worden.
Auf 8. 29 hatten wir gesehen, daB die Funktion ./ im Unendlichen

von der Ordnung R unendlich wird, folglich wird nach (40) ¥, von

gleicher Ordnung unendlich. Daraus folgt, dal Dy, von der Ordnung

-}f verschwindet. Von den gleichen Ordnungen fanden wir auf S. 24
¥, bzw. Dy, Hieraus folgt, daB die bei der Aufstellung der Gl. (30)
vernachlissigten Glieder von Gl (8) 9m Unendlichen von. gleicher Ordnung
in R wie die beriicksichtigten sind und daf daher bei Kleiner Reynolds-
scher Zahl die Vernachlissigung unbedenklich ist. Wegen der Stetigkeits-
annahmen, die wir fiir die Verteilung der Ergiebigkeit in den Quell-
gebieten machten, folgt ferner, daf nicht nur alle Geschwindighkeiten der
iiberlagerten Néherungsbewegung, sondern auch die der Grundbewegung in
den Quellgebieten endlich bleiben, dafs daher die vernachldssigten Glieder
der GIL. (8) endlich und bei kleiner Reynoldsscher Zahl klein neben den be-
riicksichtigten sind. Dagegen bedarf die Frage, wie groB die Vernach-
lissigungen sind, wenn die Quellgebiete punktférmig angenommen werden,

noch einer eigenen Untersuchung.
. o
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