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Von Fnrrz NohTRHER. 25

ersten Näherung endlich bleiben , obgleich dann die Geschwindigkeiten
der zugrunde gelegten Potentialbewegung unendlich sind . Um so mehr
sind bei kleinem S jene Vernachlässigungen berechtigt . Das Gleiche gilt
aber dann nicht mehr für die Grundgleichungen ( J , die nach der Be -

rechnung der Strömung die Druckverteilung bestimmen , vielmehr werden
hier in der Nähe der Quellpunkte die quadratischen Glieder Wesentlich ,
durch die bekanntlich in der Potentialtheorie der Druck berechnet wird .

§ 6. Erste Näherung und Konstantenbestimmung .

Als weitere Annäherung zur Ergänzung der zugrunde gelegten Be -

wegung fordern wir eine überall , auch im Quellgebiete der Grundbe -

wegung , quellenfreie Strömung mit im Unendlichen verschwindenden
Geschwindigkeiten , die die Randbedingungen an der Kugeloberfläche er -
füllt und der aus ( 8) resultierenden Differentialgleichung ( 11 ) der ersten

Näherung genügt .
Zu ihrer Aufstellung sind die Ausdrücke für % und Duo aus den

Gleichungen ( 29a ) und ( 12 ) zu verwenden . Es folgt ( S die Ausrechnung
in Anhang 2) :

8⁰0) DDο =4 „ Lin 9 cos9 ( —3 I .

Le 0 -
Dieser Ausdruck der rechten Seite gilt zunächst nur für den Raum

auberhalb der Quellgebiete , da er aber endlich bleibt bei Ausdehnung
bis an die Punkte = O bzw . 01 = 0 hin ! ) , so können wir hier die Vor -

stellung punktförmiger Quelle und Senke voraussetzen und seine Gültig -
keit daher über den ganzen unendlichen Raum außerhalb der festen

Kugel erstrecken .

Die eindeutige Lösung unserer Randwertaufgabe erfordert die An -

gabe eines Integrals der Gleichung ( 30) , das im Unendlichen die ver -

langte Eigenschaft hat , daß die zugehörigen Geschwindigkeiten ver -

schwinden und dessen Wert in der Nähe der festen Kugel sich angeben

läßt , so daß es durch Zufügung geeigneter Lösungen der Gl . BD6˙εο

möglich wird , die Randbedingungen an der Kugel zu erfüllen . Ein

solches Integral in geschlossener Form anzugeben , scheint schwer mög⸗

lich zu sein , doch folgt aus dem in 8 1 erwähnten Zusammenhang der

Gleichungen
DDCO ) =◻π und AA4ονοεν

53 ＋EA
1) Die Ausdrücke 33 und

0
eind endlich .

0
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eine geeignete Integraldarstellung . Mittels dieses Zusammenhanges ge-

winnen wir aus der Lösung ꝙ der zweiten dieser beiden Gleichungen

eine Lösung v der ersten , als

52
7Yr

wenn F aus der Gleichung
2 .

(31) r¹

bestimmt worden ist .

Wir trennen zunächst ½ in 2 Bestandteile , der erste , W/, soll der

Gleichung genügen :
2 9 A ι 2 3a2 4⁴

DDαο 35
UDsin ? ꝙ cos 9 5 255)⸗

Als partikuläres Integral dieser Gleichung wählen wir mittels (16)

und ( 17) :

632) * 35 5 UDsin ? 9 cos 9 (a·R 55 470.
das auch als Summand in Gl . ( 18) auftritt . Der zweite Bestandteil von

1 , J , soll der Gleichung :

„ * * — - A⏑⏑Y
( 33) E 40 0* 05

genügen , so daß die Summe 5 ＋ W“ der Gleichung ( 30 ) genügt .
Bezeichnen wir die rechte Seite der Gl . ( 33 ) mit F, und setzen

ꝙ— 45 Yr

So erhalten wir für ꝙ“ die folgende Gleichung .

44/0 65
die mit ( 33) äquivalent ist , wenn wir 7 durch Integration der Gl. (31)
ermitteln . Es ergibt sich

340

1

＋2505 ( R

Die Gl . ( 34) wird aus der rechten Seite von ( 33 ) durch elemen -
tare Integration der Gl . ( 31 ) gewonnen , wenn man beachtet , dab bei

lestem : rd . odo nu setzen ist , oder es wird durch direkte Differen -

tiation von ( 34) nach das Bestehen der Gl . ( 31 ) bestätigt , mit Rück⸗
sicht darauf , daß

6˙ — ER 404 ＋ 20%0,j e1 R A4A 25 )
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Als Integrationskonstante ist in ( 34 ) eine Funktion von & 80 zugefügt ,
dab F im Unendlichen in gleicher Weise verschwindet wie F . Daß auch

F im ganzen Außenraume der Kugel endlich bleibt , ebenso wie F,. wird
durch eine Umformung von ( 34 ) deutlicher . Es ist :

1 —1 1 — 1667
60

und analoge Gleichungen gelten für 61. Daher wird :

3 6 2
(e1

T 2R
83 ＋νο

νναI = 0 18%. T E)⸗
L ( A e) ( ＋E3ρ ) / 4 ( 4— ) (e1 ＋E 3h

²ννανεν‚οι ] Q De . „

ein Ausdruck , der außer im Punkte R = 0 nirgends unendlich wird ;
ygl . Fubnote S. 25) .

In einem beliebigen Raumstück Yist nun ein Integral der Glei -

chung ( 33a ) die Funktion :

( 35) G ( , %e) 35/ 7 (L. y, 5 * dr ,
7

wWode das Raumelement im Integrationspunkt , rden Abstand vom Auf⸗

punkt zum Integrationspunkt

rYον ννννον ναεενννhιν

bedeutet und die den Koordinatenbezeichnungen des Aufpunktes : , ½ a;

N, 9 ; o, O1 entsprechenden im Integrationspunkt

＋5 h,zzj R, o;j P. Pi

seien (s. Fig . 3) . Der Beweis der obigen Integraldarstellung folgt aus

der Gleichung 2
Ar =

5

in Verbindung mit der bekannteren innerhalb J gültigen Gleichung :

004. fcc 9, 5) 4u F( J , HJ.
Aus einem später ersichtlichen Grunde gehen wir von dem Inte -

gral ( 35) noch zu dem folgenden über

75 85
650 7 G5 . ) r & εεαοονννα/ιννν

2 6οſar* 02 53

8 TCGe/ ) ( — R ＋ Rcos ( Æ W0)ar,
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das sich von ( 35) nur um eine Konstante und ein in den Koordinaten

des Aufpunktes , , J/. 4, lineares Glied unterscheidet , während seine

zweiten Differentialquotienten von denen von ( 35 ) überhaupt nicht ver⸗

schieden sind . Daher genügt auch Jder Gleichung 44 f,( x , 9 2).
Als untere Grenze des Integrals ( 35a ) betrachten wir zunächst eine

um O als Mittelpunkt gelegte Kugel vom Radius h Ta ; bevor wir als

obere Grenze R = O wählen , müssen wir F ( , y, z) für sehr große Werte⸗

des Radius R ( d. h. Rgrob gegen A, entwickeln , mittels der Formeln :

P , A 2 ARCoοOR ( 14 f eos0
P. M T 45YARcCoSd =R( 1 - ff 0080 K.

So ist sofort ersichtlich , daß in / ( Gl. 34a , in den Koordinaten des

Integrationspunktes geschrieben ) die Glieder der höchsten Ordnung ( R=9)

sich gegenseitig aufheben und / (x, h. z) bis auf einen Zahlenfaktor sich

verhält wie
3 coSö06 72 9

8
NA

ν ,

daß also das Integral ( 35 ) auch bei Ausdehnung der oberen Grenze

ins Unendliche für endliche Aufpunkte endlich bleibt .

Ferner haben wir das Verhalten der Funktion J (&, % e) für Werte

von R zu untersuchen , die wesentlich größer als 4 sind . Das Inte -

grationsgebiet teilen wir zu dem Zweck in 3 konzentrische Kugelgebiete :

RKR

R

3) C R.

Hier bedeutet Ceinen Radius , der so groß gegen A ist , dab f ( y hy d 4 Sllid
mit gegebener Genauigkeit bis auf einen Zahlenfaktor K durch den oben

angegebenen Näherungsausdruck

067757 3 C0oso— 2 3
K

Uα,j
N

ersetzt werden kann , wenn R C.

R O⁰5

( - R Ieos ( N R))
cos o1 L * a 4385
M.

dr
1 8＋

RR

27¹ 7¹

4. 0 045 ( — R＋ R cos ( R) cos oͤsino dd .

K 9
3

0
0

Dem ersten Teil des Integrationsgebiets entspricht daher der Anteilt euit
0, 4
Lenerf

Win V6



Von FnRirz NoRRHRER. 29

Dieses Integral hat höchstens die Ordnung 1 Dem zweiten Teil des

Integrationsgebiets entspricht der Anteil :

A 2˙ *
K d R

* b D²qA4 55.0 de ( — R＋ R cos RR0) cos d sin ò dd .

0 3

Setzen wir hier R = = IIE , so ergibt sich

1 27¹ 1*

2 K I dÆ 8
2 — 5 aA “ g — Ꝙανrcos RR) cos d sin d do ,

0 0 0

wobei noch zu setzen ist :

r R＋ R. 2 BR CοõS RR 2 5 % NN

8 ä 11 ＋77 = 25 cos ( R )

Wegen seines Verhaltens an der unteren Grenze 4 wird das 3-

fache Integral in von der Ordnung V½ —05 und daher J von der

Ordnung F .

Der dritte Bestandteil von J wird endlich :

0 27¹⁷ 7¹

„ —355 aN ſaeſαενεενEeο0,v . 5) en d d0

und fürer gilt hier die Entwicklung :
—9 — — — — 2

R . 2 RcoO ( RR ) R( 1 —W coͤ ( RR ) L I ) .
Da f im dritten Teil des Integrationsgebiets überall endlich , und Cvon

RN unabhängig ist , wird also :
7¹0 27

J, endliche Glieder W. aR ſae cos (RN) /sin d do.
5 0 0

Die drei Bestandteile zusammenfassend finden wir also , dab Y = J1 L ½⁰ ＋ J½5

sich aus endlichen Gliedern und solchen von der Ordnung I zusammen -

setzt . Seine zweiten Ableitungen nähern sich daher für grobes R ver -

schwindenden Werten , d. h. die Funktion Jerfüllt im Unendlichen die

an die Funktion ꝙ gestellten Bedingungen .
Ferner folgt aus der Endlichkeit von fF im ganzen Integrations -

gebiet die dreifache Differenzierbarkeit von J . Diese besteht auch dann

noch , wenn wir die Quelle und Senke punktförmig in den Punkten 0

bzw . 1 = 0 annehmen und dementsprechend den Ausdruck ( 34a ) von ＋
bis an diese Punkte hin ausdehnen . Also ergeben sich aus J durch die

in den Formeln ( 3) angegebenen Differentiationen endliche und im Un -

endlichen verschwindende Geschwindigkeitskomponenten . Somit kann
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die gesuchte Funktion ꝙ“ angegeben werden als die Summe von und

so gewählten Lösungen der Gleichung AAꝙ = O, daß den Randbedingun -
gen an der Kugel genügt wird .

Ju ihrer Bestimmung muß das Verhalten von Jan der Oberfläche

der Kugel bekannt sein , und daher J entwickelt werden für Aufpunkte
in der Nähe der Kugel , unter der Voraussetzung , daß a sehr klein gegen
Asei . Wir beweisen zunächst , daß dann nur Integrationsgebiete in Be-

tracht kommen , für die auch R klein gegen Aist . Deshalb können wir

für diese Entwicklung von J den Abstand 4 beliebig groß werden lassen

und kommen so zu der sehr einfachen , in der Umgebung der Kugel
geltenden Darstellung ( 38) für J .

Beweis : In den Gebieten , in denen R mit 4 vergleichbar oder

grob gegen A ist , wird die eckige Klammer in ( 34a ) ( in den Koordi -

naten des Integrationspunktes geschrieben ) überall von der Größenord -
15 10

nung Denn P und J sind dann mit Rü vergleichbar oder von

kleinerer Ordnung , die Faktoren und ) aber bleiben Uber
2

all endlich ( von der Ordnung Re) . Ferner aber wechselt F( L, y/ z) sein

Vorzeichen , wenn x mit — x ( und demnach auch P mit PJ ) vertauscht

wird , während R unverändert bleibt , so daß cos d in — coso übergeht .
Trennen wir daher von dem ganzen Integrationsgebiet unseres Integrals I

( 35a ) ein Gebiet zwischen den Kreisen R = b und R = 14 ab , wWo J
einen nicht verschwindenden echten Bruch bedeuten soll , so können
wir / für den Rest ( R 4 ) in der Form ansetzen :

24
5 0 cos oͤfer,

Wo F * eine eindeutige Funktion von R und cos ?ö bedeutet , die in be-

aug auf R und in bezug auf 4 von nullter Ordnung und überall end -
lich ist . Dieser Bestandteil des Integrals wird dann

R O⁰

3 338 8
Si F ( R , cosꝰò ) ( r R＋ν cos ( RR) ) dr.

R44

Wir setzen hier den Winkel ( RR und entwickeln für Integrations -
gebiete RN :

7 3 48 338( 36 ) r R＋ E co⁵4 —
3 RN ein:6 E.2 . cos G einsu f. ft⸗3

Diese Entwickelung nach fallenden Potenzen von R hatten wir im
Auge , als wir von dem Integral ( 35) zum Integral ( 35a ) übergingen .Wir erhalten :

93
3˙ — 00õ 0 .

e 4r.ſMfr(MWeos-0 3 sin-a . . coSsin' a H. . )dr .
R=A4

—4
E

UPn

IHhhtre

Dies

Jit be

In u1

Iär hel
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Das erste Entwicklungsglied dieses Integrals :
R

Ats37 Alſo coS2d ) sinꝰαιαr

R 4

verschwindet identisch , da in je zwei Punkten , die sich in bezug auf

den C- Punkt ( R O) diametral gegenüberliegen , der Integrand gleiche
Absolutwerte , aber entgegengesetztes Vorzeichen hat .

Dies gilt aber nicht für das zweite und überhaupt alle geraden
Entwicklungsglieder , für die der Integrand in diametral gegenüberliegenden
Punkten gleiche Werte annimmt . Das zweite Glied lautet ausgeführt :

. FTnſe sin d cos à sinꝰαà?ννανꝙ.
16να

Das hierin enthaltene dreifache Integral wird von der Ordnung
3

und daher der ganze Ausdruck von der Ordnung
0LR

er ist also neben endlichen Gliedern zu vernachlässigen , weil A4 großb

gegen d vorausgesetzt worden ist . Das gilt dann in noch höherem Maße

für die höheren Entwicklungsglieder des Integrals (37) , da die Entwick -

lung des Integranden nach steigenden Potenzen von
R

2u einer Ent -

wicklung des Integrals nach steigenden Potenzen von 4 führt .

Es bleibt uns daher , wie oben behauptet wurde , von dem Integral

( 35a ) nur noch der Bestandteil übrig , der von dem Integrationsgebiet

zwischen den Kugeln R und R = IA herrührt , und daher läßt es

sich nun wesentlich vereinfachen . In diesem Gebiet entwickeln wir

F( x„y, z) nach Potenzen von A und erhalten (S. die Ausrechnung in
4

Anhang 3) :
3 cos d 9 (9cos d —5 cos 0 )

6G , v, z) —44 533

Unser Integral wird daher

Rι
0 —6α 3 cos o

655 ) J . —
A 2 R . L4 ( 9 c08 0 — 5co8t 0) 4.

ſr R ＋ cos d ] dr .

In der Entwicklung dieses Integrals kommt für das Integrationsgebiet
— 3 0

b SRSN nur das erste Glied des Integranden ,DaR in Betracht
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wegen der Annahme , dab 4 und 8 klein seien . Für das Teilgebiet RSR

entwickeln wir ( r — R＋ I cos ) nach ( 36) , und beachten , daß die von

den ungeraden Gliedern dieser Entwicklung herrührenden Bestandteile

wie oben in J , so auch hier in J / verschwinden , da der Integrand für

sie in diametral gegenüberliegenden Punkten entgegengesetzt gleiche
Werte annimmt . Von den geraden Gliedern der Entwicklung (36) liefert ,

das erste , cos & sinꝰ g αν, den größten Beitrag , nämlich :8 8

— 6 ‘
4 21¹ 7
dR / 9 R 5 R⸗3 — —. 3 — —.

151 *. . I . 4 2 C000 ＋ 4 4 ( 9 coö5 5 cos *
8

cos sinꝰ sin oͤ do.

Auch in diesem Integral kommt , wenn 4 grob gegen d und folglich
auch grob gegen N ist , nur das erste Entwicklungsglied in Betracht ,

während alle übrigen von der Ordnung klein werden . Von noch

höherer Ordnung werden die entsprechenden Glieder klein , die von den

höheren Entwicklungsgliedern der Entwicklung ( 36 ) ( nach fallenden
Potenzen von R) herrühren . Also kommt auch für diese alle nur das

erste Glied des Integranden von / , nämlich das Glied — 1 AR. in Betracht .

Gehen wir also endlich zur Grenze 4 = O über , so folgt aus dem

Obigen zunächst , daß wir J durch J / ( 35b ) ersetzen können , und dab
im Integranden von J / überhaupt nur das erste Glied zu berücksichtigen
ist . Die obere Grenze von ) geht ebenfalls in ο über , und wir er—
halten für J an Stelle von ( 35a ) die Gleichung

R o⁰
D ο(88) I .

—Jeng. 5 — ( R＋ RN cos d) dr .
RS 5

Dieses Integral ist in der Tat eine Lösung der Gleichung

„ 3 6U U α

die äquivalent ist mit der Gleichung:
9 0α rD 56α

5 7 94 8Deren Integral vY“ ' ◻
Yr genügt , in Verbindung mit dem Integral “

( Gl. 32) , unserer früheren Gleichung ( 13) . Der Unterschied unserer
jetzigen gegen die frühere Lösung ( 18 ) und ( 19 ) ist aber , daß jene un .

endlich viele unbestimmbare Konstanten enthielt , während das Integral (38)
keine Unbestimmtheit enthält .

Ier fülg

Nach“

Tir di

Jul be fe

I nisel
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Die im Integral J noch willkürlich gelassene untere Grenze R = U
können wir , wie aus der Form ( 38) ersichtlich ist , unbedenklich 2u 5 0
annehmen . Zur genauen Berechnung von J / führen wir jetzt Polarkoordi -
naten ein :

« bedeutet den & ( ÆR ) ;

f G. Fig . 3) bezeichne den Winkel der die Radien R und R enthaltenden
Ebene mit der durch E und die XAchse ( Rotationsachse ) gelegten
Ebene . Aus dem sphärischen Dreieck , das die Rotationsachse und die
beiden Radien R, R bilden , folgt Wab

cos d cos ꝙ coS œV sin 9 sin à cos 6fl.

di Rd Radß sin ada .

Nach Ausführung der nach fj wird daher das Integral ( 38) :

ferner folgt :

88( 38a ) = ννιο eosö9 dR ſ cos à ( r R＋ N cos ) sin d ,

W0 f K. 2 0 99375
Für die Berechnung des inneren Integrals bilden wir hieraus :

R2²R ＋ R — rcoS ι ð=
und bei festgehaltenem R :

2 Ur
sin adα αν e d cos οσα

Wir müssen nun das Integrationsgebiet wieder in zwei Gebiete trennen :

R̊ 1 2 R .

(J) Es wird : 5 5

(a) d R ſcosꝰ sin αα = 5 25
3

8

( 0 ſRen ſeos sin αα οιε

0 0
R 1

( e) ſſan cos d sin rαοασαε Q?

0 0
R RR

— 1J ＋ R — r ) rꝛdÜr

I

„
5 * Cαν

0 R

1 2 3( 3ER ＋15 R
10

0
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik . 62. Band. 1913. Heft 1. 3
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Zusammen erhalten wir also für den ersten Teil des Integrals J , der

dem Integrationsgebiet R S R entspricht :
5 15

10 9 6⁴ ¹ 11 0à L Ve— 8
38 C08 C0S H.

15
B cos 8 — 60 „ „

( 2) Von dem Integral

0⁰

ſa ſoos a sin ( r R ＋ H cos q) dC

Hgug

werden die einzelnen Bestandteile unendlich und nur ihre Summe bleibt

endlich . Wir führen daher zuerst nur die Integration nach d aus :

Es ist : 5
er dl7¹

2
( a) u ſooe sin d

σ R,

7¹

R /cos æ sin ννον ] G,2 eerauend
0 5

R＋R
( R : ＋ R= rh ) rsdr

(o) Hoos sin d —
0 R - NR

( gegenüber dem entsprechenden Bestandteil von J , sind hier die Grenzen

verändert ) . Also

2¹
2

1 E² ＋ R 5 2
ſcoes sin ardα) οœ 22N5( 53 50 —3BR 15 M.

Iun der 0

Lecler 0
8 2 RR8 18 —. — 1 — 1ſess 6 sin à ( r R＋π cos q) d

15 R zracht

Daher *

Daher im ganzen :

3 60 L 1cos 14R
4R = R coS O. URe

A LallZusammen endlich :
ähn, Aulnen,3 o Un „5

7J. 55 ＋⁴ 3 055 3
16 155

1 CoS H˙ bhin
Dies ist die gesuchte Näherungsformel für das Integral J, für Werte .
von F, die klein gegen die als groß vorausgesetzte Eutfernen
sind . Setzen wir nach S. 30 9 = J , so gewinnen wir ( nach S. 26)
für Jö die Näherungsformel :
( 00 1, — 6 40 W. 7s

16 429



Von Fnrrz NonhrnER . 35

und in Verbindung mit ( 32 ) die Gleichung :

6 L
sin 0 cos d (a R

2 A˙ 20. ＋ 16

Wir sind hiermit zu dem partikulären Integral ( 18 ) der Gl . ( 13) zu -

rückgeführt , das wir so als einen in der Umgebung der Kugel gültigen
Näherungsausdruck für ein partikuläres Integral der Gl . ( 30 ) erkennen ,
das im Unendlichen die zu fordernden Randbedingungen erfüllt . Die

Zufügung des Gliedes

a⁵2 2 3
32 U

U sin 0 005 0 ( 45 4. f0),
das der Gleichung DD( 69 ) = 0 genügt , führt also wie auf S. 14 zu dem

Näherungsausdruck für die Stromfunktion :

20) 91 —18 80U sin 6 e08 5 . ed,
der auch die Randbedingungen an der Kugel erfüllt . Er ist eine in der

Umgebung der Kugel gültige Näherungsform für die bei großem Werte

4 5 8 —
von

à
auch in beliebiger Entfernung bestehende Lösung :

( 40) 71 = S LDaẽ sinꝰ ꝙ cos 9 — — 1 — K — 250 — 133
in der J durch ( 35a ) ( mit b = O) und ( 34a ) definiert ist und die alle

an die Funktion i zu stellenden Bedingungen befriedigt . Die weiteren

Folgerungen aus der Gl . ( 20 ) sind bereits früher gezogen worden .

Auf S. 29 hatten wir gesehen , daß die Funktion J im Unendlichen

von der Ordnung ER unendlich wird , folglich wird nach ( 40 ) Ji von

gleicher Ordnung unendlich . Daraus folgt , daß Du von der Ordnung

1verschwindet . Von den gleichen Ordnungen fanden wir auf S. 24

Jo , bzw . DYo. Hieraus folgt , daß die bei der Aufstellung der Gl . ( 30 )

vernadchldssigten Glieder von Gl . ( 8) im Unendlichen von , gleichien Ordnung
n R sbie die bheruchsichitigten sind and daſß dalien bei fleinen Renſmoldo -
Schen Zaſil die Vernacſildssigung anbedenllich ist . Wegen der Stetigkeits -

annahmen , die wir für die Verteilung der Ergiebigkeit in den Quell -

gebieten machten , folgt ferner , daſß vicht nur allè Geschaoindig ' eiten der

liberlagerten NVdiheringsbeujpAag , sonden duuel die den Grumdberbequng in

den Ouellgebieten endlich ) bleiben , daſß dalier die verndclildssigten Glieder

der Gl . ( 8) endlich und bei Hleiner Ronnoldsschen Jalil Hlein neben den be -

rllcltsichtigten sind . Dagegen bedarf die Frage , wie groß die Vernach -

lässigungen sind , wenn die Quellgebiete punktförmig angenommen werden ,

noch einer eigenen Untersuchung .
3 *
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