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lber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

In der Tat gibt die GL (25) fiir den Druck an der Kungeloberfliche:
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wo P, den Druck in der Aquatorebene bedeutet. Ferner wird wegen
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wie oben behauptet wurde.

Mit diesem Resultat scheinen Beobachtungen von Zeleny und Me.
Keehan') im Binklang zu stehen, daf sich nimlich der Giiltigheitsbereich
der Stokesschen Formel bei genau kugelformigen IKirpern wesentlich grofer
erwies als bei anndihernd lugelférmigen Korpern (Sporen). Wihrend
sich bei letzteren schon bei sehr kleinen Werten der Reynoldsschen
Zahl (S = 10-%)

die bei Vernachlissigung der Triigheitsglieder nicht aus den Abweich-

Abweichungen von der Stokesschen Formel zeigten,

ungen von der Kugelgestalt zu erkliren waren, fanden die Verfasser
die Stokessche Formel bei Kuceln streng bestitigt bis zu Werten der
Reynoldsschen Zahl, die die Grenze S — 0.1 noch wesentlich {iberstiegen.
In der Tat war ja das Verschwinden des in der Reynoldsschen Zahl
linearen Widerstandsanteils lediglich eine Folge der Kugelsymmetrie
beziiglich ihrer -r\'jLlill.t.ﬂ‘u]:i&rli:. Auch bei geringer Unsymmetrie wiirde
aber ein linearer Bestandteil auftreten, und dieser miifte sich in hohe-

rem MaBe #uBern, als der quadratische Bestandteil bei Kugeln.

§ 5. Ersatz der Parallelstrémung durch eine inhomogene Strimung
(mit Quelle und Senke.)

] .I-,s bleibt uns noch iibrig, die in § 2, S.13 angegebene Konstanten-
hest 7 rechtfortioen I A e ioen Mitt icht

estimmung zu rechtfertigen, die mit den hisherigen Mitteln nicht be-
griindet war, da unsere Niherungs]

osung im Unendlichen versagte. Zu

1) Phys. Ztschr, 11, 1910, 8. 78§,

BadenWiirttemberg



Von Frirz Noersgr. 21

dem Zwecke betrachten wir folgenden Stromungsvorgang, der im Un-
endlichen {iberall verschwindende Geschwindigkeitskomponenten in jeder
Richtung hat und sich in der Nihe der Kugel nicht wesentlich von
dem frither behandelten unterscheidet:

Die Kugel sei als ruhend angenommen (s. Fig. 3), ihr Mittelpunkt
O befinde sich im Punkte # =y =2 =0. Der Punkt 2 = — 4, y = 0,
z =0 sel der Mitﬁ-|p|l|l|\'t eines endlich ausgedehnten, ]mgvlf‘%h-migeu
Quellengebiets, der Punkt x =+ 4, y = 0, z =0 der Mittelpunkt eines
ebensolchen Senkengebietes. Im iibrigen sei die Stromung tiberall quellen-
frei und daher die Gesamtergiebigkeit der Quelle entgegengesetzt gleich der

der Senke. Ferner sei der Radius des Quellengebietes wie des Senken-
gebiets von vornherein klein gedacht gegen die Entfernung 4 und
ebenso der Kugelradius ¢ klein gegen A.
Um nun zuniichst die der Stokesschen Strémung analoge zu er-
halten, setzen wir die Bewegung zusammen aus einer Potentialstrémung [
und einer iiberlagerten, die den EinfluB der Randbedingungen an der
Kugel und der Reibung enthilt. Auch die Potentialbewegung geniigt

ja, weil fiir sie Dy — 0, der Grundgleichung (8). Bezeichnet ¢, — e die

Gesamtergiebickeit des Quellengebiets, bzw. Senkengebietes, ferner o, o,
die Abstinde von ihren Mittelpunkten, so daB
o= (x4 4)* r2
0. = (z A+ 77,
s0 wird das Geschwindigkeitspotential der zugehérigen Potentialstromung

D —ri
oD il

g’ : oy

Hierbei ist noch vorausgesetzt, dab die Ergiebigkeit der Quelle auf

konzentrischen Schichten konstant sei, ebenso der Senke. Um Stetig-

keitsbetrachtungen vermeiden zu kionnen, nehmen wir ferner an, dab

die Ergiebigkeit im Inneren des Quellgebiets stetig sei und am Rande

mit dem ersten und zweiten Differentialquotienten verschwinde.
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99 iTber den Giiltigkeitshereich der Stokesschen Widerstandsformel,

Fiir den Kugelmittelpunkt z =y = #

Um mdéglichste Anniherung und, wenn A sehr grof wird, Uber-
einstimmung mit dem fritheren Bewegungszustand in der Nihe der
Kugel zu erhalten, miissen wir also

2e

A*
wihlen, und erhalten somit auBerhalb der Quellgebiete die Potential-
darstellung:

JIQ

Die zugehorige Stromfunktion 9, bis auf eine willkiirliche additive

Konstante definiert durch die Gleichungen:
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Wir entwickeln diese Formeln fiir das Gebiet R < 4. In der be
kannten Bezeichnung der Kugelfunktionen wird:
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Da diese beiden Summen, als Stromfunktionen je einer Potential-
stromung, der homogenen Gleichung Dy — 0 geniigen?), so muB jedes
einzelne Glied dieser Summen ebenfal i

folgt daher durch V

Gleichung Dy —

Is dieser (Hleichung geniigen, es
fergleich mit den Entwickelungen des § 2 iiber dié
0, daB, unter » einen Zahlenfaktor verstanden,
P,(8) — cos ®P,_,(9) = xB (%)

s e e L
1) 8. z. B. Lamb, Hydrodynamik, § 94.
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Von Frirz Nozrues. 23
sein muf. Wir haben die Funktionen B, frither (3. 10) eben so nor-
miert, daB % =1 wird fiir alle positiven n (ausgenommen den hier
belanglosen Fall » = 1). Also erhalten wir fiir ¢ (GL 28) den Aus-
druck
L\_‘.’n. : : \
o= .Jr.)‘_\”..l:{}\f |-

_!Ln:.—_ s

(28") v=U(4+ S

Dies die ungestorte Potentialstromung. Um die der Stokesschen
Stromung analoge zu erhalten, haben wir diesen Ansatz durch Glieder,
die der Gleichung D D1 =0 geniigen und deren zugehorige Geschwindig-
keiten im Unendlichen verschwinden, so zu ergiéinzen, dab an der Kugel-
oberfliche vom Radius R = a die Bedingung

: ] 0
Wis ¢ R :

erfilllt wird. Nach der Gleichung (19) wird dies erreicht durch den
Ansatz:
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Betrachten wir nun den Fall, daB die Entfernung A sehr groB ist gegen
den Radius ¢ und beschrinken uns auf die Strdmung in der Nihe der
Kugel, so kinnen wir in ¢, (Gl 29) alle Glieder, die negative Potenzen
von A enthalten, vernachliissigen, und es bleibt daher nur das zum Index

m = 1 gehorige Glied:

T e e, i 2 S a®\ g B
(29%) g = U (fu' ——-aR+ ; RJ B, (#)
——U(2R* —3aR + %) sin® 9,

4=\ i R 3

also die zur Stokesschen Bewegung gehtrige Stromfunktion (10). Wir
haben somit eine neue Ableitung dieser Gleichung gewonnen und haben
nun nachzuweisen, daf in der Tat in der Grundgleichung (8) die ver-
nachlissigten quadratischen Glieder bei kleiner Reynoldsscher Zahl
iiberall klein sind gegen die beriicksichtigten. Dazu miissen wir 2,

(Gl 29) auch in beliebiger Entfernung von der Kugel mittels (28) und

D& : | . i o anrhliggl aal
(287 summieren, unter der Annahme, daf 4 7u verna hliissigen sei und

erhalten:
D0 a AU /A + = \ A Sgys o ol Eotme) : a nE S
(29a) U, = ( : T '{]:' ) ATy (‘J‘-I I Jr;) sin-a.
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24 Uber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel

Die fiir : und - giiltige Entwicklung im Gebiet R > 4.
D (IJ

1 L 7 1) ;l P.(9)

gibt in grofler Entfernung den Niiherungsausdruck:

U A% sin®# Uil e e A B
Yo = R 40 {I\._w: B - h’.) sin® 9
und ferner ist v
2 G
2) Dy, — sin?{
(12) Dy, = p SI*H.

Hieraus folgt, daB die rechte Seite der Gleichung (8) in groBer Ent-
fernung sich verhiilt wie der Ausdruck

27 ¢ U*a? 27T Ua . o
—_ =— SIn°9 cosd = — S BIn® 4 cos &
4 p R® ; ! R® > 2
wilhrend die einzelnen Bestandteile des in der Summe verschwinde nden) - dllhang 2
Ausdrucks DD(+,) auf der linken Seite sich wie
Ua
FE

verhalten, also in gleicher Weise verschwinden. Daher ist bei kleiner
Reynoldsscher Zahl die gemachte Vernachlassigung im Unendlichen
unbedenklich.

Im ganzen endlichen Raum aber ist die "-tmmlmu' die zu 9, ge-
hort, regulir und die vernachlissigten Glieder sind daher endlich und bei
kleiner Reynoldsscher Zahl klein neben den !u‘rl'irl\'siti'iitigten Gliedern
Das Gleiche ist auch noch fiir die Quellgebiete der Fall: hier gilt aller-
dings nicht der Ausdruck (28) fiir die Stromfunktion der ungestorten
Potentialbewegung, die in diesen Gebieten Ja nicht mehr existiert, es
gelten auch nicht die Grundgleichungen (1), die ebenfalls die Voraus-
setzung der Quellenfreiheit enth ielten. Es eriibrigt sich aber, fiir diese
tubwto die Grundgleichungen eigens aufzustellen, da aus den Stetig-
keitsannahmen fiir die Ergiebigkeit der Quelle lr/\r Senke folgt, dal
tesen (rebieten endlich und stetig bleiben und
1liissigten quadratischen Glieder in den Grund- _
gleichungen bei kleiner Reynoldsscher Zahl klein gegen die heriick-
sichtigten werden. Uberdies zeiot die folgende Entwick lang, daf selbst
bei Annahme punktformiger Uuelle und Senke die vernachliissigten Glie-

nfalls die daraus ¢ sultierenden Geschw indigkeiten der

die l}vm_‘b.\\'iuliig,_;l\'pitw:-n in di

daher ebenfalls die vernacl

der von (8) und ehen
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ersten Niherung endlich bleiben, obgleich dann die Geschwindigkeiten

der zugrunde gelegten Potentialbew egung unendlich sind. Um so mehr
sind bei kleinem S jene V e‘ll‘:!(lll.lﬁhi”l’ll}“‘t n berechtigt. Das Gleiche gilt
aber dann nicht mehr fiir die Grundg ILthIIL‘L"LIl (1), die nach der Be-
rechnung der Strémung die l_rlunLn:erlun;__f bestimmen, vielmehr werden
hier in der Nihe der Quellpunkte die quadratischen Glieder wesentlich,
durch die bekanntlich in der Potentialtheorie der Druck berechnet wird.

§ 6. Erste Niherung und Konstantenbestimmung.

Als weitere Anniherung zur Ergéinzung der zugrunde gelegten Be-
wegung fordern wir eine iiberall, auch im Quellgebiete der Grundbe-
wegung, quellenfreie Strémung mit im Unendlichen verschwindenden
Geschwindigkeiten, die die Randbedingungen an der Kugeloberfliche er-
fiillt und der aus (8) resultierenden Differentialgleichung (11) der ersten
Niherung geniigt.

Zu ihrer Aufstellung sind die Ausdriicke fir y, und Dy, aus den
Gleichungen (29a) und (12) zu verwenden. Es folgt (s. die Ausrechnung
in Anhang 2):

a? a*

(30) DD (v,) = ; ® U*|sin®& cosd (— 3 s+ 75
1 1 (A 4 x A — a\\ ]
ot p(E-H—a(tF=-229)]

Dieser Ausdruck der rechten Seile gilt zuniichst nur fiir den Raum
auberhalb der Quellgebiete, da er aber endlich bleibt bei Ausdehnung
bis an die Punkte 9 =0 bzw. o, =0 hin?), so kénnen wir hier die Vor-
stellung punktférmiger Quelle und Senke voraussetzen und seine Giltig-
keit daher iiber den ganzen unendlichen Raum auBierhalb der festen
Kugel erstrecken.

Die eindeutige Lisung unserer Randwertanfgabe erfordert die An-
gabe eines Inte;zfa]s der Gleichung (30), das im Unendlichen die ver-
langte Eigenschaft hat, daB die zugehdrigen Geschwindigkeiten ver-
schwinden und dessen Wert in der Nihe der festen Kugel sich angeben
liBt, so daB es durch Zufiigung geeigneter Losungen der GL. DD(y) =0
moglich wird, die Randbedingungen an der Kugel zu erfiillen. Ein
solches Integral in gPsLh[na sener Form anzugeben, scheint schwer mog-
lich zu sein, doch folgt aus dem in § 1 erwihnten Zusammenhang der

Gleichungen _ 3
DD(y)=F und 4d4(p) =7

e = K Ade . oo g
1) Die Ausdriicke — und 3 gind endlich.
e S
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