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Von Frirz Noeraes. 1"'

der Kugeluberﬂiivhe. wie wir oben schon fiir § > 2 aus dem [:Ee:u:}l\\'imlitﬂ"
keitsanstieg schlossen. Man erhiilt also das Bild des bei grofleren Ge-
schwindigkeiten beobachteten \\"irhelringa-.u auf der Riickseite der Kugel.

Als untere Grenze fiir den Eintritt der Wirbelbildung erqgibt sich der
Wert der Reynoldsschen Zahl S = 2. Da allerdings diese Grenze iiber
das Gebiet kleiner Reynoldsscher Zahl der Voraussetzung wunserer
Niiherung, hinausfillt, so bleibt abzuwarten, wie weit die Grenze durch
die weitere Entwicklung noch verschoben wird. Es ist noch zu bemerken,
daf mit wachsendem S der W

belring sich sehr rasch, besonders fiir
kleine Werte von &, vergrofert, doch handelt es sich hier wohl um eine

Wirkung der Vernachlissigung hoherer Glieder, wie die Fortsetzung

der Entwicklung zeigen wiirde.

§ 4. Widerstand nach der ersten Anniherung.

Der Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel hiingt
von dem Widerstand ab, den die aus der Stokesschen und der Annihe-
rungsbewegung zusammengesetzte Bewegung ergibt. Es ist indes leicht
einzusehen, dafl die bisher aufgestellte Niherungshewegung noch keinen
Beitrag zum Widerstand liefert; wir beweisen das an den expliziten
Formeln fiir den Widerstand.

Bezeichnet # die Normale eines Flichenelements an der Grenze
einer inkompressiblen reibenden Fliissigkeit, s eine beliehige Richtung
in diesem Flichenelement, so ist der Ansatz fiir die Spannungen in
diesem Flichenelement, der den Differentialgleichungen (1) zu grunde
liegt, der folgende!):

Die Normalspannung (positiv, wenn vom Flichenelement nach der
Seite der Fliissigkeit hin gerichtet) ist

o

(23) - 4924 L
(23) Dun=—P+2p 52,
die Tangentialspannung in Richtung s:

(24) b o (0% %)
N Pas u t 2s ' on ) ?

wo v, und v, die Geschwindigkeitskomponenten in den betreffenden
Richtungen bedeuten. Die GréBen v, und v, sind hier aus den gefun-
denen Formeln fiir die Stromfunktion 1 — U, + ¥, zu entnehmen, wihrend
p bis auf eine belanglose additive Konstante aus den Grundgleichungen
(1) bestimmt ist. Wir erhalten aus diesen fiir die Kugeloberfliche, mit
Riicksicht darauf, daB nach den Randbedingungen die Geschwindigkeits-

1) 8. FuBnote auf S, 8.
Zeitschrift £, Mathematik u. Physik. 62. Band. 1913. Heft 1. 2
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E -y h | an . e DM
komponenten u, ¥, W verschwinden und nach der Gl (22) der normal
gerichtete Geschwindigkeitsgradient endlich ist:
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e 20D (s. die GL (3) u. (6))
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oder endlich die einfache Formel:

op w dD(p)
7@ sin® oR

: ; - o .. o, :
Der zweite Bestandteil der Normalspannung p_., 2u = };’, verschwin-

det an jeder korperlichen Begrenzungsfliche der Fliissigkeit wegen der

Randbedingungen und der Inkompressibilititsbedingung (2), die hier lautet

.,
I~

- + = 4

O&X J or r
oYy L Un q 0
dn ~ Rgd R-Yor

und wegen des Verschwindens der Geschwindigkeitskomponenten v,

und ¢ lings der ganzen Oberfliche sofort ergibt:

. _ o -

Von der Tangentialspannung p,, (24) verschwindet wegen der Randbe-

dingungen an der Oberfliche das erste Glied, es bleibt also:

P, = : :, = E.‘{;f-.' (— usind 4+ gecos )
-1 5% (5 73):
Mit Riicksicht auf die Randbedingung ¢ = 2% = 0 wird endlich:
(26) po=t TN

Die Kraftkomponente, die in der Strémungsrichtung (z-Richtung) auf
. I - = = 2
die Zone der Kugeloberfliiche

d6 = 2z R?sin &d &
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wirkt, ist 3
dK = (p,, cosd—p . Sin &) de,
wiihrend die entsprechenden Kraftkomponenten in der #- und z-Richtung

imtkraft wird

wegen der Rotationssymmetrie verschwinden, und die Ges:

somit:

27 K=2x :‘u"-‘ ki Dpn CO8 T — p sin ) sin §d .
b

Aus dieser Ableitung der Widerstandformel ist ersichtlich, daB die
von der urspriinglichen Stokesschen Bewegung und die von den suk-
zessiven Anniitherungen herrithrenden Anteile am Widerstand sich einfach
iiberlagern, da die schlieBlich in Betracht kommenden Ausdriicke fiir
den Druck und die Spannungen durch lineare Prozesse aus den Geschwin-
digkeitskomponenten, bzw. den zugehorigen Stromfunktionen, entstehen.
Die aus den Gleichungen (1) resultierenden quadratischen Glieder ver-
schwinden wegen der Randbedingungen an der Kugeloberfliche in der
Druckgleichung und daher auch in der Widerstandsformel.

Nun ist ersichtlich, daB der Widerstandsanteil der ersten Nihe-
rung (3,) verschwindet, und zwar wegen der Symmetrie der Kugel zu
ihrer ,‘-&qu:ltol‘ﬂﬁv}m ¢ = 0. Die Geschwindigkeitskomponenten dieser
Stromung sind ja

1 o,
By, = -3 =
in rR 94
b Qe 9 = (R—a ad
= SU (2 cos® ## — sin® )
1 dy
¥ 1
e 3
: r ¢ R
3 arr.: d (R—a)*2R*4 aR -+ a¥)
= — S U sin & cos # : L)
Tl IR R®

Hiernach ist auch die Stromung spiegelbildlich symmetrisch zur
Aquatorebene z — 0, sie ist vorwiirts gerichtet auf der Vorderseite
||7£

\ o

< # <:!)_. riickwiirts gerichtet auf der Riickseite, und die auf die

Hilften der Kugel von der Fliissigkeit ausgeiibten Kriiffe heben sich
gegenseitic auf. Anders verhdlt sich in dieser Hinsicht die zweite
Nlih('-rungJ bei ihr ist, wie bei der Stokesschen Strémung gelbst, die
Bewegung auf der Vorder- und Riickseite symmetrisch und gleich
gerichtet, und daher ist im ganzen ein Beitrag zum Widerstand zu er-
warten. Die Stokessche Formel wird somit Giiltigheit haben bis auf Zu-
satzglieder, deren Verhilinis sum wrspriinglichen quadratisch in der ey
noldsschen Zahl S = 6al |u ist.
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In der Tat gibt die GL (25) fiir den Druck an der Kungeloberfliche:

" : 8 ]
0, § oS8T .. ] » B o W e
= sin 1 cos 4 b i (5] T o —

i 16 a el iy { Rt R? R*/r=a
27 ulS T

16

sin # cos 4

TuSU 9
t cOs* i,

py = Py

e 2

2 a

wo P, den Druck in der Aquatorebene bedeutet. Ferner wird wegen

G1. (26)

' 3 e 2R*} aR -+ a?
p., =3 SUsin® cosd ! o
Dus = = 1o sin & cos & {_ 7 -}H=q
3 uSU
- = B2 5in & cos &
i a

und endlich

= SNy ey - e \ 5
K, =2xpaSU I " costd — , Sin® i cos i?f] dor =0,

0

wie oben behauptet wurde.

Mit diesem Resultat scheinen Beobachtungen von Zeleny und Me.
Keehan') im Binklang zu stehen, daf sich nimlich der Giiltigheitsbereich
der Stokesschen Formel bei genau kugelformigen IKirpern wesentlich grofer
erwies als bei anndihernd lugelférmigen Korpern (Sporen). Wihrend
sich bei letzteren schon bei sehr kleinen Werten der Reynoldsschen
Zahl (S = 10-%)

die bei Vernachlissigung der Triigheitsglieder nicht aus den Abweich-

Abweichungen von der Stokesschen Formel zeigten,

ungen von der Kugelgestalt zu erkliren waren, fanden die Verfasser
die Stokessche Formel bei Kuceln streng bestitigt bis zu Werten der
Reynoldsschen Zahl, die die Grenze S — 0.1 noch wesentlich {iberstiegen.
In der Tat war ja das Verschwinden des in der Reynoldsschen Zahl
linearen Widerstandsanteils lediglich eine Folge der Kugelsymmetrie
beziiglich ihrer -r\'jLlill.t.ﬂ‘u]:i&rli:. Auch bei geringer Unsymmetrie wiirde
aber ein linearer Bestandteil auftreten, und dieser miifte sich in hohe-

rem MaBe #uBern, als der quadratische Bestandteil bei Kugeln.

§ 5. Ersatz der Parallelstrémung durch eine inhomogene Strimung
(mit Quelle und Senke.)

] .I-,s bleibt uns noch iibrig, die in § 2, S.13 angegebene Konstanten-
hest 7 rechtfortioen I A e ioen Mitt icht

estimmung zu rechtfertigen, die mit den hisherigen Mitteln nicht be-
griindet war, da unsere Niherungs]

osung im Unendlichen versagte. Zu

1) Phys. Ztschr, 11, 1910, 8. 78§,
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