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8 Uber den Gültigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel .

vernachlässigt werden , und es ergibt sich die Grundgleichung für die

Stokessche Bewegung :

00 DD0 % —o ,

wozu noch die an sich linearen Randbedingungen unverändert hinzu -

treten . Die Erfüllung dieser Bedingungen lautet

8 2 ＋ 4

Wo der Definition nach

4＋◻ N cos 8

＋ sin 9

gesetat wurde .

Diese Gleichungen , in Verbindung mit den Ausdrücken für die

Spannungskomponenten ! ) in einer strömenden zähen Flüssigkeit , führen

zu der in der Einleitung genannten Stokesschen Widerstandsformel

für die Kugel .

§ 2. Berücksichtigung der quadratischen Glieder der

Differentialgleichung (8) in erster Näherung .

Um die quadratischen Glieder der Gl . ( 8) in erster Annäherung
zu berücksichtigen , setzen wir

A ο ＋vI

WO % der in Gl . ( 10 ) angegebene Ausdruck sei und i von der Ord -

nung 8o vorausgesetat wird , unter 8 die Reynoldssche Zahl 5
verstanden . Die Vernachlässigung aller Glieder der Differentialgleichung

( M. die den Faktor 82, bzw . 8 enthalten , führt dann , unter Berück -

sichtigung , dab DD( Uο ) = O, zu der folgenden :

( 1 DDονοe
6 7 R 0)
8 1

( Æ
2Dο ν οο ο 2 9n

die auf der rechten Seite nur bekannte Gröbßen enthält . Dazu kommen

die Randbedingungen , dab für R a

ο
*1 — 7R 0

und im Unendlichen

1 2 U¹ . 1 003¹ 8
„ „ 0 sei .

1) Saint Venant : Comptes Rendus 17 ( 1843 ) p. 1240 . Stokes : Camb .
Trans . 8 ( 1845 ) p. 287 ( Papers , vol . I, P. 75) . S. a. Lamb : Hydrodynamik , § 314.
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Die Gleichung ( 11 ) ist durch Einsetzen aus ( 10) und der hieraus fol -

genden Gleichung :
2

8 3 Asin ! 9 3 7
( 2) ln —

auszuführen . Es ergibt sich ( vgl . die Ausrechnung im Anhang 1)

2 20 3² 2
( 3) DDGI = ＋

Uusinꝰ9 cos 9 83 . )

Bevor wir zur Behandlung dieser Gleichung gehen , sind einige
Vorbemerkungen nötig über die Lösungen der Gleichungen

Dund D E ,

auf die wesentlich die sukzessiven Annäherungen der exakten Diffe -

rentialgleichungen zurückzuführen sind . “)
Aus den im § 1 aufgestellten Beziehungen zwischen den Funk -

tionen ꝙ und folgt , dab man aus jeder Lösung ꝙ der Gleichung

4ꝙ = 0 durch den Prozeß v νeine Lös sung der Gleichung DY 0

erbält , und ebenso aus 3
Löensung der Gleichung Aꝙο ◻ ãε die Lösung

der Gleichung Dy 4ʃ —F . Nun läßt sich bekanntlich die Glei -

chung 4 = O durch eine Summe von homogenen Funktionen des

Ortes æ, ½ & ( bzw. 4, Y), die räumlichen Kugelfunktionen , allgemein

integrieren , die im vorliegenden Fall der Rotationssymmetrie um die

XAchse in die zonalen ? ) Kugelſunktionen übergehen . Es folgt also ,
dab sich in gleicher Weise die Gleichung DY = O durch eine Summe

von homogenen Funktionen der Koordinaten æ, Y integrieren läßt , die

sich aus den Kugelfunktionen in einfacher Weise ableiten .

Weiter läßt sich die allgemeine Lösung der Gleichung 49 =

durch Entwicklung von F in eine Reihe von homogenen Funktionen

finden , deren jede das Produkt aus einer Kugelfunktion und einer

Potenz des Radius E ist , und zwar einer zonalen Kugelfunktion , wenn

PAchsensymmetrie in bezug auf die XAchse hat . Die Lösung ꝙ kann

dann in gleicher Weise entwickelt werden , wobei jedem homogenen

Bestandteil von F ein gleicher in ꝙ, und zwar von einem um 2 höheren

Grade, entspricht . Aus dem Zusammenhang zwischen den Funktionen

ꝙund v folgt , daß die Lösung der Gleichung DY Æ . . — F sich in

analoger Weise darstellen läßt , wobei an Stelle der Kugelfunktionen
die homogenen Lösungen der Gleichung Y 0 treten .

1) Ausführliche Theorie dieser Funktionen bei Sampson : London Phbil .

Trans . Bd. 182 ( 1891 ) ,S. 449f .

2) Bezeichnung nach Thomson uud Tait , Nat . Phil .
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Für diese erhalten wir aus der Reihe der zonalen Kugelfunktionen

ꝙ die folgende Reihe :
93

9

50 ( 9) 1 0

RP ( 9) α 0

Ra P. ( d) = 32 ( 3 — H ) fHu sinꝰ 9

BRP, ( 9 ) 5 3αE ) E3r = g3Rs sin2 g9 eos 0

USwW. Uß5W.

R — ＋νRE ε ρ HRIsin ' 9

= 3r˙R ◻ν 3 R sin 9C08f
usw . usw .

Um die Differentialgleichungen für die so definierten homogenen

Funktionen / aufzustellen , setzen wir allgemein

% ◻ B( 9 ) . V( IÆ)
und erhalten zunächst :

Durch den speziellen Ansatz

R

folgt dann aus Dy = O die Differentialgleichung für B :

d 4

4 8

2

(15) —etg d 5 ＋ mα — 1 ) 5B O.

Hiernach besteht , wie auch schon aus der obigen Reihe ersichtlich ist ,
die Beziehung :

Ferner zeigt die Reihe , daß es zu jedem Grade m eine Lösung B. von

( 13) gibt , die eine ganze rationale Funktion von cos 9 ist . Eine ganz

analoge Untersuchung wie die bei den Kugelfunktionen übliche würde

zeigen , daßb ( ausgenommen im Falle m I bzw . 00 ) je nur diese

einzige rationale Funktion B. , zu jedem Index m existiert . Die Reihe

dieser Funktionen lautet , unter geeigneter Festsetzung ihrer numerischen

Faktoren , die noch später erfolgen wird :

Bi B. = 1 ( und cos 9)

5,ů 5 in 52

m＋1

2 8
B B½ = =sin ? 9 cos 9
5
B. B. ; = = à sin ?9 ( 5 cos ' 5 — 1)

5B, B = I sins 0 cos d( 7 coS ? g = 3 )
usw .

1) Für diese Fälle werden die Lösungen aus der Gl. ( 15) leicht direkt erhalten .
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Um nun die Gleichung
73

Dο FGÆ

zu integrieren , denken wir uns FYin eine Reihe von homogenen Funk - ⸗

tionen
k, N. B. ( o )mn

entwickelt . Für die im Folgenden in Betracht kommenden Fälle ist

das immer möglich . Die Lösung selbst wird dann eine Reihe

vEE m *2

deren einzelnes Glied der Differentialgleichung

D Vm N* 8 N*
B . 5 ( 9)

genügen muß . Für V. un setzen wir hier

(16) Vn * 8 1 (Æπν) 3 (9)
und erhalten mittels ( 14 ) und ( 15 ) die Gleichung :

— mn ( in 1 ) —ç „ R. ,

deren vollständige Lösung im allgemeinen lautet :

1 . — — buunR- m m＋1
5 „

＋ 62 N ＋1.

Eine Ausnahme bilden ersichtlich die Fälle

n◻νm 2 ͤund = τμ m — 1,

für die die entsprechende Formel lautet :

3 log
( 17 ) 5 —. Emn⸗ R m 4. 1

2 ＋ 3
＋ 1 8 0½ I 15

unter 6 , c% wie oben willkürliche Konstanten Verstanden .

Die Differentialgleichungen der Hydrodynamik , die für eine achsen -

symmetrische Strömung nach Elimination des Druckes in der nicht -

Iinearen partiellen Differentialgleichung ( 8) zusammengefaßt sind , lassen

sich allgemein durch sukzessive Lösung von linearen Näherungsglei -

chungen auf Grund der vorhergehenden Formeln integrieren . Denn

jede der sukzessiven Näherungsgleichungen erhält ganz analog wie

die oben abgeleitete Gl . ( 13 ) für die erste Nüäherung die Form

DDO 3
F.(æ, 0 .

ist also äquivalent mit dem System von linearen Gleichungen zweiter

Ord 43
0 )F. ( a , 15
D0ν Ei ( a, *
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Während diese formale Integration keine prinzipielle Schwierigkeit hat ,

zeigen sich aber , wie schon in der Hinleitung hervorgehoben wurde,
wesentliche Hindernisse , die Randbedingungen zu erfüllen , wenn das 4

Strömungsgebiet unendliche Ausdehnung hat , und zwar tritt diese

Schwierigkeit schon bei der nun folgenden Integration der ersten Nähe -

rungsgleichung ( 13) auf .

Wenden wir auf diese die Bezeichnungen an , so lautet sie :

9 6
7

4 3a² 63
4³ Dö ) ＋ UER0 ) (R. —

E . . K0

643b) D0ο Ei

Ein Integral von 5
ist auf Grund der Gleichungen ( 16) und (17) :

3
3

0
Ei UL 53 ( 9) 5 355 5200.

Sodann ein 5 Integral von (aab, das mit 11“ bezeich -

net sei :
5 82 6 4 E

(18) 4 1 3(09) 2 5 * 245)
Das allgemeiue Integral der Gleichungen ( 8a ) und ( Sb) setat sich

zusammen aus diesem partikulären Integral ( 18 ) und dem allgemeinen

Integral der Gleichung DDν = , das sich auf Grund obiger Vorbe⸗ en iber

merkungen ergibt 2u

( % —4 D . B .%0
CnE - n N e,, REeRm

1
enRu Y.

Die unendlich vielen Konstanten ( des Ausdruckes ( 19) sind nun K 38
geeignet zu bestimmen , damit die Randbedingungen

GEE .
OIr 0

Uud 1 0 fur R 4

durch die Kombination der Ausdrücke ( 18 ) und ( 19 ) erfüllt werden .

Da nun die Funktionen B. , je Funktionen m- ter Ordnung von cos 0

sind , wie aus ihrer Ableitung allgemein hervorgeht , da also keine li

nearen Beziehungen in dem System der Funktionen B. , besteben

können , da andererseits die aufgestellten Randbedingungen unabhängig
vom Winkel 9 sind , so müssen die Randbedingungen in der Kombi⸗

nation der Ausdrücke ( 18 ) und ( 19 ) identisch je durch die Faktoren Rt

der Funktionen B. , , erfüllt werden .

Zur Erfllllung der für R — o gültigen Bedingungen ist es er⸗

forderlich , daß sämtliche Glieder der Funktion Vi von niedrigerer Orch



Von Fkrrz NokTERn . 13

nung in R als der zweiten sind . Dieser Forderung widerspricht aber

das erste Glied des Ausdrucks ' in ( 18 ) :

2
16 6

D5 (ö9) d R

und dieses Glied kann , weil der Faktor von Bu, aus ( 18 ) und ( 19) au -

sammengenommen , für sich die Bedingungen befriedigen muß , auch

nicht durch irgend welche anderen Glieder der Summe ( 19 ) kompen -
siert werden .

Dies ist der Widerspruch , auf den bereits Whitehead auf anderem

Wege geführt wurde . Seine Vermutung , daß deshalb das allgemeine

hydrodynamische Problem überhaupt keine stetigen Lösungen zulasse ,
sondern daß Diskontinuitätsfächen im Sinne der Helmholtzschen

Wirbeltheorie vorhanden seien , ist aber nicht begründet . Die Schwierig -
keit erklärt sich daraus , dabß die Stokessche Bewegung im Unendlichen

keine Annäherung an die wirkliche Bewegung mehr darstellt , sondern

Glieder vernachlässigt , die gröber als die berücksichtigten sind . Eine

unmittelbare Folge davon ist es , daß unser Ausdruck Ei Æ Dui von

höherer Ordnung in E und daher im Unendlichen gröher als D wird .

Da ohne die Berücksichtigung der im Unendlichen geltenden Grenz -

bedingungen aber die eindeutige Bestimmung der Funktion / nicht

ausführbar ist , so bleibt auch die Stromverteilung in der Nähe der

Kugel , von der insbesondere der Widerstand abhängt , noch völlig un⸗-

bestimmt . Doch wird es uns auf dem in der Einleitung angegebenen

Wege gelingen , eine andere Beibequng eindeutig æu bestimmen , flin diè die

oben gesuclite Beioegung als einè in der Nälie den Kugel und in endlicher

Entfernung von ihr glltige Anndherung angeschen 1berden fann . So ist

es dann möglich , die noch unbestimmten Konstanten in der Funktion

Ui ebenfalls zu bestimmen , unabhängig davon , daß die gewonnene

Formel für wi im Unendlichen aufhört , Gültigkeit zu haben .

Da diese Untersuchung ( § 5 und 6) größeren Raum einnimmt , 0

geben wir hier zunächst nur ihr Resultat an . Dieses ist , daß in dem

Ausdruck ( 19) die sämtlichen Faktoren der Funktionen Biu , mit Aus -

nahme desjenigen von Ba , verschwinden , und daß in dem Faktor von B;
die Konstanten ( und 6½ ebenfalls verschwinden . Zur Bestimmung
der übrig bleibenden Konstanten 631 und C½ reichen die Randbeding -

ungen an der Kugeloberfläche R = d aus .

Aus 4 3* für R dfolgt :

3 ＋ 514 —uꝗα C =

44² 0 —3
* 0
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4³
Also 661 24• ͤ „

9 5 5 AEE 64 N 43 4 4
(20) 47

U. E ( ö ) ( 7 8 —

1 — 7235 Æ 2
— 2351 8 Lsin ? 9 cos 9 4 R TEa )

Nehmen wir das Glied o aus Gl . ( 10 ) hinzu , so erhalten wir end-

lich als erste Annäherung :

L
( 21 ) 10 ＋ J½ — 4

sin 9 6 — E ) ＋a )

— S cos 9 ( 2¹ ＋ε αναν a ) ] .
Aus Gleichung ( 21 ) ist ohne weiteres ersichtlich , daß der Einflub 4

des ersten Näherungsgliedes v . nur von dem numerischen Wert der

Reynoldsschen Zahl 8S 45 abhängen kann .

§ 3. Diskussion der ersten Annäherung .

Die Gleichung ( 21) läßt vorläufige Schlüsse auf die Strömungs -
form ziehen , die unter dem Einfſluß der Trägheit eintreten wird . Die

tangentielle Geschwindigkeitskomponente ,

5 % = e sin 9 — 9 cos 9

13 1 Oνν 1 ⁰
7 r ‚‚ο ] ‚

verschwindet den Randbedingungen entsprechend für die Kugelober -
fläche R d. Ihr Anstieg senkrecht zur Oberfläche

( In. R (a

dagegen hat einen endlichen Wert und gibt ein Bild für die Strö -

mungsverteilung in der Nähe der Kugel . Man erhält mit Rücksicht
8 9auf das Verschwinden von 5 für R a :0

35
189

5 1115 1 ˙
Rgnn R 5 FEsind 9 E Gα

R ( 2R ＋a ) — SoR . aR ＋T47
zin 98ů ———5ðͥ — — — GgmR ( Sa)

(22)
2 à

8in 9 ( — 5 C058 0).
Hiernach ist der e der bei der Sto kesschen

Bewegung auf der Vorder - und Rückseite der gleiche war ( da sin 9 2
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