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8 {lber den U;lltigkvitshvrcir'h der Stokesschen Widerstandsformel.

vernachlissigt werden, und es ergibt sich die Grundgleichung fiir die
Stokessche Bewegung:
(9) DD () =0,

wozu noch die an sich linearen Randbedingungen unverindert hinzu-
treten. Die Erfiilllung dieser Bedingungen lautet

U a a® 2R+ a

e U arlya ]
e — sin® £ 1 a)®
(10) %, i “ B

wo der Definition nach
xz = Recos
r = Rsin &
gesetzt wurde.

Diese Gleichungen, in Verbindung mit den Ausdriicken fiir die
Spannungskomponenten') in einer stromenden zihen Fliissigkeit, fiihren
za der in der Einleitung genannten Stokesschen Widerstandsformel
fiir die Kugel

§ 2. Beriicksichtigung der quadratischen Glieder der
Differentialgleichung (8) in erster Néherung.
Um die quadratischen Glieder der Gl (8) in erster Anniiherung
zu beriicksichtigen, setzen wir
Y =11+ ¥,
wo ¥, der in GL (10) angegebene Ausdruck sei und v, von der Ord-
1 : 3 5 rh L oall
nung O, vorausgesetzt wird, unter S die Reynoldssche Zahl
= . m

verstanden. Die Vernachliss

ung aller Glieder der Differentialgleichung

" a .1 = 6 o i
(9), die den Faktor S* bzw. " S enthalten, fiihrt dann, unter Beriick-
u =

siehtigung, daB D D(y,) =

0, zu der folgenden:

(11.} D f}"i'l Voo ¢ 1 (r W, € If Y, 8%, gD, 2 r.l'_.'“ Hi.-")
7 iy Ll i or or ox r ox o

die auf der rechten Seite nur bekannte Griofen enthilt. Dazu kommen
die Randbedingungen, daB fir B =g

&b,
y S
: . . 1 iR J)
und im Unendlichen
1 du 4 1 ¢ 1, 0
~ — = BE
Y oa or £

) 1) Saint-Venant: Comptes Rendus 17 1843) p. 1240. Stokes: Camb.
Trams. § (1845) p. 287

287 (Papers, vol. I, p. 16). S. a

. Lamb: Hydrodynamik, § 314.
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Von Frrrz Noeruer. 9

Die Gleichung (11) ist durch Einsetzen aus (10) und der hieraus fol-
genden Gleichung:

: 3 , 8in* { Ry
(12) Dyy=—ga0—F=—al 7 X

auszufiihren. Es ergibt sich (vgl. die Ausrecl nung im Anhang 1)

= : 96 g gy al2a 3a* a'
(13) DD (y,) = R U? sin® & cos & 1\. v — g5 T ps)

Bevor wir zur Behandlung dieser Gleichung gehen, sind einige

Vorbemerkungen nétig iiber die Lisungen der (leichungen

Dy 0 und Dy = F,

auf die wesentlich die sukzessiven Anniherungen der exakten Diffe-
rentialgleichungen zuriickzufiihren sind.!)

Aus den im § 1 aufgestellten Beziehungen zwischen den Funk-
tionen ¢ und ¢ folgt, daf man aus jeder Losung ¢ der Gleichung
dg = 0 durch den ProzeB ¢ = ri ;' eine Losung der Gleichung Dy = 0
erhilt, und ebenso aus der Losung der Gleichung A = f die Lisung

der Gleichung Dv = ;i; F. Nun liBt sich bekanntlich die Glei-
chung 4 =0 durch eine Summe von homogenen Funktionen des
Ortes a, y, 2 (bzw. z, r), die ridumlichen Kugelfunktionen, allgemein
integrieren, die im vorliegenden Fall der Rotationssymmetrie nm die

X-Achse in die zoralen®) Kugelfunktionen iibergehen. Es folgt also,

daf sich in gleicher Weise die Gleichung D = 0 durch eine Summe

von homogenen Funktionen der Koordinaten z, » integrieren laBt, die

sich aus den Kugelfunktionen in einfacher Weise ableiten.

Weiter lift sich die allgemeine Lisung der Gleichung dp =f
durch Entwicklung von f in eine Reihe von homogenen Funktionen
finden, deren jede das Produkt aus einer Kugelfunktion und einer
Potenz des Radius R ist, und zwar einer zonalen Kugelfunktion, wenn
f Achsensymmetrie in bezug auf die X-Achse hat. Die Liosung ¢ kann
darn in gleicher Weise entwickelt werden, wobei jedem homogenen
Bestandteil von £ ein gleicher in ¢, und zwar von einem um 2 hiheren

Grade, entspricht. Aus dem Zusammenhang zwischen den Funktionen
@ und ¢ folgt, daB die Lésung der Gleichung Dy = Ty I sich in

analoger Weise darstellen lifit, wobei an Stelle der Kugelfunktionen

die homogenen Lisungen der Gleichung Dw = 0O trefen.

1) Ausfiihrliche Theorie dieser Funktionen bei Sampson: London Phil.
Trans. Bd, 182 (1891), 8. 4491,

2) Bezeichnung nach Thomson uuxd Tait, Nat. Phil.
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{Ther den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

10
Fiir diese erhalten wir aus der Reihe der zonalen Kugelfunktionen

g die folgende Reihe:

p o £
(0] Y=t
P, (#) =1 0
” FJI ( “
REP,( — P =— R¥sin® @
RBP.(9)=1(bx®— 3z L7) 321 = — 3RS sin® & cos &
£ 11.‘_.\'\\', UEW.
R-1P,(#) = R~* —r?R-%=— R~'sin'®
R—2P,() —zR-® —3zr:R-5%= — 3R %sin? D cosd _
USW. usw. ke

Um die Differentialgleichungen fiir die so definierfen homogenen
Funktionen ¥ aufzustellen, setzen wir allgemein
Y= B(9) T(R)

) Dp- 22 4 T8 _Lle_pdx, w02 il .-
Durch den speziellen Ansatz
T — Re
folgt dann aus Dy = 0 die Differentialgleichung fiir B:
d*B dB

— etg & - + m(m 1VB=0.

d o (1)
Hiernach besteht, wie auch schon aus der ohigen Reihe ersichtlich ist,

die Beziehung:

Ferner zeigh die Reihe, daB es zu jedem Grade m eine Losung B, von
(13) gibt, die eine ganze rationale Funktion von cos & ist. Eine ganz
analoge Untersuchung wie die bei den Kugelfunktionen iibliche wiirde
zeigen, daB (ausgenommen im Falle m = 1 bzw. m — 0%)) je nur diese
einzige rationale Funktion B, zu jedem Index m existiert. Die Reibe
dieser Funktionen lautet. unter geeigneter Festsetzung ihrer numerischen
Faktoren, die noch spiter e.‘rf'i'ﬂ,‘-lﬁ“ll. wird: :

» -
B, =B, =1 (und cos &)

Jl’;: . ‘:;—1 - .l. sin? &
B, — B_; = — sin? & cos & % tgeec
B,=B_ ¢=— ?gin?9 (b cos* & — 1)

) 5 e o - 5 ‘

[’.'.' l;‘__| = sin* & cos (7 cos? & —3)

Usw.

1) Fiir diese Fille werden die Lsungen aus der Gl (15) leicht direkt erhalten.
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Von Frriz Noermer. 11

Um nun die Gleichung
Dy = F(z, r®)

gu integrieren, denken wir uns I” in eine Reihe von homogenen Funk-

tionen o v
;‘---n R*B (4r)
L m\

entwickelt. Fiir die im Folgenden in Betracht kommenden Fille ist
das immer mdglich. Die Losung selbst wird dann eine Reihe

=3¢ .,

deren einzelnes Glied der Differentialgleichung

D(v,,,) =k, .B*B, (%)

o
gentigen mub. Fiir ¢, sefzen wir hier

(16) v, — ¥,.(B)B,(9)

und erhalten mittels (14) und (15) die Gleichung:
v, P

an: — mim— 1) Re M

deren vollstindige Lésung im allgemeinen lautet:

{ 1: | iy '{I-‘“" ”" S I M _| ) —m 41
/ I . = - T €y I T Cs }'rl i
kb n—m—+42)(n+m-1 =

Eine Ausnahme bilden ersichtlich die Fille
n=m—2undn=—m—1,

fiir die die entsprechende Formel lautet:

o PRty
(17 o — ma R : log B | ¢ R

1 }'—ih’ +1
Tg A1 s
mn on-4+ 3 < %

unter ¢,, ¢, wie oben willkiirliche Konstanten verstanden.

Die Differentialgleichungen der Hydrodynamik, die fiir eine achsen-
symmetrische Stromung nach Elimination des Druckes in der nicht-
linearen partiellen Differentialgleichung (8 zusammengefaft sind, lassen
sich allgemein durch sukzessive Losung von linearen Niherungsglei-
chungen auf Grund der vorhergehenden Formeln integrieren. Denn
jede der sukzessiven Naherungsgleichungen erhilt ganz analog wie
die oben abgeleitete Gl. (13) fiir die erste Niherung die Form

DD(y,) = F;(z, r®),

ist also dquivalent mit dem System von linearen Gleichungen zweiter

f.h‘dmmg 2
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12 i'ber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandeformel.

Wiihrend diese formale Integration keine prinzipielle Schwierigkeit hat,
zeicen siech aber, wie schon in der Einleitung hervorgehoben wurde,
wesentliche Hindernisse, die Randbedingungen zu erfiillen, wenn das
Stromungsgebiet unendliche Ausdelinung hat, und zwar tritt diese i
Schwierigkeit schon bei der nun folgenden Integration der ersten Nihe- |
B ©

rungsgleichung (13) auf. |

Wenden wir auf diese die obigen Bezeichnungen an, so lautet sie:
9

(13a) D(E,) = — -

6 1P ra 2a Sa” i a*y
I U 1‘::| 7) [.fc:: R3 T ff'_‘_)

(13b) D(¥,) = E; .

Ein Integral von (13a) ist auf Grund der Gleichungen (16) und (17};

o R S £ by 3 a® . at*
G =— 2 S PB®) (— 3+ 15 Tom)
E, 4 p 3 [. 3 i B ' 6R°
Sodann ein partikuléires Integral von (13b), das mit %" bezeich-
net sei:
: : 916 i S iR a* R at
(18) Ly (e U*B;(9) { TR T 24R)

S8a) und (Rb) setzt sich Je'iuyg

Das allgemeiue Integral der Gleichungen (

zusammen aus diesem partikuliren Integral (18) und dem allgemeinen

Integral der Gleichung DD = 0, das sich auf Grund obiger Vorbe-

o

merkungen ergibt zu

{c v d—m+1 | 4 )—m+3 | T
u.-!}' \C i ;r C..9 ."‘1 T Coms !’l,

(19) —3=U0* D= B

| 4 u

Die unendli

geeignet zu bestimmen, damit die Randbedingungen

h vielen Konstanten ¢ des Ausdruckes (19) sind nun

and 17

durch die Kombination der Ausdriicke (18) und (19) erfiillt werden.
Da nun die Funktionen B, je Funktionen m-ter Ordnung von cos &
sind, wie aus ihrer Ableitung allgemein hervorgeht, da also keine li TN
nearen Beziehungen in dem System der Funktionen B, bestehen
konnen, da andererseits die aufgestellten Randbedingungen unabhiingig
vom Winkel 9 sind, so miissen die Randbedingungen in der Kombi: § "™ i
nation der Ausdriicke (18) und (19) identisch je durch die Faktoren
der Funktionen B, erfiillt werden.

Zur Erfiillung der fir R — oo giilticen Bedingungen ist es &
forderlich, daB simtliche Glieder der Funktion P, von uﬁ-.drjgerer Ord-
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Von Frirz Norrer. 13

nung in R als der zweiten sind. Dieser Forderung widerspricht aber
das erste Glied des Ausdrucks #" in (18):

o 0

ra ) \ 33
0 U? B, (¥) a R

und dieses Glied kann, weil der Faktor von B,, aus (18) und (19) zu-
sammengenommen, fiir sich die I-}o.-.ling_[ung»}n la[ﬁj'rif‘nlégen mufl, auch
nicht durch irgoml welche anderen Glieder der Summe (19) E\'Ompen—
siert werden.

Dies ist der Widerspruch, auf den bereits Whitehead auf anderem
\\'ege gt‘fﬁhl't wurde: Seine \_v!'mnilmg, dafi deshalb das allgemeine
hydrodynamische Problem iiberhaupt keine stetigen Losungen zulasse,
sondern daB Diskontinuitiitsfliichen 1m Sinne der Helmholtzschen
Wirbeltheorie vorhanden seien, ist aber nicht begriindet. Die 'Svl'l\\'im-if__‘f_
keit erklirt sich daraus, daB die Stokessche Bewegung im Unendlichen
keine Anniherung an die wirkliche Bewegung mehr darstellt, sondern
Glieder vernachlissigt, die griBer als die beriicksichtigten sind. Eine
unmittelbare Folge davon ist es, daB unser Ausdruck F, = Dy, von
hoherer Ordnung in £ und daher im Unendlichen grifer als D, wird.

Da ohne die Beriicksichtigung der im Unendlichen geltenden Grenz-
bedingungen aber die eindeutige Bestimmung der Funktion # nicht
ausfithrbar ist, so bleibt auch die Stromverteilung in der Néhe der
Kugel, von der insbesondere der Widerstand abhingt, noch vollig un-
bestimmt. Doch wird es uns auf dem in der Einleitung angegebenen
Wege gelingen, eine andere Bewegung eindeutig zu bestimmen, fiir die die
oben gesuchte Bewegqung als eine in der Nihe der Kugel und in endlicher
Entfernung von ihr giiltige Anniherung angesehen werden kann. So ist
es dann moglich, die noch unbestimmten Konstanten in der Funktion
¥, ebenfalls zu bestimmen, unabhiingic davon, dab die gewonnene
Formel fiir #, im Unendlichen aufhért, Giiltigkeit zu haben.

Da diese Untersuchung (§ 5 und 6) groBeren Raum einnimmt, so
geben wir hier zunichst nur ihr Resultat an. Dieses ist, dall in dem
Ausdruck (19) die simtlichen Faktoren der Funktionen B, mit Aus-
nahme desjenigen von B, verschwinden, und daf in dem Faktor von By
die Konstanten ¢gy und ¢y, ebenfalls verschwinden. Zur Bestimmung
tlel' ftbl‘fg !)]!*H)emlcn |\—\'|11.sta_r11'cli Caq li]ll'l Cyq rni&:heu die |.\'€1I1t“nediug-

ungen an der Kugeloberfliche R = a aus.

; R T g
Aus ¢, = sp=0firR=a folgt:
a® SELE et
TR + ¢35 =0
H-_I s
D n S
S5 —2¢,0 0.
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14 iTber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

(i3 = [rs
A]SO g = 24 y Cgg = - 24
G0 i s e R ot a® at b
20 wdy=—5>0B,®) (35 —5 —u—untumn
3 =3 R—a)l(2R*+}+akRk+ad
= S U sin® & cos & g Tt
b 1

Nehmen wir das Glied 3, aus Gl (10) hinzn, so erhalten wir end-
lich als erste Anniherung:
0. (R—a)® | F
D1 - & 2 g > ey Ty \
(21) Yo+ ¥ = — p8in’ & 55 | R(2R+a)

—>Scos®(2R*+aR +a)|

Aus Gleichung (21) ist ohne weiteres ersichtlich, dab der Einfluf
des ersten Niherungsgliedes ¥, nur von dem numerischen Wert der

3 eUG  yqi
Reynoldsschen Zahl S =~ ~ abhiingen kann.

§ 3. Diskussion der ersten Anniherung.

Die Gleichung (21) liBt vorliufige Schliisse auf die Stromungs-
form ziehen, die unter dem EinfluB der Triigheit eintreten wird. Die
tangentielle Geschwindigkeitskomponente,

Vo = % SIn & - q cos &
1 2 3 1 dv x
r ér R r dx B

verschwindet den Randbedingungen entsprechend fiir die Kugelober
fliche B =a. Thr Ansties senkrecht zur Oberfliche

dagegen hat einen endlichen Wert und gibt ein Bild fiir die Strd-
mungsverteilung in der Nihe der Kugel. Man erhilt mit Riicksicht

auf das Verschwinden von ’! tir R =a:
{

[' 0¥ 5 ] =k 1 ¢ /1 dw } 1 i)
R /R=a sind gR (H 0B/ g ~ ~ Rsino ¢R* =%
T R(2R+a)— - Scos® (2R aR L a?)
- = e ] r 3
= — Bln & e R = a)
(99) s B P S \
(22) =3, 8md(1— o COS ) -

Hiernach ist der (Gesch windigkeitsanstieg, der bei der Stokesschen

Bt‘wegung auf der Vorder- und Riickseite der gleiche war (da sin & =

BadenWiirttemberg
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