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Von Frirz Noermee. B

und einer weiteren Arbeit!) den Existenzbeweis fiir die stationire
Losung eines verwandten Problems durchgefithrt und sein Ansatz diirfte

wohl auch zu dem hier geforderten Existenzbeweis fiithren. Die im

Folgenden untersuchte Bewegung stellt aber nur eine Niherungs-

bewegung in dem Sinne dar, daB in ihren Bedingungsgleichungen di

vernachliissigten Glieder sicher klein sind neben den beriicksichtigten.

§ 1. Die allgemeinen hydrodynamischen Differentialbeziehungen und die
Stokessche Stromung.
Es bezeichne u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten einer Strd-

mung, an der Stelle x, y, # nach den Achsen der z, y, 2 gemessen.

¢ sei die Dichte, u die Viskositiitskonstante, p der Druck der Fliissigkeit.

Dann lauten die Navier-Stokesschen Differentialgleichungen fiir in-
kompressible stationiire Strimung:
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gesetzt ist
Dazu treten mnoch die Randbedingungen, die fiir den zu unter-

suchenden Fall einer ruhenden Kugel in Parallelstromung so lauten:

An der Kugeloberfliche soll % — v.— w — O sein, wihrend im Unend-
lichen in jeder Richtung u=U, v =0, w =10 verlangt wird.

Die Inkompressibilititshedingung (2 pflegt man in allen Fillen,

in denen eine ausgezeichnete Richtung, hier die #-Richtung, vorhanden
ist, in die keine Wirbelkomponente der Stromung fillt, identisch zu
erfiillen durch den Ansatz:

tn A%

(3) ,_{Z:...r Pl [; v =

gy* fzi?

symmetrie um die X-Achse hat,

Wenn die Stromung auBerdem Achse
ferner angenommen wird, daf die Stromlinien fiberall in den durch die
1) Uber die Stokessche Forme [I; Arkiv for Matematik, Astronomi

och Fysik, Bd. 7, Nr. 1 (1911).
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X-Achse hindurchgehenden FEbenen liegen, so kann die |"unktionq;
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit als Funktion von # und

9 1 o

r Vy*+ 2
angesetzt werden. Bezeichnet nun ¢ die in die H[:rhtung des Radins r
fallende Geschwindigkeitskomponente, so gehen die Gleichungen (3)

iiber in:
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Die Funktion

e i

(4) ref =g

X or

gewinnt also durch die genannten Einschriinkungen der Strfinmngsfnrm

die Bedeutung der Stokesschen Stromfunktion!), durch die sich die
D /3

Geschwindigkeitskomponenten bekanntlich so ausdriicken :

- 1 G 1§

.ri):l W = Y : q = e

r or r (T
Aus dieser Ableitung folgen zwischen den Funktionen @ und ¢
sogleich die weiteren Beziehungen:
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Der so definierte DifferentialprozeB 1) spielt in mancher Hinsicht fiir
die Funktion ¢ die gleiche Rolle, wie der DifferentialprozeB 4 fiir die
Funktion ¢, sein Verschwinden wiirde die Wirbelfreiheit der Strimung
zum Ausdruck bringen. Genau in der gleichen Weise, wie die Gl. (6)
aus der Gl (4) gewonnen wurde, LiBt :
schliefien :

|'T)

sich nun auch noch weiter

cddq

ar

y = DDy,
Wo nun 44 und DD die \\']'p.l',_!.;w[“”\,__:. des’ Prozesses 1 bzw. Dila
deutet. Wir werden uns im i'r.wl-__ft‘m!w_'n nicht auf die Beniitzung einer
:lm- I.‘nu].\'iirn:r_\n @ oder ¥ beschrinken. sondern je nach dem vnrliegelﬁen
e dfg geeignetere Wahl treffen. Der Ubergang von der einen zur
anderen Funktion ist stets mittels der Gl. (4), :_i;;\(’,lﬂ] leicht auszufiihren.

.-\?ss‘ den G1. (1) haben wir zuniichst den Druck p zu eliminieren,
da er in die H:muH,-r:c'Lil'.-f:un_gun nicht eingeht, -‘5'."1][]{’.1‘]1”81'541; 11;1('.|1’r.1'2ig|il2h
1) Stokes: Camb, T

‘rans. 7. 1849 Papers, vol. I, p. 1). 8. a. Lamb, H}'dm‘
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Von Frrrz Noerses.

mittels der Gl (1) aus den gefundenen Greschwindigkeitswerten berechnet
wird. Aus (1) entstehen zuniichst die folgenden Gleichungen:
¥
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oder mittels der Gl. (3)
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Die Elimination von p ergibt somit:
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Hier ist nun die Einfihrung der Stromfunktion v mittels der Gl. (4),
(8), (6), (7) am zweckmiaBigsten, wir erhalten so aus der vorangehenden
Gleichung durch Multiplikation mit » und mittels geringer Verein-
fachungen die folgende fiir die Funktion ¥:

taab o oy da f Iy 2 Adab
(8) DD(w) — g1 ( W € FJ o J.'.J 1l o D!,").

pr\cxe or or oz r oz /
Zur Gl (8) treten noch die Randbedingungen, welche ausdriicken, daf
im Unendlichen (im Falle der Parallelstromung) iiberall

1 v = 1 ga -
(8a — =2 = 7 und =0
¥ r or r ox

sei, daB ferner fiir die Kugel R —=V2* + 1

sei. Da die Funktion ¥ nur bis auf eine additive Konstante bestimm-
bar ist, so kann diese so gewihlt werden, daB die letzteren Bedingungen
iibergehen in

(8D) R RN

7R
fir R =a, wobei ¥ als Funktion des Radius R und des Polarwinkels
r ;
¥ = arctg = gedacht ist.
Unter den in der Einleitung genannten Voraussetzungen fiir die
Seite, deren Glieder

Stokessche Bewegung kann nun in (8) die rechte
der linken Seite

quadratisch in ¢ sind, neben den linearen Gliedern
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vernachlissigt werden, und es ergibt sich die Grundgleichung fiir die
Stokessche Bewegung:
(9) DD () =0,

wozu noch die an sich linearen Randbedingungen unverindert hinzu-
treten. Die Erfiilllung dieser Bedingungen lautet

U a a® 2R+ a

e U arlya ]
e — sin® £ 1 a)®
(10) %, i “ B

wo der Definition nach
xz = Recos
r = Rsin &
gesetzt wurde.

Diese Gleichungen, in Verbindung mit den Ausdriicken fiir die
Spannungskomponenten') in einer stromenden zihen Fliissigkeit, fiihren
za der in der Einleitung genannten Stokesschen Widerstandsformel
fiir die Kugel

§ 2. Beriicksichtigung der quadratischen Glieder der
Differentialgleichung (8) in erster Néherung.
Um die quadratischen Glieder der Gl (8) in erster Anniiherung
zu beriicksichtigen, setzen wir
Y =11+ ¥,
wo ¥, der in GL (10) angegebene Ausdruck sei und v, von der Ord-
1 : 3 5 rh L oall
nung O, vorausgesetzt wird, unter S die Reynoldssche Zahl
= . m

verstanden. Die Vernachliss

ung aller Glieder der Differentialgleichung

" a .1 = 6 o i
(9), die den Faktor S* bzw. " S enthalten, fiihrt dann, unter Beriick-
u =

siehtigung, daB D D(y,) =

0, zu der folgenden:

(11.} D f}"i'l Voo ¢ 1 (r W, € If Y, 8%, gD, 2 r.l'_.'“ Hi.-")
7 iy Ll i or or ox r ox o

die auf der rechten Seite nur bekannte Griofen enthilt. Dazu kommen
die Randbedingungen, daB fir B =g

&b,
y S
: . . 1 iR J)
und im Unendlichen
1 du 4 1 ¢ 1, 0
~ — = BE
Y oa or £

) 1) Saint-Venant: Comptes Rendus 17 1843) p. 1240. Stokes: Camb.
Trams. § (1845) p. 287

287 (Papers, vol. I, p. 16). S. a

. Lamb: Hydrodynamik, § 314.
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