Badische Landesbibliothek Karlsruhe

Digitale Sammlung der Badischen Landesbibliothek Karlsruhe

Uber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen
Widerstandsformel

Noether, Fritz

Leipzig, 1912

Einleitung

urn:nbn:de:bsz:31-272814

Visual \\Library


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:bsz:31-272814

Einleitung,

Der Widerstand, den ein in einer Fliissigkeit bewegter Kéorper
findet, oder der Gesamtdruck, den strémende Fliissigkeit auf einen
ruhenden Korper ausiibt, hingt von der Spannungsverteilung in der
Fliissigkeit lings der Korperoberfliche ab. Von der hydrodynamischen
Potentialtheorie wird gerade diese Spannungsverteilung nicht richtig
dargestellt, im Zusammenhang damit, daB die Theorie der Bedingung
des Haftens der Fliissigkeit an der Kéorperoberfliche, die den beobach-
teten Strémungserscheinungen annihernd Ausdruck gibt, nicht geniigen
kann, Sie versagt daher bei der Berechnung des gesuchten Wider-
standes, wihrend die von Navier und Stokes begriindete Theorie der
Fliissigkeiten mit innerer Reibung auch der Haftbedingung gerecht
wird. Die wesentliche Schwierigkeit aber fiir die strenge Behandlung
des Problems mit Hilfe der Navier-Stokesschen Differentialgleichungen
ist der quadratische Charakter dieser Gleichungen, der ihre vollstindige
Auswertung vorliufie kaum erwarten liBt. Nur von zwei extremen
Seiten her wurde bisher der Versuch gemacht, sie zur Behandlung der
vorliegenden Fragen anzugreifen. (Die Untersuchungen von Helmholtz
tiber Wirbelbewegungen kommen in diesem Zusammenhang nicht in
Betracht, da seine Voraussetzung von Unstetigkeitsflichen in der
Stromung nicht den Bedingungen reibender Fliissigkeiten entspricht
und auch bei verschwindender Reibung zn instabilen Stromungs-
formen fiihrt.!))

o

Stokes?) behandelt den Fall einer Fliissickeit von sehr groBer
Zilhi‘r_fkeit oder geringer Dichte, fiir die die inneren Widerstinde so

grof gegeniiber den Trigheitskriiften sind, daB letztere vernachlissigh

1) Helmholtz; Uber diskontinuierliche Flissigkeitsbewegungen, Ges, Werke,
Bd. 1, 8. 152, Vgl. anch Th. v. Karman: Uber den Mechanismus des Fliissig-
keitswiderstands, Gott, Nachr., 1911, S. 509 u. 1912, S. 547.

2) Stokes: On the Effect of the Internal Friction .., Camb, Trans. 8. [8] @
(1851), p&pl‘.‘!‘.\', vol. IIT, p. 1.

Zeitechrift f. Mathematik u. Physik. 52. Band. 1918, Heft 1. 1
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2 {Ther den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel,

werden kinnen; oder, was auf das (tleiche hinauskommt, den Fall, daf
die Triigheit wegen der Kleinheit der Geschwindigkeit, oder der Klein-
heit dt-:; eingetauchten Korper und der dadurch bedingten geringen Ge
51;hwi]adig}f{'iutﬁulﬂi'l‘ht']litél{t‘ vernachlissigt werden kann. In diesen Fillen
werden L\l.ie erwithnten Differentialgleichungen linear; das Stokessche
Resultat fiir den Fall der Bewegung einer Kugel ist die bekannte Formel
fiir den Widerstand: _ ]
W=06=xuUa,

wo U die Geschwindigkeit der Kugel, a ihren Radius und g den Koeffi-
zienten der imneren Reibung bedeutet.

Von der entgegengesetzten Richtung her, dem Falle kleiner Reibung,
wo die Trigheit ein ausschlaggebender Faktor ist, hat zuerst L. Prandtl
die Aufgabe angegriffen?), durch Untersuchung der Grenzschichten d. L.
der Schichten in der nichsten Niihe der Oberfliche, in denen die an der
Oberfliche haftende Stromung sehr rasch zu der AuBeren Geschwindig-
keit ansteigt. Diese Untersuchungen fiihren zwar zur Erklirung der
,Ablosung® der Stromung und der Wirbelbildung hinter dem Kérper,

sie vermogen aber nicht die Stromung auf der Riickseite hinreichend
szu berechnen, um zu einem Widerstandsgesetz zu filhren. Die wesent-
liche Schwierigkeit liegt hier darin, daB die Fliissigkeitsbewegung auch
bei beliebig verkleinerter Reibung nicht in die reibungsireie Potential-

bewe

mg iibergeht, eben wegen der oben erwihnten Unterschiede in
| den Randbedingungen der Potentialstrémung und der wirklichen wirbeln-
den Stromungen. Dadurch wird es erforderlich, entweder als erste An-
niiherung eine von der wirklichen Bewegung wesentlich abweichende
Stromung zugrunde zu legen, oder aber die nur experimentell ermittelte
Stromung in einiger Entfernung von der Oberfliche zu beniitzen.
Wollte man diese Untersuchungen zu einem mathematisch exakten
Niherungsverfahren aushilden so miifite man, ausgehend von einer
Potentialbewegung, die die Differentialgleichungen streng befriedigt,
aber nicht die Randbedingungen, eine Lisung suchen, die die richtigen
Randbedingungen sukzessive anniihert. Leichter scheint aber der enf-
gegengesetzte Weg zu sein: Ausgehend von der Stokesschen Bewegung,
die zwar die Randbedingungen streng hefriedigt, aber nicht die Differential-
gleichungen, eine Anniherung an die Differentialgleichungen zu suchen.

Dazu soll die folgende Untersuchung einen Beitrag liefern.

1) Uber Fliissigkeitshewegung bei sehr kleiner Reibung, Verh. d. int Math.
Kongresses, Heidelberg 1904; s. a. die Gottinger Dissertationen: H. Blasius: Greni-

schichten in Fliissigkeiten ..., 1904 (Ztschr. f. Math. u. Physik, Bd. 55) E.
Boltze: Grenzschichten an Rotationskirpern . .., 1908; K. Hiemenz: Die Grenz-
schicht an einem ... Kreiszylinder, 1911 (Dinglers Polytechn. Journal, Bd. 326).
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Von Frirz NoETHER, 3

Zu dieser Problemstellung hat noch ein anderer Gesichtspunkt
gefiihrt, die Frage nach dem Giiltigkeitshereich der genannten Stokesschen
Formel, die fiir grundlegende Untersuchungen der modernen Physik
eine wesentliche Rolle spielt, nimlich fiir die Bestimmungen des hypo-
thetischen Elementarquantums der Elektrizitit, der Elektronenladung,
hezw. die Priifung, ob ein solches Elementarquantum iberhaupt existiert.?)
Wihrend fiir die Untersuchung des Giiltigkeitsbereichs der Stokesschen
Formel nach der Seite kleiner Dimensionen der bewecten Kérper hin
die kinetische Gastheorie in Frage kommt, bezieht sich die vorliesende
hydrodynamische Untersuchung, die auch bereits experimentell in An-

griff genommen worden ist®), auf den Giiltigkeitsbereich nach der

Seite wachsender Dimensionen hin. Wie schon Rayleigh?®) auf Grund

einer einfachen Dimensionsbetrachtung bemerkt hat, hiingt die Giiltig-

keit der Stokesschen Formel wesentlich nur von der Kleinheit der
unbenannten ,Reynoldsschen® Zahl ab:

ca U

.“

wo ¢ die Dichte der Fliissigkeit bezeichnet. Daher wird eine An-
nii].lt‘l'ullf__f an die Stokessche Bir\u»;__{ll]'u_f eine I':n['\\i:']illmg der [ni.(-:gra!]u
der hydrodynamischen Differentialgleichungen nach Potenzen dieser
Gribe sein miissen. Zu dieser Entwicklung ist das Folgende nur ein
erster Schritt, indem wir das erste zur Stokesschen Bewegung hinzu-
tretende Glied explizit aufstellen.

Diese Aufgabe wurde frither schon von Whitehead in Angriff
genommen*), doch scheiterte sein Versuch an Schwierigkeiten, die in
der Natur der Stokesschen Vernachlissigungen liegen, wie B. W,
Oseen in Verbindung mit einer .neuen Begriindung der Stokesschen
Widerstandsformel hervorgehoben hat.®) Obwohl im allgemeinen unter
der Voraussetzung kleiner Werte der Reynoldsschen Zahl die Stokessche
Vernachlissigung der Triigheitsglieder berechtigt ist, so trifft dies nicht
mehr zu in sehr groBer Entfernung von der Kugel, wo immer einzelne
dieser Glieder grob werden gegen die beriicksichtigten. Diese hat

Oseen von vornherein mit beachtet und gelangt so zu einer Stromung,
die in groBen Entfernungen zwar wesentlich von der Stokesschen ab-

1) Zusammenstellung bei F. Ehrenhaft: Phys. Ztschr., 11 (1910), 8. 940 f.
2) Allen: Phil. Mag. 5, 50 (1900), p. 323, 519. Zeleny u. Me. Keehan:
Ztschr. 11 (1910), 8. 78.

3) Phil, Mag. (4) 46 (1893) p. 354 f. (Papers VI, p. T8£).

4) Quarterly Journal of Mathematics 23 (1889) p. 78, 143.

5) Uber die Stokessche Formel . . ., Arkiv for Matematik, Astronomi och
Fysik, Bd. 6 (1910), Nr. 29. (Beim Erscheinen dieser Abhandlung war das Manu-
skript der vorliegenden Arbeit im Wesentlichen fertiggestellt.)

Phys.

e
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4 i'her den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.

weicht. in der Nihe der Kugel aber durch diese bei kleiner Reynolds-
scher Zahl appoximiert wird und daher auech zur selben Widerstands-
formel fithrt. Der von Stokes begangene Fehler erweist sich also fiir
seinen Zweck als belanglos, dagegen macht er sich geltend bei dem
von Whitehead eingeschlagenen Wege der weiteren Entwickelung,
indem es sich als unméglich erweist, diese eindeutig zu bestimmen.
Doch 148t sich die Stokessche Ableitung auch auf einem anderen _
Jagenen Wege rechtfertigen, und dieses

als dem von Oseen eingesc
Verfahren scheint leichter zu der geforderten weiteren Anniherung zn
fithren. Wir betrachten nicht wie Stokes eine Parallelstromung, in
der die Kugel ruht, sondern eine Stromung, die durch eine in grofer
Entfernung von der Kugel befindliche Quelle und eine auf der ent-
gegengesetzten Seite in gleicher Entfernung befindliche Senke hervor-
gg_a.yr_u'e-n wird, eine Stromung, die sich ja in der Nihe der Kugel nicht
wesentlich von einer Parallelstromung unterscheidet, wenn die Ent-
fernung der Quelle hinreichend grol ist gegeniiber dem Kugelradius,
In unendlicher Entfernung aber ist diese Strémung wesentlich von der
Parallelstrimung verschieden, und dadurch wird es ermdglicht, daB die
bei der Stokesschen Bewegung gekennzeichneten Schwierigkeiten hier
nicht auftreten. Es gelingt so in der Tat, eine eindeutige Lo-
sung fir die Differentialgleichungen und Randbedingungen

der ersten Niaherung zu finden.
| Mit der Frage nach dem Giiltigkeitshereich der Stokesschen
. Formel hiingt die andere zusammen, bei welcher unteren Geschwindig-
keitsgrenze die bei groBen Geschwindigkeiten stets beobachtete Riick-
stromung und Wirbelbildung auf der Riickseite des Korpers eintrith
Unsere erste Niherung

oibt 'rl”i‘l'IUT_]_‘,'L_'.\' auch hier eine \'t‘)]‘liillti;ft' Ant-
wort, doch bleibt, da diese Grenze schon aus dem Gebiete sehr kleiner

Reynoldsscher Zahl herausfillt, noch abzuwarten, wie durch die wei-

tere Entwicklung diese Grenze beeinflufft wird.

Die folgende Untersuchung griindet sich auf die Annahme stationirer
Bewegung einer inkompressiblen Fliissigkeit. s miiBte allerdings von
vornherein in Zweifel gezogen werden, ob eine solche fiber den ganzen
Dji}brt-zui.i;1];._\_'Iu\in:iﬂ.mgnn und Randbedingungen iiberhaupt vertriglich ist,
ob nicht etwa jede Bewegung von p .

begleitet ist. In der Tat wiirden

unendlichen Raum ausgedehnte Bewegung mit den hydrodynamisehen

riodisch wechselnden Wirbelungen

die genannten Schwierigkeiten auch
dann fortfallen, wenn wir die zugrunde gelegte stationtire Bewegung
durch eine periodisclie Bewegung, #iquivalent einem Pendeln der Kugel,
ersetzten, aber die mathematischen Komplikationen wiirden sich dann

schon wesentlich erhhen. Doch hat C. W. Oseen in der geuannten
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Von Frirz Noermee. B

und einer weiteren Arbeit!) den Existenzbeweis fiir die stationire
Losung eines verwandten Problems durchgefithrt und sein Ansatz diirfte

wohl auch zu dem hier geforderten Existenzbeweis fiithren. Die im

Folgenden untersuchte Bewegung stellt aber nur eine Niherungs-

bewegung in dem Sinne dar, daB in ihren Bedingungsgleichungen di

vernachliissigten Glieder sicher klein sind neben den beriicksichtigten.

§ 1. Die allgemeinen hydrodynamischen Differentialbeziehungen und die
Stokessche Stromung.
Es bezeichne u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten einer Strd-

mung, an der Stelle x, y, # nach den Achsen der z, y, 2 gemessen.

¢ sei die Dichte, u die Viskositiitskonstante, p der Druck der Fliissigkeit.

Dann lauten die Navier-Stokesschen Differentialgleichungen fiir in-
kompressible stationiire Strimung:

e} o ouw\ . op y
a(u 4w +wo )+ 5 uAdu =10
adx oy 0e ox 3
; gy o dv dv op
(1) ti[r(. - v + W A ] B —udr =)
S \" dz oy GES, ay
{ [-'u' cw ow . ep
Glu to—tw=—)+ 5 udw =0
L \ X oy g2/ 02 4
(i). (s gv e 0
= gx gy ° GE y
WO
ot oy e ’
dx* dy* gzt

gesetzt ist
Dazu treten mnoch die Randbedingungen, die fiir den zu unter-

suchenden Fall einer ruhenden Kugel in Parallelstromung so lauten:

An der Kugeloberfliche soll % — v.— w — O sein, wihrend im Unend-
lichen in jeder Richtung u=U, v =0, w =10 verlangt wird.

Die Inkompressibilititshedingung (2 pflegt man in allen Fillen,

in denen eine ausgezeichnete Richtung, hier die #-Richtung, vorhanden
ist, in die keine Wirbelkomponente der Stromung fillt, identisch zu
erfiillen durch den Ansatz:

tn A%

(3) ,_{Z:...r Pl [; v =

gy* fzi?

symmetrie um die X-Achse hat,

Wenn die Stromung auBerdem Achse
ferner angenommen wird, daf die Stromlinien fiberall in den durch die
1) Uber die Stokessche Forme [I; Arkiv for Matematik, Astronomi

och Fysik, Bd. 7, Nr. 1 (1911).
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