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14 iTber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel.
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Nehmen wir das Glied 3, aus Gl (10) hinzn, so erhalten wir end-
lich als erste Anniherung:
0. (R—a)® | F
D1 - & 2 g > ey Ty \
(21) Yo+ ¥ = — p8in’ & 55 | R(2R+a)

—>Scos®(2R*+aR +a)|

Aus Gleichung (21) ist ohne weiteres ersichtlich, dab der Einfluf
des ersten Niherungsgliedes ¥, nur von dem numerischen Wert der

3 eUG  yqi
Reynoldsschen Zahl S =~ ~ abhiingen kann.

§ 3. Diskussion der ersten Anniherung.

Die Gleichung (21) liBt vorliufige Schliisse auf die Stromungs-
form ziehen, die unter dem EinfluB der Triigheit eintreten wird. Die
tangentielle Geschwindigkeitskomponente,

Vo = % SIn & - q cos &
1 2 3 1 dv x
r ér R r dx B

verschwindet den Randbedingungen entsprechend fiir die Kugelober
fliche B =a. Thr Ansties senkrecht zur Oberfliche

dagegen hat einen endlichen Wert und gibt ein Bild fiir die Strd-
mungsverteilung in der Nihe der Kugel. Man erhilt mit Riicksicht

auf das Verschwinden von ’! tir R =a:
{

[' 0¥ 5 ] =k 1 ¢ /1 dw } 1 i)
R /R=a sind gR (H 0B/ g ~ ~ Rsino ¢R* =%
T R(2R+a)— - Scos® (2R aR L a?)
- = e ] r 3
= — Bln & e R = a)
(99) s B P S \
(22) =3, 8md(1— o COS ) -

Hiernach ist der (Gesch windigkeitsanstieg, der bei der Stokesschen

Bt‘wegung auf der Vorder- und Riickseite der gleiche war (da sin & =
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Von Frirz NoerHER, 15

. : T ; S
sin (x — ), durch das Hinzutreten des ersten Niherungsgliedes _ cos &
unsymmetrisch geworden. Auf der der Stromung entgegenstehenden
Vorderseite der Kugel (5 < & <, cos & << 0) ist der zusitzliche Ge-
schwindigkeitsanstieg gleichgerichtet mit dem urspriinglichen fiir S =0,
die Geschwindigkeit ist daher auf der Vorderseite erhoht gegen die der
Stokesschen Bewegung. Auf der Riickseite der Kugel dagegen
(LF <9<, cos 8> 0) ist der zusiitzliche Geschwindigkeitsanstieg dem
urspriinglichen entgegengerichtet und der Gesamtanstieg ist daher hier
verzogert gegen den der Sto kesschen Bewegung (s Fig. 1). Dieses Ge

schwindigkeitsbild erinnert offenbar schon an die wirklich unter dem Ein

Fig. 1. Stromlinie fiir S=1.

fluB der Trigheit stattfindende Strémung: Wenig beeinflubte Stromung
bis nahe an die Vorderseite der Kugel heran; , Totwasser, bezw. ein Ge-
biet wirbelnder Bewegung hinter der Kugel. Gehen wir einen Schritt
weiter und lassen S in der Formel (22), ohne Riicksicht auf die noch

unerledigte Konvergenzfrage, geniigend grof werden. Sobald S> 2 ge-
worden ist. tiberwiegt fiir kleine Werte von & (wenn also cos & nahe
iiber die urspriingliche

an 1 liegt) die riickstromende Zusatzbewegung
Yorwiirtsbewegung, es tritt im Ganzen Riickwiirtsstromung auf der Riick-
seite der Kugel ein, eine Bewegungsform, die der unter gewdhnlichen
Verhiltnissen (d. h. bei grofien Werten der Rey noldsschen Zahl S)
beobachteten qualitativ @hulich ist.

Der vollstiindige Ausdruck der Stromfunktion (GL 21) gibt niiheren
Aufschluf fiber die Stromung in der Nihe der Kugel. Die Rotations-
flichen 1 = const, die ,Stromflichen®, enthalten bekanntlich vollstiindig
die Strumlinir_‘n, ihr Verlauf ergibt sich :pmlitutiv aus dem Verlauf der
Fliche ¢ = 0. Letztere zerfillt in drei Bestandteile :

(1) sin? & =0, d. i. die X-Achse, die wegen der Rotationssym

metrie selbst Stromlinie sein muf.
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16 Uber den Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel,

(2) (R—a)* =0, die Kugeloberfliche selbst, die nach den Be-
dingungen der Aufgabe Stromfliche ist
(3) Die Fliche:

E(2R4 .r:.'_fl : Scos® (2R*+aR +a®) =0

3
S cos &
]

oder R(2E 4 a) = a®

1 N cos g

Die letztere Gleichung bestimmt, als quadratische (leichung fiir B
aufgefaBt, einen positiven Wert von R, solange die Bedingung

i -]
U<ecosdfr <

o

erfiillt ist, also fiir alle Werte des Winkels # zwischen 0 und * 5 einen
positiven Wert von llrt. solange

D=8

Vs T "1 . ’ - .
Fiir & = - ergibt sich stets der Wert R = 0 und fiir & — 0 der maxi-

male Wert von R bei vorgegebenem S. Dagegen ergibt sich fiir die

Lagen des Winkels & zwischen 5 und x kein positiver Wert von R

Wenn S die obige Bedingung erfiillt, so hat die Fliche (3) daher einen

geschlossenen reellen Teil, der ganz im Halbraum positiver z, d. h. n

Fig. 2. Stromlinie =0 fiir §=9, 9 dem Halbraum ver-
e liuft, der, im Sinne
, \\ der Stromung anfge-
!;" P = < faBt, die riickwirtige
d = s J“ S __'fl_ —ivaa _}_ -t’—\._."" Y~ 0 Kugelhiilfte enthilt
e L | ' (s. Pig. 1 u. 2), Ihr
\'\. pe VU _J{ Ly W=l Radinsvektor nimmt
\\\ ,//. von dem Werte R=0
S

fiir £ = - ausgehend

stetig zu bis zu dem Maximalwerte bei 9 =0, der R =g wird, wenn S=

Solange also S < 2, so verliuft die Fliche (3) durchaus

im Innern der Kugel vom Radius @ und kommt als Stromfliche nicht in
Betracht. Wenn aber §= 9 ist, 80 tritt ein Teil von ihr iiber die Kugel auf
e hinaus und bildet eine reale Stromfliche. Sie trennt von
der &uBeren Strimung ein Gebiet auf der Riickseite der Kugel ab, in dem

angenommen 1st.

deren Riickse

virhalnda Sios. o
wirbelnde ?“\lJ(-.rllm stattfinden n.nﬂ der duBeren hjnmmm‘r |rlp1( lurerit‘h‘
tete Be \\wrrn g der n f

ng lings dex [nnenseite der Fliche | -J , Riickstrémung ]ngs
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Von Frirz Noeraes. 1"'

der Kugeluberﬂiivhe. wie wir oben schon fiir § > 2 aus dem [:Ee:u:}l\\'imlitﬂ"
keitsanstieg schlossen. Man erhiilt also das Bild des bei grofleren Ge-
schwindigkeiten beobachteten \\"irhelringa-.u auf der Riickseite der Kugel.

Als untere Grenze fiir den Eintritt der Wirbelbildung erqgibt sich der
Wert der Reynoldsschen Zahl S = 2. Da allerdings diese Grenze iiber
das Gebiet kleiner Reynoldsscher Zahl der Voraussetzung wunserer
Niiherung, hinausfillt, so bleibt abzuwarten, wie weit die Grenze durch
die weitere Entwicklung noch verschoben wird. Es ist noch zu bemerken,
daf mit wachsendem S der W

belring sich sehr rasch, besonders fiir
kleine Werte von &, vergrofert, doch handelt es sich hier wohl um eine

Wirkung der Vernachlissigung hoherer Glieder, wie die Fortsetzung

der Entwicklung zeigen wiirde.

§ 4. Widerstand nach der ersten Anniherung.

Der Giiltigkeitsbereich der Stokesschen Widerstandsformel hiingt
von dem Widerstand ab, den die aus der Stokesschen und der Annihe-
rungsbewegung zusammengesetzte Bewegung ergibt. Es ist indes leicht
einzusehen, dafl die bisher aufgestellte Niherungshewegung noch keinen
Beitrag zum Widerstand liefert; wir beweisen das an den expliziten
Formeln fiir den Widerstand.

Bezeichnet # die Normale eines Flichenelements an der Grenze
einer inkompressiblen reibenden Fliissigkeit, s eine beliehige Richtung
in diesem Flichenelement, so ist der Ansatz fiir die Spannungen in
diesem Flichenelement, der den Differentialgleichungen (1) zu grunde
liegt, der folgende!):

Die Normalspannung (positiv, wenn vom Flichenelement nach der
Seite der Fliissigkeit hin gerichtet) ist

o

(23) - 4924 L
(23) Dun=—P+2p 52,
die Tangentialspannung in Richtung s:

(24) b o (0% %)
N Pas u t 2s ' on ) ?

wo v, und v, die Geschwindigkeitskomponenten in den betreffenden
Richtungen bedeuten. Die GréBen v, und v, sind hier aus den gefun-
denen Formeln fiir die Stromfunktion 1 — U, + ¥, zu entnehmen, wihrend
p bis auf eine belanglose additive Konstante aus den Grundgleichungen
(1) bestimmt ist. Wir erhalten aus diesen fiir die Kugeloberfliche, mit
Riicksicht darauf, daB nach den Randbedingungen die Geschwindigkeits-

1) 8. FuBnote auf S, 8.
Zeitschrift £, Mathematik u. Physik. 62. Band. 1913. Heft 1. 2
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