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H den Hauptkreis koujugierten Punkten identisch ; das

1 Jia 1 1 161 huai W 1 1 11 4
jeißbt , jeder dieser Strahlen schneidet à und den Hauptkreis

lenselben beiden Punkten , ist eine Hauptsehne von &. 80

die zuptsehnen von auch bei inärem

konstruieren ; wir brauchen nach dem früheren

ut erst nachzuweisen , daß wir immer zwei reelle Geraden

§S J. Aufstellung der einfachsten Transformationen „ E “ der

Ebenen des Raumes , die auf einer Kugel eine Berührungs -

formation der Kreise erzeugen .

strans -1 U 1 33 185 T1 An 12 1 1 *
1. Da ein Punkt in der Theorie der Berührung

kormationen als Elementverein aufzufassen ist , wird man ,

21 1 3 2
wenn es sich um die Berührungstransformationen der Kreise
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nden ist eine algebraische Verwandtschaft

E zwischen den Ebenen des Raumes , und wir können uns

umgekehrt B durch Eü erzeugt denken . Da ein Punkt von

berührt , sehen wir :1 Tvaice icçtGein Kreis A .

5 n
Die mit B verbumndene algebrdisché Hbené ,
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Sie führt also & in eine von ihr verschiedene algebraische
Fläche C“ über , so daß zwischen den Berührungsebenen der
beiden Flächen eine ein - eindeutige Zuordnuns g besteht
Welches ist nun die Klasse der &“ ? In welcher geometri —
schen Beziehung stehen S und &ꝰ? Kann die Juordnung
zwischen den Berührungsebenen von S und d als Teil eine
durchweg eindeutigen bekannten Transformation der Ebenen
des Raumes dar ; 18 nstellt werden ? Dies sind die Fragen , dié
sich hier sofort erheben und deren Beantwortung uns zugleich
zu einer konstruktiven Definition der Transformation E ver —
helfen wird .

. Wir nehmen eine Ebene e betrachten den in ihi
befindbllichen Kreis ( e) von & als Enveloppe des Sy6 tems Seine ! l
D 1 5— ˖0 e e Ri g f ꝗan inFunkte ; dourch Anwendung von B erhalten wir hieraus eln
System von Kreisen . dessen Enve OPPE Sich aus lauten Kreisé eEn4 6. f KF 13 EFMans 130 62 ), ( E6) . . . . . , zusammensetzen soll ; die Ebenen dé1 2 3
Kreise des Systems durch E eindeutig den Ebenen Zu—
geordnet , die & in den Punkten von (e) berühren .1 Und Um -
hüllen eine der & umschriebene abwickelbare Fläche ; deren
Schnittkurve mit der Kugel & ist nun die Envele ppe des
obigen Kreissystems und setzt sich deshalb zusammen aus
den Kreisen ( e1 ) , ( 2“ ) , (e30). . . . . , deren Ebenen 1 15

in der Verwandtschaft E der Ebene s entsprechen

chnittkurve nur aus νσνσν Kreise , so kann
die abwickelbare Fläche nur ein Kegel II. Grades sein . dei

längs dieses Kreises berührt ; wenn das durchweg statt -
findet , ordnet E jeder Tangentialebene von & nur wiedel

nen von G zu und erzeugt deshalb auf & keine

eigentliche rührungstransformation , sondern eine Punkt —bon. — Setzt sich aber
uhni

tkurve aus ο -
Kreisen zusammen , so besteht die abwickelbare Fläche aus
lauter Ebenen , die diese beiden Kreise gleichzeitig berühren ,
und kann infolgedessen nur der eine der beiden Kegel II .
Grades sein , die durch die beiden Kreise hindurchgelegt
werden können ; auf diesen einfachsten Fall wollen wir uns
hier beschränken und machen deshalb die weitere
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JorauisSelatmg Die Beriihinungqstransſonmation B ordun

Jedem Nyeise ↄibei Kyeise Z2u, ( die epentiuell Sοανάemen fallen .
önnen ) .

Nach dem vorangegangenen folgt aus ihr :

Die Veribandtschßt E 8St οju¹tiq ; Cinh⁰νν Tanqential -
ſeegſel de Ku) α˙ σ fliſint sie in eine KeαοLσ HJ. Grades uben ,

de%% ο in, ονοοει Pumnleten berlſint , uνι , d HẽZ½ 15 e der

Kyeise , im denen der Jetætere die Nuqel Schhνιiet , Sind gerddeé
Ile Uο E Gen. Lbene 8 SUeoονννναten Ebenen , νονν Me
L7 3 3 77 —37 5 8
EHEne ude8s Beruihαννινu0NS 7*˙08eS s Tamnqentidlſhbeαονά⁵ Ist .

3. Nehmen wir nun einen Kreis (és) der Kugel &ꝙ und

auf ihm ein Linienelement J, dessen Punkt P sei , so ist “

das den beiden Elementvereinen P und (e) gemeinsame

Linienelement ; da P durch die Berührungstransformation B

in einen Kreis ( “ ) verwandelt wird , sind die dem “ ent —

sprechenden Linienelemente diejenigen , die die zu ( e) ge —
hörigen Kreise (e1)) und (e2“)) mit dem Kreis ( à “ ) gemein haben ,

und das sind , da nach dem vorangegangenen die Ebene à “

die Kreise (ei “) und (&2“) berührt , Zzwei , auf jedem der Kreise

(61“)) und (ea“) eins . Demnach fließt aus unseren Voraus —

Setzungen der Satz :

Durch B ꝛb ſedes Linienelement l in æibeit Linlien -

( lemente 113 . l½ lubengefuhrt , die in derselben Lhene liegen .

Wenn l einen Kreis ( e) dunchilduft , so beschieIben Ii ! uu .
f 3 *einen dler ihum Sααοοοννten Mreis - (E1“%) L , ( 82 ) . Um -

gelbelirt gehiõrem li , uν,eꝑ là ααιp ] , h . den Kreisen (ei“)
undꝗ ( E an , ebemm ein Hl ' ement des Kyeises ( e) ist .

Hierbei kann der Fall eintreten , daß (er“) und (ez“) ein

Element Jo“ gemeinsam haben ; dann gibt es auf ( ꝙ) ein Ele -

ment Jo, dessen beide entsprechenden in 40“ vereinigt sind .

Solcher Elemente ist jedoch höchstens eine einfach unend -

liche Anzahl vorhanden , da durch Budem Punkt von Jo der

Punkt von Jo“ zugeordnet ist , während wir vorausgesetzt haben ,

daßb i. A. ein Punkt in einen wirklichen Kreis übergehen

Soll . Diese Elemente o und Jo“ bilden zwei Elementvereine ,

die wir später finden werden .



Nehmen wil

ment gemeinsam haben , so wird jedes der ihm entsprechenden

jetzt zwei Kreise ( s ) und (7) , die ein Ele —

Elemente 11“ und J½ einem der Kreise angehören , der dem

(e), und einem der Kreise , der dem ( 7) zugeordnet ist ; das

ist aber nicht anders möglich , als daß etwa (ei “) und ( 11

sich in 117, ( &2“) und (½%½) sich in ½“ berühren . Deshalb

miüissen , wenn wir alle Kreise ins Auge fassen , die si

berühren , die ihnen entsprechenden sich in zwei Büschel

orduen , nämlich in den Büschel der sich in I “ und in den

Büschel der sich in J2“ berührenden Kreise . Hiernach hat

lie Ebenentransformation E die folgende charakteristiscl

Eigenschaft :

Dyeht Sich, eine Hbene s um eimne Tanqente der NK

S, 580
Besehre

Hen He He 77 I - uNel E SDοιεον uete 77 FEhe 7

E. “, E Yνν benenbüschel , deren Aæen ti “ uαꝗ 80 DνWjls

/ 11 777 85 SC0uυn 8YI 7//ο Stimmmmen

Ebene , die den dunchet Laufende, , BerùuhmunꝗScç ] e Yο

6 Itsyriolit .

Wegen der sich hierin ausdrückenden engen Beziehuns

ler Kugel C zur Transformation E wollen wir G als 8
Guνaouαε “ ‚ v %n E bezeichnen .

4. Wir haben soeben eine mit E verbundene zweideutig

Beziehung zwischen den Tangenten der Grundkugel auf —

gefunden ; wir wissen von ihr nach den Erörtérungen , die

sich an den vorletzten Satz der vorigen Nummer schlieben ,

dabb es höchstens — einfach unendliche Anzahl von Tan —

men to gibt , deren beide entsprechenden sich in eine ,

vereinigen , und daß nur dann , wenn eine Tangente in einer
0 7

7enten 1 2Ebene èe liegt , auch die entsprechenden Tan ,

bzw . den entsprechenden Ebenen eEz, ez“ angehören . Es tritt

nun sofort die Frage auf nach dem Gebilde der Tangenten ,

die den durch einen Punkt I gehenden Tangenten entsprechen .

Wir haben dabei drei Fälle zu unterscheiden :

a ) IE ist ein Pumbet der Grumndſeuqel : Dann liegen alle

Be -

jenden bilden

durch gehenden Tangenten in der zu 7 gehörigen

rührungsebene o von C, und die ihnen entspre
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len Tangentenbüschel des Kreises von C, der in der Ebene

0 liegt , die der Odurch E zugeordnet ist .

b) 3 760 Mehnt duu 0 7* 6 Jονα¹i½iel , GDν empfänqt

ndeStensS ) 7„1 Ianqente to , Jerelt CUεfοονhH “ nde Sie in

( ee , 6%“, vereinigt haben , Es seien deine weitere Tangente

us P und 41“, 4½ die ihr entsprechenden ; der Ebene ( to d)

sind dann durch E die Ebenen ( to “ di “) und (to“ 42“) Zuge -

rdnet, und deshalb muß to“ durch den Schnittpunkt A“ von

1 und da gehen . Dasselbe gilt für alle Tangenten aus

ist eine von ihnen und æi “ die eine ihr entsprechende

Tangente , so kann , da æà nicht in der Ebene ( é d) liegt , æ. “

weder der Ebene ( to “ 41“) noch der Ebene (50“ d½“) angehören ;

la aber und d in einer Ebene liegen , mub 41“ mindestens

ne der beiden Geraden u7“ und dz“ treffen , und das ist
i

nur möglich im Punkte . In diesem

Tangenten des Punktes ＋7 ihre ent -

ich durch denselben Punkt F“ .

C) FN is,t ein Pumlet des Hadumes in allqemeinen Laqe :

Dann nehmen wir zunächst zwei Tangenten 4 und 5, die

durch Je gehen und deren zugeordnete Tangenten 41“, d2“,
8
1 02

sich und ebenso Y1“ und 5½“; ferner werden noch der Ebene

von einander verschieden sind . di “ und az“ schneiden

( ab ) etwa die Ebenen (di“ bi“) und (az“ 02“) entsprechen , 80

laß sich auch d. “ und 51 , sowie z “ und 5½“ schneiden . Da

nicht in der Berührungsebene von O liegt , die durch a
/

läuft , gehören weder 51“ noch 52“ der jener entsprechenden

Ebene (di“ d. “ ) an ; ebensowenig auch d. “ und az“ der Ebene

( 51“ 02) . Aus diesem Grunde müssen die vier Geraden 41“,

„61“ , ö½ etihede , ein windschiefes Vierseit bilden ode , alle

durch denselben Punkt laufen ; aber es ist nicht möglich ,

daßb etwa 61“ durch den Schnittpunkt von di1“ und d “ geht

und 52“ nicht . — Laufen nun die vier Geraden durch den

selben Punkt “ , so nehmen wir eine beliebige weitere Tan —

gente à aus und die eine , i “ , der ihr entsprechenden
Tangenten ; da nicht in der Ebene (aòh) und deshalb æ,

nicht in den Ebenen ( 4i “ bi “) und ( az “ ö2“) liegt , da ferner 41 “
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mindestens eine der Geraden d. “, d und eine der Geraden

51“ b2“ treffen muß , kann æ1“, wenn es nicht auch durch 2
läuft , nur eine Gerade einer der Ebenen ( 4i “ 02) und (dz“ bi“
sein . Die betreffende Ebene aber müßte dann sowohl der
Ebene ( aαπ ) wie der Ebene ( Orα ) entsprechen , und zwar un —

abhängig von der Wahl von 4 ; dies würde eine Ausartung
der Transformation E bedeuten , die wir ausschließen können
Mithin muß æi“ durch laufen , und wir kommen auf den

vorigen Fall zurück ; in der Tat gehen jetzt auch durch 1
Tangenten , die nur je eine einzige entsprechende haben ,
nämlich die Verzweigungselemente der Korrespondenz , die
zwischen den Kanten der aus 7 und Æ an C kommenden

Tangentialkegel durch unsere Verwandtschaft erzeugt wird
— Wenn also A ein Punkt des Raumes in allgemeiner La

5 *ist , bilden 41“, 47“, bi“, bꝛ“ immen ein windschiefes Vierseit

96

nehmen wir dann eine beliebige Tangente à aus R, 50
können , wie früher , die ihr entsprechenden Tangenten 22055
und æ½“ keine Geraden der Ebenen (41“ d2 ) , G1“ 52) ) ,

2“) dieses Vierseits sein . Da aber 1 Und à, “ je eine
549 (

der vier Seiten des Vierseits schneiden müssen , S0 kann das
nur so geschehen , daß etwa 47“ die Geraden 41“, 6 Und ½“

5die Geraden d3“, ö1“trifft . Lassen wir daher den aus Æ
an C kommenden Tangentialkegel durchlaufen , so wird Ni“
an den Geraden d1“, 2 “ und à “ an den Geraden 4“ , J1“ ent -
lang gleiten , dabei immer die Fläche & berührend Hieraus
aber ergibt sich mit Leichtigkeit , daß 1 und àz“ zwei ver -
bundene Regelscharen beschreiben , deren Trägerfläche B die
Grundkugel C in unendlich vielen Punkten , also längs eines
Kreises berührt . — Indem wir die ersten beiden Fälle als Aus —
artungen des dritten Falles ansehen , fassen wir unser Er —

gebnis S0 zusammen :

8 „N 7 1 7Dye V Sicn 6¹17˙ Tauiqente 667 E gꝛ¹ναν ＋ν 6οι
7 D 7 13 4Puuulet Ie , so Deschieibhεe MMie heiden iſiu dνjP¶νοe᷑ Sινεοαιεten

Tanqenten 2 Pdds : DEιπνοα %,x HegqelSchJUaen , Cenen Lοαεν -
Adchie 24 Me Grundſeu¹άεl Lduꝙs Cον Kue 8⁸ heflihnt .

Aus diesem Satz folgt sofort :
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Jeder Hbene & du¹s entsprechien vνσπ0ͤͥge E Sνο Be -

nüinungsebe ND²Eο ον E.

Oder :

E flihirt ein Hbenenbundel in eine Hdche II . Klasse

iber , Me Me GCuιάꝛ¼muqel Lanꝗs 64ι , Nye I8e deylihint .

5, Genau dieselben Uberlegungen können wir nach

unseren Voraussetzungen mit den beiden inversen Trans —

formationen B- i1 und E—I1 anstellen ; wir wollen die Bezeich -

nung so einrichten , daß wir sagen : Durch E —t sind einer

Ebene s“ die Ebenen ei und ez zugeordnet usw . Insbesondere

geht die Grundkugel S , die wir auch mit “ bezeichnen ,
lurch E— in eine Fläche über . Nach den vorangegangenen

Erörterungen können wir jetzt die Art der Flächen &“ und

bestimmen . Um die Klasse von C' zu finden , sehen wir

nach , was für ein Tangentialkegel aus irgend einem Punkte

I an C geht : Dem Ebenenbündel ( π entspricht vermöge
Esi eine Fläche II . Grades P , die , gleichviel ob sie allge -
mein ist oder ausarteét , mit C einen und nur einen Tangential -

kegel gemein hat ; keine andere Ebene außer den Berührungs —

ebenen von P schickt eine der ihr durch E zugeordneten

Ebenen durch F7' . Als0 wird der aus an C' gehende

Tangentialkegel durch die Ebenen gebildet , die den gemein -

Samen Berührungsebenen von & und P ( eindeutig ) entsprechen ;
la diese einen Tangentialkegel von S umhüllen , ist er nach

lem letzten Satz von No . 2 dieses Paragraphen ein Kegel

II . Grades , der &S in zwei Punkten berührt . Daraus folgt
als Antwort auf die ersten beiden der anfangs aufgestellten

Fragen :

Die Flachen &“ un U, in die die Gοmuννε,ν . Sꝯ
duunοο E u Eν u bèergelt , sind Fläàches L . Grades aαν

berlilinen siée qe Ilàngs eines Kreises . Dièe Hbenen dliesen Kreise

Seie , dals diè „ Hauptebenen “ ꝙ an ν beεuιumet .

6. Umgekehrt wird durch E in eine Fläche ver -

wandelt , von der S S & ein Teil ist ; und zwar ist immer

eine der Ebenen é: “ und e2“/, die einer Berührungsebene é

von W entsprechen , Berührungsebene von S . Berührt also
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zugleich ꝙ 80 Und e 1

sammen , die G' und berüh :

heißt aber :

96e77 Hοιαν,/ꝗuhen . 56 * i / 771 CHινιοσνν L, 71 CNνν
8 63 f ö 5SDαιν fν ¶Cmdmunnοεννꝭi²eHι 7767ʃ 07 914 7

SSEN. ſSt 4 , Cey- Hauyptebenn- deι E die Ha Meben

ꝙ 67 Jolltiq Sσ/νσννννu ] t 70α CH6 6 Uο ν hοο 7E7

Tanqente 0 % α/ο οανιαεσAνν ꝙ“ HDefiνUilichie .

wWir daher einen Punkt P von ? lie
beide

ihn gehenden und in liegenden Tangentel
24 7„ 1 N01 8 F ai Pa ! Fa·Sind diesen durch E eindeutig zwei Tangente 0

Ebenel

7n 1

mnete Tan -

genten 1 C% ſgje die tunle einer dei 9
mit eilner der Hbenel Seiln uUnd déshal

N hnitt let 77 1.ꝶ7Gen Schnittpunkt Fen und gehben . WIr hal 8

len schon früher leuteten Fall :

Dyeht S7 ο eειννν, Tangente Ce, GYuνάuHe ⁹⁹] enmnen
Punlet der Hauptebene ,, So Helden die ihi , in E ehαννeοj,h - eν - ²
den eineι ÆE“αναοl, dessen Scheitèl den Hauptebene ꝙ“ Jieqt .

Oder :
W 0 nEi , Hbenenbundel , desS , Scheite , eig Piſiſhet der Hauyt —

Gende d & αο , ανιν E Oαεοσε iνν Oᷣ SO/CHES , Ge .
dem Scheitel in ꝙ' , vihοο,qm̃efiihut

1 1Dasselbe gilt natürlich auch fü N unter Vertauschung
und mRmithin 7 n 8 2VIn und ꝙp' ; mithin erhalten Sνε8αενινν αοι⁰ νdtFel -

50 75 57 f 777 5 577 57•̇ 9GCEννν οο ν σ CUο UnjNBEadeehuρνάeοeι ] ddνtuieiε AMNνάναι„ MοSᷣe
Zuuord . ˙79.

Sind P und P zwei in ihr zusammengeordnete Punkte

so gehen die Ebenen , die vermöge E den Ebenen aus 7

entsprechen , sämtlich durch P' / , und die Ebenen , die vermöge

II
E —- den Ebenen aus P entsprechen , sämtlich durch P

Wenn ç und 0“ ein zweites Paar zusammengehöriger Punkte



von und ꝙ sind , so folgt das analoge für die Ebenen , die

31
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ſurch PO und die durch F gehen ; wir haben also erstens

tlen 8

Lin L⁵ Nh⁰Eινά⁰ẽꝭSWũcel, CeSSονσ · Aαε Nνde Hauyptebe 77e u Jieꝗt .

dCurelh E ꝛbνe%,juůur n, einν, , sSolehe - Mit der Ace in ,

νεiαοννt . σπσœʃ· besteht S7ννfα¹ ) deνẽ heiden Buischeln eite

Norrespo - CeNn2 91¹

Jweitens erkennen wil laß wir auch ↄννιsẽαα deν Ge

6— deινν DO0ο ν νuασ 0 ο Wed7 oundεννẽͥtiq 119L-

hydische ZuordJ - Haben Die beiden Verwandtschaftel

zwischen den Punktfeldern und zwischen den Geradenfeldern

stehen offensichtlich in der Beziehung zu ein —

mder , daß in ihnen inzidenten Elementen wieder inzidente

Elemente entsprechen ; daraus folgt

D. E Schen den Feldern der beiden Gνοο -

67 D οα Cνπν LKoOllineadti 7% eHheuον,1“t .

§S 2. Konstruktion der Transformation E.

Wir können jetzt an die Beantwortung der dritter

agraphen aufgestellten Frage gehen ; und zwal

Kollineation aufweisen , die eben —eine räumlic

durch E zwischen den Ebenen der Klassenflächer
5

Vorgerufene eindeutige Beziehung erzeugt . Zu

erinnern wir uns , wie wir zu einer Ebene e

eiden entsprechenden 8,“ und ez“ gefunden haben : Der

zu é gehörige Tangentialkegel E von & ging durch E über

in einen Tangentialkegel E' von C und dieser schnitt zwei

in S ein , deren Ebenen et“ und eaz“ waren . E nur

G in zwei Punkten , den Durchstoßpunkten der Ge

raden 61“ e “ durch C, und diese liegen auf dem Hauptkreis

der Grundkugel C, also haben wir das folg ende Resultat ,

das allerdings schon im vorletzten Satze des vorigen Para —

graphen enthalten ist :

Die heiden Lbenen , die duncſt E Jyge % Hbene eul -

FJeOVdαπνρι Slομ νε, SCινενꝗe

Hοάν



/Gerade S eο e= e2 & entspricht in der Kol —Die

lineation der Felder und ꝙ“ der Geraden ⸗Se . Ersicht -
lich geht durch 9
dem E' , die & berührt , und diese Lbenée èl igt den Hbenèe e

bindeutig auugeordnet . — Drehen wir és um eine Gerade u . S0

bewegt sich der Scheitel des Tangentialkegels E auf der i.
Bez . auf S reziproken Polare von n ; da dabei die aus dieser
Polare an & gehenden Tangentialebenen 715 72 festbleiben ,

bewegt sich der Kegel E' so , daß ihm immer die den Ebenen

71 Tz Zugeordneten beiden Tangentialebenen von C' angehören .
das heißt so , daß sein Scheitel die Schnittgerade derselben
durchläuft . Damit haben wir gezeigt : Wenn sjeh & uum eine

auch die Ebene e“ des Kegelschnittes , in

Gerade m dreht , beschnbibit quν ) L e νν “ benenbUSö,ç,el ( ¹ ) . —

Gleichzeitig durchlaufen die beiden Geraden = e , und

. S elνοο die Strahlenbüschel um die Punkte ( m, ) und
( n ' , ꝙ) , die aufeinander durch die Kollineation zwischen 9
9 Projektiy bezogen sind ; folglich sind auch die zu ihnen

perspektiven voοσ νασ α ο hοſα,C . , Khenenb sh ( n )
uο εn ] projeletiv . Das heißt aber , daß auch die Beciehungꝗ
Susαie¹ σ nuinα ii , Hollineation ist . Diese Kollineation
nun führt C ebenso in C ' über , wie es E tut ; denn , sobald
é die C berührt , fallen 61“, und &“ in dieselbe Berührungs —
ebene von C“ zusammen . Also ist sie die gesuchte eindeutige
Verwandtschaft der Ebenen des Raumes , und wir haben ge -
funden :

Vit qeder Transſormation E ist einé Kollincation C derant

verbunden , ddſ C die Grundſugel in ebendieselbe FIdclle
O iuberflilirt iwie E, und ætbοα, . duuch in derselben Weise .

Gleichzeitig hat sich der Satz ergeben :
Drelit sich ein “ Lbené um eineé Tanqentèe den Grumndleugel ,

80 drelit sicli qedè den beiden ih entsprechienden Lhenen ddett

Brojeletid umm qe eine anderè Tangente .
2. Hieraus folgt sofort eine Konstruktion der Trans —

formation E :

Im die einen Vhene è vermög “ é E entsprechienden Hhpenen

e1 „ E2 2 ονESnuieren , nehime man diée der è durch C uge -
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eotuνiννε, . S hπε iiiα,ο,j,nↄ die duueeeh 777

Folarsystem 50 /ο der 8 oννNA
— 2

FEhene A., Nehnme dieé
NRET ö . 8 5 5

d der A duren ie KOL1 etiont C SR %οeαeten Hhene -

SCιοο αννν ον1) ιν eraden von 9 Schhh‘ i ‘ ν , Uν





Transformationet

ormatior

nIArelse , Und 6

Auch hierbei



formation E einer Fli

kugel & längs eines Kreises berührt ?

2. Wir untersuchen zuerst den 1 n den dul
E ein B hrungskegel v 8S0 1 Keg HE des K

Tgent , Ger- Iin EWe TUnkten eru 5el Al80 Eln
beliebiger Punkt , S0 umhüllen die Ebenen é, die mindesten

1 4 % E 11e der ihnen in E zugeordne ten EFbbenen 68177, 82 lren

Schie Fläche II. Grades
1 14dle ErW W 1 Ind

83 4 8 RR 1 1zWar geht , Wenn die Ebenen 1 ind 62 VOII nan E=N
schieden sind , immer nur eine von U1 RGA

r PRR f 191anderen Fall A aUuI mhrer Schnittiin und soml 1in Gel

ELI den
7 D *K 14 neinsan

V * ꝗ II N

laufen ; das heißbt : K ist von IV D n K

lie Grundkugel & in zwei Kreisen (c) und ( 6) schnei

muſß K sie in den vier Kreisen ( &. “) , (, ) ) , (8. “)), (6.“/) durch —

setzen und deshalb in zwei Ke

zerfallen , die S ebenfalls je

Ferner besteht zwischen dem

( a) und jedem der Tangentenbüschel Kreise (di“) und

leutd½“) vermöge E eine eine Beziehung : qeder Tangente

von (c) ist eine Tangente t1“ von ( . ) ) und eine Tangente
f12) derart zugeordnet , daßvon ( G urch E einer jeden Ebene

aus t eine Ebene aus . “ und eine aus 4“ korrespondiert .
Diese beiden Beziehungen sind demnach perspektiv zu der

lurch E hervorgerufenen projektiven Beziehung zwischen den

Ebenen des Kegels , der die Grundkugel & längs ( &) berührt ,

und den Ebenen des ihm durch E zugeordneéten Tangential —

kegels von C' , der (ar ! ) und ( c“) in & einschneidet , und

deshalb ebenfalls projektiv . Hieraus folgt nun der Satz :

7 7 7J⁰ . ν οενιαοẽ, Ehene Tatgentidlebenen CIοοοσt ME

6 K SUοeοαοιννονj)uetiq berlih νανν Kegels II . Gyades
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4. Jetzt kehren wir wieder zu unseren beiden E - Trans —

formationen Er und En zurück : Durch Er geht die Grund —

ugel & in Sr ' = X über und dur - Elr wieder X in XI

und Xz“ ; die zwischen den Tangentialebenen von &S und denen

von XI“ und X: “ vermöge ( Er Ert ) bestehende Zuordnung

kann nach dem obigen Satze durch zwei Kollineationen , C,.
und Ca , erzeugt werden , und es sind einem Tangentialkegel

von Gin ( Er : Eu ) dieselben beiden T:

von XI“ und K von X zugeordnet , wie durch C, und C, : dei1 2 2 1 2
Ebene s ferner des Berührungskreises von K entsprèechen inDI

»Erh ) die Ebenen 611 und eiz“ der Kreise , die KM“, und

die Ebenen eai “ und e2z“ der
52 Kreise , die K in & einschneidet

Durch C. und C: aber sind zwei E - Transformationen E, und

E, bestimmt , in denen der è gerade dieselben Ebenen 211
und eiz “, bzw . ezi “ und esz“ zugehören ; folglich zerfällt

Ei Ert ) in diese

haben sonach :

2
beiden Transformationen E, und Ez. Wit

Die GUονFfνα·ton , Me 77⁰⁹ο,αν 176 ALDFindnde 529

SeHννεενν,, jnit deVSAIbh-νάσÿꝛGνDNI 200el Beνgtete , E- Tyuansformatiome 74

eνtSte / ½fdllt αισειεεεν ανν ehνi˙ E- Nyansformadtionen , Mie oben -

MeselIbe Gu¹νuuqel hesitæen .

Dieser Satz bedeutet :
f 1 .

Die Transfofmationen E Hανν Cονs CGC] οο .

§ 4 . Die fundamentalen Transformationen E, .

1. Die Kollineation C, von der eine Transformation E

bhängt , erzeugt zwischen den Punktreihen der Kreise , die

sich auf der Grundkugel & in den Hauptebenen und ꝙh

befinden , eine Projektivität , und durch diese sind 2weiU
Kollineationen bestimmt , die ꝙ in sich selbst überführen .
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SE7

8477 S8641e KOUP eα, 00 D C οοανάννροσει

721⁴5 ULꝗSGοοονάει 1 ο,＋i 77 tion Es . e 2½⁰ο

ö N E 570 Kollinead C 7¹ 710

N 0 6 42 77 7 77 1 DRe B

/ F I 8

E= D iE„ 6

Seien C“ und * Zentrum und Hauptebene von Co,

so sind in 5* die beiden Hauptebenen und ꝙ des allge —

so zusammengefallen , daß die zwischen ihren

Feldern wCo und Es erzeugte Kollineation zur Identität

geworden ist ; mithin erzeugen auch Eö- und die sie bestim —

mende Kollineation Co “ * — in 5 * eine Identität , das heißt ,7
Co* ist auch eine Homologie mit 5 * als Hauptebene . DasJ 1 7 1

Zentrum von Co * ist ebenfalls C&“, da jede der Ebenen des

rus C* kommenden Tangentialkegels von & in E umkehrbal

eindeutig sich selbst entspricht . Da nun , wie am Ende von

§ 2 bewiesen wurde ,

ist , erhalten wir ein Paar sich in Co * entsprechender Ebenen

U, 7 , wenn wir ein Paar in Co zusammengehöriger Ebenen

rC Cre Ibenen ersetzen , die durch ihre gemeinsame

Schnittlinie mit 5 * gehen und ihnen im Polarsystem R von

konjugiert sind . Inzidieren C “ und 5* nicht , so haben

Co und Co * je eine charakteristische Konstante , bzw .

So daßb





unden ; proqlzieren

Tmationen



ten Punkttransformationen aus 1 Faundqνẽi¹ntdle /lande

Berliſinimngstnansfonmationen “ ableiten , die aus den fu

mentalen E - Transformationen folgen ; deshalb werden wir uns

nur mit den fundamentalen Berührungstransformationen !

schäftigen . Wir können von ihnen sofort das folgend

aa P * 7 1 1 12 neh 1Um reelle Transformationen zu erhalten , nehmen v
1 7 * 8 Inur SOehe LYAοOmaHhonee C 6 67 fe ˙ο 17 7

im Innern von & liegt , denn Pricht einem

reellen Punkt von & immer ein nd nur dant
1 1 1 50 1Seht jqeder reelle Kreis in zwei e Krelse Ubel

K4 AkK 1 3 Ba Es 4 ·1e charakteristische Konstante Vérbul ne
H nn 12Homologie Co mußb deshalb , weni denden Typus
gehört , die Bedingung

und , wenn Eo zum nichtschneidenden Typus gehört , die Be —

Uungung

erfüllen .

2. Auch die fundamentalen Berührungstransformationen
ler Kreise zerfallen , gemäß dem Verhalten der fundamentale N

E - Transformationen , in drei Typen : Bezeichnen wil AlS den

Haulpthreis « einer fundamentalen Berührungstransformäation
las Bild des Kreises von G, der in der Hauptebene der zu —

gehörigen E, liegt , so unterscheiden sich die drei Typen
dadurch , daß der erste einen reellen , der zweite einen ima —
ginären und der dritte einen in ein imaginäres Punktepaar
ausartenden Hauptkreis besitzt . Ferner gibt es unter ihnen
zwei besonders einfache Arten von Transformationen , die
entstehen , wenn das Projektionszentrum S entweder im Zen —
trum C“* oder auf der Hauptebene 3* der projizierten E ,
gewählt wird ; die erste Art ist die der Dilatationen und Soll
zuerst behandelt werden :



Emub

rühre j perbe WFalle vom schneidendeé im

en 1 lichtse hneidender us sein , wenn

man ( Dilatation erzeugen v Olgt

7 FSeHe 2 SSE/ 8YC/ 7— 2 DAανOοεο CGeοmmοννt 66

damentalen Beruhrungꝗstrans It 0 Kroeise ,
7 7 enNL . H7 Nο 6 3 Jeν J. DEνοοEαεE⁊¼mu

5 C 7 H 6 f Dtt e0 -

Y. ⁰ 8 C Dilatation

II del parabe schen Geometrie en SPre
iner Dilatation jedem Kreis zwei Kreise , die zusammen —

graphische Projekt Kugel auf die Ebene ist um —

kehrbar eindeutic In den beiden anderen Geomeétrien gilt

lasselbe , und zwar aus folgendem Grunde : Je zwei Punkte

oder Kreise von C geben in 6 dasselbe Bild , wenn sie in

der involutorischen Homologie gepaart sind , die
C*

zun

Zentrum und * zur Hauptebene hat ; diese involutorische

Homologie aber läßt , auf die mit E, verbundene Homologie

Co angewendet , diese und somit auch E, selbst ungeändert ;
＋13 17 60 IÑI 41 R 1alS0 ben die vier Kreise der Kugel , die zwei in 6

entsprechen , in 6lasselbe Bild gebenden Kreisen in 6

nur zwei Bildkreise . — Nehmen wir nun irgend einen

Kreis von &, dessen Ebene é sei , so wird der Mittel

punkt seines Bildkreises in 6 eingeschnitten durch den —

jenigen Strahl aus 8SS C , der zu der Schnittgeraden 5E7
Bez . auf C polar ist ; es gehen aber die Ebenen , die der e in

Es entsprechen , ebenfalls durch e5*, ; also sind jedem Kreis

von 6 zwei mit ihm konzentrische Kreise zugeordnet . Ius —

besondere gehört zu einem Punkt von 6 ein Kreis 4“7,

dessen Mittelpunkt er ist ; läßt man P einen Kreis e durch -

laufen , so bilden die zugehörigen Kreise à “ ein System
dessen Enveloppe in die beiden dem ée entsprechenden und

mit ihm konzentrischen Kreise zerfällt ; daraus folgt sofort :
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8 „ 7 ‚2 8 1 H⁴⁰⁰öHaptherade derY. ,
7 deον 3 , die aus Es in 6 folgt ; ist das stets

8 ＋
E0 Bild ittkreises von ler Kugel & und7

4 f HF I 0˖ 11 8 1 E. Ses 1 Unda -

Uta aAnSfOrm On 0 GUrch lauter Senk -

t 8 El W Duee lrans

Trmation 3 1 nun durch C die Ebenen , die durch 8

genen inter einander vertauscht werden 1dà dieèe in inhnen

indlichen Kreise der Kugel & in 6 die geraden Linien 2U

Bildern haben , entsprechen jeder Geraden von 6 vermöge 3
nvolute sSeh Wie Weil Gerace

7 W* f 67 5566751 7 58 76 27 I 64 1
f LHe 57 75

V 5 ·Co us 8 1 O gehenden ut
̃ f 9Int rtause LAle In S0lUte ! CI

0 · 1 hahenLUlKT SCIlle El 80 1490Ell 11

7 „Dui - 47⁷ E7 C 167 LDEοε
6 6 he PN SClte 8 Yeοοσνν

6 12 ˙0 Sονν Ke 77 U Dνe88 90 2
9 „ öHBlUlsSCJI FOοσ οαααuHte LI

5² * 5 1801 181 aypꝗAd- Jaor FheygDiese Verwandtschaft zwischen den Geraden der Ebene

16 mit der im Ebenenbündel ( S)

vermöge Eh beéstehenden Ebenentransformation ; die letztere

iber ist der E, genau analog , wenn man nur an die Stelle

ler Flächen und C“ die an sie aus 8S kommenden Tan —

gentialkegel und an die Stelle der mit E, verbundenen

Homologie C. die durch sie im Ebenenbündel ( S§) erzeugte

Homologie setzt , deren Hauptstrahl SC “ und deren Haupt —
ist . Nennen wir den Umriß von &‘ den Vuuchut —

eis der in 6 bestehenden PI ion Z, 8o0 folgt hier —Isformat

diese :







SDyrechenden Ceraden Ssu¹d n dey ethpttschen u½tsd hνονν

Schen Geometyiée die Fangenten des ViFSH ειẽ,ο,e, Nieο

SeινE⁸ÿννErͥ̈ e inittpunlete „½ jit den 2%% αν Ssenlerechiten Dichmess
Heriihi,E ? t uhν , dονeιιhι αeν Schunittyiimbet von d mnit de , HAI

GerAden 2 IFen .

Sert

Unte

metrie in

6KTEls 0 Els

genau Krel

ZzUm 1

VerSslon ;

auch wenn , wie in der elliptischen Geon nur di-

systeme der in Frage kommenden Kegelschnitte gegeber

sind ; und die durch 3 Durchmesser d 7 Ineter

Geraden sind genau s0o zu konstruieren wie dort die zu eine

Durchmesser der Inversion gehörigen Geraden 1. — Ent

sprechend den Eigenschaften der nichteuklidischen Kreis -

können wir auch hier sagen , daß die einem Durel Ser d

urch Z zugeordneten beiden Geraden mit ihm einen gewissen
1HhHildↄer f 1 1 ain ainee 0Kel Dilden , DzwW. mit ihm ein gemeinsames Lot von ge —

wisser Länge haben ; beide Größen werden durch dasselbe

Doppelverhältnis gemessen , das den Radius des Hilfskreises

definiert , und dieses können wir durch das der Homologie H
charakteristische Doppelverhältnis ausdrücken : Sind näm —

lich Ui, U die Schnittpunkte des Durchmessers d mit dem

absoluten Kegelschnitt , F einer seiner Schnittpunkte mit dem

Fluchtkreis und D sein Schnittpunkt mit der Hauptgeraden
6, So wird etwa „ ( D0UT ) sein , und es folgt mit Hilfe

derselben Umrechnung , wie wir sie im §S 3, Abs . 2 des ersten

Abschnittes mit dem Doppelverhältnis (J/ J UIHI1 ) vorge —

nommen haben , dab

Hilfskreis und demist ; aus der Beziehung zwischen



n Eh zusammens

schneiden , liege

nom ! auf derselben Gerader das Zen —

werden in 6

Krelse , die dle

ugelkreise sind

hmesser von



Sπνοονιν οννι lyansßformation 8 eoreSpO “ oenendenN

Kreise naben ihre Mittelypunbtèe quανtν) demselben Durehmesser

Cer Tyansformation .

Wir sehen ferner :

J, denen Me Hauptqerad - C97-Die Leise der KVeisl

gqehöòyt , Werden durceh 8 Iter einander vertauscht .

0
raus folgt für die parabolische Geometrie :

Die Hauptqerade einen Transformation Z ist in

pdrubolischen Hbene die Potenalinie qe ↄibeiifnr ausammen —

gebordneter Krelse .

Für die beiden nicht - parabolischen Geometrien aber

missen wir über die Kreisbüschel noch folgendes bemerken

Zwei reelle oder imaginäre Punkte M, N der Ebene sind dié

Grundpunkte zweier Kreisbüschel ; die Kreise jedes Büschels

haben ihre Mittelpunkte auf einer bestimmten zu MV im

absoluten Polarsystem konjugierten Geraden , und diese beiden

Geraden schneiden in M & die beiden im absoluten Polar -

system konjugierten und durch Mund N harmonisch ge —

trennten Punkte ein . Dies ergibt sich daraus , daß Vund

X die Bilder von vier Punkten Mi. , Az , Ni , Na der Kugel &

sind , daß die Kreise , die in der Ebene durch M und N

gehen , die Bilder der Kugelkreise sind , die durch Mi und

M, oder durch M. und Nz, oder durch M, und M, oder

durch M und Na laufen , und endlich , daß die Pole der

durch V N. und der durch VN , gehenden Ebenen einer

seits und die Pole der durch I N und der durch I . NV.
gehenden Ebenen andererseits je in der einen von zwei Ebenen

liegen , die durch das Projektionszentrum S laufen , i . Bez .

auf S zur Ebene ( SIN ) und untereinander konjugiert sind

und durch M, X harmonisch getrennt werden . Wenn Mſund

WMeimaginär sind , enthält nur der eine der durch sie be —

stimmten Kreisbüschel reelle Kreise ; wenn sie in einen Punkt

zusammenfallen , geht der eine Kreisbüschel über in den

Strahlenbüschel , dessen Scheitel der Punkt ist .

Zwischen den Punkten der Ebene und den Mittelpunkten
ler ihnen vermöge Z entsprechenden Kreise haben wir eine



7
Undeutige Zuordnung

uf demselben Durel

ler Zuordnung 2v

1 lel De

SpDre 1 nd 1 nnen zugeordneten Kreilse vuS

88 6 Zuordnung wie aus der mit

E II C 1 Ge E E·

V 1 O0 1 — 12 WI 1 8 In

Die Coõordnui 7 f Puuneten de- Idradbolischten ,
8 0 hOlischen Hbene und den Vittelpunſet -

2Nmt 77 „ 1uοννπνẽ/uton Z e pPrechen
H f 0 7 89e de mit 832 Hhundenen

H

können jetzt nachholen , was wir in Aussicht ge —

tellt haben , nämlich die Bestimmung des charaßgteri 1

Vi⸗ S
G Cer 5 νfO0matio - 8 % de parabohschen 8 —

metrié : H ist hier eine Affinität ; entspricht in ihr dem Punkte

Xder Punkt X und schneidet die Gerade X die

Hauptgerade cin D, S8o ist der konstante Wert des Strecken —

84 D 1 N
verhältnisses Xist der Mittelpunkt des deDX

ordneten Kreises und der Winkel oo der Winkel , den die aus
7
Dan diesen Kreis gelegten Tangenten mit d bilden ; da

ferner c die Potenzlinie von X und dem ihm zugeordneten
Kreis ist , folgt leicht , daß⸗

DX

4. Nunmehr haben wir die Mittel an der Hand , um

mannigfaltige Konstruktionen für die 3 - Transformationen
abzuleiten ; am einfachsten scheinen die folgenden zu sein :

In allen direi Geometiten findet man den einem Pumlkt

X durnch eine Nansformation 3 Su “ α . dnεẽen Kyeis folgqender -

maßbeιν QM ] n leqe dunch X den Durchmesser d den NMVans —

Sον·σο νν,f0] 0 ihan den Pinht X d91 α deFOο ] tio , ν˙het
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Gruppe bilden ; folglich erze ie von uns gefundenen

E - Transformationen alle Berührungstransfol mationen

Kreise auf der Grundku C, und hierdurch rechtf

sich die von uns in 8 1, Abs . 1 dieses Abschnittes gemacl
241 1 IngogeVOraàussetzunge
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