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H,* und H,* dal die Gerade i= H*H* durch D liuft
den absoluten Pol J von i macht man zum Zentrum einer
Involution auf dem absoluten Kegelschnitt und projiziert
diese aus P auf d.")

Betrachten wir, wie iiblich, das Innere des absoluten
Kegelschnittes als malgebend, so sind H, und H, reell,
wenn der Hauptkreis reell, und imaginir, wenn er imaginir
ist. Im letzteren Falle ist der Hauptkreis durch sein reelles
Polarsystem gegeben; PH, und PH, nun, die ja die aus P
an den Hauptkreis gehenden Tangenten sind, sind dann
definiert als die Doppelelemente der im Strablenbiischel (P)
durch das Polarsystem erzeugten Involution, und 7 ist de-
finiert als eine der beiden aus D kommenden Geraden. auf
denen die infolge des absoluten Polarsystems bestehende In-
volution perspektiv ist zu der soeben im Strahlenbiischel (P)
erwihnten. Wenn also der Hauptkreis imaginir ist. wird
man irgend zwei gepaarte Strahlen aus (P), m und #, nehmen.
zwischen ihren Punktreihen die projektive Zuordnung der
einander im absoluten Polarsystem konjugierten Punkte her-
stellen und an den durch diese beiden projektiven Punkt-
reilien erzeugti 1 Kegelschnitt (m, n) aus D die Tancenten
legen; das ."IiJ'l die gesuchten beiden Geraden, da auf jeder
von ihnen die beiden Paare sich in (P) entsprechender
Strablen: PD und PC, m und #, auch zwei Punkts epaare der
absoluten Involution einschneiden. Diese Geraden sind immer

reell: Der Hauptkreis kann nimlich nur imaginir werden,

wenn C im Innern des absoluten Kegelschnittes liegt; denn
nur in diesem Falle ist es moglich, daf, wenn wir zu unserer
ranmlichen Figur zuriickkehren, das Homologiezentrum €’ im
[unern der Kugel @ liegt und daff somit die Hauptebene 5’
die @ nicht reell schneidet. Dann aber befinden sich P und

D aullerhalb des absoluten Kegelschnittes, und wir kiénnen
es so einrichten, dai?) s, zwischen € und D hindurchlaufend.
ihn reell schneidet: der absolute Pol M von m  wird jetzt
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da PG, PD u

zwei Paare einer elliptischen Involution sind, auch durch »

zwischen m und D liegen und,

nicht von D getrennt werden. Das heilit aber, da der Kegel-
schnitt (m,n) die Geraden s und # in ihren Schnittpunkten
mit o beriihrt, also d in denselben Punkten, in denen s und
n es tun, schneidet: D und M sind entweder gleichzeitig
innere oder gleichzeitiz dufiere Punkte in bezug auf (m, n);
das letztere aber findet statt, da die von M Lkommenden
Tangenten des (m,n) identisch sind mit den von M an den
absoluten Kegelschnitt gehenden, nach unserer Wahl von m
reellen Tangenten.

2. Wir denken uns nun die Konstruktion von ¢ fiir einen
Durchmesser ¢ ausgefiithrt: dann konnen wir diese Figur
nach und nach in alle die Figuren verwandeln. die fiir die
anderen Durchmesser notig sind, wenn wir auf sie nach und
nach die Kollineationen anwenden, die das dem absoluten
Kegelschnitt und dem Hauptkreis gemeinsame Tangential
dreieck zum Fundamentaldreieck haben!); denn diese Kollinea-
tionen lassen den absoluten Kegelschnitt, €, ¢ und alle Kreise

mit dem Mittelpunkt C je in sich selbst iibergehen. Daraus

folgt, dall die fiir alle Durchmesser d konstruierten Geraden i

einen ganz bestimmten Kreis mit dem Mittelpunkt € beriihren:
also brauchen wir die Konstruktion von ¢ nur einmal zu
machen, um dadurch diesen, wie wir ihn nennen wollen,

ers” zu bestimmen. Doch konnen wir auch

L. sten J’J{‘.f: J

den im hyperbolischen Maflsystem gemessenen Radius des
ersten Hilfskreises durch den des Hauptkreises ausdriicken:
dazu brauchen wir den folgenden

Hilfssatz: Projiziert man aus einem Punkte T zwei auf

einem Kegelschnitt liegende Punkte X*, Y* quf
die Polare ¢ von 7" in die Punkte XX, ¥ und
schneidet # mit dem Kegelsehnitt in den Punlt
W,, W,,so bestehtdie Doppelverhiltnisglei
(W, W XY) = (W, R G A
i ind di ihrten D

O auscef
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und 7°X* mit dem Keeelschnitt
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Deutung der letzten Gleichung: be-

1) zeichnen wir namlich mit », und vy die aus D kommenden

1

"'.."Hl:.TIF_“_ S0

des absoluten Keg

wird durch das mit (V, V, CK,) gleiche Doppelverhiltnis

2) der Winkel zwischen d und ¢ gemessen: derselbe

it demnach fiir a Durchmesser der Inversion denselber

Wert und soll kurz ,,der Winkel der Inversion® heiffen. Sein
Komplementwinkel, der durch (2, Vst €) = — ———— pemessen

wird, ist der Winkel zwischen ¢ und der Inversionsaxe ¢ und
ebenfalls konstant, wie es ja sein mufi, da ¢ einen Kreis

berithrt, dessen Mitte

Sprache

n Geometrie schildern wollen, diirfen wir

nur mit jeigentlichen', . h. im Innern des absoluten Kegel-

schnittes befindlichen E

nenten arbeiten. Wir unterscheiden

demnach zwei Arten der Inversion:

1“:’-’ sentrale Inversion, deren ‘/,_r'fa-","h’_f,..r ein  ergent-

Inversion, deren Axe eine eigentliche
(Grerade ist.

Der Hauptkreis ist ja, falls er reell ist, immer ein eigent-

! licher Kreis. Bei der zentralen Inversion mit reellem Haupt-

kreis ist, wie leicht ersichtlich, auch der erste Hilfskreis ein

solcher; die eine zu einem Durchmesser d gehibrige Gerade ¢

erhalten wir ohne Benutzung des uneigentlichen Punktes D,

wenn wir den zu ¢ im absoluten Polarsystem konjugierten

Durchmesser PC mit dem ersten Hilfskreis schneiden und

in einem der Schnittpunkte die Tangente ziehen. Die In-

volution auf dem absoluten Kegelschnitt endlich ist mit der

1

Spiegelung an der Geraden ¢ identisch. Also kounnen wir

sagen:

Hat die zentrale Inversion einen reellen Hauptlkreis, so
konstrutert man die einem Punfkte Y r-;;.‘_\')m'a'm"u_-;;rfr'u beiden
) 71 5 ~
.(:'!.r{-'.'-’i' _‘]FJ. +)

messer

q ."‘u-'frfa ﬁ-f'x'mr{f"ffrf Man e il durch Y den Durch-

[ 4 . ] + li o - N ||l . %
Inversion., schneide den zu thm senkrechten

2
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Die Inversion der elliptischen Geometrie.

i]"]' ;:lell:;,{i:

en. wie es

Desl

Lnversion

1St: s1e 15t

Lo e
1
= S 1 (
it .
z schneidet. Jeder Kreis nun von @, ( dem du (

C," bestimmten Kreisbi

oloere (| ) 1M Sich selnst
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Y gefunden werden, so legen wir durch ¥’ erstens den
Kreis (C,"C, ¥') aus dem Biischel ()’ (,"); dann nehmen

wir entweder den durch Y’ gehenden Kreis aus dem Biischel

f

(,') und schneiden den ihm entsprechenden aus dem Biischel

mit (C," ;" ¥’) — oder wir nehmen den durch ¥ gehenden

Kreis aus (£,") und schneiden den ihm entsprechenden aus
t.) mit dem Kreise (" (', ¥): beide Male erhalten wir

denselben Punkt ?)'. Wie gestaltet sich das nun, wenn wir
die Kugel @ aus dem Punkte S auf seine Polarebene &
projizieren ?

Die Punkte C)’, €, gehen in das Zentrum (' der In-
version iiber, der Kreisbiischel (C'}' €,') in den Durchmesser-
biischel und die beiden Kreisbiischel (#") und (£,) '

1

selben Biischel (f) von Kreisen, die alle einen besti

Durchmesser ¢ im Punkte €' berithren; da jeder Kreis aus
() das Bild eines Kreises aus (#,') und eines aus (1,) ist
folgt aus der Projektivitit zwischen diesen letzten beiden
Biischeln, dafl infolge der Inversion im Kreisbiischel (#) eine
involutorische Korrespondenz [2] herrscht. Ein Punkt ¥
von ¢ nun ist das Bild zweier Kugelpunkte Y," und Y,’;
diese bestimmen auf der Kugel vier Kreise, die wir mit

AR D IR S gt Bl 4 G Sl

bezeichnen konnen und von denen immer die ersten beiden
md die letzten beiden dasselbe Bild haben:; sind ferner j,‘r j
und J)," auf der Kugel durch die Homologie (', ) den

Punkten Y," und Y," zugeordnet, so entsprechen den oben

anfeezihlten vier Kreisen der Reihe nach die Kreise
R M W i [ W€ il L Sl 1

die i. A. lauter verschiedene Bilder in ¢ haben. Da Y.’
Yo', 9, 9, auf demselben Kreis aus dem Biischel (€, (")

liegen, folgt hieraus: Durch einen Punkt ¥ von ¢ gehen zwei

des Biischels (£); sowohl die beiden Kreise, die dem

einen, als auch die beiden, die dem anderen von ihnen durch
die in (f) bestehende involutorische Korrespondenz [2] zuge-

Kreise

ordnet sind, schneiden in den Durchmesser ('Y die zwei
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Punkte 2), und 9), ein, die dem Y in der Inversion ent-
sprechen. Konnen wir also die involutorische Korrespondenz

2] in () konstruieren, so konnen wir zu jedem Punkte 1

finde aullfer wenn Y auf ¢ selbst

d man einen anderen. de

1el zu Hilfe ne

schon tun, wenn Y nahe

torischen Korre-

endermalien:

rsion schneidet,

den also auch ¢' und ¢’ laufen, so n durch
Lzerade |t .“‘:|"-:ig"fl‘rli.‘.'“._'jl‘.‘[.‘ fl. : _:"\‘;'('i ".‘il_if:.'llil'il
Homolc (€', ) zugeordnete enen aus den KEbenen-

biischeln hieraus folgt durch die Projektion

f . - 1 it 1 m -
aus & aut g, des Strahlenbiischels (1, o)

s () bestimmt, die den Hauptl

den (eventuell

n und die einander in der

Punkten wie sie

‘anet sina. ]"_‘,lif' _‘II.E'.'\j{' iil-;;[li.-- aus |!-.-__
T, ¢) wollen wir eine ,, Hau

ie bestimmten Kreise nennen: jeder Kreis aus

da er das Bild zweier Kugelkreise ist, zwei

18t in der a-.l'-'r.__-.-";»r-_ﬁ',..’,,.’ Fbene eine Inversion durch ihren

gqeqgeben, so konstruzert man zu einem _!"-; Ll

1]
3 ‘Ir|_

§

are Oerden Irewse aufsucht, die jenen Kreizs in (

A { - § o f y ] 5 " I Anas ) ] . l
e DeELAENn ZUJEOTraneren R _\I.l,,’ wnaem marn durch

il

L .
ntrum O der Inversion ernen I

1 P . % . . % .
HHaG Mmilt thim Je einé f{ﬂf”;*:f-;'.-"-'fv' gemeinsam haoe

den Kreise schneiden -.“1 i T.].‘.,

0é in den J’)if.".'.."_-.uu_».'--'r_;‘ (Y ein.

Kehren wir wieder zu unserem Kreisbiischel (¢) zuriick.

80 erkennen

leicht, dafi auch die Mittellinie eines jeden

Kreises » aus ihm durch den Punkt 7T it: denn sie wird

einge
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ie Ebenen

inschneiden, deven Bil

ohne weiteres de

das Inwve

(FENEL NS f’a.r.,.r.-,-’a e ¢ DESLT

[ il 1 ] ] 11 1)
Hauptsehnen durch denselben P
der Inversion schneidet, In diesenm St -
T i o b Ik as $
=4 TR ] f_:u_-.',.'i.r Ler et (LSS (L £

Haunptsehnen des Kreises zuoeordnet sin

ér 18L. ML (f188 IR eyt aurch i i
VT " S L radeows Qsnabl o Wi ttal .
7 clLittaaten jedent otroall die Wil e
f\ Teilse zZUGelrresen wercen. LEPVENn  (1eTHELIL _.'r,l'l-,,-- J
5 T 7 = . Y ogs
g / heride oo [+f4 9
] . 11t Deraen Croertim 3 ) f} el 1 i I thzia -

des Kegelsch

ziehung zu einander

wir beide aus 7, so e

n Koinzidenzstrahlen trigt jeder

unkt mit seiner Polm

den Schnittj

n Polarsystemen konjugierter Punkte

noch ein zweites: also sind auf jedem der

.;i"llz'~1".'li|.'i: -.-|:I’ il"_!!‘l"i l|:\||i:
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einfachsten Transformatioi

ationen ,,&* der
die auf einer Kugel eine Beriihrungs-
transformation der Kreise erzeugen.
©1m Pur
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