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sprechender Punkte ist , den Punkt Ki * in Hi * , folglich auch

den Kegelschnitt “ in d und überbaupt die ganze zweite

Figur in die e über

Auf diese We

Inversion die involutorische Korréespondenz

können wir auf jedem Durchmesser der

2] konstruieren ;

da in einer Ebene mit gegebenem absoluten Kegelschnitt die

Punkte Ui; Uz immer bekannt sind und da die Punkte C,

bestimmt sind , ist die ganze
1 8 I 4 — —Inversion durch ihren Hauptkreis definiert . Wie wir die
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Hi * und Has , daß die Gerade S H = Hα durch D läuft ;
den absoluten Pol J von i macht man zum Zentrum eine
Involution auf dem absoluten Kegelschnitt und Projiziert
diese aus P auf d. “)

Betrachten wir , wie üblich , das Innere des absoluten

Kegelschnittes als maßgebend , so sind E , und H. reell ,
wenn der Hauptkreis reell , und imaginär , wenn er imaginäi
ist . Im letzteren Falle ist der Hauptkreis durch sein reelles

Polarsystem gegeben ; PH . und P/ . nun , die ja die aus P
an den Hauptkreis gehenden Tangenten sind , sind dann
definiert als die Doppelelemente der im Strahlenbüschel ( P)
durch das Polarsystem erzeugten Involution , und ? ist de —
finiert als eine der beiden aus D kommenden Geraden , auf
denen die infolge des absoluten Polarsystems bestehende In —
volution perspektiv ist zu der soeben im Strahlenbüschel P )
erwähnten . Wenn also der Hauptkreis imaginär ist , wird
man irgend zwei gepaarte Strahlen aus ( Y) , ½ und , nehmen ,
zwischen ihren Punktreihen die projektive Zuordnung der
einander im absoluten Polarsystem konjugierten Punkte her —
stellen und an den durch diese beiden projektiven Punkt —
reihen erzeugten Kegelschnitt ( n , à ) aus D die Tangenten
legen ; das sind die gesuchten beiden Geraden , da auf jeder
von ihnen die beiden Paare sich in ( P) entsprechender

Strahlen : PP und PCemn und u, auch 2wei Punktepaare der
absoluten Involution einschneiden . Diese Geraden sind immer
reell : Der Hauptkreis kann nämlich nur imaginär werden ,
wenn C im Innern des absoluten Kegelschnittes liegt ; denn

nur in diesem Falle ist es möglich , daß , wenn wir zu unserer
räumlichen Figur zurückkehren , das Homologiezentrum C' im
Innern der Kugel & liegt und daß somit die Hauptebene 3“
die & nicht reell schneidet . Dann aber befinden sich P und
D aubberhalb des absoluten Kegelschnittes , und wir können
es so einrichten , daß2 ) , zwischen Cund D hindurchlaufend .
ihn reell schneidet ; der absolute Pol ! M von mn wird jetzt

1) Siehe Fig . 1

2) Siehe Fig



auf d zwischen m und D liegen und , da 50 , P und n , u

zwei Paare einer elliptischen Involution sind , auch durch 2

nicht von D getrennt werden . Das heißt aber , da der Kegel -

schnitt ( n , 1) die Geraden unde in ihren Schnittpunkten
mit d berührt , also d in denselben Punkten , in denen und

maes tun , schneidet : D und sind entweder gleichzeitig
innere oder gleichzeitig äàußere Punkte in bezug auf 6 % „ ) ;

das letztere aber findet statt , da die von M kommenden

Tangenten des ( in ,u) identisch sind mit den von Man den

absoluten Kegelschnitt gehenden , nach unserer Wahl von

reéellen Tangenten .
2. Wir denken uns nun die Konstruktion von ? für einen

Durchmesser d ausgeführt ; dann können wir diese Figur
nach und nach in alle die Figuren verwandeln , die für die

anderen Durchmesser nötig sind , wenn wir auf sie nach und

nach die Kollineationen anwenden , die das dem absoluten

Kegelschnitt und dem Hauptkreis gemeinsame Tangential —

dreèieck zum Fundamentaldreieck haben ) ; denn diese Kollinea —

tionen lassen den absoluten Kegelschnitt , C, e und alle Kreise

mit dem Mittelpunkt Cje in sich selbst übergehen . Daraus

folgt , daß die für alle Durchmesser d konstruierten Geraden 7

einen ganz bestimmten Kreis mit dem Mittelpunkt Cberühren ;

also brauchen wir die Konstruktion von 2 nur einmal zu

machen , um dadurch diesen , wie wir ihn nennen wollen ,

„ ersten Hilfshereisee zu bestimmen . Doch können wir auch

den im hyperbolischen Maßsystem gemessenen Radius des

ersten Hilfskreises durch den des Hauptkreises ausdrücken ;

dazu brauchen wir den folgenden

Hilſfssatæ : Projiziert man aus einem Punkte T zwei auf

einem Kegelschnitt liegende Punkte X“ , T & auf

die Polare t von 7 in die Punkte X, T und

schneidet - mit dem Kegelschnitt in den Punkten

V , V , So beèsteht die Doppelverhältnisgleichung :

G Xh .
) Diese Kollineationen sind die um Causgeführten Drehungen

der hyperbolischen Geometrie und gehören als solche zu den Kreis —
verwandtschaften .
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ber noch eine andere Deutung der letzten Gleichung ; be —

zeichnen wir nämlich mit und % die aus D kommenden

Tangenten DBV. und U / des absoluten Kegelschnittes , S0
wird durch das mit ( I Va CKi ) gleiche Doppelverhältnis
51 D2 Ui ) der Winkel zwischen d undeàugemessen ; derselbe

hat demnach für alle Durchmesser der Inversion denselben

Wert und soll kurz „ der Pinbel der Inrersion “ heißen . Sein

Komplementwinkel , der durch (oi 5 c) ν
iedigemessen

wird , ist der Winkel zwischen und der Inversionsaxe cund

ebenfalls konstant , wie es ja sein muß , da 7 einen Kreis

berührt , dessen Mittellinie c ist .

3. Wenn wir nun unsere Konstruktion in der Sprache
der nichteuklidischen Geometrie schildern wollen , dürfen wil

nur mit „eigentlichen “ , d. h. im Innern des absoluten Kegel —

schnittes befindlichen Elementen arbeiten . Wir unterscheiden

demnach zwei Arten der Inversion :

Die æentrale Inversion , deren Jentrum ein eigent —
lichen Punſet ist , und

dièe dæiule Invpersion , deren Aæe eine eigentliche

Gerade ist .

Der Hauptkreis ist ja , falls er reell ist , immer ein eigent -

licher Kreis . Bei der zentralen Inversion mit reellem Haupt —
kreis ist , wie leicht ersichtlich , auch der erste Hilfskreis ein

solcher ; die eine zu einem Durchmesser d gehörige Gerade 3
erhalten wir ohne Benutzung des uneigentlichen Punktes D,
wenn wir den zu d im absoluten Polarsystem konjugierten

Durchmesser P0 mit dem ersten Hilfskreis schneiden und

in einem der Schnittpunkte die Tangente ziehen . Die In —

volution auf dem absoluten Kegelschnitt endlich ist mit der

Spiegelung an der Geraden identisch . Also können wir

sagen :

Hat die æↄentrale Inversion einen neellen Haupiſeneis , So

construiert man die einem Pumnlete Y entsprechienden beiden

Punlete Yi, Y. Folgendermab ' en : Man legt durch Vden Dunch -

messer d der Inversion, , schineidet den æu ihm senſerechien
2
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§S 4. Die Inversion der elliptischen Geometrie .

egebene Konstruktion der Inversion

läbt sich in der elliptischen Ebene , weil dort der absolute

Kegelschnitt imaginär ist, nicht so einfach gestalten , wie es

in § 3 für die hyperbolische Ebene geschehen ist . Deshalb

wollen wir jetzt eine ganz andere Konstruktion der Inversion

ableiten , die in der elliptischen Ebene brauchbar ist ; sie ist

übrigens auch in der hyperbolischen Ebene bei der zentralen
J1 nversion anwendbar . Wir kehren zu dem Ende noch ein —

mal zu der Kugel und zu der auf ihr durch die involu —

torische Homologie (C' “,7 ) ) erzeugten Verwandtschaft zurück

und setzen dabei voraus , daß die aus dem Projektionszentrum
§S nach C' gehende Gerade , wie sie es ja im elliptischen
Falle tut , die Kugel S in zwei reellen Punkten C, “ und C2
schneidet . Jeder Kreis nun von &E, der dem durch une

C½ bestimmten Kreisbüschel ( C. “ CY) angehört , t 1

die Homologie ( C, ) in sich selbst über ; ferner sind , wenn

1“ und t “ zwei beliebige , die Kugel S in Ci “ , bzw. C, be -

rührende und sich auf der Geraden 5˙6 schneidende Tan -

genten sind , die beiden Ebenenbüschel ((.“)) und (t5, “) und mit

ihnen auch die durch sie in & eingeschnittenen Kreisbüschel

einander projektiv zugeordnet . Soll nun zu einem Punkt

der Kugel der ihm in der Homologie (C', 5 ) entsprechende
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Mgefunden werden , so legen wir durch ! “ erstens den

Kreis ( Ci“ C Y' ) aus dem Büschel ( Ci“ Ca) ) ; dann nehmen

wir entweder den durch J ' gehenden Kreis aus dem Büschel

(ti “) und schneiden den ihm entsprechenden aus dem Büschel

(tà) mit ( Ci“ C½ Y) — oder wir nehmen den durch Y' gehenden

Kreis aus ( t “) und schneiden den ihm entsprechenden aus

( ti ) mit dem Kreise ( Ci“ C“ F) ; beide Male erhalten wir

denselben Punkt Y“. Wie gestaltet sich das nun , wenn wir

die Kugel C aus dem Punkte & auf seine Polarebene 6

Projizieren ?
Die Punkte G“ , Ci“ gehen in das Zentrum Cder In -

version über , der Kreisbüschel (CI1“ C ) in den Durchmesser -

büschel und die beiden Kreisbüschel (41)) und (t . “) in den —

selben Büschel ( ) von Kreisen , die alle einen bestimmten

Durchmesser - im Punkte C berühren ; da jeder Kreis aus

( t ) das Bild eines Kreises aus (ti “) und eines aus (4“)) ist ,

folgt aus der Projektivität zwischen diesen letzten beiden

Büscheln , daß infolge der Inversion im Kreisbüschel (c) eine

involutorische Korrespondenz [2] herrscht . Ein Punkt V

von 6 nun ist das Bild zweier Kugelpunkte JYIi“ und JI “;
diese bestimmen auf der Kugel vier Kreise , die wir mit

ahnhreen

bezeichnen können und von denen immer die ersten beiden

und die letzten beiden dasselbe Bild haben ; sind ferner Y, “

und Y. “ auf der Kugel durch die Homologie ( C, ) den

Punkten FI“ und J . “ zugeordnet , so entsprechen den oben

aufgezählten vier Kreisen der Reihe nach die Kreise

(tz“, M. ) , (11“, N“ ) , ( te “, N2“) , (e1“ Y. 1) ,

die i. K. lauter verschiedene Bilder in 6 haben . Da FI “,

Ja“, Y. “, Yu“ auf demselben Kreis aus dem Büschel ( Ci “ C) 0

liegen , folgt hieraus : Durch einen Punkt Tvon o gehen zvei

Kreise des Büschels ( ) ; sowohl die beiden Kreise , die dem

einen , als auch die beiden , die dem anderen von ihnen durch

die in (t ) bestehende involutorische Korrespondenz [ 2] zuge —

ordnet sind , schneiden in den Durchmesser C die zwei
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Punkte Y. und ) . ein , die dem in der Inversion ent —

sbrechen . Können wir also die involutorische Korrespondenz

[2] in ( J konstruieren , Ss0o können wir zu jedem Punkte V

die Punkte Yu und Y. finden , außer wenn T auf t selbst

liegt ; in diesem Fall wird man einen anderen , dem Büschel

( t ) analogen Kreisbüschel zu Hilfe nehmen ; aus praktischen
Gründen wird man dies schon tun , wenn Fnahe antt liegt

ö 2. Zu einer Konstruktion der involutorischen Korre —

spbondenz [ 2] im Büschel ) gelangen wir folgendermaßen :

Ist T der Punkt , in dem t die Axe c der Inversion schneidet ,

durch den also auch fi “ und “ laufen , so gehen durch jede

Gerade des Strahlenbüschels ( J , “ ) zwei einander in dei
1Homologie (C“, 5 ) zugeordnete Ebenen aus den Ebenen -

); hieraus folgt durch die Projektionbüscheln ( ti “) und (12
aus 8 auf 6, dab jede Gerade des Strahlenbüschels ( J , 6)

zwei Kreise des Büschels (t/) bestimmt , die den Hauptkreis

der Inversion in denselben beiden ( eventuell imaginären )

Punkten wie sie schneiden und die einander in der Inversior

zugèeordnet sind . Eine solche Gerade aus dem Strahlen —

büschel ( J , 6) wollen wir eine „ Hauptsehine “ t der beiden durch

sie bestimmten Kreise nennen ; jeder Kreis aus ( ) besitzt ,

da er das Bild zweier Kugelkreise ist , zwei Hauptsehnen ,
und diese sind immer reell . Hiernach können wir bereits

die Konstruktion der Inversion folgendermaßen schildern :

Ist in dler elliptischen Hbene eine Inversion dunchi ihinen

Hauuptleneis gegqeben , so Vonstruiert man æi, einem Punlett V

die beiden æuν·ο ανten Punlete Yi und Ya, indem mam duncht

V und das Jentrum der Inversion einen Kreis legt und

die beidem Kreise dufsuclit , die ſenen Kyueis in berluiſiren

zuud mit ilim qe eine Hauptsehne gemeinsam Haben ; diese

beidlen Kreise schineiden Yi und Yu in den Durchimessen CV ein .

Kehren wir wieder zu unserem Kreisbüschel (t ) zurück ,

S0 erkennen wir leicht , daß auch die Mittellinie eines jeden
Kreises „ aus ihm durch den Punkt 7 geht ; denn sie wird

in 6 eingeschnitten durch die Ebenen der beiden Kugelkreise



X1 und 2½ deren Bild & ist , und diese Ebenen gehen durch

ti “, bzw . tz“. Da andererseits die Ebenen von 41“ und 4
in 5“ die Geraden einschneiden , deren Bilder die Hauptsehnen
von sind , ergibt sich ohne weiteéres der folgende Satz . dei

die obige Konstruktion vereinfacht :

Ist in der olliptischien Vbene eine Invpersion und ein Biischel

ο leisen HeNe Hen, die dureh das Inversionsaentrum qeſien

und duselbst einé gemeinsdmmé Tangenteet besiteen , So ldulfen iſin -

Mittellinien and ſhire Hauptschnen duncht denselben Pulmlet , in

C JI0 5 Me A C Ger Inversion SCẽEuͤdet . In Mesemn tyahlen -

Huααα b⁸etehen ⁊ubel Projeletivitdten deraunt , Cass dmιeαν GsSie

jedem Strahil die Hauiptseſimen . dqes Nroeises S¹νναονοαανt Sαν ,
desS Mittellinie e ist , und dass unmgelrehnt durch di “ in -

vensen Projeletivitäten qedem Stnahil die Mittellinien den heiden

Nyeisée ιενοννεẽ 20%eulen, CJeren gemeinsamèé Hauyptselin “ 46
ist . In beiden Pro jeletivitäten sind c und t diè “ Koinsidens -

Stydſile N.

Um die beiden Projektivitäten völlig zu bestimmen , muß

man für jede ein Paar entsprechender Strahlen kennen ; es

wird sich also darum handeln , für einen beliebigen Kreis 2

aus dem Büschel (t ) die Hauptsehnen zu finden , auch wenn

„ den Hauptkreis nicht reell schneidet , wenn man von den

Hauptkreis nur sein Polarsystem besitzt . Der Punkt J nun
ist als Schnittpunkt zweier gemeinsamer Sehnen der beiden

Kreise ein Eckpunkt des ihnen gemeinsamen Polardreiecks ;
deshalb geht durch ihn der Kegelschnitt , dessen Punkte

gleichzeitig in den Polarsystemen beider Kreise den Punkten

irgend einer beliebig gewählten Geraden 9 konjugiert sind .

Die Punktreihe des Kegelschnittes und die von ꝙ sind durch

diese Beziehung zu einander projektiv gemacht ; projizieren
wir beide aus 7 , so erhalten wir im Strahlenbüschel ( L )
eine Projektivität , und von deren Koinzidenzstrahlen trägt jeder
außer dem durch T und den Schnittpunkt mit seiner Polare

gebildeten Paar in beiden Polarsystemen konjugierter Punkte

noch ein zweites ; also sind auf jedem der beiden Koinzi —

denzstrahlen die beiden Involutionen von i. Bez . auf à, bzw .
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H den Hauptkreis koujugierten Punkten identisch ; das

1 Jia 1 1 161 huai W 1 1 11 4
jeißbt , jeder dieser Strahlen schneidet à und den Hauptkreis

lenselben beiden Punkten , ist eine Hauptsehne von &. 80

die zuptsehnen von auch bei inärem

konstruieren ; wir brauchen nach dem früheren

ut erst nachzuweisen , daß wir immer zwei reelle Geraden

§S J. Aufstellung der einfachsten Transformationen „ E “ der

Ebenen des Raumes , die auf einer Kugel eine Berührungs -

formation der Kreise erzeugen .

strans -1 U 1 33 185 T1 An 12 1 1 *
1. Da ein Punkt in der Theorie der Berührung

kormationen als Elementverein aufzufassen ist , wird man ,

21 1 3 2
wenn es sich um die Berührungstransformationen der Kreise

5127 1 jieden Pu alée 1 nPrai 0
nandelt , q3eden Kt AlS einen Krels à1 Um

7 1 1 11
recht einfache zu erhalten 12
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I N* Krreis .

Ja . ter , Kyeisen , Zutsdmmensetet ;

hhν,ju οο Bi .

nden ist eine algebraische Verwandtschaft

E zwischen den Ebenen des Raumes , und wir können uns

umgekehrt B durch Eü erzeugt denken . Da ein Punkt von

berührt , sehen wir :1 Tvaice icçtGein Kreis A .

5 n
Die mit B verbumndene algebrdisché Hbené ,

J 8 2 75 * 779 7
E Odnet jeden , Beruh αεονά-e cey Kά ? e ＋

Ebe 42 4¹ jieht uebenbe : Oν ονεενε DAEνe

CHEοε eιεS8νννν .
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