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D' zum Zentrum hat. — Die An-

zahl der Homologien kann sich in besonderen Fillen ver

mindern: Erstens kann schon die erste Homelogie 4 in A'.

J;J:’ {“ ]’;.. (

in ¢’ iiberfithren, nidmlich wenn 4 A4’. BB, C(

Zweitens kann es

durch einen Punkt lau *h werden.

A; mit A',

die zweite Homologie so zu wihlen, dali
By mit B’, C; mit C’ vertauscht, wenn nimlich 4, 4’ B, B.

( '.'r " durch einen

§ 2. Die aus der involutorischen Homologie folgenden ebénen
Kreisverwandtschaften.

ber als Polarebene
t5it als P
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1. Wir projizieren die Kugel @ aus einem Punkte S auf

eine Ebene a, die wir uns der Einfachheit hal
von S i. Bez. auf & oder, wenn S auf @ 1
ebene zu der in S beriithrenden Tangentialebene von @ denken:
in ¢ nehmen wir den Umril von @ zum absoluten Kegel-
schnitt der Malceometrie. Dann foleen aus den kollinearen
Punktverwandtschaften der Kugel @ in ¢ Punktverwandt-

\ Iia W yvoie 3 I vaie Porilee ) | : wiay 1
scnatten, die KAreise mm hreise andeln, und zwar lassen

sie sich samtlich aus denen unter ihnen zusammen
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die durch die Projektion aus den involutorischen Homol

der Kugel entstehen, Wir wollen uns deshalb nur mit diesen
besonders einfachen Kreisverwandtschaften beschifticen

Es sei also eine involutorische Homologie gegeben, deren

Zentrum €’ und deren Hauptebene ¢’ reell

und zu einander

polar in bezug auf @ sind. ' wird

schneiden oder nicht; dag 1 knnen wir dafi

die @ berithrt, ausschliefen, da er eine Ausartung ist, in

1 I ( hall T, Y = s - W =
der alle aulierhalb wvon 2 befindlichen Punkte dem €' ent-

sprechen. Das Projektionszentrum S ferner kann

identisch sein oder in 9" oder an el
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Raumes liegen: Hieraus ergeben sich die verschiedenen Fille
der aus der Homologie (C’, ') folgenden ebenen Kreisver-
wandtschaften.

2. Nehmen wir zundchst S auf @ an, so ercibt sich in

g, wenn S in ¢’ liegt, die Spicgelung an ciner Geraden, sonst

aber die Inversion (Transformation durch reziproke Radien)

bolischen Geometrie; der Hauptkreis der Inversion

ist das Bild des reellen oder imagindiren Schnittkreises von
" mit

Ist S kein Punkt von @, so erhalten wir in ¢ die ellip-
tische oder die hyperbolische Geometrie. Der Fall, daf

S=C(", ist uninteressant, da er zur identischen Transfor-

mation fihrt. Liegt S in ', so haben wir in ¢ eine ebene

involutorische Homologie, die zum Zentrum das Bild € von

C" und zur Hauptgeraden die Sehnittlinie ¢ = 63’ hat; sie
fithrt den absoluten Kegelsehnitt in sich selbst 1 und ist
die Spiegelung der nichteuklidischen Geometrie. Die Spiegelung
findet also in der elliptischen Geometrie immer gleichzeitic

einem Punkt C und an seiner absoluten Polare ¢ statt:

=

in der hyperbolischen Geometrie aber kann man, je nachdem
C’ im Innern des absoluten Kreises liegt oder nicht, je nach-
dem also €' im Sinne der nichteuklidischen Geometrie ein

eigentlicher Punkt i

st oder nicht, die Spiegelung an einem

Punkte und die Spiegelung an einer Geraden unterscheiden:

doch sind das nicht von einander unabhingice Arten. da
immer aus zwei ebenen involutorischen Homologien, von denen
jede ihr Zentrum in der Hauptgeraden der anderen hat, eine
involutorische Homologie folgt, deren Zentrum der Schnitt-
punkt der Hauptgeraden und deren Hauptgerade die Ver-
bindungslinie der Zentren jener beiden sind.

3. Bei alleemeiner Lage des Projektionszentrums S er-
halten wir in ¢ eine Transformation. die der Analogie zur

parabolischen Geometrie weeen auch als Inwersion bezeichnet

wird, obwohl sie wesentlich andere Eigenschaften hat als die

it mehr ein

\.
7

parabolische Inversion. Sie ist

deutig: Ein Punkt ¥ von ¢ ist das Bild zweier Kugelpunkte

BadenWiirttemberg



BADISCHE

Vi'y Yo', und diesen entspreclien in der Homologie (C', ')
zwei Punkte ?)¢', ¥);', die i. A. in ¢ verschiedene Bilder 9),,
J)s haben; ¥); und 9), nun sind die dem Y in der Inversion
zugeordneten Punkte, und umgekehrt findet man, wenn man
ihire entsprechenden Punkte in derselben Weise sucht, immer
als einen derselben den Punkt V. Das heilit: Die nichi-
eulklidische Inversion ist eine ,,-'Hy,-,’t,,--,_,; involutorisehe ziwei-
deutie f'm'u"-.rwe"f.:--;".a-f_.!-".

Der Bildpunkt C des Homologiezentrums €' ist dadurch
ausgezeichnet, dall er mit den beiden ihm entsprechenden

Punkten zusammenfillt; er moige das Zentrum und seine

absolute Polare r':{:;-"' lie Axe der Inversion heillfen. —
Ein Kreis ferner von ¢ geht durch die Inversion i. A.
in zwei Kreise iiber, und auch hierbei findet involutorisches
Entsprechen statt; die Kreise, die € zum Mittelpunkt und «
zur Mittellinie') haben, vertauschen sich untereinander; ins-
besondere fil
nende Bildkreis des in ¢’ befindlichen Kugelkreises mit dem

It der als f!-"'-”,u-".-'i-','rz'.w der Inversion zu bezeich-

einen der beiden ihm zugeordneten Kreise zusammen. Dem
absoluten Kegelschnitt entspricht nur ein Kreis, der Flucht-
ene 6 ist das Bild nur eines

kireis. — Eine Gerade der E

Kugelkreises und wird deshalb durch die Inversion in nur
einen Kreis verwandelt; insbesondere entsprechen die durch
das Zentrum C laufenden Geraden, die wir fiiglich als Durch-
messer der Inversion bezeichnen werden, je sich selbst. Also
liegt ein Punkt Y mit den beiden ihm in der Inversion zu-
geordneten Punkten 2); und ?), aut demselben Durchmesser;
so entsteht auf jedem Durchmesser eine involutorische Korre
spondenz [2], von deren Verzweigungs- und Koinzidenzpunkten
je zwei in den Punkt ¢ und die anderen beiden in die
Schnittpunkte Uy, U; des Durchmessers mit dem absoluten
Kegelschnitt, bzw. in seine Schnittpunkte H;, H, mit dem
Hauptkreis fallen; von diesen fiinf singuliren Punkten der
Korrespondenz ist immer einer durch die vier iibrigen be-

) Die Mittellinie eines ist die Verbindun seiner
beiden Berithrungspunl mit n absoluten Kegelscl solute

Pol ist der Mittelpunkt des Kreises.
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wif einem Durchmesser

involutorische Korrespondenz [2 15t

pondenz [2] ist das . vermog
oo e 1 - ; Na A

7') herrschenden Involution auf dem

1 s e y = = # 1 3

dessen Bild 4 ist. Diesen Kreis denken

canzen Kbene

Die durch das Inversionszentrum € gehende Gerade d
schneidet den absecluten Kreis in Uy, U,, den Hauptkreis in
H,, H,, die Axe ¢ der Inversion in D:

ht ein Kegelschnitl w, unser he

kreis, und auf ihm besteht eine
J der heruntergeklappte Punkt (

ail Ao 4 18] y a1l \ TV 3 y
aus dem 1. Bez. auf u genommenen

untergeklappten Punkt S, auf

ergibt auf ihr die Korrespondenz
der Doppelpunkte der auf u

konnen wir J folgendermafen
die Strahlen PH; und PH, mit u

Hi* ind H * 'i."l..‘ die Ger:

WS W Dnl T I ; a1
und suchen ibren rol « 1. bez. aut wu.
1 liehlraifan+ ahy 1a 1
Moglichkeiten; aper, d eae M1 111

Anwendung
und 4 als Han
selbe Korrespondenz

Korrespondenz auf d. we

einem durch U

/5 laufenden Ke

P, H;* usw, der ersten Ficur an
und QK;* im Punkte H; von

Homologie, in der der Punlkt

sind, PH;"
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Korrespondenz

vezelschnitt die
Punkte C,

die ganze
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