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D' zum Zentrum und o“ zur Hauptebene hat . — Die An —

zahl der Homologien kann sich in besonderen Fällen ver —

mindern : Erstens kann schon die erste Homologie 4 in A ,

B in 5˙ , Cin Cüberführen , nämlich wenn 44 “ / , BB ‘ , C0

durch einen Punkt laufen . Zweitens kann es möglich werden ,

die zweite Homologie so zu wählen , daß sie direkt A mit A4“,

Bi mit 5“ , Ci mit C“ vertauscht , wenn nämlich 414 “ / , BIB . ,

CIC “ durch einen Punkt gehen . — Wir haben hier den be -

kannten Satz gefunden :

7Jede veellèe Kollineation , dièe eine Näche II . Grades in

84ν SelbSt Iibνfuint , dſt Steh dues nhöchstens vleν rree¹ eιν
R J
hνοοινEꝓoyisc NE Homologie „* OιISUnmensetæen

§ 2. Die aus der involutorischen Homologie folgenden ebenen

Kreisverwandtschaften .

1. Wir projizieren die Kugel & aus einem Punkte 8 auf

eine Ebene 6, die wir uns der Einfachheit halber als Polarebene

von S i. Bez. auf C oder , wenn 8S auf & liegt , als Parallel -

ebene zu der in &S berührenden Tangentialebene von & denken ;

in 6 nehmen wir den Umriß von & zum absoluten Kegel -

schnitt der Maßgeometrie . Dann folgen aus den kollinearen

Punktverwandtschaften der Kugel C in 6 Punktverwandt -

schaften , die Kreise in Kreise verwandeln , und zwar lassen

sie sich sämtlich aus denen unter ihnen zusammensetzen ,

die durch die Projektion aus den involutorischen Homologien

der Kugel entstehen . Wir wollen uns deshalb nur mit diesen

besonders einfachen Kreisverwandtschaften beschäftigen .
Es sei also eine involutorische Homologie gegeben , deren

Zentrum C“ und deren Hauptebene “ reell und zu einander

bolar in bezug auf & sind . 7“ wird entweder & reell
fN U

schneiden oder nicht ; dagegen können wir den Fall , daß 9
die S berührt , ausschließen , da er eine Ausartung ist , in

der alle auberhalb von “ befindlichen Punkte dem C“ ent -

sprechen . Das Projektionszentrum S ferner kann mit C

identisch sein oder in 5“O oder an einer beliebigen Stelle des
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Raumes liegen : Hieraus ergeben sich die verschiedenen Fälle

folgenden ebenen Kreisver -der aus der Homologie ( C“,
wandtschaften .

2. Nehmen wir zunächst 8S auf & an , so ergibt sich in

6, wenn §S in 7 liegt , die Spiενοαν ] ο ν οννν Geraden , Sonst7
aber die Invension ( Transformation durch reziproke Radien )

den padradbolischen Geometrièe ; der Hauptkreis dei Inversion

ist das Bild des reellen oder imaginären Schnittkreises von

mit G.

Ist 8S kein Punkt von C, so erhalten wir in 6 die ellip -
tische oder die hyperbolische Geometrie . Der

SS⸗ C , ist uninteressant , da er

mation führt . Liegt 8

involutorische Homologie ,

und zur Hauptgeraden die Schnittlinie S 6ν hat ;

führt den absoluten Kegelschnitt in sich selbst ül

in 5“, So haben wir in 6

Fall , daſo

zur identischen Transfon -

8

eine ebene

die zum Zentrum das Bild C von

Sie

über und ist

die Spiegelung der nichteulclidischen Geometrie . Die Spiegelung
findet also in der elliptischen Geometrie immer gleichzeitig

an einem Punkt Cund an seiner absoluten Polare e Statt

in der hyperbolischen Geometrie aber kann man , je nachdem

im Innern des absoluten Kreises liegt oder nicht ,

dem also C im Sinne

Punkte und die Spiegelung an einer Geraden unterscheiden ;

der nichteuklidischen Geometrie eil

eigentlicher Punkt ist oder nicht , die Spiegelung an einem

je nach -

1

doch sind das nicht von einander unabhängige Arten , da

immer aus zwei ebenen involutorischen Homologien , von denen

jede ihr Zentrum in der Hauptgeraden der anderen hat , eine

involutorische Homologie folgt , deren Zentrum der Schnitt —

punkt der Hauptgeraden und deren Hauptgerade die Ver —

bindungslinie der Zentren jener beiden sind .

3

3. Bei allgemeiner Lage des Projektionszentrums S er —

halten wir in 6 eine Transformation , die der Analogie zur

parabolischen Geometrie wegen auch als Iuvnrνvaͤij, . j0obèezeichnet

wird , obwohl sie wesentlich audere Eigenschaften hat als die

parabolische Inversion . Sie ist zunächst nicht

deutig : Ein Punkt Y von 6 ist das Bild zweier Kugelpunkte

mehr ein -
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JIi “, Tz' , und diesen entsprechen in der Homologie ( C, 7 )
zwei Punkte Y1“, Y2“, die i. A. in 6 verschiedene Bilder Yi ,

Y haben ; und Y2 nun sind die dem T in der Inversion

zugeordneten Punkte , und umgekehrt findet man , wenn man

ihre entsprechenden Punkte in derselben Weise sucht , immer

als einen derselben den Punkt F . Das heißt : Die michit -

onueidische Inversion ist eineι ddur,p˙eο pοοẽorische Sibei -

deutiqe Veriuandtschaßt .
Der Bildpunkt C des Homologiezentrums C' ist dadurch

ausgezeichnet , dab er mit den beiden ihm entsprechenden
Punkten zusammenfällt ; er möge das Zentrum und seine

absolute Polare oαν die Aæe der Inversion heißen . —

Ein Kreis ferner von 6 geht durch die Inversion i. A.

in zwei Kreise üiber , und auch hierbei findet involutorisches

Entsprechen statt ; die Kreise , die Czum Mittelpunkt und

zur Mittelliniet ! ) haben , vertauschen sich untereinander ; ins —

besondere fällt der als Haupthhreis der Inversion zu bezeich —

nende Bildkreis des in “ befindlichen Kugelkreises mit dem

einen der beiden ihm zugeordneten Kreise zusammen . Dem

absoluten Kegelschnitt entspricht nur ein Kreis , der Hucht -

ereis . — Eine Gerade der Ebene 6 ist das Bild nur eines

Kugelkreises und wird deshalb durch die Inversion in nur

einen Kreis verwandelt ; insbesondere entsprechen die durch

das Zentrum C laufenden Geraden , die wir füglich als Durch - —

meéssen dler Inpersion bèeteichuen werden , je sich selbst . AIS0

liegt ein Punkt Y mit den beiden ihm in der Inversion zu —

geordneèten Punkten Yi1 und ) auf demselben Durchmesser ;

so entsteht auf jedem Durchmesser eine involutorische Korre —

Spondenz [2] , von deren Verzweigungs - und Koinzidenzpunkten

je zwei in den Punkt C und die anderen beiden in die

Schnittpunkte U, Uz des Durchmessers mit dem absoluten

Kegelschnitt , bzw . in seine Schnittpunkte Hi , H mit dem

Hauptkreis fallen ; von diesen fünf singulären Punkten der

Korrespondenz ist immer einer durch die vier übrigen be —

) Die Nittellinie eines Kreises ist die Verbindungsgerade seiner

beiden Berührungspunkte mit dem absoluten Kegelschnitt ; ihr absoluter

Pol ist der Mittelpunkt des Kreises .
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stimmt , da Cder eine Doppelpunkt der durch die Punkte —

aare Ui , Uz und HI , EHe definierten Involution ist .1 1 2 1 2

4. Die auf einem Durchmesser d der Inversion bestéhende

involutorische Korrespondenz [ 2] ist das Bild der vermöge

der Homologie ( C“ , 5 ) kherrschenden Involution auf dem

Kreise der Kugel &, dessen Bild deist . Diesen Kreis denken

wir uns mit seiner ganzen Ebene um dw in die Ebene 6 her —

unter geklappt und haben dann in dieser die folgende Figuri )

Die durch das Inversionszentrum C gehende Gerade d

schneidet den absoluten Kreis in Ui, LDa, den Hauptkreis in

Hi , Hs, die Axe c der Inversion in D; durch Ui und U.
geht ein Kegelschnitt d, unser heruntergeklappter Kugel -

kreis , und auf ihm besteht eine Involution , deren Jentrum

der heruntergeklappte Punkt C' ist ; diese Involution wird

aus dem i. Bez . auf genommenen Pol P von d, dem her —

untergeklappten Punkt 8, auf die Gerade d projiziert und

ergibt auf ihr die Korrespondenz . — Da Hi und die Bilder

der Doppelpunkte der auf bestehenden Involution sind

können wir J folgendermaßen konstruieren : Wir schneiden

die Strahlen PHi und PVz imit din zwei solchen Punkten

Hi “ und Ha*, daß die Gerade ⸗ H “ Hes durch D läuft ,1
und suchen ibren Pol i. Bez . auf u. Hierbei gibt es Zwei

Möglichkeiten ; aber , da jede von ihnen aus der anderen durch

Anwendung der involutorischen Homologie mit P als Zentrum

geht , liefern beide auf J die -

selbe Korrespondenz . — Wir erhalten aber auch stets dieselbe

Korrespondenz auf d, wenn wir die analoge Figur mit irgend
inem durch Ui und U laufenden Kegelschnitt 2 konstruieren ;

denn es schneiden sich , wenn 0 , Ki * usw . die den Punkten

und d als Hauptgerade hervor

P , Hi “ usw . der ersten Figur analogen Punkte sind , PHi -

und OKi * im Punkte Hi von d, und deshalb führt die ebene

Homologie , in der der Punkt ( P0 , HiLII * ) Zentrum , die

Gerade d Hauptgerade und das Paar P, ein Paar ent -

HZur Ver ' ainschaulichung kann Fig. 1 dienen : Der dortige Kreis
A ist als Kegelschnitt dzu nehmen



sprechender Punkte ist , den Punkt Ki * in Hi * , folglich auch

den Kegelschnitt “ in d und überbaupt die ganze zweite

Figur in die e über

Auf diese We

Inversion die involutorische Korréespondenz

können wir auf jedem Durchmesser der

2] konstruieren ;

da in einer Ebene mit gegebenem absoluten Kegelschnitt die

Punkte Ui; Uz immer bekannt sind und da die Punkte C,

bestimmt sind , ist die ganze
1 8 I 4 — —Inversion durch ihren Hauptkreis definiert . Wie wir die

HI ,f 1 85
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