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Erster Abschnitt .

Die einfachsten Punktverwandtschaften , die Kreise

in Kreise überführen .

§ J. Die Kollineationen , die eine Kugel in sich selbst

verwandeln .

1. Die einfachsten Kreisverwandtschaften der Ebene

werden wir aus den einfachsten Kreisverwandtschaften der

Kugel erhalten . Deshialb seteen ꝛbι dν , e¹nαν Luu- οεά ο eine

umſcefinbar eindeutiq9ſe , algebraischie ' Punſetperiuandtschaft P

voοοs, , die jedem Kyeis ibieder einen Kyeis auorduet ; sie

führt die Kreise , die durch zwei feste Punkte gehen , über in

die Kreise , die durch die entsprechenden beiden Punkte laufen .

Fassen wir die Ebenen der Kreise ins Auge , so erhalten

wir durch P eine umkehrbar eindeutige Verwandtschaft der

Ebenen des Raumes , die jeden Ebenenbüschel wieder in einen

Ebenenbüschel überführt , also eine Kollineation ; und zwar

vertauscht sie die Berührungsebenen von & untereinander ,
da jeder Punkt von C als Kreis aufzufassen ist , dessen

Ebene die Kugel & berührt . Mit dieser Kollineation der

Ebenen des Raumes ist eine Kollineation der Punkte des

Raumes verbunden , die die Punkte von & unter einander

vertauscht , und eben diese so erzeugte Verwandtschaft

zwischen den Punkten von & ist unsere P . Wir sehen

hieraus :



Die umſeehrbar oindeutigen Prianſetpertpandtschaften 4²
einer Kugel , die Kreise in Kreise iibenführen , aberden durof

die Tollineationen des Raumés enecugt , dièe die Lugel 77¹

Sieh selbst transformieren .

2. Die Kollineationen nun , die eine Fläche II . Grades

in sich transformieren , zerfallen bekanntlich 1) in zwei Arten ;

durch eine Kollineation der ersten Art wird jede Regelschar

der Fläche projektiv auf sich selbst , durch eine Kollineation

der zweiten Art projektiv auf die andere Regelschar bezogen ;
jede Kollineation der ersten Art läßt sich durch eine gerade ,
jede der zweiten Art durch eine ungerade Anzahl von in —

volutorischen Homologien ( Zentralkollineationen ) zusammen -

Setzen , bei deren jeder das Homologiezentrum und die Haupt -
ebene in bezug auf die Fläche II . Grades polar sind . Diese

Zusammensetzung , auf die es uns hier ankommt , läßt sich

unabhängig von den Regelscharen der Fläche , die ja bei

unserer Kugel imaginär werden , folgendermaßen ableiten :

Gegeben seien drei Paare entsprechender Punkte 4 , 4 ;

B, B“ ; C, C“ auf &. Dann gibt es zwischen den Feldern der

Ebenen ò S ( A450 ) und öð“S ( A4“B' C) eine Kollineation ,

die die in ihnen befindlichen Kreise der Kugel so ineinander

überführt , das 4 und 4 “ , B und 5“, C und C einander

zugeordnet sind ; sie ist bestimmt , wenn man zu diesen drei

Punktepaaren als viertes noch etwa den Pol der Geraden 45

i. Bez . auf den in dò gelegenen Kreis und den Pol der Ge —

raden 4 “ B ! i. Bez . auf den in ò“ gelegenen Kreis hinzu -

nimmt . Sind nun in dieser Kollineation X, X ' irgend zwei

einander entsprechende Punkte und sind ferner D und LD'

die i. Bez . auf & genommenen Pole von oͤ und òd“, so müssen

in jeder Kollineation , die & so in sich selbst überführt , daſ

A und 4“, B und B' , C und C gepaart sind , auch X und

X' , D und TD' Paare entsprechender Punkte sein . Von den

unendlich vielen Kollineationen , die durch diese fünf —

nicht in allgemeiner Lage befindlichen — Punktepaare be —

) F. Klein , Math . Ann. Bd. 4, S. 412 u. 622 . H. G. Zeuthen , Math

ee 8 , 8. 35f . R. Stüfm , Math . Ann . Bd. 26, S. 464fl



stimmt sind , gibt es zwei , die & in sich transformieren ;

wir erhalten sice, wenn L der eine Schnittpunkt von P &

mit & ist und wenn 55ν ᷣ in Ei und Lu ' schneidet , durch

die fünf Punktpaare

B„, R G D

AB ECiD , D

und erkennen , daß die eine aus der anderen durch Hinzu —

fügung der involutorischen Homologie entsteht , die D' zum

Zentrum und o “ͤ zur Hauptebene hat . Wir finden also

Sid CD ο⏑οοεσ EuUel Grbi Punletepdaure egebe , Sc Mht
es eibei Kollineationen der Kugel in sich , in denen dies “ Punmtte -

padre Padrèe entsprechender Punletè sind ; jede diesen Kollined —

tionen ldsst Sieh de ( Ce, danderen duiuel . Hineifugunig 7⁰e

⁰οονtorischen Hon OloOg?ie eiten .

3. Diese beiden Kollineationen nun bauen wir in folgenden
Weise aus involutorischen Homologien auf , deren Zentrum

und Hauptebene reell und i. Bez . auf &polar sind : Zuerst

ehmen wir eine der Homologien , deren Zentren die Scheitel

beiden Kegel des durch & und das Ebenenpaar o, ò“ be -

stimmten Büschels von Flächen II . Grades ist ; diese Scheitel

sind immer reell , weil C keine reellen Geraden trägt . Die

Homologie 9 hrt 0 in o“ und dabei die Punkte A, B, Cin

drei Punkte A1, BI , C, des in odͤ' , befindlichen Kreises der &

N
1
1del

über . Zu zweit kommt die Homologie , deren Zentrum der

Schnittpunkt der Geraden 41 B' und BI A ist ; in ihr ent —

— — dem A1 der 5' / , dem B. der 4 “ und dem Ci ein

Punkt Cz: desselben Kreises . Zu dritt nehmen wir die Homo

logie , deren Zentrum der Schnittpunkt der Geraden 4/B

und C3C ist und die deshalb 4“ und 5 ! , sowie C und C-

einander zuordnet . Durch die Aufeinanderfolge dieser drei

Homologien erhalten wir eine Kollineation der Kugel G in

sich , bei der 4 , 4 “ ; B, B' ; C, Cgepaart sind , also eine der

beiden oben gefundenen ; die andere folgt aus ihr , wenn wil

noch als vierte die involutorische Homologie hinzufügen , die
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D' zum Zentrum und o“ zur Hauptebene hat . — Die An —

zahl der Homologien kann sich in besonderen Fällen ver —

mindern : Erstens kann schon die erste Homologie 4 in A ,

B in 5˙ , Cin Cüberführen , nämlich wenn 44 “ / , BB ‘ , C0

durch einen Punkt laufen . Zweitens kann es möglich werden ,

die zweite Homologie so zu wählen , daß sie direkt A mit A4“,

Bi mit 5“ , Ci mit C“ vertauscht , wenn nämlich 414 “ / , BIB . ,

CIC “ durch einen Punkt gehen . — Wir haben hier den be -

kannten Satz gefunden :

7Jede veellèe Kollineation , dièe eine Näche II . Grades in

84ν SelbSt Iibνfuint , dſt Steh dues nhöchstens vleν rree¹ eιν
R J
hνοοινEꝓoyisc NE Homologie „* OιISUnmensetæen

§ 2. Die aus der involutorischen Homologie folgenden ebenen

Kreisverwandtschaften .

1. Wir projizieren die Kugel & aus einem Punkte 8 auf

eine Ebene 6, die wir uns der Einfachheit halber als Polarebene

von S i. Bez. auf C oder , wenn 8S auf & liegt , als Parallel -

ebene zu der in &S berührenden Tangentialebene von & denken ;

in 6 nehmen wir den Umriß von & zum absoluten Kegel -

schnitt der Maßgeometrie . Dann folgen aus den kollinearen

Punktverwandtschaften der Kugel C in 6 Punktverwandt -

schaften , die Kreise in Kreise verwandeln , und zwar lassen

sie sich sämtlich aus denen unter ihnen zusammensetzen ,

die durch die Projektion aus den involutorischen Homologien

der Kugel entstehen . Wir wollen uns deshalb nur mit diesen

besonders einfachen Kreisverwandtschaften beschäftigen .
Es sei also eine involutorische Homologie gegeben , deren

Zentrum C“ und deren Hauptebene “ reell und zu einander

bolar in bezug auf & sind . 7“ wird entweder & reell
fN U

schneiden oder nicht ; dagegen können wir den Fall , daß 9
die S berührt , ausschließen , da er eine Ausartung ist , in

der alle auberhalb von “ befindlichen Punkte dem C“ ent -

sprechen . Das Projektionszentrum S ferner kann mit C

identisch sein oder in 5“O oder an einer beliebigen Stelle des
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Raumes liegen : Hieraus ergeben sich die verschiedenen Fälle

folgenden ebenen Kreisver -der aus der Homologie ( C“,
wandtschaften .

2. Nehmen wir zunächst 8S auf & an , so ergibt sich in

6, wenn §S in 7 liegt , die Spiενοαν ] ο ν οννν Geraden , Sonst7
aber die Invension ( Transformation durch reziproke Radien )

den padradbolischen Geometrièe ; der Hauptkreis dei Inversion

ist das Bild des reellen oder imaginären Schnittkreises von

mit G.

Ist 8S kein Punkt von C, so erhalten wir in 6 die ellip -
tische oder die hyperbolische Geometrie . Der

SS⸗ C , ist uninteressant , da er

mation führt . Liegt 8

involutorische Homologie ,

und zur Hauptgeraden die Schnittlinie S 6ν hat ;

führt den absoluten Kegelschnitt in sich selbst ül

in 5“, So haben wir in 6

Fall , daſo

zur identischen Transfon -

8

eine ebene

die zum Zentrum das Bild C von

Sie

über und ist

die Spiegelung der nichteulclidischen Geometrie . Die Spiegelung
findet also in der elliptischen Geometrie immer gleichzeitig

an einem Punkt Cund an seiner absoluten Polare e Statt

in der hyperbolischen Geometrie aber kann man , je nachdem

im Innern des absoluten Kreises liegt oder nicht ,

dem also C im Sinne

Punkte und die Spiegelung an einer Geraden unterscheiden ;

der nichteuklidischen Geometrie eil

eigentlicher Punkt ist oder nicht , die Spiegelung an einem

je nach -

1

doch sind das nicht von einander unabhängige Arten , da

immer aus zwei ebenen involutorischen Homologien , von denen

jede ihr Zentrum in der Hauptgeraden der anderen hat , eine

involutorische Homologie folgt , deren Zentrum der Schnitt —

punkt der Hauptgeraden und deren Hauptgerade die Ver —

bindungslinie der Zentren jener beiden sind .

3

3. Bei allgemeiner Lage des Projektionszentrums S er —

halten wir in 6 eine Transformation , die der Analogie zur

parabolischen Geometrie wegen auch als Iuvnrνvaͤij, . j0obèezeichnet

wird , obwohl sie wesentlich audere Eigenschaften hat als die

parabolische Inversion . Sie ist zunächst nicht

deutig : Ein Punkt Y von 6 ist das Bild zweier Kugelpunkte

mehr ein -
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JIi “, Tz' , und diesen entsprechen in der Homologie ( C, 7 )
zwei Punkte Y1“, Y2“, die i. A. in 6 verschiedene Bilder Yi ,

Y haben ; und Y2 nun sind die dem T in der Inversion

zugeordneten Punkte , und umgekehrt findet man , wenn man

ihre entsprechenden Punkte in derselben Weise sucht , immer

als einen derselben den Punkt F . Das heißt : Die michit -

onueidische Inversion ist eineι ddur,p˙eο pοοẽorische Sibei -

deutiqe Veriuandtschaßt .
Der Bildpunkt C des Homologiezentrums C' ist dadurch

ausgezeichnet , dab er mit den beiden ihm entsprechenden
Punkten zusammenfällt ; er möge das Zentrum und seine

absolute Polare oαν die Aæe der Inversion heißen . —

Ein Kreis ferner von 6 geht durch die Inversion i. A.

in zwei Kreise üiber , und auch hierbei findet involutorisches

Entsprechen statt ; die Kreise , die Czum Mittelpunkt und

zur Mittelliniet ! ) haben , vertauschen sich untereinander ; ins —

besondere fällt der als Haupthhreis der Inversion zu bezeich —

nende Bildkreis des in “ befindlichen Kugelkreises mit dem

einen der beiden ihm zugeordneten Kreise zusammen . Dem

absoluten Kegelschnitt entspricht nur ein Kreis , der Hucht -

ereis . — Eine Gerade der Ebene 6 ist das Bild nur eines

Kugelkreises und wird deshalb durch die Inversion in nur

einen Kreis verwandelt ; insbesondere entsprechen die durch

das Zentrum C laufenden Geraden , die wir füglich als Durch - —

meéssen dler Inpersion bèeteichuen werden , je sich selbst . AIS0

liegt ein Punkt Y mit den beiden ihm in der Inversion zu —

geordneèten Punkten Yi1 und ) auf demselben Durchmesser ;

so entsteht auf jedem Durchmesser eine involutorische Korre —

Spondenz [2] , von deren Verzweigungs - und Koinzidenzpunkten

je zwei in den Punkt C und die anderen beiden in die

Schnittpunkte U, Uz des Durchmessers mit dem absoluten

Kegelschnitt , bzw . in seine Schnittpunkte Hi , H mit dem

Hauptkreis fallen ; von diesen fünf singulären Punkten der

Korrespondenz ist immer einer durch die vier übrigen be —

) Die Nittellinie eines Kreises ist die Verbindungsgerade seiner

beiden Berührungspunkte mit dem absoluten Kegelschnitt ; ihr absoluter

Pol ist der Mittelpunkt des Kreises .
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stimmt , da Cder eine Doppelpunkt der durch die Punkte —

aare Ui , Uz und HI , EHe definierten Involution ist .1 1 2 1 2

4. Die auf einem Durchmesser d der Inversion bestéhende

involutorische Korrespondenz [ 2] ist das Bild der vermöge

der Homologie ( C“ , 5 ) kherrschenden Involution auf dem

Kreise der Kugel &, dessen Bild deist . Diesen Kreis denken

wir uns mit seiner ganzen Ebene um dw in die Ebene 6 her —

unter geklappt und haben dann in dieser die folgende Figuri )

Die durch das Inversionszentrum C gehende Gerade d

schneidet den absoluten Kreis in Ui, LDa, den Hauptkreis in

Hi , Hs, die Axe c der Inversion in D; durch Ui und U.
geht ein Kegelschnitt d, unser heruntergeklappter Kugel -

kreis , und auf ihm besteht eine Involution , deren Jentrum

der heruntergeklappte Punkt C' ist ; diese Involution wird

aus dem i. Bez . auf genommenen Pol P von d, dem her —

untergeklappten Punkt 8, auf die Gerade d projiziert und

ergibt auf ihr die Korrespondenz . — Da Hi und die Bilder

der Doppelpunkte der auf bestehenden Involution sind

können wir J folgendermaßen konstruieren : Wir schneiden

die Strahlen PHi und PVz imit din zwei solchen Punkten

Hi “ und Ha*, daß die Gerade ⸗ H “ Hes durch D läuft ,1
und suchen ibren Pol i. Bez . auf u. Hierbei gibt es Zwei

Möglichkeiten ; aber , da jede von ihnen aus der anderen durch

Anwendung der involutorischen Homologie mit P als Zentrum

geht , liefern beide auf J die -

selbe Korrespondenz . — Wir erhalten aber auch stets dieselbe

Korrespondenz auf d, wenn wir die analoge Figur mit irgend
inem durch Ui und U laufenden Kegelschnitt 2 konstruieren ;

denn es schneiden sich , wenn 0 , Ki * usw . die den Punkten

und d als Hauptgerade hervor

P , Hi “ usw . der ersten Figur analogen Punkte sind , PHi -

und OKi * im Punkte Hi von d, und deshalb führt die ebene

Homologie , in der der Punkt ( P0 , HiLII * ) Zentrum , die

Gerade d Hauptgerade und das Paar P, ein Paar ent -

HZur Ver ' ainschaulichung kann Fig. 1 dienen : Der dortige Kreis
A ist als Kegelschnitt dzu nehmen



sprechender Punkte ist , den Punkt Ki * in Hi * , folglich auch

den Kegelschnitt “ in d und überbaupt die ganze zweite

Figur in die e über

Auf diese We

Inversion die involutorische Korréespondenz

können wir auf jedem Durchmesser der

2] konstruieren ;

da in einer Ebene mit gegebenem absoluten Kegelschnitt die

Punkte Ui; Uz immer bekannt sind und da die Punkte C,

bestimmt sind , ist die ganze
1 8 I 4 — —Inversion durch ihren Hauptkreis definiert . Wie wir die

HI ,f 1 85
Wenn 61obige Konstruktion reell ausf

fN f 12e 110h Snel N 2 VurH2 Wwir hier nicht untersuchen , da wil
FIt 1 181

einf n ableiten es genügt , kol -

9e belgen n

5 71 7 CGeE' N. 7⁴ JCEOCιν,,AA ꝛS8 GN⁰]⁰9⁰C,.n
I 7 7.7 3 33renhHauytlereis Puunlet liegt mit den

heiden ium ↄhνſͥeοõ,j,uAuEneten immer au,f , demselben Durchmessès
1 P

Ies 5%Dif / 6 ut aιf , ſe˙ον DDeehmnmesser d eine
7

707 0 8 ENS2 7˙ R Sο 1 CHιννεεhS
8 7 97 7 7 7

⁷ 72 67 οι - * ο ον ννονν eE d◻ 7＋α

SCMNMUt f NADUνuete „*. GeNn . εποννεεHte , οeν d

7 N 4 8 5 1 7* HQdUi „οινs οẽ, , ιανεε οοοjnuu¹ι¹νe ? οσιννε¾νν 2
7 77⁰47 N 772 7K 6 SDοπiuάfHεε τn¹ Sↄgehιẽim hat und die Szich dt ' s

E8e 0 77 *e 87

t E Hurehr Ser 7WOlutor auf yedem Durchmesseèr zu
F4 41 irgend einem Durchmesser d
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Hi * und Has , daß die Gerade S H = Hα durch D läuft ;
den absoluten Pol J von i macht man zum Zentrum eine
Involution auf dem absoluten Kegelschnitt und Projiziert
diese aus P auf d. “)

Betrachten wir , wie üblich , das Innere des absoluten

Kegelschnittes als maßgebend , so sind E , und H. reell ,
wenn der Hauptkreis reell , und imaginär , wenn er imaginäi
ist . Im letzteren Falle ist der Hauptkreis durch sein reelles

Polarsystem gegeben ; PH . und P/ . nun , die ja die aus P
an den Hauptkreis gehenden Tangenten sind , sind dann
definiert als die Doppelelemente der im Strahlenbüschel ( P)
durch das Polarsystem erzeugten Involution , und ? ist de —
finiert als eine der beiden aus D kommenden Geraden , auf
denen die infolge des absoluten Polarsystems bestehende In —
volution perspektiv ist zu der soeben im Strahlenbüschel P )
erwähnten . Wenn also der Hauptkreis imaginär ist , wird
man irgend zwei gepaarte Strahlen aus ( Y) , ½ und , nehmen ,
zwischen ihren Punktreihen die projektive Zuordnung der
einander im absoluten Polarsystem konjugierten Punkte her —
stellen und an den durch diese beiden projektiven Punkt —
reihen erzeugten Kegelschnitt ( n , à ) aus D die Tangenten
legen ; das sind die gesuchten beiden Geraden , da auf jeder
von ihnen die beiden Paare sich in ( P) entsprechender

Strahlen : PP und PCemn und u, auch 2wei Punktepaare der
absoluten Involution einschneiden . Diese Geraden sind immer
reell : Der Hauptkreis kann nämlich nur imaginär werden ,
wenn C im Innern des absoluten Kegelschnittes liegt ; denn

nur in diesem Falle ist es möglich , daß , wenn wir zu unserer
räumlichen Figur zurückkehren , das Homologiezentrum C' im
Innern der Kugel & liegt und daß somit die Hauptebene 3“
die & nicht reell schneidet . Dann aber befinden sich P und
D aubberhalb des absoluten Kegelschnittes , und wir können
es so einrichten , daß2 ) , zwischen Cund D hindurchlaufend .
ihn reell schneidet ; der absolute Pol ! M von mn wird jetzt

1) Siehe Fig . 1

2) Siehe Fig



auf d zwischen m und D liegen und , da 50 , P und n , u

zwei Paare einer elliptischen Involution sind , auch durch 2

nicht von D getrennt werden . Das heißt aber , da der Kegel -

schnitt ( n , 1) die Geraden unde in ihren Schnittpunkten
mit d berührt , also d in denselben Punkten , in denen und

maes tun , schneidet : D und sind entweder gleichzeitig
innere oder gleichzeitig äàußere Punkte in bezug auf 6 % „ ) ;

das letztere aber findet statt , da die von M kommenden

Tangenten des ( in ,u) identisch sind mit den von Man den

absoluten Kegelschnitt gehenden , nach unserer Wahl von

reéellen Tangenten .
2. Wir denken uns nun die Konstruktion von ? für einen

Durchmesser d ausgeführt ; dann können wir diese Figur
nach und nach in alle die Figuren verwandeln , die für die

anderen Durchmesser nötig sind , wenn wir auf sie nach und

nach die Kollineationen anwenden , die das dem absoluten

Kegelschnitt und dem Hauptkreis gemeinsame Tangential —

dreèieck zum Fundamentaldreieck haben ) ; denn diese Kollinea —

tionen lassen den absoluten Kegelschnitt , C, e und alle Kreise

mit dem Mittelpunkt Cje in sich selbst übergehen . Daraus

folgt , daß die für alle Durchmesser d konstruierten Geraden 7

einen ganz bestimmten Kreis mit dem Mittelpunkt Cberühren ;

also brauchen wir die Konstruktion von 2 nur einmal zu

machen , um dadurch diesen , wie wir ihn nennen wollen ,

„ ersten Hilfshereisee zu bestimmen . Doch können wir auch

den im hyperbolischen Maßsystem gemessenen Radius des

ersten Hilfskreises durch den des Hauptkreises ausdrücken ;

dazu brauchen wir den folgenden

Hilſfssatæ : Projiziert man aus einem Punkte T zwei auf

einem Kegelschnitt liegende Punkte X“ , T & auf

die Polare t von 7 in die Punkte X, T und

schneidet - mit dem Kegelschnitt in den Punkten

V , V , So beèsteht die Doppelverhältnisgleichung :

G Xh .
) Diese Kollineationen sind die um Causgeführten Drehungen

der hyperbolischen Geometrie und gehören als solche zu den Kreis —
verwandtschaften .



Verbindungslinien von X * und T “ bzw .
mit den beiden weiteren Schnittpunkten dei

Strahlen TY und

NRN ( )
und , da die Identität

I UàXI ) ( i N . XZ) . V. N. ZT )

Es seien nun er die Schnittpunkte von d
und ferner V jad Geraden P0 mit dem

al

soluten Kegelschnitt , S0 is

den Doppelverl

wobei Ki der Schnittpunkt von PG mit und somit
4 7 1der Berührun spUnkt Am erst ist . Nach

unserem H IIISSaàtZ 18

eine Gleichul ien des Haupt
ilfskreises , da d

( L Uꝛ2CHi ) und ( VI V.

turch die Doppelverhältnisse

gibt

) Die beiden Kreise fallen zus Wenn (L. U C ) 3
ist; dann lassen de bsolute Ke er tkreis Ponce
letsche Vierecke
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ber noch eine andere Deutung der letzten Gleichung ; be —

zeichnen wir nämlich mit und % die aus D kommenden

Tangenten DBV. und U / des absoluten Kegelschnittes , S0
wird durch das mit ( I Va CKi ) gleiche Doppelverhältnis
51 D2 Ui ) der Winkel zwischen d undeàugemessen ; derselbe

hat demnach für alle Durchmesser der Inversion denselben

Wert und soll kurz „ der Pinbel der Inrersion “ heißen . Sein

Komplementwinkel , der durch (oi 5 c) ν
iedigemessen

wird , ist der Winkel zwischen und der Inversionsaxe cund

ebenfalls konstant , wie es ja sein muß , da 7 einen Kreis

berührt , dessen Mittellinie c ist .

3. Wenn wir nun unsere Konstruktion in der Sprache
der nichteuklidischen Geometrie schildern wollen , dürfen wil

nur mit „eigentlichen “ , d. h. im Innern des absoluten Kegel —

schnittes befindlichen Elementen arbeiten . Wir unterscheiden

demnach zwei Arten der Inversion :

Die æentrale Inversion , deren Jentrum ein eigent —
lichen Punſet ist , und

dièe dæiule Invpersion , deren Aæe eine eigentliche

Gerade ist .

Der Hauptkreis ist ja , falls er reell ist , immer ein eigent -

licher Kreis . Bei der zentralen Inversion mit reellem Haupt —
kreis ist , wie leicht ersichtlich , auch der erste Hilfskreis ein

solcher ; die eine zu einem Durchmesser d gehörige Gerade 3
erhalten wir ohne Benutzung des uneigentlichen Punktes D,
wenn wir den zu d im absoluten Polarsystem konjugierten

Durchmesser P0 mit dem ersten Hilfskreis schneiden und

in einem der Schnittpunkte die Tangente ziehen . Die In —

volution auf dem absoluten Kegelschnitt endlich ist mit der

Spiegelung an der Geraden identisch . Also können wir

sagen :

Hat die æↄentrale Inversion einen neellen Haupiſeneis , So

construiert man die einem Pumnlete Y entsprechienden beiden

Punlete Yi, Y. Folgendermab ' en : Man legt durch Vden Dunch -

messer d der Inversion, , schineidet den æu ihm senſerechien
2
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en Inversion kann der Fall eintretep , daß
hre Axe c den Fluchtkreis vertritt , d. h. daß jedem Punkt

XX lie beiden unendlich fernen Punkte des durch ihn

len Durchmessers d sprech ach der oben ange

nen Konstrukt geschieht d 801 lurch die

2 ne I De 2 D 8 2 5 VIo.

besonder gen kant on Herrn Liebmant

nat genannt Xbart r Inve

§S 4. Die Inversion der elliptischen Geometrie .

egebene Konstruktion der Inversion

läbt sich in der elliptischen Ebene , weil dort der absolute

Kegelschnitt imaginär ist, nicht so einfach gestalten , wie es

in § 3 für die hyperbolische Ebene geschehen ist . Deshalb

wollen wir jetzt eine ganz andere Konstruktion der Inversion

ableiten , die in der elliptischen Ebene brauchbar ist ; sie ist

übrigens auch in der hyperbolischen Ebene bei der zentralen
J1 nversion anwendbar . Wir kehren zu dem Ende noch ein —

mal zu der Kugel und zu der auf ihr durch die involu —

torische Homologie (C' “,7 ) ) erzeugten Verwandtschaft zurück

und setzen dabei voraus , daß die aus dem Projektionszentrum
§S nach C' gehende Gerade , wie sie es ja im elliptischen
Falle tut , die Kugel S in zwei reellen Punkten C, “ und C2
schneidet . Jeder Kreis nun von &E, der dem durch une

C½ bestimmten Kreisbüschel ( C. “ CY) angehört , t 1

die Homologie ( C, ) in sich selbst über ; ferner sind , wenn

1“ und t “ zwei beliebige , die Kugel S in Ci “ , bzw. C, be -

rührende und sich auf der Geraden 5˙6 schneidende Tan -

genten sind , die beiden Ebenenbüschel ((.“)) und (t5, “) und mit

ihnen auch die durch sie in & eingeschnittenen Kreisbüschel

einander projektiv zugeordnet . Soll nun zu einem Punkt

der Kugel der ihm in der Homologie (C', 5 ) entsprechende
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Mgefunden werden , so legen wir durch ! “ erstens den

Kreis ( Ci“ C Y' ) aus dem Büschel ( Ci“ Ca) ) ; dann nehmen

wir entweder den durch J ' gehenden Kreis aus dem Büschel

(ti “) und schneiden den ihm entsprechenden aus dem Büschel

(tà) mit ( Ci“ C½ Y) — oder wir nehmen den durch Y' gehenden

Kreis aus ( t “) und schneiden den ihm entsprechenden aus

( ti ) mit dem Kreise ( Ci“ C“ F) ; beide Male erhalten wir

denselben Punkt Y“. Wie gestaltet sich das nun , wenn wir

die Kugel C aus dem Punkte & auf seine Polarebene 6

Projizieren ?
Die Punkte G“ , Ci“ gehen in das Zentrum Cder In -

version über , der Kreisbüschel (CI1“ C ) in den Durchmesser -

büschel und die beiden Kreisbüschel (41)) und (t . “) in den —

selben Büschel ( ) von Kreisen , die alle einen bestimmten

Durchmesser - im Punkte C berühren ; da jeder Kreis aus

( t ) das Bild eines Kreises aus (ti “) und eines aus (4“)) ist ,

folgt aus der Projektivität zwischen diesen letzten beiden

Büscheln , daß infolge der Inversion im Kreisbüschel (c) eine

involutorische Korrespondenz [2] herrscht . Ein Punkt V

von 6 nun ist das Bild zweier Kugelpunkte JYIi“ und JI “;
diese bestimmen auf der Kugel vier Kreise , die wir mit

ahnhreen

bezeichnen können und von denen immer die ersten beiden

und die letzten beiden dasselbe Bild haben ; sind ferner Y, “

und Y. “ auf der Kugel durch die Homologie ( C, ) den

Punkten FI“ und J . “ zugeordnet , so entsprechen den oben

aufgezählten vier Kreisen der Reihe nach die Kreise

(tz“, M. ) , (11“, N“ ) , ( te “, N2“) , (e1“ Y. 1) ,

die i. K. lauter verschiedene Bilder in 6 haben . Da FI “,

Ja“, Y. “, Yu“ auf demselben Kreis aus dem Büschel ( Ci “ C) 0

liegen , folgt hieraus : Durch einen Punkt Tvon o gehen zvei

Kreise des Büschels ( ) ; sowohl die beiden Kreise , die dem

einen , als auch die beiden , die dem anderen von ihnen durch

die in (t ) bestehende involutorische Korrespondenz [ 2] zuge —

ordnet sind , schneiden in den Durchmesser C die zwei
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Punkte Y. und ) . ein , die dem in der Inversion ent —

sbrechen . Können wir also die involutorische Korrespondenz

[2] in ( J konstruieren , Ss0o können wir zu jedem Punkte V

die Punkte Yu und Y. finden , außer wenn T auf t selbst

liegt ; in diesem Fall wird man einen anderen , dem Büschel

( t ) analogen Kreisbüschel zu Hilfe nehmen ; aus praktischen
Gründen wird man dies schon tun , wenn Fnahe antt liegt

ö 2. Zu einer Konstruktion der involutorischen Korre —

spbondenz [ 2] im Büschel ) gelangen wir folgendermaßen :

Ist T der Punkt , in dem t die Axe c der Inversion schneidet ,

durch den also auch fi “ und “ laufen , so gehen durch jede

Gerade des Strahlenbüschels ( J , “ ) zwei einander in dei
1Homologie (C“, 5 ) zugeordnete Ebenen aus den Ebenen -

); hieraus folgt durch die Projektionbüscheln ( ti “) und (12
aus 8 auf 6, dab jede Gerade des Strahlenbüschels ( J , 6)

zwei Kreise des Büschels (t/) bestimmt , die den Hauptkreis

der Inversion in denselben beiden ( eventuell imaginären )

Punkten wie sie schneiden und die einander in der Inversior

zugèeordnet sind . Eine solche Gerade aus dem Strahlen —

büschel ( J , 6) wollen wir eine „ Hauptsehine “ t der beiden durch

sie bestimmten Kreise nennen ; jeder Kreis aus ( ) besitzt ,

da er das Bild zweier Kugelkreise ist , zwei Hauptsehnen ,
und diese sind immer reell . Hiernach können wir bereits

die Konstruktion der Inversion folgendermaßen schildern :

Ist in dler elliptischen Hbene eine Inversion dunchi ihinen

Hauuptleneis gegqeben , so Vonstruiert man æi, einem Punlett V

die beiden æuν·ο ανten Punlete Yi und Ya, indem mam duncht

V und das Jentrum der Inversion einen Kreis legt und

die beidem Kreise dufsuclit , die ſenen Kyueis in berluiſiren

zuud mit ilim qe eine Hauptsehne gemeinsam Haben ; diese

beidlen Kreise schineiden Yi und Yu in den Durchimessen CV ein .

Kehren wir wieder zu unserem Kreisbüschel (t ) zurück ,

S0 erkennen wir leicht , daß auch die Mittellinie eines jeden
Kreises „ aus ihm durch den Punkt 7 geht ; denn sie wird

in 6 eingeschnitten durch die Ebenen der beiden Kugelkreise



X1 und 2½ deren Bild & ist , und diese Ebenen gehen durch

ti “, bzw . tz“. Da andererseits die Ebenen von 41“ und 4
in 5“ die Geraden einschneiden , deren Bilder die Hauptsehnen
von sind , ergibt sich ohne weiteéres der folgende Satz . dei

die obige Konstruktion vereinfacht :

Ist in der olliptischien Vbene eine Invpersion und ein Biischel

ο leisen HeNe Hen, die dureh das Inversionsaentrum qeſien

und duselbst einé gemeinsdmmé Tangenteet besiteen , So ldulfen iſin -

Mittellinien and ſhire Hauptschnen duncht denselben Pulmlet , in

C JI0 5 Me A C Ger Inversion SCẽEuͤdet . In Mesemn tyahlen -

Huααα b⁸etehen ⁊ubel Projeletivitdten deraunt , Cass dmιeαν GsSie

jedem Strahil die Hauiptseſimen . dqes Nroeises S¹νναονοαανt Sαν ,
desS Mittellinie e ist , und dass unmgelrehnt durch di “ in -

vensen Projeletivitäten qedem Stnahil die Mittellinien den heiden

Nyeisée ιενοννεẽ 20%eulen, CJeren gemeinsamèé Hauyptselin “ 46
ist . In beiden Pro jeletivitäten sind c und t diè “ Koinsidens -

Stydſile N.

Um die beiden Projektivitäten völlig zu bestimmen , muß

man für jede ein Paar entsprechender Strahlen kennen ; es

wird sich also darum handeln , für einen beliebigen Kreis 2

aus dem Büschel (t ) die Hauptsehnen zu finden , auch wenn

„ den Hauptkreis nicht reell schneidet , wenn man von den

Hauptkreis nur sein Polarsystem besitzt . Der Punkt J nun
ist als Schnittpunkt zweier gemeinsamer Sehnen der beiden

Kreise ein Eckpunkt des ihnen gemeinsamen Polardreiecks ;
deshalb geht durch ihn der Kegelschnitt , dessen Punkte

gleichzeitig in den Polarsystemen beider Kreise den Punkten

irgend einer beliebig gewählten Geraden 9 konjugiert sind .

Die Punktreihe des Kegelschnittes und die von ꝙ sind durch

diese Beziehung zu einander projektiv gemacht ; projizieren
wir beide aus 7 , so erhalten wir im Strahlenbüschel ( L )
eine Projektivität , und von deren Koinzidenzstrahlen trägt jeder
außer dem durch T und den Schnittpunkt mit seiner Polare

gebildeten Paar in beiden Polarsystemen konjugierter Punkte

noch ein zweites ; also sind auf jedem der beiden Koinzi —

denzstrahlen die beiden Involutionen von i. Bez . auf à, bzw .
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H den Hauptkreis koujugierten Punkten identisch ; das

1 Jia 1 1 161 huai W 1 1 11 4
jeißbt , jeder dieser Strahlen schneidet à und den Hauptkreis

lenselben beiden Punkten , ist eine Hauptsehne von &. 80

die zuptsehnen von auch bei inärem

konstruieren ; wir brauchen nach dem früheren

ut erst nachzuweisen , daß wir immer zwei reelle Geraden

§S J. Aufstellung der einfachsten Transformationen „ E “ der

Ebenen des Raumes , die auf einer Kugel eine Berührungs -

formation der Kreise erzeugen .

strans -1 U 1 33 185 T1 An 12 1 1 *
1. Da ein Punkt in der Theorie der Berührung

kormationen als Elementverein aufzufassen ist , wird man ,

21 1 3 2
wenn es sich um die Berührungstransformationen der Kreise

5127 1 jieden Pu alée 1 nPrai 0
nandelt , q3eden Kt AlS einen Krels à1 Um

7 1 1 11
recht einfache zu erhalten 12

gue 70 1 8 7OCVCUUUIIC Lιι 4ν 69ε 6 Cσε dεε
1 ö ö

1 He ο Piinet emne-

NC1 Heαι 62¹1CV NOOCU 2?

I N* Krreis .

Ja . ter , Kyeisen , Zutsdmmensetet ;

hhν,ju οο Bi .

nden ist eine algebraische Verwandtschaft

E zwischen den Ebenen des Raumes , und wir können uns

umgekehrt B durch Eü erzeugt denken . Da ein Punkt von

berührt , sehen wir :1 Tvaice icçtGein Kreis A .

5 n
Die mit B verbumndene algebrdisché Hbené ,

J 8 2 75 * 779 7
E Odnet jeden , Beruh αεονά-e cey Kά ? e ＋

Ebe 42 4¹ jieht uebenbe : Oν ονεενε DAEνe

CHEοε eιεS8νννν .
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