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Erster Abschnitt,

fachsten Punktverwandtschaften, die Kreise
in Kreise uberfuhren.

Die ein

§ I. Die Kollineationen, die eine Kugel in sich selbst
verwandeln.

1. Die einfachsten Kreisverwandtschaften der Ebene
werden wir aus den einfachsten Kreisverwandtschaften der
Kugel erhalten. Deshall setzen wir auf einer Kugel @ eine
u'”.n’;';,'-fl.'a'-"l.ar.l.r' -.f..a.u.flr-.l{.’g-_-';'a_ ri.-'rr,fr'-‘Iaj'-'ff-s‘-'ﬂll-" }—'}'-".f!"..'f"lf""'"-’""I'J-“"I’J""-'.-rl". ‘}3
vOraus, die _:'.'-'-'"r m Kreis wieder einen Kreis £.'afr.u'r_f"n'-?': \il'
:(-,

fithrt die Kreise, die durch zwei feste Punkte gehen, iiber in

die Kreise, die durch die entsprechenden beiden Punkte laufen.
Fassen wir die Ebenen der Kreise ins Auge, so erhalten
wir durch ¥ eine umkehrbar eindeutice Verwandtschaft der
Eibenen des Raumes, die jeden Ebenenbiischel wieder in einen
Ebenenbiischel iiberfiihrt, also eine Kollineation: und zwa
vertauscht sie die Beriihrungsebenen von @ untereinander,

da jeder Punkt von @ als Kreis aufz

fassen 1st, dessen

Ebene die Kugel @ berithrt. Mit dieser Kollineation der
Ebenen des Raumes ist eine Kollineation der Punkte des
Raumes verbunden, die die Punkte von @ unter einander

Il eben diese so erzeugte Verwandtschaft

vertauscht,
zwischen den Punkten von @ ist unsere LB. Wir sehen

hieraus:
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CLRErY 1’\ UGEL, ie Kreise in f\.-'rr.n uocrfithren, werden .’J_’,.r;‘u'h

wimnkceliroar

einde “.f'.-'_.l’- n Punktve J'"-'-""-".-’Fff:f'.*r‘;?'-.fJ"gl-' noaunf

die Kollineationen des Rawumes erzeugt, die die ;"\m;”-‘J in

sich selbst transforneren.

2. Die Kollineationen nun, die eine Fliche II. Grades
in gich transformieren, zerfallen bekanntlichl) in zwei Arten:

lurch eine Kollineation der ersten Art wird jede Regelschar
der FI
1

he projektiv auf sich selbst, durch eine Kollineation

der zweiten Art projektiv auf die andere Regelschar bezogen :
jede Kollineation der ersten Art lilt sich durch eine gerade,
jede der zweiten Art durch eine ungerade Anzahl von in-
volutorischen Homologien (Zentralkollineationen) zusammen-
setzen, bei deren jeder das Homologiezentrum und die Haupt-
ebene in bezug auf die Fliche II. Grades polar sind. Diese
Zusammensetzung, auf die es uns hier ankommt, lilt sich
unabhiingig von den Regelscharen der Fliche, die ja bei
unserer Kugel imaginir werden, folgendermalien ableiten:
Gegeben seien drei Paare entsprechender Punkte A, A4’;
B, B'; O,C" auf @. Dann gibt es zwischen den Feldern der
Ebenen d =(4ABC) und o'=(4A'B'C") eine Kollineation,
die die in ihnen befindlichen Kreise der Kucel so ineinander
iberfithrt, daf A4 und 4’, B und B, C und €' einander

zugeordnet sind; sie ist bestimmt, wenn man zu diesen drei

Punktepaaren als viertes noch etwa den Pol der Geraden AB
i. Bez. auf den in & gelegenen Kreis und den Pol der Ge-

len A'B" i. Bez. auf den in &' gelegenen Kreis hinzu-

nimmt. Sind nun in dieser Kollineation X, X’ irgend zwei
einander entsprechende Punkte und sind ferner D und D'
die 1. Bez. auf @ genommenen Pole von & und 8, so miissen
in jeder Kollineation, die @ so in sich selbst itberfithrt, daf
4 und 4, B und B', C und €' gepaart sind, auck X und
X', D und D’ Paare entsprechender Punkte sein. Von den
unendlich vielen Kollineationen, die durch diese fiinf -—
nicht in allgemeiner Lage befindlichen — Punktepaare be-

) F. Klein, Math. Ann. Bd. 4, S. 412 u, 622, H. G. Zeuthen, Math

R, Sturm, Math. Ann, Bd, 26, S, 464f
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wir erhalten sie, wenn Z der eine Schnittpunkt von DX

@ ist und wenn D'X’ @ in E,' und £, schneidet, durch

A=At B B CoC: DDy R

Ay ALy BB G G 4 D D BB,

1€ dls der an

rugung der involutorischen lllr;'l--LI'_:'iL' ent

Zentrum und 6" zur Hauptebene hat.

LR aMT einer f\r,. 1ef

en Kollineationen nun bauen wir in fol:
Weise aus involutorischen Homologien auf. deren Zentrum

und Hauptebene reell und i. Bez. auf @ polar sind:

.Z=!. \'_ ' !‘:i.ll'_-;i ’f“ iii.-:l (as [' enenpaar r\, o' be-

2 S
dlese ochelite

Kreises der @

1130 1t
| &) INKI

dem

der A" und dem C; ein

itt nehmen wir die Homo-

ikt der Geraden A’ D'

:.i!‘ A’ unf J'fa sowie C, und €’

et. Durch die Aufeinanderfolge dieser drei
Homologien erhalten wir eine Kollineation der Kugel @ in
sich, bei der 4, A'; B, B'; C, C' gepaart sind, also eine de

fundenen; die andere folgt aus ihr, wenn wii

noch als vierte die involutorische Homolog

BadenWiirttemberg



D' zum Zentrum hat. — Die An-

zahl der Homologien kann sich in besonderen Fillen ver

mindern: Erstens kann schon die erste Homelogie 4 in A'.

J;J:’ {“ ]’;.. (

in ¢’ iiberfithren, nidmlich wenn 4 A4’. BB, C(

Zweitens kann es

durch einen Punkt lau *h werden.

A; mit A',

die zweite Homologie so zu wihlen, dali
By mit B’, C; mit C’ vertauscht, wenn nimlich 4, 4’ B, B.

( '.'r " durch einen

§ 2. Die aus der involutorischen Homologie folgenden ebénen
Kreisverwandtschaften.

ber als Polarebene
t5it als P

1€ Lellclll

1. Wir projizieren die Kugel @ aus einem Punkte S auf

eine Ebene a, die wir uns der Einfachheit hal
von S i. Bez. auf & oder, wenn S auf @ 1
ebene zu der in S beriithrenden Tangentialebene von @ denken:
in ¢ nehmen wir den Umril von @ zum absoluten Kegel-
schnitt der Malceometrie. Dann foleen aus den kollinearen
Punktverwandtschaften der Kugel @ in ¢ Punktverwandt-

\ Iia W yvoie 3 I vaie Porilee ) | : wiay 1
scnatten, die KAreise mm hreise andeln, und zwar lassen

sie sich samtlich aus denen unter ihnen zusammen

3 P | 3 Praialrfinn an LR TS T N0y | g
die durch die Projektion aus den involutorischen Homol

der Kugel entstehen, Wir wollen uns deshalb nur mit diesen
besonders einfachen Kreisverwandtschaften beschifticen

Es sei also eine involutorische Homologie gegeben, deren

Zentrum €’ und deren Hauptebene ¢’ reell

und zu einander

polar in bezug auf @ sind. ' wird

schneiden oder nicht; dag 1 knnen wir dafi

die @ berithrt, ausschliefen, da er eine Ausartung ist, in

1 I ( hall T, Y = s - W =
der alle aulierhalb wvon 2 befindlichen Punkte dem €' ent-

sprechen. Das Projektionszentrum S ferner kann

identisch sein oder in 9" oder an el
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Raumes liegen: Hieraus ergeben sich die verschiedenen Fille
der aus der Homologie (C’, ') folgenden ebenen Kreisver-
wandtschaften.

2. Nehmen wir zundchst S auf @ an, so ercibt sich in

g, wenn S in ¢’ liegt, die Spicgelung an ciner Geraden, sonst

aber die Inversion (Transformation durch reziproke Radien)

bolischen Geometrie; der Hauptkreis der Inversion

ist das Bild des reellen oder imagindiren Schnittkreises von
" mit

Ist S kein Punkt von @, so erhalten wir in ¢ die ellip-
tische oder die hyperbolische Geometrie. Der Fall, daf

S=C(", ist uninteressant, da er zur identischen Transfor-

mation fihrt. Liegt S in ', so haben wir in ¢ eine ebene

involutorische Homologie, die zum Zentrum das Bild € von

C" und zur Hauptgeraden die Sehnittlinie ¢ = 63’ hat; sie
fithrt den absoluten Kegelsehnitt in sich selbst 1 und ist
die Spiegelung der nichteuklidischen Geometrie. Die Spiegelung
findet also in der elliptischen Geometrie immer gleichzeitic

einem Punkt C und an seiner absoluten Polare ¢ statt:

=

in der hyperbolischen Geometrie aber kann man, je nachdem
C’ im Innern des absoluten Kreises liegt oder nicht, je nach-
dem also €' im Sinne der nichteuklidischen Geometrie ein

eigentlicher Punkt i

st oder nicht, die Spiegelung an einem

Punkte und die Spiegelung an einer Geraden unterscheiden:

doch sind das nicht von einander unabhingice Arten. da
immer aus zwei ebenen involutorischen Homologien, von denen
jede ihr Zentrum in der Hauptgeraden der anderen hat, eine
involutorische Homologie folgt, deren Zentrum der Schnitt-
punkt der Hauptgeraden und deren Hauptgerade die Ver-
bindungslinie der Zentren jener beiden sind.

3. Bei alleemeiner Lage des Projektionszentrums S er-
halten wir in ¢ eine Transformation. die der Analogie zur

parabolischen Geometrie weeen auch als Inwersion bezeichnet

wird, obwohl sie wesentlich andere Eigenschaften hat als die

it mehr ein

\.
7

parabolische Inversion. Sie ist

deutig: Ein Punkt ¥ von ¢ ist das Bild zweier Kugelpunkte

BadenWiirttemberg
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Vi'y Yo', und diesen entspreclien in der Homologie (C', ')
zwei Punkte ?)¢', ¥);', die i. A. in ¢ verschiedene Bilder 9),,
J)s haben; ¥); und 9), nun sind die dem Y in der Inversion
zugeordneten Punkte, und umgekehrt findet man, wenn man
ihire entsprechenden Punkte in derselben Weise sucht, immer
als einen derselben den Punkt V. Das heilit: Die nichi-
eulklidische Inversion ist eine ,,-'Hy,-,’t,,--,_,; involutorisehe ziwei-
deutie f'm'u"-.rwe"f.:--;".a-f_.!-".

Der Bildpunkt C des Homologiezentrums €' ist dadurch
ausgezeichnet, dall er mit den beiden ihm entsprechenden

Punkten zusammenfillt; er moige das Zentrum und seine

absolute Polare r':{:;-"' lie Axe der Inversion heillfen. —
Ein Kreis ferner von ¢ geht durch die Inversion i. A.
in zwei Kreise iiber, und auch hierbei findet involutorisches
Entsprechen statt; die Kreise, die € zum Mittelpunkt und «
zur Mittellinie') haben, vertauschen sich untereinander; ins-
besondere fil
nende Bildkreis des in ¢’ befindlichen Kugelkreises mit dem

It der als f!-"'-”,u-".-'i-','rz'.w der Inversion zu bezeich-

einen der beiden ihm zugeordneten Kreise zusammen. Dem
absoluten Kegelschnitt entspricht nur ein Kreis, der Flucht-
ene 6 ist das Bild nur eines

kireis. — Eine Gerade der E

Kugelkreises und wird deshalb durch die Inversion in nur
einen Kreis verwandelt; insbesondere entsprechen die durch
das Zentrum C laufenden Geraden, die wir fiiglich als Durch-
messer der Inversion bezeichnen werden, je sich selbst. Also
liegt ein Punkt Y mit den beiden ihm in der Inversion zu-
geordneten Punkten 2); und ?), aut demselben Durchmesser;
so entsteht auf jedem Durchmesser eine involutorische Korre
spondenz [2], von deren Verzweigungs- und Koinzidenzpunkten
je zwei in den Punkt ¢ und die anderen beiden in die
Schnittpunkte Uy, U; des Durchmessers mit dem absoluten
Kegelschnitt, bzw. in seine Schnittpunkte H;, H, mit dem
Hauptkreis fallen; von diesen fiinf singuliren Punkten der
Korrespondenz ist immer einer durch die vier iibrigen be-

) Die Mittellinie eines ist die Verbindun seiner
beiden Berithrungspunl mit n absoluten Kegelscl solute

Pol ist der Mittelpunkt des Kreises.
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wif einem Durchmesser

involutorische Korrespondenz [2 15t

pondenz [2] ist das . vermog
oo e 1 - ; Na A

7') herrschenden Involution auf dem

1 s e y = = # 1 3

dessen Bild 4 ist. Diesen Kreis denken

canzen Kbene

Die durch das Inversionszentrum € gehende Gerade d
schneidet den absecluten Kreis in Uy, U,, den Hauptkreis in
H,, H,, die Axe ¢ der Inversion in D:

ht ein Kegelschnitl w, unser he

kreis, und auf ihm besteht eine
J der heruntergeklappte Punkt (

ail Ao 4 18] y a1l \ TV 3 y
aus dem 1. Bez. auf u genommenen

untergeklappten Punkt S, auf

ergibt auf ihr die Korrespondenz
der Doppelpunkte der auf u

konnen wir J folgendermafen
die Strahlen PH; und PH, mit u

Hi* ind H * 'i."l..‘ die Ger:

WS W Dnl T I ; a1
und suchen ibren rol « 1. bez. aut wu.
1 liehlraifan+ ahy 1a 1
Moglichkeiten; aper, d eae M1 111

Anwendung
und 4 als Han
selbe Korrespondenz

Korrespondenz auf d. we

einem durch U

/5 laufenden Ke

P, H;* usw, der ersten Ficur an
und QK;* im Punkte H; von

Homologie, in der der Punlkt

sind, PH;"

1't |i:w- l'||\'i|f'

(rerade ]i.;f
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Korrespondenz

vezelschnitt die
Punkte C,

die ganze
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H,* und H,* dal die Gerade i= H*H* durch D liuft
den absoluten Pol J von i macht man zum Zentrum einer
Involution auf dem absoluten Kegelschnitt und projiziert
diese aus P auf d.")

Betrachten wir, wie iiblich, das Innere des absoluten
Kegelschnittes als malgebend, so sind H, und H, reell,
wenn der Hauptkreis reell, und imaginir, wenn er imaginir
ist. Im letzteren Falle ist der Hauptkreis durch sein reelles
Polarsystem gegeben; PH, und PH, nun, die ja die aus P
an den Hauptkreis gehenden Tangenten sind, sind dann
definiert als die Doppelelemente der im Strablenbiischel (P)
durch das Polarsystem erzeugten Involution, und 7 ist de-
finiert als eine der beiden aus D kommenden Geraden. auf
denen die infolge des absoluten Polarsystems bestehende In-
volution perspektiv ist zu der soeben im Strahlenbiischel (P)
erwihnten. Wenn also der Hauptkreis imaginir ist. wird
man irgend zwei gepaarte Strahlen aus (P), m und #, nehmen.
zwischen ihren Punktreihen die projektive Zuordnung der
einander im absoluten Polarsystem konjugierten Punkte her-
stellen und an den durch diese beiden projektiven Punkt-
reilien erzeugti 1 Kegelschnitt (m, n) aus D die Tancenten
legen; das ."IiJ'l die gesuchten beiden Geraden, da auf jeder
von ihnen die beiden Paare sich in (P) entsprechender
Strablen: PD und PC, m und #, auch zwei Punkts epaare der
absoluten Involution einschneiden. Diese Geraden sind immer

reell: Der Hauptkreis kann nimlich nur imaginir werden,

wenn C im Innern des absoluten Kegelschnittes liegt; denn
nur in diesem Falle ist es moglich, daf, wenn wir zu unserer
ranmlichen Figur zuriickkehren, das Homologiezentrum €’ im
[unern der Kugel @ liegt und daff somit die Hauptebene 5’
die @ nicht reell schneidet. Dann aber befinden sich P und

D aullerhalb des absoluten Kegelschnittes, und wir kiénnen
es so einrichten, dai?) s, zwischen € und D hindurchlaufend.
ihn reell schneidet: der absolute Pol M von m  wird jetzt

LANDESBIBLIOTHEK
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aut o

da PG, PD u

zwei Paare einer elliptischen Involution sind, auch durch »

zwischen m und D liegen und,

nicht von D getrennt werden. Das heilit aber, da der Kegel-
schnitt (m,n) die Geraden s und # in ihren Schnittpunkten
mit o beriihrt, also d in denselben Punkten, in denen s und
n es tun, schneidet: D und M sind entweder gleichzeitig
innere oder gleichzeitiz dufiere Punkte in bezug auf (m, n);
das letztere aber findet statt, da die von M Lkommenden
Tangenten des (m,n) identisch sind mit den von M an den
absoluten Kegelschnitt gehenden, nach unserer Wahl von m
reellen Tangenten.

2. Wir denken uns nun die Konstruktion von ¢ fiir einen
Durchmesser ¢ ausgefiithrt: dann konnen wir diese Figur
nach und nach in alle die Figuren verwandeln. die fiir die
anderen Durchmesser notig sind, wenn wir auf sie nach und
nach die Kollineationen anwenden, die das dem absoluten
Kegelschnitt und dem Hauptkreis gemeinsame Tangential
dreieck zum Fundamentaldreieck haben!); denn diese Kollinea-
tionen lassen den absoluten Kegelschnitt, €, ¢ und alle Kreise

mit dem Mittelpunkt C je in sich selbst iibergehen. Daraus

folgt, dall die fiir alle Durchmesser d konstruierten Geraden i

einen ganz bestimmten Kreis mit dem Mittelpunkt € beriihren:
also brauchen wir die Konstruktion von ¢ nur einmal zu
machen, um dadurch diesen, wie wir ihn nennen wollen,

ers” zu bestimmen. Doch konnen wir auch

L. sten J’J{‘.f: J

den im hyperbolischen Maflsystem gemessenen Radius des
ersten Hilfskreises durch den des Hauptkreises ausdriicken:
dazu brauchen wir den folgenden

Hilfssatz: Projiziert man aus einem Punkte T zwei auf

einem Kegelschnitt liegende Punkte X*, Y* quf
die Polare ¢ von 7" in die Punkte XX, ¥ und
schneidet # mit dem Kegelsehnitt in den Punlt
W,, W,,so bestehtdie Doppelverhiltnisglei
(W, W XY) = (W, R G A
i ind di ihrten D

O auscef

BadenWiirttemberg
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Schnittpunkten dex
und 7°X* mit dem Keeelschnitt

enselben P t Z der Geraden

W, ZY)
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Deutung der letzten Gleichung: be-

1) zeichnen wir namlich mit », und vy die aus D kommenden

1

"'.."Hl:.TIF_“_ S0

des absoluten Keg

wird durch das mit (V, V, CK,) gleiche Doppelverhiltnis

2) der Winkel zwischen d und ¢ gemessen: derselbe

it demnach fiir a Durchmesser der Inversion denselber

Wert und soll kurz ,,der Winkel der Inversion® heiffen. Sein
Komplementwinkel, der durch (2, Vst €) = — ———— pemessen

wird, ist der Winkel zwischen ¢ und der Inversionsaxe ¢ und
ebenfalls konstant, wie es ja sein mufi, da ¢ einen Kreis

berithrt, dessen Mitte

Sprache

n Geometrie schildern wollen, diirfen wir

nur mit jeigentlichen', . h. im Innern des absoluten Kegel-

schnittes befindlichen E

nenten arbeiten. Wir unterscheiden

demnach zwei Arten der Inversion:

1“:’-’ sentrale Inversion, deren ‘/,_r'fa-","h’_f,..r ein  ergent-

Inversion, deren Axe eine eigentliche
(Grerade ist.

Der Hauptkreis ist ja, falls er reell ist, immer ein eigent-

! licher Kreis. Bei der zentralen Inversion mit reellem Haupt-

kreis ist, wie leicht ersichtlich, auch der erste Hilfskreis ein

solcher; die eine zu einem Durchmesser d gehibrige Gerade ¢

erhalten wir ohne Benutzung des uneigentlichen Punktes D,

wenn wir den zu ¢ im absoluten Polarsystem konjugierten

Durchmesser PC mit dem ersten Hilfskreis schneiden und

in einem der Schnittpunkte die Tangente ziehen. Die In-

volution auf dem absoluten Kegelschnitt endlich ist mit der

1

Spiegelung an der Geraden ¢ identisch. Also kounnen wir

sagen:

Hat die zentrale Inversion einen reellen Hauptlkreis, so
konstrutert man die einem Punfkte Y r-;;.‘_\')m'a'm"u_-;;rfr'u beiden
) 71 5 ~
.(:'!.r{-'.'-’i' _‘]FJ. +)

messer

q ."‘u-'frfa ﬁ-f'x'mr{f"ffrf Man e il durch Y den Durch-

[ 4 . ] + li o - N ||l . %
Inversion., schneide den zu thm senkrechten

2

BADISCHE
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Die Inversion der elliptischen Geometrie.

i]"]' ;:lell:;,{i:

en. wie es

Desl

Lnversion

1St: s1e 15t

Lo e
1
= S 1 (
it .
z schneidet. Jeder Kreis nun von @, ( dem du (

C," bestimmten Kreisbi

oloere (| ) 1M Sich selnst
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Y gefunden werden, so legen wir durch ¥’ erstens den
Kreis (C,"C, ¥') aus dem Biischel ()’ (,"); dann nehmen

wir entweder den durch Y’ gehenden Kreis aus dem Biischel

f

(,') und schneiden den ihm entsprechenden aus dem Biischel

mit (C," ;" ¥’) — oder wir nehmen den durch ¥ gehenden

Kreis aus (£,") und schneiden den ihm entsprechenden aus
t.) mit dem Kreise (" (', ¥): beide Male erhalten wir

denselben Punkt ?)'. Wie gestaltet sich das nun, wenn wir
die Kugel @ aus dem Punkte S auf seine Polarebene &
projizieren ?

Die Punkte C)’, €, gehen in das Zentrum (' der In-
version iiber, der Kreisbiischel (C'}' €,') in den Durchmesser-
biischel und die beiden Kreisbiischel (#") und (£,) '

1

selben Biischel (f) von Kreisen, die alle einen besti

Durchmesser ¢ im Punkte €' berithren; da jeder Kreis aus
() das Bild eines Kreises aus (#,') und eines aus (1,) ist
folgt aus der Projektivitit zwischen diesen letzten beiden
Biischeln, dafl infolge der Inversion im Kreisbiischel (#) eine
involutorische Korrespondenz [2] herrscht. Ein Punkt ¥
von ¢ nun ist das Bild zweier Kugelpunkte Y," und Y,’;
diese bestimmen auf der Kugel vier Kreise, die wir mit

AR D IR S gt Bl 4 G Sl

bezeichnen konnen und von denen immer die ersten beiden
md die letzten beiden dasselbe Bild haben:; sind ferner j,‘r j
und J)," auf der Kugel durch die Homologie (', ) den

Punkten Y," und Y," zugeordnet, so entsprechen den oben

anfeezihlten vier Kreisen der Reihe nach die Kreise
R M W i [ W€ il L Sl 1

die i. A. lauter verschiedene Bilder in ¢ haben. Da Y.’
Yo', 9, 9, auf demselben Kreis aus dem Biischel (€, (")

liegen, folgt hieraus: Durch einen Punkt ¥ von ¢ gehen zwei

des Biischels (£); sowohl die beiden Kreise, die dem

einen, als auch die beiden, die dem anderen von ihnen durch
die in (f) bestehende involutorische Korrespondenz [2] zuge-

Kreise

ordnet sind, schneiden in den Durchmesser ('Y die zwei

BadenWiirttemberg
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Punkte 2), und 9), ein, die dem Y in der Inversion ent-
sprechen. Konnen wir also die involutorische Korrespondenz

2] in () konstruieren, so konnen wir zu jedem Punkte 1

finde aullfer wenn Y auf ¢ selbst

d man einen anderen. de

1el zu Hilfe ne

schon tun, wenn Y nahe

torischen Korre-

endermalien:

rsion schneidet,

den also auch ¢' und ¢’ laufen, so n durch
Lzerade |t .“‘:|"-:ig"fl‘rli.‘.'“._'jl‘.‘[.‘ fl. : _:"\‘;'('i ".‘il_if:.'llil'il
Homolc (€', ) zugeordnete enen aus den KEbenen-
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