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62 Max Winkermass:
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Anderungsgeschwindigkeiten.

Zusammenfassung. 2 §

L. Es wird bewiesen, daB die allgemeine Form der Stirungsglei- ls

chungen von Poisson und Lagrange besteht auch ohne die be
schrinkende Voraussetzung, daB die Grundkriifte ein Potential besitzen.
Die unabhingige Herleitung beider Formeln erfordert eine fiir jede von R Bl
ihnen eigentiimliche Methode: Die zuerst von Poisson aufgestellten
(leichungen erhiilt man auf einem von Lagrange nur angedentefen
Wege, der den Impulshegriff benutzt, wobei die Kriifte in die ihnen Bght o
dquivalenten, infinitesimalen StiBe (gemessen durch das Element des
Kraftantriebes) aufgelést werden. So erscheint die Geschwindigkeit
eines jeden Elementes (jeder willkiirlichen Konstanten' des ungestorten
Problems) als lineare Funktion gewisser, aus den Stérkraftkomponenten
Iu_war Zusammengesefzter Grofen: sie gehioren als Faktoren zu den
willkiirlichen Verschiebungen der Elemente in dem Ausdruck der vir-
tuellen Arbeit, die von den Stirkrif ften bei jener Verinderung geleistet

Wir e
ird. Thre I\us tfizienten sind die Poissonschen [eckigen] Klammer-
symbole. : :

Fir die Ablei itung der zuerst von Lagrange aufgefundenen Form T
S x
torungsgleichungen ist die Zentralgleichung f,h.traklerlsmscl, [hre

fundamentale Bede utung fiir die f}“_.,,l-.q_]',;{.ho Mechanik ist erst neuer:
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Untersuchungen fiiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. 3

dings erkannt worden, obgleich wir sie schon in: der Mécanique Ana-
Iytique vorgebildet finden. Die Lagrangeschen Storungsformeln sind
die genanen Umkehrungen zu den Poissonschen; nimlich jede der oben
erklirten Storungsgroben ist ausgedriickt als lineare Funktion der
Elementgeschwindigkeiten. IThre Koeffizienten sind die Lagrangeschen
(runden) Klammersymbole.

2. Die selbstiindige Bedeutung beider Formelsysteme wird noeh
ausdriicklich betont, um einer polemischen I%f:mer]\'ung von Lagrange
zu begegnen. Der Ubergang von dem einen zum anderen kann direkt
bewirkt werden. vermdige eines besonderen Zusamnurnhungm zwischen
den beiden Klammersymbolen, der bereits von Jacobi erkannt worden
ist. Aus dem von vornherein geforderten Anschlufi der gestorten Be-
wegung an die ungestdrte (vermoge der reinen Impulsion des Stérungs-
prozesses, bei der die Koordinaten keine Storungen erleiden) ergibt si.(.:h
noch die eigentiimliche Beziehung, daB die Summe aus allen Pro-
dukten von je zwei zusammengehorigen StorungsgroBen und Element-
geschwindigkeiten verschwindet.

3. Der einzige, aber wesentliche Unterschied zwischen konservativen
und allgemeinen, vom Systemzustande abhiingenden Grundkriiften in
bezng anf die allgemeinen Stérungsformeln besteht allein in dem Ein-
fluf, den sie auf die funktionelle Gestalt der beiden Klammersymbole
ausiiben: Sind die Grundkriifte konservativ (genau gesprochen diirfen
sie auch die Zeit explizite enthalten), so sind simtliche Klammerans-
driicke bloBe Funktionen der Elemente. Der Beweis dieses wichtigen,
von den beiden Begriindern der Stérungstheorie gefundenen Theorems
wird von neuem aunf eine direkte, fiir die beiden Gattungen der Klammer
symbole konforme Weise gefiithrt. Die Absicht, anch die Notwendigkeit
dieser Bedingung zu erweisen — Lagrange und Poisson haben diesen
Beweis nicht geliefert, obwohl der Erstere behauptete (M. A. II, p. 91):

., puisqu'en derniére analyse les coefficients') (@, b), (a, ¢) ete.
doivent devenir des fonctions de @, b, ¢ ete. sans ¢, ce qui constitue
Pessence et la force de cette analyse» — fithrte uns zu der Aufgabe,
iiherhaupt die Abhiingigkeit der beiden Klammerausdriicke von der Zeit
eingehender zu erforschen. Es ergab sich: IThre Anderungsgeschwindig-
keiten (d. h. die Ableitungen nach ¢ bei konstant gehaltenen Elementen
— die stirenden Krifte bleiben also hierbei ganz auBler acht —) sind
lineare Funktionen der Ableitungen aller Grundkraftkomponenten nach
den  simtlichen Zustandsgrofen des Systems, die geordnet werden
kimnen in sogenannte ,,Impulsderivierten” und ,» Wirbelkomponenten des

1) Gemeint sind die jetzt gewdhnlich mit eckigen Klammern bezeichneten

Poissonschen Ansdriicke.
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64 Max WiNgrLMANN:

Kraftfeldes®. Jene bedeuten die Ableitungen nach den Impulsknmpo_
nenten, diese eine Verallgemeinerung der fiir rﬂclltt\'iuklige Koor-
dinaten in der mathematischen Physik bekannten, aus den Ab.
leitungen der Kraftkomponenten nach den Systemkoordinaten gebildeten
Ausdriicke.

Diese linearen Funktionen konnen aber nach jeder Impulsderi-
vierten und Wirbelkomponente aufgelist werden, so dab diese beiden
wieder linear durch die .3.ruiv1-11ng«_m-.x'{-h\\'imligkeitﬁn einerseits der
Poissonschen, andererseits der Lagrangeschen Klammersymbole dar-
gestellt sind. Und daraus folgt von selbst: Verschwinden simtliche
Zeitableitungen der Klammersymbole erster oder simtliche der zweiten
Art, so sind auch alle Impulsderivierten und Wirbelkomponenten des
Systems null. Das sind aber die negativen Kennzeichen konservativer
Krifte.

Das weitere merkwiirdige Resultat dieser Umkehrungsformeln
besteht in der Méglichkeit, aus den bloBen, aber vollstindigen Zu-
standsgleichungen des Systems auf die Art der eingepriigten Kriifte zu-
riickzuschlieBen, und zwar kionnen wir ermitteln: 1. thre Abhiingigkeit
vom Impuls- und damit vom Geschwindigkeitszustande des Systems,
2. ihre Wirbelstellen im Kraftfelde. Die Rekonstruktion der Krifte
selbst aus diesen wesentlichen Eigenschaften ihres Feldes ist ein be-
sonderes, noch unerledigtes Problem. Jedenfalls bleiben hierbei ihre
konservativen Bestandteile unbestimmdt.

Aufer diesen beiden Formelsystemen gewinnt man bei jener Un-
kehrung als drittes noch eine Gruppe von linearen, homogenen Gleich-
ungen zwischen den ;I“\!ll]t‘]'llnl‘,:'»_i_fl'.‘-t‘}l.\\'i]llli}_’_‘i(l'it“ll jeder Gattung der
Klammersymbole unter sich, ohne Beziehung zu den eingeprigten Kriften.

Die Anderungsgeschwindigkeiten der beiden Klammerausdriicke
stehen in einer #ihnlichen reziproken Beziehung zueinander, wie die
l']lumentgoschwimlig_s'\qr:ih--n zu den den willkiirlichen Verriiekungen der
Elemente zugehorigen Storungsgrofien Dort treten an Stelle der
Klammersymbole selbst als Koeffizienten aus solchen der entsprechenden
Gattung zusammengesetzte Determinanten zweiten Grades auf [hre
anffilligsten Eigenschaften sind entwickelt worden.

7. Darauf wurde noch einmal von der Zentralgleichung Gebrauch
gemacht, um das sogenannte Lagrangesche Theorem direkt abzuleiten
und zugleich die notwendige und hinreichende Bedingung seiner Existenz
festzustellen: Die Summe iiber alle aus zmsammengehorigen Zustands-
groben des Systems gebildeten ,Differentialdeterminanten® (Schering)
ist dann, und nur dann, unabhiingig von #, wenn die Kriifte konservativ

sind. Dieses Theorem steht in engster Beziehung zur Storungstheorie
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