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Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. /7

die Zeit von dem Angenblick an zihlen, wo die Storkrifte eingreifen.
Die zu den veriinderlichen Elementen a, der gestirten Bewegung
gehorigen, willkiirlichen Integrationskonstanten a? sind demnach die
unverinderlichen Werte derselben Elemente in d[r Grundbewegung.
Da in den Funktionen f, keine anderen Konstanten vorkommen, so
erhalten wir durch Substitution des Ausdrucks (145) fiir die a, in den
Zustandsgleichungen (3) oder (4) die volls stindige Losung des “aturungs—
problems in erster Anniiherung. Dieses Verfahren trigt den Keim
einer vollstindigen Reihenentwicklung in sich. Wir brauchen es ja
nur mit den neuen Zustandsgleichungen zu wiederholen. Ich begniige
mich mit dieser Skizze einer hinreichend bekannten Methode, die keinen
anderen Zweck hatte, als zu zeigen, daB sie, unberiihrt von dem
Charakter der Grundkrifte, inshesondere von dem Unterschied, ob die
Klammerausdriicke die Zeit explizite enthalten oder nicht, auf die all-
gemeinen Stirungsformeln ebenso anwendbar bleibt, wie sie es hinsicht-
lich der kanonischen Gleichungen immer gewesen ist.

C. Beispiel: Einfacher Typus eines gekoppelten Systems von zwei
Freiheitsgraden der Bewegung ohne Dimpfung.

Um die ganze Theorie noch kurz an einem Beispiel ohne mathe-
matische Verwicklungen durchzufiihren, wollen wir die Differential-
gleichungen fiir die kleinen Schwingungen eines sog. gekoppelten
Systems mit zwei Freiheitsgraden!) in der einfachen Form
(146a) s ,I{l"ff = (), Y+ he=0

annehmen, worin wir die , Koppelungskoeffizienten® k, /. als Griflen mit
demselben Vorzeichen der Bequemlichkeit halber glut.‘h 1 setzen konnen.
Wenn also =z, y die hbeiden Koordinaten des gekoppelten Systems
bedenten, sind

146h) i—y=0 und y+2z=0

die simultanen Differentialgleichungen seiner ungestérten Bewegung;
sie bestimmen die ungedimpften Eigenschwingungen. Deuten wir 2, y
s rechtwinklige Koordinaten eines Punktes mit der Einheit der Masse,
so stellen auch die Gl (146) die Bewegung des reprisentierenden
Punktes in der Koordinatenebene dar, der einem mnicht-konservativen
Kraftfeld mit den Komponenten X =+ ¥ und Y = — 2 gehorcht.

a

1) Solche Systeme haben neuerdings das Interesse der Physiker wieder erregt.
Thre méchanisché Theorie hat M. Wien in den Annalen der Physik (1897, N. F. {.;1‘
151) vollstindig diskutiert, und die von ihm gebranchte Terminologie SC]]GII?";
sehr y\\-tckmllﬁi-rr zu gein. In der Wellentelegraphie sind Sender und Empfinger mit
ihren Antennen Beispiele. Auch schwingende Sc ‘hraubenfedern sind inferpsaarn‘ta Fille
dieser Art, Vel. A. Sommerfeld, Wiillner-Festschrift. Leipzig 1905, B. G. Teubner
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Wirken auBerdem Storkriifte mit den rechtwinkligen Komponenten X
Y’ ein, so lauten die Differentialgleichungen der gestirten Bp-"'"’_uun;_: A
(147) #—y =X, j+a=XY.

Die vollstindige Losung (146) wollen wir der Bequemlichkeit halber in der
komplexen Form angeben, welche die zugehtrige determinierende (tleichung

(148) M+1=0
direkt liefert. Die Wurzeln derselben sind
. i1 N i -1 T 1—1 §i—1 .

(149) Ai=—r—, Ao — A : }_l = s

: Ve i V2 el Ve’
und ihnen entsprechend erhalten wir die komplexen Zustandsgleichungen?|
in der Lagrangeschen Form (4), wenn wir noch abgekiirzt setzen:
(150) e et h von 1 bis 4

’ | T | > = b 1 R B B T 5

|'1.':]1I"' ae,+ bey + cey+ dey, hyae, — dibey + Aycey— hyde,

y=iae,+ibe,—ice,—ide,, y=1ilae,—il be,—ilyce,+ilyde,
Die zu @, y gehorigen Impulskomponenten sind mit & bzw. y identisch.
a, b, ¢, d sind die vier Elemente der Bewegung. Werden die Gl (161)
nach ihnen aunfgeltst, so erscheinen die Zustandsgleichungen in der
Poissonschen Form (3):

[ , f
a=-=(z A2"), e=-L(g—R E)
(152) I 4 s 4 ‘
| P c 4 A =
| lb e ; (2’4 4,2"), @ f;u_,-‘ + A 2),

worin 2, z° die aus z, y gebildeten, konjugiert-komplexen GriBen
o . , ;

‘_‘]._}_,] 2 2 - Y, & =X — iy

bedeuten. Aus (151) leiten sich die Poissonschen, aus {1562) die
Lagrangeschen Klammersymbole, sechs von jeder Art, her, die wir
hier zusammenstellen wollen:

|.r:, J'lr] 2 I_J_‘ (a. ,f,) 0
l.' (] ]
a, o o=y .2 ( 1) DY Dp+il Bt
i | ] { 3 | 7 Z !/_‘f
. V2 . - _
(194 l”’.-”l|— th‘ I’"'l“"_ et
]
|'|r"(| T "I ~etV2t (. i g
] ’
>
if: rr’| 1__( Vet (b
] :
le, d] =0, (¢, d) = 0.
1) Die reslle T.:an =0 . . : 3 2 ) A
£ :' S lle Losung 148t sich ja leicht daraus ableiten, z. B. in der Form:
o — 0 3 o2l 1 ’ . ; = f n
e SI(r ) o' e sin(e 4-¢), Y= —me™ “cos(v &) -m'e cos(r T Eh
WO t
T
Ve
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In vier Klammerausdriicken jeder Axt tritt also die Zeit explizite auf,
weil die Komponenten X, Y sich nicht als Ableitungen einer Kriifte-
funktion darstellen lassen. Die Werte der 10 Unstetigkeitsfaktoren

werden aus (154) nach (64) leicht bestiitigt.
Die Storkrifte wollen wir uns als reine Zeitkriifte vorstellen,
indem wir
X'=g(t), Y =h(d
setzen. ‘Alsdann existiert eine Stérungsfunlktion
R =gz + f}-_z)r_
aus der die Storungsgrifien
A0

Lt ¢ . - g2 : ; 782 a 7 2 i
(167) A="7 =fe, B=  =fe, C=""=fe, D=5 =,

ga cbh ¢
bequem folgen. Hierbei haben wir aus g, I die konjugiert-komplexen
GiroBen
(158) g+ th=f, g—ih={"
gebildet. Die Poissonschen Storungsformeln ergeben fiir die Varia-
tion der vier Elemente:

a =[a, b] B + [a, ¢]C + [a, d]D = 1‘ e,

b—[b, al4 +[b, ]C+[b, d1D="2F,

(159) ] e
¢=[e, ald +[c, b] B+ [¢, d]D= e,
d=|d,ald+[d,b]B+[d, c]C = 1‘ fes

Nun sind auch die Elemente selbst durch Integration nach ¢ als Zeit-
funktionen bekannt.. Ihre Rinfithrung in die Bewegungsgleichungen
(161) des ungestorten Systems scheidet die Eigenbewegungen desselben
von den durch die Storkriifte ¢, h erzwungenen. Diese lassen sich

leicht mit Benutzung der Komplexen 2, z* in die Form

[
g, =2 /fllrlr?r‘_f?"*':"' ) — ¢ht=T))
o 2
-
0

(160) 2
4y = l_:l /f("(r \dT ’<’ t=1) _ ghlt=1]
- ]
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60 Max WINKELMANK:

kleiden, wihrend jene nach (151, 153) sind:
(161) 2, =2(ce; + de), #=2(a’e +be),
so dafBl

(162) e=2+2, {=4+4

die vollstindige Losung des gestorten Problems in komplexer Form
ist. Die Akzente sollen nur die Unveriinderlichkeit der GriBen @ bisd
ausdriicken. Bei diesem ganzen Rechengeschiift mag man alle Vorteile
wahrnehmen, welche die Beziehungen zwischen den Wurzeln der bino-
mischen Gleichung (148) fast von selbst darbieten. Die Zerlegung der
Ausdriicke (160) in reelle Bestandteile konnen wir hier fiiglich unter-
lassen. Es miissen vermige des Anschlusses der gestérten Bewegung
an die ungestorte die Gleichungen

(163) 0z2=0 und dby=0

erfiillt sein. In der Tat ist

b dx . | ¢ &y 04 ox j . fire 0
= o -+ ) ¢ - I [ Y L L E ik

ot o "db g . ,'”"‘ Ay) 4 (4 Ag)

by _0y. . Oy 0y,  Oys $f 0 oy W 4o 0 '
== + ) 4 b il = ( L — L (1, 1) =1

bi da ' ob de od 4 (A T 4y 4 Ay T Ag)

Da die Grundkriifte X, ¥ bloB vom Orte abhiingen, so besteht der
lineare Zusammenhang mit den Anderungsgeschwindigkeiten der Klammer-

symbole allein in der Wirbelkomponente (,"._'\ L PRy folgende Weise:
dy

dla, b] f‘f:' a db dadb\ (06X ¢ X

(164) dt \0 & ¢ - oy d :I (‘ ady v ?-'.'J")
(e, b) (o= oy (_'_.'_p 0 .J) r0X 0 X a !
at " \da 2b da db) { Yy B .'-f:.r) 3

Wenn wir dies fiir alle Klammersymbole ausfithren, so erhalten wir die-
selben Werte wie durch direkte Zeitdifferentiation der Ausdriicke (154)
~ Nehmen wir jetzt an, daB uns allein die Zustandsgleichungen des
Systems in den Formen (151) und (152) bekannt seien, so finden Wir
riickwirts die Bigenschaften des Kraftfeldes nach den Fundamental
formeln (98, 99) des 6. Abschnittes.

[) Sind Wirbel komponenten des Kraftfeldes vorhanden? (98) ant-
wortet:

4 ..., oder anch

0 X ook Y 2y ({., oy 3 i pe ‘) d|e, bl
t

oy ox da ob dag b) o

(165)
= {'r'r.r b da }'L) dla,b

at

\¢ & gy ay da
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Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. 61

IT) Sind Impulsderivierten der Kraftkomponenten vorhanden? (99)
antwortet: ;

X (r:'.t' dx ) o (‘r]

:-N , b | ‘ca 6 b fa
= il

[/
dadb pdadb) ot drdx o ox)

aX ('e.“ iy da o E?g;‘) dla, b] | (("'u ab da ﬁh) d(a, b)

e a1 \da gb ) da ob) ot g2l \\(:‘-_\-"i,l_a[,r(xr ot s
[‘lui::- : %
X {.-r'.r' ay oy E.);'-), [a, B] | da 8b da ol d(a, b)
o \da b oadb Y {.‘(,3' yor ox Efy) dt gy
Y L3 (0 Y ¢ _ii I;:‘If._l‘ rﬂ.‘_r,r) ¢ ||f_l 3 h% ; ((. aobh da ob E‘{u, h‘)
a1 \da gb da gb ot T \dwéy o9 Ly) ot S gt
Als Kontrollformeln dienen uns aber
[T) die Relationen (100):
[0 0Y dyda\ ofa, b da 6b  da b\ d(a, b)
(167) (558 — 22 )it 4. = (3252 — 2 DB 4o =0
/ \dadb Baddb) ot : \d& oy oy dx) ot ! =
In unserem Beispiel waren also 2-#n(2n — 1) =12 Formeln zu

berechnen.
X, ¥ sind hiermit als rein vom Ort abhiingige Kriifte erkannt,
die der Bedingung
A0 0 X Y
(168) i
oy ox

unterliegen. Diese partielle Differentialgleichung wird aber befriedigt
durch die allgemeine Losung

: " v 3 N7
(169) X=y+20 Y=—0+9,

worin ¥ eine notwendig unbestimmte Kriiftefunktion bedeutet.

Der Zusammenhang der Klammerausdriicke mit ihren Anderungs-
geschwindigkeiten, wie er in den Formeln (94, 99) des 7. Abschnittes
ausgedriickt ist, wird durch einfache Rechnungen bestitigt. Hs ist iiber-
flissig, das vollstindige System der 2 - 6 Gleichungen in der besonderen
Form unseres Beispiels herzusetzen; es mag gentigen, zwei der typischen
hinzuschreiben: .

@)

ola, b) Trb‘ d(a, b) abld(a, €) "u!r'l dla,d

it abl ot a (:_| ot T
rabjad, ¢ , [abyopd, 4 F! 6, d)
iy Lbe ot ol Lt'md ot 7 _‘ﬂfd ot

und die reziproke mit vertauschten Klammern. Das erste und das letzte
Glied verschwinden wegen (@, b) = (¢, d) = 0, die iibrigen, weil die
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