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un critère général pour juger de Lexactitude d ' une solution trouvée par

quelque méthode que ce soit . “

Zergliedere ich ( 127) noch weiter , indem ich auf die Variationen

der Elemente selbst zurückgehe , so entwickelt sich vermöge ( 28 a) und der

Bezeichnungen ( 88) daraus :

(28) —2 Da . A0 . „

Nve SSl ( 80 Tee .frlE0
und durch Vergleich der Koeffizienten von Da , Aa , leicht die im fünften

Abschnitt entwickelte Fundamentalformel der Lagrangeschen Störungs -

theorie . Zugleich erkennen wir aber auch aus ( 127 ) und ( 128 ) wegen

der Willkür der Anderungen Da , Aad , direkt ohne das im siebenten
＋ 17 40

07

nur verschwinden können , wenn es zugleich alle P, , und P . tun . Das

Abschnitte gebrauchte , umständliche Verfahren , daß sämtliche

war das vollständige Fundamentaltheorem über das Lagrangesche

Klammersymbol .

9. Reduktion der Störungsgleichungen auf die kanonische Form , Die

allgemeine Näherungsmethode . Beispiel .

A. Die Ableitung der kanonischen Form .

Während wir bisher gezeigt haben , daß die allgemeine Form der

Störungsgleichungen weder eine BeseiirEn in der Art der störenden ,

noch eine andere , als die in der Einleitung gemachte Voraussetzung ,

in der Art der Grundkräfte erfordert , daß die Grundkräfte allein die

Abhängigkeit der in den Störungsformeln auftretenden Koeffizienten von

der Zeit beeinflussen , erörtern wir nunmehr ihr Verhältnis zu den Vor -

aussetzungen der klassischen Theorie , d. h. die Vereinfachungen , die

sich aus der Beschränkung
I . auf konservative Grundkräfte

2. auf konservative Störkräfte

ergeben .
I . Lassen die Grundkräfte ein räumliches Potential zu, so fülit

eine spezielle Wahl der Elemente zur sogenannten kanonischen Form

der Störungsgleichungen Diese besonderen Werte bilden eben desbalb

ein kanonisches System der Elemente . Lagrange ) hat diese kanoni -

1) Es ist immer noch die irrtümliche Meinung verbreitet , daß sie erst von

Hamilton 1837 entdeckt worden sei .
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sche Form zuerst in seiner zweiten Abhandlung ! ) vom Jahre 1810 auf .

gestellt , dann in der Mécanique Analytique ?) reproduziert , an beiden

Stellen auch mit konservativen Störkräften . Poisson reduziert seine

allgemeinen Störungsformeln erst in der Abhandlung vom Jahre 1816

(P. 29 ) auf die kanonische Form , doch ohne die Störkräfte zu spezia -
lisieren .

Werden nämlich zu den konstanten Elementen der Grundbewegung
die Anfangsibertèe den Justandsgrößen q, Y erkoren , jene mit a , diese

mit h bezeichnet , ist also für f 0

( 129 ) „ EE * 935 von 1 bis 2

— d , b, sollen Konjugiertèe Elementè heiben — so müssen die Zustands -

gleichungen ( 3) sich gewiß auf die Form

(130) d, = 9, tar , 5, = p , Eth , von 1 bis u

bringen lassen , Wo du, h, wieder Funktionen aller 9, 5 und von 4 sein

können , die für F⸗= 0 endlich bleiben , und ähnlich die Zustands -

gleichungen ( 4) auf die Form

(131) „ ͥᷓ4, ＋ 705 0 vVvon1 bis n,45 7 7 1 * 5

WO d. , P, wieder für t = O endlich bleibende Funktionen der Elemente

und der Zeit sein können . Da nach den Fundamentaltheoremen die

Klammersymbole , sowohl von

Jο οε ο Oa.
Poisson : [ d, , az!] E25 J , 00 , 470 als auch von

8 7 4, 0 , Jb , J4,
Lagrange : ( ar , A7) (o. Ja . Ja , a⸗

unabhängig von f sind , so können die darin vorkommenden Differential -

quotienten sämtlich für 5 = 0 gebildet werden . Dann folgt aus ( 130)
für diesen Zeitpunkt :

(132) 7⁴ 40 wenn 4 , ＋ a , 0a ( 0 wenn a , 0,

44, 1 wenn 0 . 11 wenn . b„

und deshalb

( 133 ) a, , a2 ] = 1 oder 0,

1) Second Mémoire sur la variation des constantes arbitraires dans les

problèmes de Mécanique , dans lequel on simplifie Papplication des formules gé -

nérales à ces problèemes . Mém . de I ' Institut 1809 p. 343 —352 , gelesen 19. Febr .

1810 . Vgl . Cayley , Report 1857 Nr . 18.

2) Sec . Part . Sect . V 5 II Nr . 14 I p. 336 .
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je nachdem di ,d, zwei konjugierte Elemente sind oder nicht . Analog
aus ( 131) für denselben Zeitpunkt :

94, 0 wenn 4 , a , ο , ſ0 wenn a , b,
(134) B . 1 wenn d, = d, d , 11 wenn a , = b ,

und deshalb

(135) ( d, , a, ) ＋ 1 oder 0,

je nachdem d. , a , zwei konjugierte Elemente sind oder nicht .

Die beiden Klammerausdrücke bewahren aber diese Werte für alle

Zeiten .

Der Dualismus so konjugierter Elemente zerfällt desbalb auch die

allgemeinen Störungsformeln in Paare und zwar die Poissons (34)
in der Gestalt :

(136) 7 B, ö„, ＋△b 5 von 1 bis u

und die Lagranges ( 54) :

A, ＋ b, , B8 1

identisch mit (136) . Die Störungsgrößben 4, , B, sind einander 80 zu-

geordnet wie die konjugierten Elemente d, , öb,, nämlich durch die

virtuelle Arbeit der Störkräfte in der Form :

( 137 ) 45 T ( . Aa, L B. A5) .

Wir haben den bekannten Satz :

Die allgemeinen Storumgsgleichuungqen von PoisSoο uHd Lagrange
verbνν sicd , durch , diese Maſil ſanonischen Hlementèe in dieselbe

Lanonische Form .

Der grobe Vorteil für die Anwendung der kanonischen Gleichungen
besteht darin , dab sie die , oft mühsame , Berechnung der 1 ( 2n —1)
Koefflzienten in den allgemeinen Störungsformeln erspart . Dagegen
gestatten nicht - konservative Grundkräfte diese Reduktion nicht , oder
ich behaupte :

Ls gibt leine ſanonischen Störungshleichnungen im, strengen Sinne
des Mortes , auenm die Grundſbroſftæ nichthονuοοuοẽg̃o sind .

Beweis . Denn würde eine solche kanonische Form , wie sie in

( 136) aufgestellt wurde , angenommen , so hätten alle Klammerausdrücke
als Koeffizienten durch eine besondere Wahl der Elemente die kon -
stanten Zahlwerte 0, ＋ 1 oder — 1 erhalten , wie ( 133 , 135 ) angeben.
Es würde sich also kein einziger Koeffizient darunter befinden , der
Funktion der Zeit /wäre . Nach den Fundamentaltheoremen über die
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beiden Klammersymbole kann dies nur eintreten , wenn die Kräfte kon -

servativ sind , was der Voraussetzung widerspricht .

Zusdis . Das im 8. Abschnitte behandelte Theorem von Lagrange
ermöglicht , wie von ihm selbst ! t ) schon geschehen , die direkte Ab -

leitung der kanonischen Form . Nach dem Sätze S. 51 ist jetat

(138) 5 T , al. Dg . An. ) = C.

Nehmen wir für die Verrückung D der Zustandsgrößen insbesondere

ihre im Zeitelemente di stattfindenden Störungen d' ) , so wird aus ( 138 )

(130 „ TOr . 44 . — 54 . 45 . ) — b.

Die Summe links ist aber nach ( 48 ) gleich der virtuellen Arbeit der

den Störkräften äquivalenten , infinitesimalen Stoßkomponenten , oder

es ist

(140) T , 44 . — dg , An, ) ABdt .

Da wegen ( 139 ) das erste Glied dieser Gleichung unabhängig von t ist ,
s0 können wir darin für die 9 , P , ihre Anfangswerte ( 129 ) a , baw . b,

setzen , die virtuelle Arbeit 4B wie in ( 137 ) zerlegen , so daß an Stelle

von ( 140 ) die folgende Gleichung tritt :

( 41 ) Tb , Aa, —da , 45,) — dt TYA. Aa , ＋ B. AJb.).

Indem man hüben und drüben die Faktoren von Ja, , baw . Ab , ver -

gleicht , erscheinen nach Division mit dt die kanonischen Gleichungen

( 136 ) wieder :
4 d

4 B.

2. Die Voraussetzung , daß die Störkräfte ein Potential besitzen ,

vereinfacht an sich bloß die Berechnung der aus ihren Systemkom -

ponenten 0 entspringenden Größen 4 . Das ( negative ) Potential der

Störkräfte heißt bekanntlich die Storungsfunbtion , und ihr wird gewöhn⸗

lich das Zeichen E gegeben . Stellen wir E vermöge der „fertigen “ Be -

wegungsgleichungen 4, = J , ( a,t ) als Funktion der Elemente dar , s0 sind

die Größen A4 einfach die partiellen Ableitungen der Störungsfunktion &

nach den zugehörigen Elementen d. In Zeichen :

6
( 4² 4

—556

1) 1. c. Sec . Part . Sect . V Nr . 12 —14 . JPp . 333 —336 .

2) Was erlaubt ist , weil die virtuellen Verschiebungen die reellen umfassen
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Hamilton und Jacobi ' ) haben übrigens nachgewiesen , daß 9
außer den Koordinaten J auch die Impulskomponenten 5 enthalten darf .

Sind außerdem die Grundkräfte konservativ , und nehmen wir
wieder die Anfangswerte der Zustandsgrößen als kanonische Elemente,
s0o erhalten wir an Stelle von ( 136 ) die eigentlichen kanonischen

Störungsformeln der Astronomie :

da , 9 d 6
(143) — — ‚2

At 05,9 dt l

B. Die allgemeine Näherungsmethode .

Das Störungsproblem ist somit seiner analytischen Natur nach auf
ein System simultaner Differentialgleichungen erster Ordnung für die
veränderlichen Elemente zurückgeführt , ihre Form sei nun die allgemein
gültige oder die unter A. für konservative Grundkräfte entwickelte
kanonische ( 136 , 143) . Denn im allgemeinen werden die Störungs⸗
gröben 4 auch Funktionen der Elemente .

Diese Gleichungen erfreuen sich ( innerhalb der getroffenen Voraus -

setzungen ) vollkommen mathematischer Strenge . Wie aber schon in
der Einleitung hervorgehoben ist , gewähren sie den wahren Nutzen
für die Bestimmung der gestörten Bewegung erst durch ihre , stets mög -
liche , angenäherte Auflösung . Ein schon von den Erfindern der Störungs⸗
rechnung ausgearbeitetes , allgemein geltendes Verfahren ? ) besteht nun
kurz darin : Sind die Störkräfte relativ klein , so sind sie von entsprechend
langsamen Veränderungen der Elemente begleitet . Wir können sie selbst
also in erster Annäherung konstant setzen , nachdem die Klammersym-
bole und Störungsgrößen als Funktionen der Elemente und der Leit
ausdrücklich berechnet worden sind . Dann werden sämtliche Element -

geschwindigkeiten offenbar nur noch reine Zeitfunktionen , 2. B.

( 444 44. — fald ) ,
Woraus durch reine Quadratur nach folgt

(145) a , Fnadt
d. h. der zeitliche Verlauf des Elements ist bekannt , das Ziel , welches
wir erreichen wollten . Die Integration beginnt mit = 0, indem wir

1) Jacobi in der schon S. 32 zitierten , nachgelassenen Abhandlung p. 388.
Hamilton , I. c. Eußnote S. 19) .

2) Lagrange M. A. Sec . Part . Sect . V, 15 J , p. 336 —339 . Im übrigen ist
diese Methode nicht zwingend . An ihre Stelle kann irgend ein anderes Verfahren
treten , z. B. der von Runge ( Math . Ann . 46 ( 1895 ) ) und Heun ( Leitschr . f.Math.u.

Phys. 45 ( 1898 ) nach dem Vorbilde der mechanischen Quadratur erfundene
Algorithmus. Vgl . auch Kin . Probl . P. 116 .
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