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Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. 49
Der Unstetigheitsfaktor s, ; ist aus den Unstetigheitsfaktoren g, ™ gang
i ; % :
derselben Weise zusammengesetat wie die Symbole r“] bzw. (”) aus
? L% 4 S
den Klammersymbolen [a,, a;] bzw. (a,, a,).

Damit haben wir die allgemeine Untersuchung iiber die Abhiéingig-
keit der Klammersymbole von der Zeit vollendet. Der praktische
Nutzen, den die Relationen (108, 113) gewiihren konnen, scheint zu-
niichst nur in der Kontrolle zu liegen, die sie aunf die vollstindig be-
rechneten Klammerausdriicke beider Arten ausiiben.

8. Das Lagrangesche Theorem,

Dieses Theorem?!) besteht in einer allgemeinen Relation zwischen
den Variationen der Elemente, ist allein der Lagrangeschen Stérungs-
theorie eigentiimlich und steht zu den Uberlegungen des fiinften Ab-
schnittes in einer so nahen Verwandtschaft, daf wir seine Resultate
aus ithm unmittelbar wiedergewinnen werden. Nur diirfen wir uns
nicht von vornherein auf konservative Grundkrifte einschrinken.

Wir gehen wieder von der Zentralgleichung aus, in der Form (38):

Ilr
&‘:Zf’»"‘f’ — 07 + JA.

Fihrt man die Zustandsgleichungen (4) ein, fordert aber, daB die Zeit-
differentiation des ersten Gliedes so erfolge, als wenn die Elemente
konstant wiiren, so geht die Zentralgleichung iiber in die der Grund-
bewegung, und zwar in der Gestalt:

. P~ e
(119) =~ S'» Dg = D(T) + DY

ot
¥

Die virtuellen Verriickungen 0 sind jetzt solche geworden, die aus vir-
tuellen Variationen der Elemente hervorgehen. Ich habe, um dies aus-
zudriicken, fiir 0 das Zeichen I) gesetzt. Moge A eine andere Ver-
riickung derselben Art®) bedeuten, so gilt fiir eine beliebige Funktion
der Elemente, wie leicht zu beweisen,

(120) ADF = DAF,

1) M. A. Sec. Part. Sect. V §1 I p. 328 (noch nicht in den Abhandlungen).
Poisson (Mém. 1816) beweist es fiir die elementaren Bewegungsgleichungen in
den rechtwinkligen Koordinaten der Systempunkte, wenn diese noch durch Be-
dingungsgleichungen verkniipft sind, und sagt dann (p. 10): ,M, Lagrange donne,
dans la seconde édition de la mécanique analytique, une formule analogue 4 notre
équation (1), qui se confond avec elle, quand les mobiles sont libres, mais qui en
difftre essentiellement, lorsqu'il s’'agit d'un systéme de points lié entre eux d'une
maniére quelconque®,

2) Diese Verrfickungen sind natiirlich identisch mit den S. 16 erklirten.
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50 Max WINKELMANN:

St s Vertauschbarkeit der nacheinander an F vorgenommenen
“Ilﬂmt‘immn A, D. Die t}lml-;riinn ~ wenden wir .i“-t'dt auf (L (119] an,
indem aus ihrer Unabhingigkeit von der Zeitdifferentiation folgt:

(121) -"":,21"-”‘;’. :.,21 1p,Dgq, + p,4Dq,} = 4D(T) + 4D

Die Gl (119) gilt auch, wenn D mit 4 vertauseht wird:

({_ 2}:] Aq, = A(T)+ 4U;
¥

-

darauf die D-Operation ausgeiibt: L

(122) D (’IZJ»,_,_,;,L_. -2 S Dp, 49, +p,DAq, } = DA(T) + D4Y.

P
v

Vor ¢, und (7) diirfen nach (120) die Zeichen D, A vertauscht werden.
Wenn daher (122) von (120) subtrahiert wird, bleibt als Rest die
Gleichung
(123) ;12\._.‘% Dy, Dp,Agq,) = ADA — DAN.

-
Die Grofen DU und DA sind einander nur gleich und die rechte
Seite von (123) verschwindet, wenn die endliche Arbeit 9 als Funktion
der Elemente existiert, oder wenn die Grundkriifte P ein Potential be-
sitzen. Im allgemeinen aber wird, wenn wir auf die Bedeutung von
09U (45) zuriickgehen,

4D = AP, Dq,+P,4Dq,}, DA = DI DP, A, +P, D4},

folglich ' '

(124) ADA — DAN = ' (4P,Dg, — DP,4y,),

und damit e

(125) r’ﬁZr_._qul_ Dq,— Dp, Aq,) = ‘Z‘ (4 P,Dq, — DP,4g,). ) b
¥ -

Das Glied der auf beiden Seiten befindlichen Summe heift nach

Schering') eine (zweigliedrige) Differentialdeterminante, und mit Hilfe

dieses Begriffes fassen wir den Inhalt der Relation (125) zusammen ib

die Worte:

Die  Anderungsgeschwindigkeit der Summe aller aus zusammon
gehirigen Paaren der Zustandsgrifen q, p gebildeten Differentialdeter-
mwnanten st gleich der Swinme aller aus susammengehirigen Paarei
der  Kraftkomponenten P und. der Koordinaten q gebildeten Differential
deterninanten. ¥

1) Hamilton-Jacobische Theorie (siehe FuBnote S. 18), p. 89.
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Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. 5]
Wir fiihren die Variationen von P, die allein aus den Variationen

simtlicher ZustandsgroBen entspringen I(mmen (s. Einl. 8. 5), auns und
erhalten:

4P, = Z C-i:‘ 'I"‘L' i (r:‘jr:‘ "‘P il Z (rq )[1 r:‘ DP")'
e e ¢ £ :

Darauf bilden wir die Determinante #/ P, Dgq, — D P, 4¢, und summieren
iiber alle »:

e - ol 6P
(126) D' (4P,Dg,— DP,4q,) - 1 (4p,Dg; — D;J_‘IJQ“)!&?"

3P

- d
-4 (J q. I)I’I‘] - ]_)If,‘”_fl'j‘) F‘_qk

Indem wir wieder den zweiten Teil der Doppelsumme in bekannter
Weise umformen, erscheint:

_1 il ] g afj
vlJ;i Dq, — Dp, 4q,) 2 2 1 L_J;;:‘Dq“ — IJpU._qu) é’;‘q;

rm—
¥

“ﬁ.\

(127)

131
: 6P aP

+ +(dq,Dq, — Dyg,A4q, )(er ag?)}.
Das heiBt also: ‘

Die eben beschricbene Anderungsgeschwindigkeit driickt sich linear
aus durch die Impulsderivierten und Wirbelkomponenten der Systemkriifte.
Die Koeffizienten sind Differentialdeterminanten von Paaren py, q,, bzw.
Gy 4, der Zustandsgriffen des Systems.

Soll diese Anderungsgeschwindigkeit verschwinden, so miissen wegen
der Willkiir der Variationen o und D die simtlichen Impulsderivierten
und Wirbelkomponenten gleich null werden. Der wvollstindige Gehalt
des Lagrangeschen Theorems ist demnach:

Der Ausdruel:

2 (d4p,Dgq, — Dp, Aq,)

v
ist dann, und nur dann, evplizite unabhingig von der Zeit und eime
bloBe Funktion der Elemente, wenn die Krdfte des Systems konservativ mml
1
Lagrange selber legt ihm noch folgende Bedeutung bei’):
la fonction J )

qui est une nouvelle propriété tres remarquable de
ui peut fournir

qui représente la force vive de tout le systeme, et ce q

1YL c L p:829.
2) Wegen f,_.—_g. Es fehlte il
[

g

m die selbstiindige Bedeutung der Impuls-

komponenten [vgl. 8. 15, FuBnote]. e
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59 Max WISEELMANN:

un critére général pour juger de Texactitude d'une solution trouvée par
quelque méthode que ce soit.”

/w«lw(hrn ich (127) noch weiter, indem ich auf die Variationen
der Elemente selbst zuriickgehe, so entw ickelt sich vermoge (28a) und der

.B('.'l.eil:ll'llllllll_;l'll l‘""h' darauns:

: - | z ( r,.:qlgj)|i
(lQB? 2, : | _Df!-,/f”;_( t 2 E!!Ir.ry_u }
b AT % 214y, 9,1
Z S‘m Aa, > 2 et Pig+ 4 oot Pl
| Bt 1 oy

[ i

und durch Vergleich der Koeffizienten von Da, 4 a, leicht die im fiinften
Abschnitt entwickelte Fundamentalformel der Lagrangeschen Storungs-

theorie. Zugleich erkennen wir aber auch aus (127) und (128) wegen binger
der Willktir der Anderungen Da,Aa,; direkt ohne das im siebenten

(@ a.)
KP4
ot
nur verschwinden kdnnen, wenn es zugleich alle P,, und Py, tun. Das

Abschnitte gebrauchte, umstindliche Verfahren, daB simtliche

war das vollstindige Fundamentaltheorem iiber das Lagrangesche

Klammersymbol.

9. Reduktion der Storungsgleichungen auf die kanonische Form. Die :
allgemeine Niherungsmethode. Beispiel. o
A. Die Ableitung der kanonischen Form.
Wihrend wir bisher gezeigt haben, daB die allgemeine Form der
Storungsgleichungen weder eine Beschrinkung in der Arb der stirenden,
noch eine andere, als die in der Einleitung gemachte Voraussetzung,

der Art der Grundkriifte erfordert, daB die Grundkrifte allein die kg]
Abhi&ng'

gkeit der in den Storungsformeln auftretenden Koeffizienten von
der Zeit beeinflussen, ertrtern wir nunmehr ihr Verhiltnis zu den Yor-
aussetzungen der klassischen Theorie, d. h. die Vereinfachungen, die
sich aus der Beschrinkung ? ligsey

1. anf konservative Grundkriifte
2. auf konservative Storkriifte
ergeben.

L. Lassen die Grundkrifte ein riumliches Potential zu, so fiht
eine spezielle Wahl der Elemente zur sogenannten kanonischen Form
der Storungsgleichungen Diese hesonderen Werte bilden eben deshalb
ein kanonisches System der Hlemente. Lagrange!) hat diese kanoni-

1) Es ist immer noch die irrtiimliche Meinung verbreitet, dab sie erst yon
Hamilton 1837 entdeckt worden sei.
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