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42 Mix WiskuLMmass:
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von O verschieden ist.  ist aber die Determinante der guadratischen fi
Form, in der sich die konjugierte Energieform 7" vermige der p dar-
stellt. Sei

o %] A »
e'lU:']_) Tl s Z j)_‘w PoPas

: [ i ¥ i d e L]
so bedeuten die Differentialquotienten r.; oD die Koeffizienten B der
quadratischen Form, und es ist
(104) A B,

Wiirde jedoch 4 verschwinden, so wire (89) 7 eine sogenannte
singulire, quadratische Form und zwischen den Gréfen ; wiirde eine
: H £y 1

1]
e

lineare, homogene Relation bestehen?), d. h. wegen o, = eine solche
: j % = ap 5

zwischen den (reschwindigkeitskomponenten Go, was der Festsetzung
tiber die Unabhiingigkeit der Koordinaten zuwiderliuft. Mithin sind
o P

alle ¥ = (0 {q. e. d.
04,

Dieser Satz kann auch umgekehrt werden. Der Beweis verliuft
dhnlich vermittels der Energieform 7',

7. Relationen, welche zwischen den beiden Klammersymbolen und ihren
Anderungsgeschwindigkeiten bestehen.

DaBl wir die .-"-\Ju!erlnag_:s;yc.-':-hwin:ligkuil.pn der beiden Klammer-
ausdriicke untereinander ohne Vermittlung der Kraftkomponenten oder
ihrer Ableitungen nach den ZustandsgroBen des Systems in Beziehung
setzen kinnen, wird sogleich aus dem Formelsystom (I)—(III) (98—100)
erkannt. Wir brauchen darin . . ‘entap

_ ja nur die einander entsprechenden
Glieder jeder (f?iuit"]]lulf__{ vermige
der (der Wi1'}_19,1]\'1.n111[:|muntu-
leichen.

der ["hcruinstEmmung der ersten Glie-
: n und [m|mlm.im-[\'iurten} miteinander zu ver-
Es fragt sich dann: Wie driicken sich die Zeitderivierten
der 1”". a;] einzeln durch die Zeitderivierten der (a,, a;) und umge
kehrt linear aus? Zn diesem Zwecke gehen wir ni.cht”\'nn den er-
wihnten Relationen aus. sondern von den im 4. und 5. Abschnitt

ile?'gustvlltm Ausdriicken der heiden Arten von Anderungsgeschwindig-
telten. 5

o
=]

1) }iiill]&urf

L 18, N lheorie und Anw endung der Determinanten (5. Auflage 1881)
5 1o, NE 10,
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[ntersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. 43

1. W_u !_wgmu_m mi‘f dem Poissonschen Symbol, indem wir die
Formel (76) oder lieber in der Gestalt (89a) folgendermafien identisch

erweitern:
r[dl‘ a)_] s y | (.'.'r:x {:rr)_. ‘ a grx @;u;‘-) p'
dt s | l 0q,« }i: ("p‘ ¢ q, ey
¥ o ¥ -
(]_{)5_)) i (..r-rly f‘r’![_. N oa, ¢ r:/_l) P (r.u_l (':‘",' ("“, 3“;_) 0]
! 2\ 3 ! = TR~ Yo I g el [/
=\dp, dp, (.p"‘ op, *\dg ﬁqy aq, a"":- l

Fiir Py, und 0 substituieren wir diejenigen Ausdriicke des Systems I—III,
die nur die Lagrangeschen Symbole enthalten. Némlich:

f , a.. da, da. 8 @ Aal @)
( Y; £ * i . la (@, a@;)
A R T
\ / 3 \ e q (}J“ "J’,, oq | ot

®y 4 ¥ ¢ o ¥
da, da;,  da, da dla,, a;)
* = = o e i/
R (01)- Py, —~ (o — ) —
J ¥ 4 { \dq ©4q oq, 3q 3¢
x'y &' ) @ o o
s
= (08, day da, da (a,, )
(95) 0= 2 o # 2.0 } o %
\ Gl ‘ j}’ op, ep, (:},I._ At
*®y A § g

Nach der Substitution von (106) in (107) entsteht eine dreifache
Summe, niimlich die doppelte iiber alle », ¢ und die einfache iiber

r S ot e Sl e : ] oo ST
alle Kombinationen %, 2. Es ist also schon die Grife — 2’5 2 linear
(@, a3) : - e ;
durch alle —; dargestellt. Unser ganzes Gteschiift besteht vielmehr

ot
darin, die Koeffizienten in diesen linearen Ausdriicken zu ermitteln.
Zu dem Ende brauchen wir nur das allgemeine Glied jener dreifachen
Summe einer geeigneten Umordnung zu unterwerfen. Es liBt sich
vorerst tabellarisch so schreiben:
Faktor, | 2 5 4

AL no o S Na Ba 4. Aa da.da da da ¢a;0a,oa
r(t}raﬂ (‘r:yr.‘u)_, f.uy‘;{{x(,u}_orr_{ f.rr;_r_,ufl fﬂ"((x a{xr ﬁ{) At? !

" 9p, 99, 09, 0p, op, 04, 09,08, 0P, 04,849,097, " Op, 24, 91, 0,

s Mt AT - o : A S
N,_C‘“x'”“,-_””;.- """J. .c.ux-(;f:yr?a,-_, .dﬂ[(,-(((—_ (rz_:_dt:z, mara,fcaz aﬁxl

1 | I
e P e oy poiy e ruly Dl Pl

dp, 24, 9p, 24, op,d4,0p, 09, 0P, 04, 0P,04, 0P, dq, op, 04,
1 t-‘axaarfauz da, dada, E'ﬂl 0 -'f:ax dayda, 0a, 0a,06)0a 0,
T —

3[_{‘ Epg ;‘gr, é-.p.r; o ff‘_ EJ“. o 9, {'.-J-:”” g {q‘ F“i)r aq"' EjP:’.‘ quh' al’i aqﬂ‘ apf‘

Die 4 Posten der Reihe a denken wir uns doppelt mit dem Faktor
gesetzb, darauf miteinander verbunden die Glieder

la, 2b 2a, 1D 3a, 40 4q, 30
1a,2¢ 2 o I 3a,4c 4a, 3c;

BADISCHE
BLB LANDESBIBLIOTHEK

BadenWiirttemberg



44 Max WINRELMANN:

es entsteht aus der urspriinglichen Anordnung von 12 Gliedern {‘g]g,_,_nd(,l.\:
! 1 3 . Malr o 1.
Aggregat von 8 Gliedern mit dem Faktor §:
da.ca.dla ,a..)
A ® | Pl Y
! '“: € rlf| ; :r‘ffr. : I

pi i U et o
1) |
an Gt (4 '} {
". fl ’r- f-‘.-.l
da da., dla., a a,da..ola ,a.)
# 4 LA x ) y o x |
¢ ¢lp q | a2q. odp. 0l¢ |
LA |‘III L. I‘ 1 fl'
da oda . ¢dla,., a.l ca,.oa .¢la . el
# # L2 il i * \ % il
: f WL Al
i cp. clg , » oq. dp. ¢ S
94, 99, ¢(4,, D) 1o 0P, 0 |D,; 1,

Vertauscht man in den oberen beiden Reihen die Summenzeiger 2, g

¥

also die Reihenfolge der Summen, so konnen wieder je zwei Glieder

vereinigt werden, so dall wir ihre Anzahl auf die Hiilfte reduzieren und Mo
erhalten:
¢! a a.l dla , a.! ola ol 18} &l
172 %} | ™ il x ) Rl il
b :Jn q,} ¢ :el, p ! ¢ !l,r& 'f:.: 0 H,I ) 4q, :
dlig..a:l dla ;a:l dla .a.l dla.,a,l
L | Fa ) | - L *® i) A %)
AR {,U‘\r‘ F"r",' I ¢ If‘all 4, | ‘ ‘ rlf_l__ », : s :J“, . 4, L

L

| erste Reithe noch einmal. Damit verschwindet der Faktor X Wir

| fithren nunmehr die Doppelsumme iiber alle », o aus und erinnern uns

debei der Definition der Poissonschen Klammersymbole (33b). So

\ 7 \
o(aG ¢+, @, )

kommt als Koeffizient von ”H ¥ der Ausdruck:

Wird in der zweiten Reihe wieder » mit o vertauscht, so erscheint die

la,, ar] lay, a,] + [a,, a, |[@;, a;] = [a,, a

Al ay] — [a;, a] [a,, @]
Dieser Determinante geben wir das Symbol:
T T . il . ¢ 2 s 2 _';
(107) !—r % | oder auch [# 47 |[a,.a ][a,, a,] :
| @& L., 4 " vy L Lo R
Lt einfacher |»'2" ] |rr/, H’_..l I_r:f_., ”F.’]

Mit Hilfe desselben stellt sich daher die Zeitderivierte von [a,, @] auf

foloende Weise dar:

¢ . dla , a L o \
(108) [ P ;| p S\ [* 4 o, a,)
at T | ot
syt

oder in Form eines Satzes:

Die And, erungsgeschwindigkeit des Poissonschen Klanmerausdruckes I
st emne lineare Funktion der

Anderungsgeschwindigkeiten aller Lagrangé-
schen Klammersymbole.

Ihre Koeffizienten sind Determinanten zweiten

+ . 2
(.r.lmff.\', Ir,rrfa_,{“'{.f aus K ?EIHFJJH'JW.rf.~'r|f])'4'frf.'r'n der ersten Art
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Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. 45

Die neuen Symbole besitzen iihnliche Rigenschaften wie die
Klammerausdriicke, aus denen sie zusammenoesetzt sind, nur erweitert
dem Umstande entsprechend, daf vier A rgumente auftreten. Sie lagsen
sich fast aus der Definition (107) ablesen, wenn wir jene der einfachen
Klammersymbole (35) mit den Gesetzen der Determinanten kombinieren.

(109

Nennen wir, analog dem Sprachgebrauch der Determinantentheorie,
die Reihenfolge %/ oder x'A" eine Zeile, die Reihenfolge %%’ oder 11’
eine Kolonne, so kimmen wir die Regeln (109) nacheinander so aus-
sprechen:

(¢) Die Vertauschung der Elemente einer Zeile indert das Vor-
zeichen, die Vertauschung der beiden Zeilen der beiden Kolonnen ge
schiecht ohne Anderung des Wertes:

() das Symbol nimmt den Wert null an, wenn die Elemente einer
Zeile einander cleich werden;

(7) es artet in das Quadrat eines einfachen Poissonschen Klammer- [
symbols aus, wenn die Elemente jeder Kolonne einander gleich sind.

Denselben ProzeB wenden wir auf die Zeitderivierten des Lagrange-
schen Symbols an. Der Ausdruck (89b) wird, wie folgt, identisch er-
weitert:

o(a_,a

(¢ -,?_'ﬁl.l ’-.“,. ’f’.‘-;:” ’
(10) =5t ST ' (557 50 70702 B
o f I 2l | ('t'rz(“}_ va, oa,
v ]

‘dq @ i (6P op op,ap.’
LY (rqr y f!‘.' : ‘f:' rl’r) 1) gLis 1 ( - ?, : k = ‘I ¢ ___} ") Ul :
\da_oda, ©oa da,) "% 2 \da_da, da 0a, 5
= A x I ® A =

alle P,,, P,, und 0 ersetzen wir durch ihre linearen Ausdriicke in
den Poissonschen Klammersymbolen:

A, S
92) P, ‘1[ 29, oP, a2, 04, ] dla,., a; J
J< Yo — ~ v, ) A
¢ ’/‘ \ € ({z oa, ga, oa,; ‘
; (dp Op 6p, opN\cla, a,
(111) 90) P,,= (= 0 _ ¢, ) 2> 4]
: | L) X4 da.da., da.da, ot
ol > » L ® ~
I
cq dq, dq, 6q \ o[a, a.,
(94) 0="S [ 29, 0y 09 o2 ) O :
RS e NO@®. 0@ aa . da,.) ot
i N T A * 4
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46 Max WINKELMANN:

, der linearen dreifachen Summe, die sich wieder aus

die weitliufige Analys
(110) durch (111) ergibt, unterdriicke ich aber wegen ihrer vdlligen

, @ ., ri_"l
Analogie mit der friitheren. Als Koeffizient von | :'f “= erscheint jetat

die nur aus Lagrangeschen Klammersymbolen gebildete Determinante

(a,, a, Va,, ay) — (a;, a,)(a,, ay),

der wir nach Analogie der Bezeichnung (107) m\'m-kmﬁlﬁig das Symbol

(a , !"' @) |
A F F

]

: fa_ a, \ . ‘o 4
(112) ( x i ) oder einfacher ( )=
e a6,/ \* &) (a , ) (a,, a, )

x 4 st
zuerteilen. Damit gewinnen wir fiir die .-'il)le.it.ung von (a,, @;) nach

¢t folgende Darstellung:

ola , a.) e 1% Ol 7

(113) H;;t"-—AZ(f } 1 f}“". deme
d. h. den Satz: £ e

Die Anderungsgeschwindigheit des Lagrangeschen Klammeraus:
druckes ist eine lineare Funktion der Anderungsgeschwindigkeiten aller
Poissonschen Klammersymbole. Thre Koeffizienten sind Determinanten
zweiten Grades, gebildet aus den Klammerausdriicken der ersten Art,

Die Bigenschaften des Symbols (112) sind so vollstindig homolog
denen des Symbols (107), daB wir in (109) nur die eckigen Klammern

durch die runden zu ersetzen brauchen, um zu erhalten:

AR A% % 1Y (% ) 2 4

(e) ( ; —( J ( )-— ( i
% A i %) LA

(')\‘.’;.‘) 19 {"a’- i "} {.-‘ * i (a‘ 1)

] 14 % A \t A S O w A
b : % % Ay
.p’; (x ff'y.',:l = ),
@ (; v @)°

Und auch im Wortlaut sind diese Regeln selbstredend dieselben wie
fiir (109):

(e) Die Vertauschung der Flemente einer Zeile indert das Vor-
zeichen, die Vertauschung beider Zeilen oder beider Kolonnen weschieht
ohne Anderung des Wertes:

(8) das Symbol nimmt den Wert null an, wenn die [llemente einer
Zeile einander gleich werden:

(7) es artet in das Quadrat eines einfachen Lagrangeschen Klammer-
symbols aus, wenn die Elemente jeder Kolonne einander gf{‘li‘h gind.

Anmerkung 1. Aus (108) und (113) folgt noch direkt der Satz:

Sind siiméliche Klammersymbole der einen Art unabhiingig von der Zeit

] ] 3 ” 1.4 7 T . . . 1 -
und blofie Funktionen der Elemente. so sind es auch die der anderen Art

BLB BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg



Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. 47

Dieser Satz ist zwar an sich selbstverstindlich, da wir schon auf
Grund der Relationen (64) wissen, daB die Klammersymbole der einen
Art durch die der anderen rational ausdriickbar sind, also auch ihre
Ableitungen nach 7, doch ist es wichtig, ihn hier in den GI. (108, 113)
von neuem and unmittelbar bestitiet zu sehen.

Anmerkung 2. Die in (109¢, ) bez (114¢, f) ausgedriickten
Eigenschaften der beiden erweiterten Klammersymbole geben eine Probe
auf die Richtigkeit der Formeln (108) bez. (113) ab. Denn eine
Vertauschung der KElemente a,, @, muB auf der rechten Seite der
(zleichungen ein negatives Vorzeichen erzeugen, und ihre Gleichsetzung
sie identisch gleich null machen. Diese Forderungen werden durch
*(109¢, 8) bez. (114, B) wirklich erfiillt.

Anmerkung 3. Fiir zwangliufige Systeme (n = 1) schrumpfen
die Gl (108, 113) auf die folgende Gestalt zusammen:

o d[a,b] rabld(a,d) - -9 0(a, b)
; — e b2 ==
(115) 7t !_(( FJJ I [a, b] At
e é(a, b) m‘r) ole, b] g 0la, b]
\ Lt A {2t =(a., b)? -
(116) ot (r bl ot (&5 ) dt

nach (109y, 114y). @ und b sind die beiden Elemente. Diese Glei-
chungen folgen direkt aus (64):

(a, b)[a, b] = — 1. |
Durch partielle Differentiation nach ¢ ergibt sich:
L L dla, b) . 3~ dla, B]
[@, b] e (L b) T

Indem ich nun einmal rechts (a, b) nach der vorhergehenden Gleichung
durch [a, b] ausdriicke, das andere Mal links umgekehrt verfahre, er-
halte ich nacheinander die Formeln (115, 116).

3. FEs ist merkwiirdig, daf die Anderungsgeschwindigheiten der
beiden Klammerausdriicke von Poisson und Lagrange in einer &hn-
lichen Reziprozitiit zueinander stehen, wie die Flemenigeschwindigkeiten
a su den Stérungsgrifien A. Diese vollkommene Analogie betitigt sich
auch in der Verkniipfung der beiden symbolisch abgekiirzten Koeffi-
zienten. Da die eine der beiden Formeln (108, 113) die Umkehrung der
anderen ist (immer nach den Anderungsgeschwindigkeiten der Klammer-
ausdriicke von derselben Art als den Unbekannten), so miissen die folgen-

den Beziehungen gelten:

I‘ 0 wenn A=k% bez. », ¥’ == bez. =

/% 2\ [w w7 ’ hia ot

(117) €, , = (; ’V “ = |41 wenn i=n1, V=
7 e e p /LA A ; N b y

i ! — 1 wenn A=1, R
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48 Max WINKELMANN

Der Wert — 1 liBt sich jedoch ans dem Wert + 1 ableiten, weil
!'[I 1 P ;_h' w
La ?—J Lx % l

tz (109¢«) ist. Ihre Analogie mit (64)

nach dem Vertauschungss:
augenscheinlich.

Zum Beweise erweitern wir die einfache Summe iiber alle Kombi-
nationen w, & zur doppelten iiber w, ', wo jeder Index die Zahlen yon

1 bis 2% durchliuft. Ich ]:i’illl.llf}ti'_. daB
-.fy' uri'- "r J‘|u‘u'l
> [r| w/ Ll A > sl u u ,)l Y|

ist. Die I','r'.\'l_-il'i-runf; fligh niimlich erstens zu jeder Kombination u,u’

die umgekehrte n', w hinzu. Diese #ndert aber in beiden Symbolen
nach dem Vertauschungssatze nur das Vorzeichen, mithin an ihrem a8 HgH
Produkte gar nichts; zweitens treten die Glieder mit gleichen Elementen
' = w hinzu, die aber nach (1098, 114p) identisch null sind. Die

kombinatorische Summe ist daher blof verdoppelt. Jetzt werten wir
das Produkt der beiden Symbole aus:

(% Z')l w .“’.I (o, d,) (. o) ir.f”_ ”,-_-] g~ ”j__l
(-.“ Tl G l (a,, a,) (a,,a,) |[a,a:] [6.,a]
(@ o 00, 0] (0, 8,) [0, 5 + (87, 6,) (4000
.::\fl'-z'_‘ a, -j[r!r_._ ”.'.I (a,,a, ) |”r| - H;I—.| + "\.Hz'_‘ H“"':' I_uu .‘(;;I-.r f

Diese achtgliedrige Determinante reduziert sich, wie man leicht durch
Zerlegung iibersieht, auf die heiden folgenden x\\'r-iqliuirigen:

(@, a,)[a,, a;] (a,, a)a,,ar]l . |(a,,¢ Dla,,a;] ( v ) [6, ]
(@, a,)|a,, ;] (@, a,)[a,, ay| (a,, a)la,, a] '”m ”-;.'.J l.”n' “i'] ‘
Nachdem wir noch in den Diagonalreihen der zweiten Determinante

die eckigen Klammersymbole miteinander vertauscht haben, fihren wir
die [hij\|wl.\‘1tm]|1{.' iiber alle w, & aus und beachten (64); dadurch kommt:

: )

(1184a) E 1| Sk Tl | L S et ts &, &3

Das neue ¢ mit vierfachem Index ist durch eine Determinante zweiten _
Grades aus den einfachen Unstet igkeitsfaktoren ¢ mit Doppelindex aus e

c-fLIlI]i] C. D'[e \'-iifiil-‘f‘g._lf.‘r‘-l.’lﬂil‘ll 1.]1'-:[3!1?:[:}“[{1.“1[ von
(118 b) 5 ) ] \
4 LAl E:’, 1 G & &2
IV
sind also wegen (64) ganz von selbst da:
118 ¢) ¢ S
\ ' & .=+1, ¢ ,=—1 und sonst &, =0
’ % e |
¥ x U
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Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. 49
Der Unstetigheitsfaktor s, ; ist aus den Unstetigheitsfaktoren g, ™ gang
i ; % :
derselben Weise zusammengesetat wie die Symbole r“] bzw. (”) aus
? L% 4 S
den Klammersymbolen [a,, a;] bzw. (a,, a,).

Damit haben wir die allgemeine Untersuchung iiber die Abhiéingig-
keit der Klammersymbole von der Zeit vollendet. Der praktische
Nutzen, den die Relationen (108, 113) gewiihren konnen, scheint zu-
niichst nur in der Kontrolle zu liegen, die sie aunf die vollstindig be-
rechneten Klammerausdriicke beider Arten ausiiben.

8. Das Lagrangesche Theorem,

Dieses Theorem?!) besteht in einer allgemeinen Relation zwischen
den Variationen der Elemente, ist allein der Lagrangeschen Stérungs-
theorie eigentiimlich und steht zu den Uberlegungen des fiinften Ab-
schnittes in einer so nahen Verwandtschaft, daf wir seine Resultate
aus ithm unmittelbar wiedergewinnen werden. Nur diirfen wir uns
nicht von vornherein auf konservative Grundkrifte einschrinken.

Wir gehen wieder von der Zentralgleichung aus, in der Form (38):

Ilr
&‘:Zf’»"‘f’ — 07 + JA.

Fihrt man die Zustandsgleichungen (4) ein, fordert aber, daB die Zeit-
differentiation des ersten Gliedes so erfolge, als wenn die Elemente
konstant wiiren, so geht die Zentralgleichung iiber in die der Grund-
bewegung, und zwar in der Gestalt:

. P~ e
(119) =~ S'» Dg = D(T) + DY

ot
¥

Die virtuellen Verriickungen 0 sind jetzt solche geworden, die aus vir-
tuellen Variationen der Elemente hervorgehen. Ich habe, um dies aus-
zudriicken, fiir 0 das Zeichen I) gesetzt. Moge A eine andere Ver-
riickung derselben Art®) bedeuten, so gilt fiir eine beliebige Funktion
der Elemente, wie leicht zu beweisen,

(120) ADF = DAF,

1) M. A. Sec. Part. Sect. V §1 I p. 328 (noch nicht in den Abhandlungen).
Poisson (Mém. 1816) beweist es fiir die elementaren Bewegungsgleichungen in
den rechtwinkligen Koordinaten der Systempunkte, wenn diese noch durch Be-
dingungsgleichungen verkniipft sind, und sagt dann (p. 10): ,M, Lagrange donne,
dans la seconde édition de la mécanique analytique, une formule analogue 4 notre
équation (1), qui se confond avec elle, quand les mobiles sont libres, mais qui en
difftre essentiellement, lorsqu'il s’'agit d'un systéme de points lié entre eux d'une
maniére quelconque®,

2) Diese Verrfickungen sind natiirlich identisch mit den S. 16 erklirten.

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

BadenWiirttemberg



	Seite 42
	Seite 43
	Seite 44
	Seite 45
	Seite 46
	Seite 47
	Seite 48
	Seite 49

