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42 Max WIxKELMANN:

von 0 verschieden ist . 4 ist aber die Determinante der quadratischen

Form , in der sich die konjugierte Energieform Y“ vermöge der 9 dar -

stellt . Sei

( 103) 5 0 ⁰ D .
0 00

927
80 bedeuten die Differentialquotienten 3“ die Koeffizi

55 , öb,
Oeffizienten 35 der

quadratischen Form , und es ist

( 104
0⁰

Würde jedoch 4 verschwinden , so wäre ( 89 ) 7 “ eine sogenannte

singuläre , quadratische Form und zwischen den Größen
9

würde eine
09N-5 0

Iineare , homogene Relation bestehen ! ) , d. h. wegen 5 , ( e eine Solche
0

zwischen den Geschwindigkeitskomponenten J %, was der Festsetzung
über die Unabhängigkeit der Koordinaten zuwiderläuft . Mithin sind

ee
045
Dieser Satz kann auch umgekehrt werden . Der Beweis verläuft

ähnlich vermittels der Energieform J .

7. Relationen , welche zwischen den beiden Klammersymbolen und ihren

Anderungsgeschwindigkeiten bestehen .

Daß wir die Anderungsgeschwindigkeiten der beiden Klammer⸗
ausdrücke untereinander ohne Vermittlung der Kraftkomponenten oder
ihrer Ableitungen nach den Justandsgröhen des Systems in Beziehung
setzen können , wird sogleich aus dem Formelsystem ( ) ( CI ) ( 98 —100)
erkannt . Wir brauchen darin ja nur die einander entsprechenden
Glieder jeder Gleichung vermöge der Ubereinstimmung der ersten Glie -
der ( der Wirbelkomponenten und Impulsderivierten ) miteinander zu ver-
gleichen . Es fragt sich dann : Wie drücken sich die Zeitderivierten
der [a, , a, ] einzeln durch die Zeitderivierten der ( d, , a, ) und umge⸗

kehrt linear aus ? Zu diesem Zwecke gehen wir nicht von den er—-
wähnten Relationen aus , sondern von den im 4. und 5. Abschnitt

Ausdrücken der beiden Arten von Anderungsgeschwindigeiten .

1) Baltzer , Theorie und Anwendung der Det int 5 1 1881)
10 ndung der Determinanten (5. Auf lage

4
1 L

ote
ht 0Uarg
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1. Wir beginnen mit dem Poissonschen Symbol , indem wir die

Formel ( 76 ) oder lieber in der Gestalt ( 89a ) folgendermaßen identisch

erweitern :

α % a ,

2 T 65 A 740Fie
(105) 1 50. a , 5 . „ Ja , 5 5 α Ja, . Oa.

(r. 55 . 07 ör ,
7) P. e (4. 54% 545 520 o).

Für P . und 0 substituieren wir diejenigen Ausdrücke des Systems IIIII ,
die nur die Lagrangeschen Symbole enthalten . Nämlich :

——
7J J 9 470

04 . JD 59 94, It
5◻ 3

Saν αο ba , σ Y( ο, a½

6 7(406) 9¹ P.s
Cs , d %½ dde 5 , 5.

R*5 8

8 %% da . 6ν ( ai , d,25

—
92 % Jp , It

3 8 8

Nach der Substitution von ( 106 ) in ( 107 ) entsteht eine dreifache

Summe , nämlich die doppelte über alle 2, 6 und die einfache über

Jla
Es ist also schon die Größe 1 8

2 linearalle Kombinationen “ , J .

(a, 470
durch alle 5 55

dargestellt . Unser ganzes Geschäft besteht vielmehr

darin , die Koeffizienten in diesen linearen Ausdrücken zu ermitteln .
Zu dem Ende brauchen wir nur das allgemeine Glied jener dreifachen

Summe einer geeigneten Umordnung zu unterwerfen . Es läbt sich

vorerst tabellarisch so schreiben :

Faktor , 1 2 3 4

5
9 Yα , a , ò an.

0 , Jd , 54%
0 . Oa,, οαν⁷

557 . J4 , br: d ,

„ 9aνα 0au
0

74, J5 , 04% Y

Die 4 Posten der Reihe a denken wir uns doppelt mit dem Faktor

O, Oa , Oa, aꝯn ,
SRS

0b, 0d, 74⁰ 55
9 , Oa, , Oa, Ca ,

, 94, J . 04 .

0 5 0 , 0 2 5⁰

0 0an. 0a. Ja, ,
549 77

09⁰ 995

54,

0 , Jd ,

Y as, Yd Ja, ,

54 , Y5, O4% J5

gesetat , darauf miteinander verbunden die Glieder

1a , 2b

2K

20 , 10

3

3 a , 4b

3 a , 4c

704, 0 au, Oa, 0 a ,

55 74 , 54 ,„5.

0a , ꝰan, Oa, Ja, ,

5 94, O. Od,

ee
04, Y ,04% 9

46i—

4 a , 3b

4a , 3e5
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es entsteht aus der ursprünglichen Anordnung von 12 Gliedern folgendes 1
Aggregat von 8 Gliedern mit dem Faktor 3:

93 5
0 ον ꝰ a , a ,

, 4% Ale 0

5

Oa, Ja, Oſa , a ,J . Oνοο u , a ,
7 E 7 5 5

0D, §4, % 4„ 0 , § 4 , 5 40 7 09

U
U

„„
0 % οꝰas , a, V

9 945 91
04 . 9 23 7
7 ö
99 5 5(v, 4

Oa. οοοι ) οοſu, a ,

83 293 5 G0a ,Cοα Y( a , a, 10ιa .f 4
%„ „
04 % e ( 47 1

L 52
5 , 55 , , 41

Vertauscht man in den oberen beiden Reihen die Summenzeiger 2, 0,
also die Reihenfolge der Summen , so können wieder je zwei Glieder

vereinigt werden , so dab wir ihre Anzahl auf die Hälfte reduzieren und

erhalten :
0

4 616 6 „( ar , 4 6 (ae, 4,., ( a , 4. % 4 al , a5
9Po⸗ 4⸗ 4 , P, ) 5( 5%, 4⸗ 0(P„. , 4,

9 9ee : 2l4n 4 , ol4f ] ( el . .
91 50⸗ 4⸗% , 4, 94⁰ 5⁰ 9( v, 4,

Wird in der zweiten Reihe wieder „ mit 9 vertauscht , so erscheint die

erste Reihe noch einmal . Damit verschwindet der Faktor . Wir
führen nunmehr die Doppelsumme über alle „‚ o aus und erinnern uns
dabei der Definition der Poissonschen Klammersymbole ( 33b),. 80

kommt als Koeffizient von — 2
der Ausdruck :

t

Lan, d ; la / d , 55 Lar, % [as, 4½% [a,, 4,½% [an, 4% 3 [an, 4 % la,, 4J.
Dieser Determinante geben wir das Symbol :

( 407) 63 3 oder auch

40
( a, , ] Na, a ,

,d , einfacher [ a , a , Ua,, a ,
Mit Hilfe desselben stellt sich daher die Zeitderivierte von [ae, dr auf l . 7
folgende Weise dar :

( 108 ) Aar -a: . 1
J 0

oder in Form eines Satzes :

Die Anderungogesclnbundigeit des PoisSonsc “ uriãQ Klammerdusdrucles
Ist eine lineare Funſetion der Audlerungegesciibindigſteiten aller Lagrangeé —
schen Klammersyjmbole . Ihire Koefflaienton sind Determindnten æubeiten
Grudes , gehildet quis Klammerduisdrlicſten der ersten Art .
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Die neuen Symbole besitzen ähnliche Higenschaften wie die

Klammerausdrücke , aus denen sie zusammengesetat sind , nur erweitert
dem Umstande entsprechend , daß vier Argumente auftreten . Sie lassen
sich fast aus der Definition ( 107 ) ablesen , wenn wir jene der einfachen

Klammersymbole ( 35 ) mit den Gesetzen der Determinanten kombinieren .

00 LAI ——LerI , LEI ——LAI.
CLil - Ch Hl Leal,

0 Pel - Celo ,

fſa -, a,J ?.

Nennen wir , analog dem Sprachgebrauch der Determinantentheorie ,
die Reihenfolge KJ oder àV eine Jeile , die Reihenfolge 4u , oder A

eine Kolonne , so können wir die Regeln ( 109 ) nacheinander so aus -

Sprechen :

( a) Die Vertauschung der Elemente einer Leile ändert das Vor -

zeichen , die Vertauschung der beiden Zeilen der beiden Kolonnen ge -
schieht ohne Anderung des Wertes ;

( 6) das Symbol nimmt den Wert null an , wenn die Elemente einer

Zeile einander gleich werden ;

( 109 )

(J) es artet in das Quadrat eines einfachen Poissonschen Klammer -

symbols aus , wenn die Elemente jeden Kolonne einander gleich sind .

Denselben Prozeß wenden wir auf die Zeitderivierten des Lagrange -
schen Symbols an . Der Ausdruck ( 89b ) wird , wie folgt , identisch er -

weitert :

eeee - e
9 0b, CD 05 0 ,„ 0 οοα 0⁰ο0 Ya, Ya Ja ,

alle P. , P, , und 0 ersetzen wir durch ihre linearen Ausdrücke in

den Poissonschen Klammersymbolen :

6 „ 40 , 0D.
46) ＋ 42

2 Vie FCesbe d =„ Gd .
3

755
J

7 0 , ⁰ 75 5

0
0 L25 3(111) 090 ) 0 Ja 5 Yt

(44 39 3

⁰⁰ oa Ha, 1
75 Jt
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die Weitläufige Analyse der linearen dreifachen Summe , die sich wieder aus

( 110) durch ( 111 ) ergibt , unterdrücke ich aber wegen ihrer völligen

Analogie mit der früheren . Als Koeffizient von —2159*
4

die nur aus Lagrangeschen Klammersymbolen gebildete Determinante

( as , d, ) ( di , u, )— ( ar , u, ) ( ur , a7 ) ,

der wir nach Analogie der Bezeichnung ( 107 ) zweckmäßig das Symbol

5 f 6 ( a, , 4, (as, 4
( 112) 8355 oder einfacher ( 0 (0. , a ) (47,

zuerteilen . Damit gewinnen wir für die Ableitung von ( ar , a, ) nach

folgende Darstellung :

( a, a, ) 1 1N Aαν

(113)
ö

9 TCν 9¹ ,
d. h. den Satz :

Die AnderungsgeSCHindiglteit des Lagrangeschen Klammerdus -

drulchtes ist einα Iincare Fuunlttiom , dern Anderungsgescluvidgeiten aller

PoissoScdf,Au Klummersimbole . Inre Koefflaienten sind Determinanten

Sꝛbeiten Grades , gebildet dus den Klammerausdrliclten den ersten Art ,

Die Eigenschaften des Symbols ( 112 ) sind so vollständig homolog

denen des Symbols ( 107 ) , daß wir in ( 109 ) nur die eckigen Klammern

durch die runden zu ersetzen brauchen , um zu erhalten :

erscheint jetzt

% GEr) - C . Gονοε αν
* A0 141 * 1 J

114)
6 5 655 1 33 637 2

Und auch im Wortlaut sind diese Regeln selbstredend dieselben wie

für ( 109 ) :

( a) Die Vertauschung der Elemente einer Zeile ändert das Vor —

zeichen, die Vertauschung beider Zeilen oder beider Kolonnen geschieht
ohne Anderung des Wertes ;

( 6) das Symbol nimmt den Wert null an , wenn die Elemente einer

Zeile einander gleich werden ;
( J) es artet in das Quadrat eines einfachen Lagrangeschen Klammer⸗

symbols aus , wenn die Elemente jeder Kolonne einander gleich sind .

Anmerkung I . Aus ( 108) und ( 113 ) folgt noch direkt der Sata :

Sind Sdimtliche Klammersyjmbole der einen Art undbſilingig von den Kil

und Hloße Hunfetionen den Hlemente , so Sind es duied die der andleren Art .
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Dieser Satz ist zwar an sich selbstverständlich , da wir schon auf

Grund der Relationen ( 64) wissen , daß die Klammersymbole der einen

Art durch die der anderen rational ausdrückbar sind , also auch ihre

Ableitungen nach t doch ist es wichtig , ihn hier in 93 Gl . ( 108 , 113 )
von neuem and unmittelbar bestätigt zu sehen .

Anmerkung 2. Die in ( 1096 , f6) bez . ( 114c , f6) ausgedrückten

Eigenschaften der beiden erweiterten Klammersymbole geben eine Probe

auf die Richtigkeit der Formeln ( 108 ) bez . ( 113 ) ab . Denn eine

Vertauschung der Elemente d½, d, mubß auf der rechten Seite der

Gleichungen ein negatives Vorzeichen erzeugen , und ihre Gleichsetzung
sie identisch gleich null machen . Diese Forderungen werden durch

( 109c 6) bez . ( 114c , f ) wirklich erfüllt .

Anmerkung 3. Für zwangläufige Systeme ( = 1) schrumpfen
die Gl . ( 108 , 113 ) auf die folgende Gestalt zusammen :

la , ö1 ν οa , d) 55U
3 ι 8 „ „ „ bIE

0( a , ö) ſab 04 5 0¹
616 ) Yt 05 = ( a , b) 5

nach ( 109 , 1145 ) . à und h sind die beiden Elemente . Diese Glei -

chungen folgen direkt aus ( 64) :

(a, 0) la,
Durch partielle Differentiation nach f ergibt sich :

1, 1½ ) ——( ,77

Indem ich nun einmal rechts (a, Y) nach der vorhergehenden Gleichung

durch [a, b] ausdrücke , das andere Mal links umgekehrt verfahre , er -

halte ich nacheinander die Formeln ( 115 , 116) .

3. Es ist merleburdig , daß die Anderungsgeschuvindiglreiten den

beiden Klammerdusdrlicte von Poisson und Lagrange in einen dihm

lichen Neainrogitlit æueinander stelon , ꝛbe dlie Elementgeschuoindiglteiten

0 e . den Störtungsqrüſben A. Diese vollkommene Analogie betätigt sich

auch in der Verknüpfung der beiden symbolisch abgekürzten Koeffi -

zienten . Da die eine der beiden Formeln ( 108 , 113 ) die Umkehrung der

anderen ist ( immer nach den Anderungsgeschwindigkeiten der Klammer -

ausdrücke von derselben Art als den Unbekannten ) , so müssen die folgen -

den Beziehungen gelten :3
0 wenn 1 = ½ ben . 1 V α ben . 1

1 *)1ᷣ K . — 1 wenn 1 u ,(117) ( 8005 —1 I li —I1 wWenn 7 15
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Der Wert — 1 läßt sich jedoch aus dem Wert ＋ 1 ableiten , weil

U 19 6 6 1 11*
91 ——ſA 10fe

nach dem Vertauschungssatz ( 109 ist . Ihre Analogie mit (64) 2580
augenscheinlich .

Zum Beweise erweitern wir die einfache Summe über alle Kombi⸗

nationen u , u“ zur doppelten über u , A, ],õ - ,õjeder Index die Zahlen von

1 bis 2 durchläuft . Ich behaupte , daß 110
1

CHlll - —. ( 0＋
4 4

ist . Die Erweiterung fügt nämlich erstens zu jeder Kombination u,u L

die umgekehrte , UMhinzu . Diese ändert aber in beiden Symbolen Instn

nach dem Vertauschungssatze nur das Vorzeichen , mithin an ihrem

Produkte gar nichts ; zweitens treten die Glieder mit gleichen Elementen

QÆ u hinzu , die aber nach ( 1096 , 114 ) identisch null sind . Die

kombinatorische Summe ist daher bloß verdoppelt . Jetzt werten wir

das Produkt der beiden Symbole aus :

8 15
0 8 ( %% , ) La % G1 I

( ar , a ) ( au ,ar, ) La- , , ] Lae , a

( a, , 4,) 14 , 47 ＋ ( a , 4, ) La, , a7 ( as , a, ) La , 47 ＋ ( a , d % )La- 4⁷³ Hun

( 4 % 4,% La , ＋ ( a - „4%%)La ν (aa, a , ) Ylas , au ] ＋ ( a, 6 )
7

Diese achtgliedrige Determinante Nean sich , wie man leicht durch

Lerlegung übersieht , auf die beiden folgenden zweigliedrigen :

( a, , a, ) [qh, a, ]
85

4 %Lae , a , ( α ) Lar ,a, (aſ , 4%) Lagar
( = 7 %) La, 0 0 1474% La,%, 4 %0 (as, 40 La 1 (a, , 4.% la/, 970

Nachdem wir noch in den Diagonalreihen der zweiten Determinante
die eckigen Klammersymbole miteinander vertauscht haben , führen Wir

die Doppelsumme über alle U, d aus und beachten ( 64) ; dadurch kommt :

(I118a) 7 6%3˙ E71 8 , 8,1
7 417Jt S „ 5 8 0 33 1* AE 87½5“ 5½ 87 , Ef ˙7

Das neue é mit vierfachem Index ist durch eine Determinante zweiten

Grades aus den einfachen Unstetigkeitsfaktoren ł mit Doppelindex aus-
Q◻gedrückt . Die vor ausgesetzten Eigenschaften von

(118b) 835 3 87 8,%J % 87/3
752 42 83

sind also wegen ( 64) ganz von selbst da :

(11860 ) 3 ＋1 , 5„ „ — 1 und sonst
* 1* 1
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Der Unstetigſteitsfaltton 8• l8t du , den Unstetigſeitsfaltoren 8, % I%% ga⁰

lerselben Meise æausummengesetet ꝛbie die Symbole 65 5 Belb. 5 7 ddelo
den Klammersymbolen [ as , a ] berb . ( an, a, ) .

3

Damit haben wir die allgemeine Untersuchung über die Abbängig⸗
keit der Klammersymbole von der Zeit vollendet . Der Praktische
Nutzen , den die Relationen ( 108 , 113 ) gewähren können , scheint zu -
nächst nur in der Kontrolle zu liegen , die sie auf die vollständig be -
rechneten Klammerausdrücke beider Arten ausüben .

8. Das Lagrangesche Theorem .

Dieses Theorem ! ) besteht in einer allgemeinen Relation zwischen
den Variationen der Elemente , ist allein der Lagrangeschen Störungs -
theorie eigentümlich und steht zu den Uberlegungen des fünften Ab -
schnittes in einer so nahen Verwandtschaft , daß wir seine Resultate

aus ihm unmittelbar wiedergewinnen werden . Nur dürfen wir uns
nicht von vornherein auf konservative Grundkräfte einschränken .

Wir gehen wieder von der Zentralgleichung aus , in der Form ( 38) :

Do,od . o7 TöA .

Führt man die Zustandsgleichungen ( 4) ein , fordert aber , daß die Zeit -

differentiation des ersten Gliedes so erfolge , als wenn die Elemente

konstant wären , so geht die Zentralgleichung über in die der Grund -

bewegung , und zwar in der Gestalt :

(119) Tyr, Do. ˙

Die virtuellen Verrückungen 6 sind jetzt solche geworden , die aus vir -

tuellen Variationen der Elemente hervorgehen . Ich habe , um dies aus -

zudrücken , für das Zeichen D gesetat . Möge 4 eine andere Ver -

rückung derselben Art ? ) bedeuten , so gilt für eine beliebige Funktion

der Elemente , wie leicht zu beweisen ,

(120) 4D = Da ,

Poisson ( Mém. 1816 ) beweist es für die elementaren Bewegungsgleichungen in

den rechtwinkligen Koordinaten der Systempunkte , wenn diese noch durch Be -

dingungsgleichungen verknüpft sind , und sagt dann (p. 10) : „ M. Lagrange donne ,
dans la seconde édition de la mécanique analytique , une formule analogue à notre

équation (1), qui se confond avec elle , quand les mobiles sont libres , mais qui en

differe essentiellement , lorsqu ' il s ' agit d ' un systèeme de points lié entre eux d' une

manière quelconque “ .
2) Diese Verrückungen sind natürlich identisch mit den S. 16 erklärten .

4.
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