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36 Max WINKELMANN:

lassen. Hs ist uns also dieselbe Aufeabe begegnet wie bei dem Beweis
3 - n .

des Poissonschen Theorems, und ihrer gemeinsamen Erledigung wen-

den wir uns im folgenden Abschnitte zu.

6. Erginzung zn den Beweisen der br:e_i(len Fundamentaltheoreme. Um.
kehrung der Ausdriicke fiir die Anderungsgeschwindigkeiten der
Klammersymbole nach den Kraftkomponenten des Systems.

Wir stellen die fiir die Anderungsgeschwindigkeiten der beiden
Klammersymbole gewonnenen Ausdriicke noch einmal zusammen, in-
dem wir voriibergehend fiir die Wirbelkomponenten und Impulsderi-

vierten die Abkiirzungen
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lc‘_\'“_@} _‘r_r{' g "|:.~ op I'L

5 ! ¢
gebrauchen wollen, ihre Koeffizienten aber wieder ausfiihrlich hin-

schreiben:
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r g / n(8n —1)
I'rotz der Uberzahl der n(2n — 1) Gleichungen iiber —— Unbe-
kannte (die nur fiir » =1 den Wert O hat), gelingt es, diese eindeutig
und linear durch die .-\11ili_a|'1l!1j_;§]_§t_‘.\{:.]1\\'iIldig’E:th‘:]l jeder Art von
Klammersymbolen fiir sich darzustellen, und zwar durch das folgende
Verfahren: Wir vervollstindigen das System der Gl (89), indem wir
die Identititen fiir x — 4 und die Ausdriicke mit vertauschten Argu-
menten a;, @, hinzufiigen. Darauf multiplizieren wir jede der nunmehr
4n* Gl (89a) und (89b) fiir sich mit solchen Faktoren, welche die An-
wendung der Relationen ( 58), (59) durch Addition der mit den Faktoren
versehenen Gleichungen ermoglichen.

I. Die Auflésung nach den Wirbellomponenten P,, }__{uschit'ht i

oy A ., op_0p ; ;
(89a) durch Multiplikation mit , Wo o, r jede der Zahlen von
(Al o7, I
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"
1 bis # sein konnen. So erscheint zuniichst:
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Summieren wir erst iiber alle Elemente, so verschwinden alle Koeffi-
zienten von P, und die von P, werden

_}- [ﬁ__,, ar,. o f)r:a dn)'

d. b. es bleiben in der Doppelsumme iiber alle ¥, 0 von dem ersten
Teil nur das Glied » = 6, ¢ = 7, von dem zweiten nur das Glied 0=2o,
v =7 iibrig. Da aber P,, = — P,_(88), so erhalten wir die gewiinschte
Umkehrung in der Form

1
—‘lj | 3
2 %) A
> ru ¢ ot —Pr-f‘

Die Doppelsumme kann aber mit Riicksicht auf (35) auch als eine

einfache iiber alle Kombinationen %, 1 der Zahlen 1 bis 2% ohne

Wiederholung folgendermaBen geschrieben werden:

) P op cp_ ¢ v o|la 2 s

90) NP Py 0B, OPMNOL, 5] o

(I /-(._?rr’(.r da r.rL__] ot B
x‘l F A % ~

Der analytische ProzeB geht fiir alle iibrigen Umkehrungen auf die-

selbe Weise vor sich, so daB ich nur das Resultat anzugeben brauche.

. If a fr'.f
Auflosung nach den P, in (89b) durch Multiplikation mit -
¢ ¢ . r;rfr (xry
) ,  da day d(a a,)
(91) ZZ‘(U.E 'r" rcz:“}_ a v({” da i __’tzc' z,J(';n r )
i 3} ] T agr*
, 04, 04, ot ,‘;r q. rwi 9q, 94, dt ¥

[I. Die Auflésung nach den Impulsderivierten P,'E, in (89a) durch

:"r}r ap,_
die Multiplikation mit =—* -—°
da da.
% A
=T Sa 3 o Bgia ]

(99) y 04, 6p, 2[e,,n, ! % . {.f 498, ap, (&) 0 |f¢_'”ui_. T
el da da, at \da_oa, da da, gt i
F rs 3 x A

x A~ A
L 04,
2
In (89Db) durch Multiplikation mlt 5 E)F
St T
da da. 27 da 0a, Oa, ﬁu. o a,) ,
93) da, oa, _fz.,u__ b ( L 04, 4 ) D L -
- . E‘rj” ?.-j}r at ] \lfr'l'.,r CP "ﬂf ot
R T
Es gibt aber noch eine Art linearer Relationen zwischen den Ande-
SRy e .a,] d(a ,a,) : o
rungsgeschwindigkeiten 55— und 6’; 2’ unter sich, die homogen
. 3 it

sind, indem alle von den Kraftkomponenten abhingenden Grifen her

ausfallen. Dies erfolgb
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dq dq

[I1. durch Multiplikation von (89a) mit (‘_u"'b”’:
a_da,

94 v <7 Ei.-lrlJ oq, ; i-(t.z_u). I b v (.f q ¢ g, f.'f,lr .4.- ;‘n”\) |"'-[u}"?r'!4 0
(94) ta oa ot 2y \da_ da da_ da ot 1
73 ¥ x A }‘_1‘ x /. ¥ s

ca oa,
i,

und von (89b) mit St
P, 0P,

o ¢ ca_da, o(a a,)

(93) - | r?dH [/ r:‘.‘_ (] ‘rgz? r!/_.u ( e ; L ;_.] oy % =0
5 dp_ op gt j ) \6p_©op_ op_cp ) ot :
% i 2 r x, 4 ¥ ' % -

Hierbei kommen nur die ,Nullgleichungen® von (58), (59) zur An.
wendung.

Anmerkung 1. Durch Gebrauch der Multiplikator-Kombinationen
EJI‘, dq_ . - 3 da_ da. | el :
5—2 =—* in bezug auf (89a) und -—* - * in bezug auf (89b) kommt natur-
(ah‘_/ (;-‘:} ' op_oq . 4

gemiall nichts Neues. Denn (89a) gibt die Relation:

__ 0p dq g ép .\ dla a,]
T X 4+ — — P,.. und (89b):
\Ot Ja. da oa.) ot
3 #* A » s

#, A
Z 40 rly oL, da das dla a
( : i * A - 2 ]"
; 0P dq rzlrlf ap ,j dt AR
x'z T () (7] T

welche sich von (92) bzw. (93) ersichtlich nur durch das Vorzeichen
unterscheiden. Damit sind aber simtliche denkhbaren Kombinationgn von
Multiplikatoren dieser Gattung, welche die Anwendung der Relationen
(58), (59) ges

atten, erschopft.

Anmerkung 2. Mit den Gl (92, 93) verkniipfen wir noch eine
merkwiirdige Probe. Wiihle aus ihnen alle mit dem gleichen Indes
7 =6 und setze fiir ihn », so ist

f Q9 gp €f L/ 1
(92) 2, f.) Y %l _ p
- 0a oa ot | 5t
#, 4 * s
L0 /e gdua ; 3 ( )
(93) NT (2% 94, _ 96, 0a,\ 0@,,a) _ o
2,4 v 0P, ;1 ‘IJ i

Durch S ion iiber - : .
immation iiber alle » folgen die lehrreichen Formeln:

{,} P

¥ [a  a.] — ;!
D(e,0) 24 =P, - 3
(96) [ o ¢t : 2 o,

BadenWiirttemberg
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; ; o

nach der Definition der beiden Klammersymbole. Wir subtrahieren die
GL (96) von einander und finden

e I
(97) T E (a,,a)[a,,a]=0.
x4

Weil aber < (a,,4a;) [a,,a,] = — 1 nach (64), so ist auch

%([;.l,rf;_) [@,,a;] eine reine Zahl (= —») und deshalb ist (97) ein
richtiges Ergebnis.

Wenn wir die Abkiirzungen P, , P,  wieder aufgeben und beriick-
sichtigen, daB siimtliche Koeffizienten sich wieder als Donkinsche S Sym-
bole darstellen lassen, so lauten jetzt die gefundenen, wichtigen Formeln
(90) bis (95) zu einem System zusammengeordnet:

2P i 5] o ] i 1 2 o & - | 1 I \
0 (}” FI.« oip,p_} dla_a] 7 rly ila,a,} o, a,)
( T — = E - : st ——t= ST = te il
N dg aq, =i { a,a, \ ot oq, 0q, _“__J ( {rfu__rpr L ot
- 3
» 1 3T S P ~ :r 1 [} ~ Fr 1
e or —7r ta,,p,} ole,,a,] oFr ki dlae,a} i, a)
(II) : ; = - :
\ i 1| ot (‘r,r K;I ﬁji(f“.flr H ot
- PR 1 7 la AR dla o,
(11I) 0= A TR RS 0= A  Uids T
/ d{a a,) e oip,,p,) at
g %1% e a1tz

Die Anzahl der Gl. (I) betrigt je ”'n__,_l'_, der Gl (1I) je »7, der w
GL (IIT) je 22—

2 2
es je [a,, a;] und (a,, a;) gibt oder gerade soviel, als die Anzahl der
Gl (89a), bzw. E)b] aus denen sie hervorgegangen sind. Es hat sich

zusammen gerade (27 — 1); namlich soviel als

also ergeben:

1. Die Formeln (98—100) stellen die eindeutigen und wvollstindigen
Umkehrungen der linearen Gleichungen (89) vor.

Beschriinken wir uns auf die Gleichungssysteme (I) und (II), so
haben wir den Satz:

Genau wie die Anderungsgeschwindigkeiten der beiden Klammer-
ausdriicke sich linear durch die Ableitungen der Kraftkomponenten P des
Systems nach seinen Zustamdsgrofien ¢, p darstellen liefen, geschicht es
auch wmgekehrt, und zwar in der Weise, dap emerseits (1) die Wirbel-
komponenten des Kriiftesystems, andererseits (\IJ.)_ .dae Impulsderivierten

v ' ; ; \ r,|u.ﬁaj] der aueh von
P seiner Komponenten lincare Funktionen von allen e oder auch von
éla .a;) : . T IPeY. Feti e AT L
g allen —** erden. Ihre Koeffizienten sind wieder aus den Zustands
- dt
e
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40 Max WINKELMANN.

.‘??""""-‘f.i'.rrf.fjﬁ'.ii des .\'I;_;_\-,‘.{m.» J’lhf_frf’r"!‘fr'ff Funktionaldeterminanten in der Form
Donkinscher Symbole.

Wenn nun similiche Klammerausdriicke Poissons oder Lagranges
allein Funktionen der Elemente sind, mit anderen Worten ihre particllen
Ableitungen nach ¢ siimtlich Null sind, so lehrt ein Blick auf die
(leichungen (98), (99), dab alsdann nach (I) simtliche Impulsderivierten,
nach (II) simtliche Wirbelkomponenten der eingeprigten Krifte ver-
schwinden miissen. Das heiBit also:

3. Die notwendige und hinreichende Dewegung dafiiv, daf die beiden
Klammerausdriicke von Poisson und Lagrange die Zeit nicht explizite
enthalten, ist: Das Kraftfeld muf3 erstens wirbelfrei und zweitens unal-
himgig vom Dmpulszustande des Systems sein; d. h. aber nach unseren Vor-

aussetzungen: Die eingepriglen Krifte miissen konservativ sein.')

Damit habhen wir die Beweise der heiden im 4. und 5. Abschnitte
aufgestellten Fundamentaltheoreme gemeinsam vollendet.

Dagegen enthalten die vorhergehenden Entwicklungen nichts, was
dem Potential der Kriifte die Abhiingigkeit von der Zeit*) verbieten
wiirde; sie kimnen also inshesondere reine Zeitkrifte sein. Man piegt
in solchen Fillen zu sagen, das System sei gefiilurt.

Betrachten wir den positiven Inhalt der Formelsysteme (98)—(100),
so miissen wir zwei Arten von Verkniipfungen der .-‘iI]lll‘l‘llllj_".‘.‘\f_{’L‘SChWil‘-'
g\ [}

ff_‘ h
“ bzw. Ei—

e | ] : ,
digkeiten ’;; 7 unterscheiden: Solche, welche die
o [/

Natur des Kraftfeldes (zuniichst im Lagrangeschen Raum), unter
dessen Einfluf das bewegte System sich befindet, angeben (I, II) und
solehe, die won den Kriiften ginslich wnabhingig sind (III). Jene
trennen sich wieder in solche, welche die riumliche Verteilung der
Krifte bestimmen (I), und solche, welche die Abhéngigleit der Krifte
vom Impulszustande des Systems anzeigen (II). Die Formelsysteme
hinsichtlich der Poissonschen und Lagrangeschen Symbole laufen
hierbei durchaus parallel. .

Das durch die Relationen (I) und (II) gewonnene Resultat 1ibt
sich als Antwort auf die in der 1']inlt-ihm.}_'; gestellte Frage (5. 4) noch
folgendermaBen aussprechen :

\ . 2 T = it Vi

1) Die Behauptong von Jacobi in seiner schon auf S. 82 zitierten, naci-
gelassenen Abhandlung (Ges. Werke. Bd. 5, S. 846); .Ich bemerke ferner noch,
daf sowohl die La

rangeschen als die Poissonschen Stérungsformeln unge \
andert bleiben, wenn H auBer den GriBen q, p, noch t explizite enthilf und dof i
rt}m{z fir diesen Fall die Ausdriicke (e, ) und [e, §] blope Funktionen der Elemente
Sind®, st also in ihrem letaten (durch kursiven Druck kenntlichen) Teil falseh.
Das ]1@‘ vorausgesetzte Potential der Grundkriifte darf p nicht enthalten.

2) Lagrange, M. A Sec, Part. Sect. VIIL, IT p. 189.
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Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. 41

4, Mit Hilfe der vollstindigen Losung eincs mechanischen Problems
(sobald wir also beide Formen seiner Zustandsgleichungen kennen) gelingt
es, piickwirts auf die Natur der eingepriglen Krifte su schliefien, ohne
auf die Differentialgleichungen der Bewegung selbst zu rekwrrieren.

Durch einmalige Zeitdifferentiation der Poissonschen oder Lagrange-
schen Klammerausdriicki

a) lipt sich feststellen, ob und wie die eingeprigten Krifte von den
Impulskomponenten des Systems (und damit von semem Geschwindigheits-
zustande) abhingen ;

b) lassen sich die ., Wirbelstellen des Kraftfeldes im Lagrange-
schen Raume® (mit anderen Worten die Wirbelkomponenten der Krifte)
aiffinden.

Kommt in Leinem einzigen Klammerausdruck der einen oder ande-
ven Art die Zeit vor, so wissen wir von vornherein, daf fir die Kriifte
ein riumliches Potential existiert.

Wie weit sich aus diesen Eigenschaften allein die Kriifte selbst
rekonstruieren lassen, will ich einer besonderen Untersuchung vor-
behalten. Offenbar komnen wir den Kraftkomponenten Ableitungen
einer willkiirlichen Kriftefunktion nach den Koordinaten des Systems
hinzufiigen, ohne die Relationen (98), (99) zu #ndern, d. h. die konserva-
tiven Bestandteile der Krifte werden notwendig unbestimmbar bleiben.

Wir ergiinzen die Betrachtungen des cegenwiirtigen Abschnittes
noch durch den folgenden Satz:

Sind die Krifte unabhingig vom Impulszustande des Systems, so
hiingen sie auch micht von seinem Geschwindigheitszustande ab.

Beweis: Nehmen wir an, daB die Kraftkomponenten P Funktionen
der Geschwindigkeitskomponenten ¢ seien, so werden die Impulsderi-
vierten von P durch die Ableitungen derselben Grifen nach den ¢
wie folgt auf Grund der kanonischen Gleichungen (74) ausgedriickb:

oP oP, T

. . oP b4
(101) =S o= N e
4 op , 04 _ o0p ) 04_ 0P Op,

a o =

apr ; L= : b
Wenn nun alle —* nach der Voraussetzung des Hatzes gleich 0 werden

]

=i ¥ \ e * sahiong F oy satl P 2
sollen, so sind die GL (101) fiir emn beliebiges, aber bestimmtes £

P
it : ° = : v,
n homogene, lineare Gleichungen mit den # Unbekannten g Und
2C1IE, z 5
diese verschwinden, wenn die Determinante des Systems ( 101)
i I
=) — | =
(102 / 1 op .'r‘r.-_l
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42 Mix WiskuLMmass:
X

von O verschieden ist.  ist aber die Determinante der guadratischen fi
Form, in der sich die konjugierte Energieform 7" vermige der p dar-
stellt. Sei

o %] A »
e'lU:']_) Tl s Z j)_‘w PoPas

: [ i ¥ i d e L]
so bedeuten die Differentialquotienten r.; oD die Koeffizienten B der
quadratischen Form, und es ist
(104) A B,

Wiirde jedoch 4 verschwinden, so wire (89) 7 eine sogenannte
singulire, quadratische Form und zwischen den Gréfen ; wiirde eine
: H £y 1

1]
e

lineare, homogene Relation bestehen?), d. h. wegen o, = eine solche
: j % = ap 5

zwischen den (reschwindigkeitskomponenten Go, was der Festsetzung
tiber die Unabhiingigkeit der Koordinaten zuwiderliuft. Mithin sind
o P

alle ¥ = (0 {q. e. d.
04,

Dieser Satz kann auch umgekehrt werden. Der Beweis verliuft
dhnlich vermittels der Energieform 7',

7. Relationen, welche zwischen den beiden Klammersymbolen und ihren
Anderungsgeschwindigkeiten bestehen.

DaBl wir die .-"-\Ju!erlnag_:s;yc.-':-hwin:ligkuil.pn der beiden Klammer-
ausdriicke untereinander ohne Vermittlung der Kraftkomponenten oder
ihrer Ableitungen nach den ZustandsgroBen des Systems in Beziehung
setzen kinnen, wird sogleich aus dem Formelsystom (I)—(III) (98—100)
erkannt. Wir brauchen darin . . ‘entap

_ ja nur die einander entsprechenden
Glieder jeder (f?iuit"]]lulf__{ vermige
der (der Wi1'}_19,1]\'1.n111[:|muntu-
leichen.

der ["hcruinstEmmung der ersten Glie-
: n und [m|mlm.im-[\'iurten} miteinander zu ver-
Es fragt sich dann: Wie driicken sich die Zeitderivierten
der 1”". a;] einzeln durch die Zeitderivierten der (a,, a;) und umge
kehrt linear aus? Zn diesem Zwecke gehen wir ni.cht”\'nn den er-
wihnten Relationen aus. sondern von den im 4. und 5. Abschnitt

ile?'gustvlltm Ausdriicken der heiden Arten von Anderungsgeschwindig-
telten. 5

o
=]

1) }iiill]&urf

L 18, N lheorie und Anw endung der Determinanten (5. Auflage 1881)
5 1o, NE 10,
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