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lassen . Es ist uns also dieselbe Aufgabe begegnet wie bei dem Beweis

des Poissonschen Theorems , und ihrer gemeinsamen Erledigung wen⸗

den wir uns im folgenden Abschnitte 2u

6. Ergänzung zu den Beweisen der beiden Fundamentaltheoreme . Um.

kehrung der Ausdrücke für die Anderungsgeschwindigkeiten der

Klammersymbole nach den Kraftkomponenten des Systems .

Wir stellen die für die Anderungsgeschwindigkeiten der beiden

Klammersymbole gewonnenen Ausdrücke noch einmal zusammen , in-

dem wir vorübergehend für die Wirbelkomponenten und Impulsderi -

vierten die Abkürzungen

(88) 8
2 2 8 V. 534, 94,

63 0
0

gebrauchen wollen , ihre Koeffizienten aber wieder ausführlich hin -

schreiben :
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Trotz der Uberzahl der 1 ( 2 % — 1) Gleichungen über Unbe⸗

kannte ( die nur für 1 den Wert 0 hat ) , gelingt es , diese eindeutig
und linear durch die Anderungsgeschwindigkeiten jeder Art von

8
Klammersymbolen für sich darzustellen , und zwar durch das folgende
Verfahren : Wir vervollständigen das System der Gl . ( 89) , indem wir

die Identitäten für à und die Ausdrücke mit vertauschten Argu⸗
menten di , d , hinzufügen . Darauf multiplizieren wir jede der nunmehr utpl
4ne Gl . ( 89a ) und ( 89b) für sich mit solchen Faktoren , welche die Au-

wendung der Relationen ( 58) , ( 59) durch Addition der mit den Faktoren

2 2

— — —versehenen Gleichungen ermöglichen . 7 4
I. Die Auflösung nach den Mirnbelltomponenten V geschieht in

( Sga ) durch Multiplikation mit
7 , wo o,er jede der Zahlen von H

d% Oa, “ 3
2 4

1 bis u sein können . So erscheint zunächst :
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Summieren wir erst über alle Elemente , so verschwinden alle Koeffi -
zienten von Pi , und die von P . werden

6 „ 1 . ö ) ,

d. h. es bleiben in der über alle , 6 von dem ersten
Teil nur das Glied = 6, = r , von dem zweiten nur das Glied 6 6,
„ Sr übrig . Da aber P. , = — P/ , ( 88) , so erhalten wir die gewünschte
Umkehrung in der Form

re 6u
Aeg, ,

Ja . 6⁰

Die Doppelsumme kann aber mit Rücksicht auf ( 35 ) auch als eine

einfache über alle Kombinationen 1 der Zahlen 1 bis 27 ohne

Wiederholung folgendermaßen geschrieben werden :

/Dο ο 3 755 Sla,. 4,]
0 R

34

Der analytische Prozeb geht für alle übrigen Umkehrungen auf die -

selbe Weise vor sich , so daß ich nur das Resultat anzugeben brauche .

Ja , O
in ( 89b ) durch Multiplikation mit 3 νAuflösung nach den P, , 5

J4% Y.0

(a,, 4, )0 0 . 60(4½ a, ) 94 Oa, 6 O,
9 23 222 64%72 . 45 S ber 5 t Por .

II . Die Auflösung 1
5 den Impellsderivierten P . in ( 89a) durch

0
die Multiplikation mit 5 9a .

J4 % Cg 5 41 64 % % 4½ 94 ) Jla-, 471
082) 2 Dder d0, 8 Ca⸗ J0 Ja- 0 —0 For .

8 li it
0%, O

In ( 89b ) durch Multiplikation mi 745 5

a 0 , 7 , „ 4,½) o , Ja 04ρ 26½ ο p52 33 74⁰3 . —2 5 95 O 570 9¹ 0 5

Es gibt aber noch eine Art linearer Relationen zwischen den Ande -

rungsgeschwindigkeiten — und
—

38
5 unter sich , die homogen

sind , indem alle von den Kraftkomponenten abhängenden Größen her -

ausfallen . Dies erfolgt
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7494
III . durch Multiplikation von ( 89a ) mit %½

:
S . Ha .

* ＋

94
04. 645 Ola ,„ 4, ] — 65 7957 3

74
320 ola,, a,] 0040 Tbe Oa, It J , , ᷣ b̊a, Jt f

12 L 4 ＋ *. ＋.

4 won ( 89b ) mit
4 5

und von (89b) mit
0 , Ub ,

( 95)
. Y( a.

5—

— 7⁴ 0 60 4,)
05

40. 6 0 , C5,

Hierbei kommen nur die „ Nullgleichungen “ von ( 58) , ( 59) aur Au⸗

wendung .

Anmerkung 1. Durch der Multiplikator - Kombinationen
0 0 ,8 0 2

054, 0 4,
gemäß nichts Neues .

in bezug auf ( 89a ) und in bezug auf ( 89b ) kommt natur -. öd,
Denn (96 gibt die Relation :

94 0 YlLa,,a, ]99

8 (5a.3
5

„
P. ais - und ( 89b ) :

6a , Oa, bᷓa Ca , Yt 883
555 7 4

, , 0 da Yα ga25 43 * * —9 0 P ,3 75¹ 3 ν2 0 04 , 04, 0 Yt

welche sich von ( 92) bzw . ( 93 ) ersichtlich nur durch das Vorzeichen

unterscheiden . Damit sind aber sämtliche denkbaren Kombinationen von

Multiplikatoren dieser Gattung , welche die Anwendung der Relationen

( 58) , (59) gestatten , erschöpft .

Anmerkung 2. Mit den Gl . ( 92, 93 ) verknüpfen wir noch eine

merkwürdige Probe . Wähle aus ihnen alle mit dem gleichen Index
6 und setze für ihn „ 0 80

04, 6 0., & 0(92) 5 4, C
D. , % lLa, a ,

758 0 Ja, % a , It 5
52 15 7

605 f
50

— 28
0 04•
64 5,

2„J 4, „P,
e, 4

0a .57 ( a .

F5795, 94,
Durch Summation über alle „ folgen die lehrreichen Formeln :
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nach der Definition der beiden Klammersymbole . Wir subtrahieren die

Gl. ( 96) von einander und finden :

07 38 ( ar , a/) Lar , 4 , O.

Weil aber 2 (a., a . [ a, , a, ] = — 1 nach ( 64) , so ist auch

S(o. ,a, ) [4,% d, ] eine reine Zahl ( = = u) und deshalb ist ( 97 ) ein

richtiges Ergebnis .

Wenn wir die Abkürzungen Po , P. , wieder aufgeben und berück -

sichtigen , daß sämtliche Koeffizienten sich wieder als Donkin sche Sym -
bole darstellen lassen , so lauten jetzt die gefundenen , wichtigen Formeln

( 90 ) bis ( 95 ) zu einem System zusammengeordnet :

N

U
2 P . — 8

( 5075 JLa, , a,] . 5 9½ 4.

54. 745 7 9 (ar, 4. ) 9t 5
945 995 , J 1 0t4 14

E. 5 432 . —— 0 L( aa. 6 4 „ 2
( I ) 3 52＋ VYYi 5

9 . 0 ( a, , a, ) 0 It
R74 8 8 8 , J.

5 833 85

( Ij⸗ ＋ 29245 AIcg F „ 6ÿjR0
g 7 f 7

82
ꝰ ( a „ a. ] Jt

92
94 , , ꝰ

*̇ - 1 )
Die Anzahl der Gl . ( I ) beträgt je Gl . ( II ) je 22, der

Gl. ( III ) je —. — zusammen gerade à ( 27— 1) ; nämlich soviel als

es je [ a, , u7] und ( as , az) gibt oder gerade soviel , als die Anzahl der

Gl. (89a) , bzw . ( 89b ) , aus denen sie hervorgegangen sind . Es hat sich

also ergeben :

1. Die Formeln ( 98100 ) stellen die eindeutigen 4%⁰ν ονοstuindligen

Umfehnungen den Iineuren Gleichnngqen ( 89) vor .

Beschränken wir uns auf die Gleichungssysteme (I ) und ( I ) , so

haben wir den Satz :

2. Genadll ꝛbç die Anderunſoescſο¹ũ¼ñglreiten der beiden Klammer -

GulSdruche Sich Jinedr deurch die Ableitumgen der Kruaftlomponemten P des

Systems nachi seinen Justundsgröfgen d, 9 darstellem lieſen , geschrieht es

gelch umgeltelurt , und æꝛbur in der Woeiso , dahs einerseits (J)) die Mirbel -

komponenten des Krliflesustems , andererscits ( II ) die

YLa añ
Seiner Komponenten Iincdre FHunlttionen von Alleu „

odon quuch von

§(a,, a, ) 85 575 70⁰ ꝗ 85

allen — doerden . Inre Koeffixienten sind ebieden duis den Justdundls
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leichuingen des Systenis abgeleitct Huunfttiondldetenmindnten in den Form

Donhinschier Szimbolé .
Wenn nun Shimtliché Klammerausdrücke Poissons oder Lagranges

allein Funktionen der Elemente sind , mit anderen Worten ihre partiellen

Ableitungen nach f sämtlich Null sind , so lehrt ein Bliek auf die

Gleichungen ( 98) , ( 99) , daß alsdann nach ( J sämtliche Impulsderivierten ,
nach ( II ) sämtliche Wirbelkomponenten der eingeprägten Kräfte ver⸗

schwinden müssen . Das heißt also :

3. Die notebendige und hinreichiendè Bæibegun , duflin , da⸗ dis beiden

KlammérdetSdrlicte voο POSSοι α,¼ Lagrange diée Leit nicht enpliaits

oythalten , ist . Das Kraflfeld muſz erstens tbirbelfrei und ateitens unal .

ängig vom Impnilsæustundé des Stistemss sein, ; d. l . aben nacl , unseren Pon.

dllssetælI n Die eingeprüͤgten Kräfte muissen ſeomservativ Sein .“)
Damit haben wir die Beweise der beiden im 4. und 5. Abschnitte

aufgestellten Fundamentaltheoreme gemeinsam vollendet .

Dagegen enthalten die vorhergehenden Entwicklungen nichts , was

dem Potential der Kräfte die Abhängigkeit von der Zeit ? ) verbieten

würde ; sie können also insbesondere reine Zeitkräfte sein . Man pflegt
in solchen Fällen zu sagen , das Syystem sei geflilirt .

Betrachten wir den positiven Inhalt der Formelsysteme (98) —( 100) ,
so müssen wir zwei Arten von Verknüpfungen der Anderungsgeschwin⸗-

Jlae , a, ] 0( %, a ,
„ unterscheiden : Solche , welche die

NVatur des Kraflifeldes ( sunächst im Lagrangeschen Raum ) , unter

dessen Einfluß das bewegte System sich befindet , angeben (I, II ) und

solche , die von den Krdiften géinaælich : unabhiäéngig sind (III ). Jene

trennen sich wieder in solche , welche die ruumliché Verteilung der

Kräfté bestimmen ( J , und solche , welche die Abliangig ' reit den Krüfle
voο ᷣInpillseustande des Systemis anzeigen (II ) . Die Formelsysteme
hinsichtlich der Poissonschen und Lagrangeschen Symbole laufen

hierbei durchaus parallel .
Das durch die Relationen ( I ) und ( II ) gewonnene Resultat läbt

sich als Antwort auf die in der Einleitung gestellte Frage ( S. J) noch

folgendermaßen aussprechen :

digkeiten

1) Die Behauptung von Jacobi in seiner schon auf S. 32 zitierten , nach⸗

gelassenen Abhandlung ( Ges. Werke . Bd. 5, S. 346 ) : „ Ich bemerke ferner noch,
daß sowohl die Lagrangeschen als die Poissonschen Störungsformeln ungeé-
ändert bleiben , wenn H außer den Größen 9, P, noch f explizite enthält und daß

auel⸗ fur diesen Fall die Ausdrüche (œ, f ) auhd [ c, 6] D⁰ Funftionen den Hlemente
ist also in ihrem letzten ( durch kursiven Druck kenntlichen ) Teil fabrch.Das hier vorausgesetzte Potential der Grundkräfte darf y nicht enthalten .

2) Lagrange , M. A. Sec . Part . Sect . VIII . II P. 189.
12
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4. Mit Hilfe den vollstlindigen Lösung eines mechiamischen Problems

GSobald 0ir also heide Formen seiner Justandsgleichiunlen kennen ) gelingt

e8, Nuchiodrts auνf die Natur der eingepräigten Kräifte æu schlieſen , oline

aulf die Differential9leichungen der Beibequng selbst at rekunrieren .

Durcùi einmalige Jeitdiſferentiation der PoisSsonScthen oden Lagrange —

Schen Klammerdutsdriicſtè

a) Lagt sich feststellen , ob und ꝛbie die eingeprlgten Kräfte von den,

Inpillstom pomenten des Suistems ( und damit von seinem Gescſnoindigleits -

eustamde ) ablidngen, ;

5) Lassen sich die „Mirbelstellen des Kraftfeldes im, Lagrange -

Schen Nduume - ( mit anderen Worten die Mirbellomponenten der Kräfte )

aulffinden .

Kommt in einem eineæigen Klammerausdruck der einen oder ande -

ren Art die Zeit vor , so wissen wir von vornherein , daß für die Kräfte

ein räumliches Potential existiert .

Wie weit sich aus diesen Eigenschaften allein die Kräfte selbst

rekonstruieren lassen , will ich einer besonderen Untersuchung vor -

behalten . Offenbar können wir den Kraftkomponenten Ableitungen

einer willkürlichen Kräftefunktion nach den Koordinaten des Systems

hinzufügen , ohne die Relationen ( 98) , ( 99) au ändern , d. h. die honsSeud -

tiven Bestandteile der Kräftéè ꝛverden notibendig aunbestimumban bleiben .

Wir ergänzen die Betrachtungen des gegenwärtigen Abschnittes

noch durch den folgenden Satz :

Sind dièe Krdiſte undblidngig vom Impellsæustaunde des Systems , 580

hängen sie aulch nichit von seinem Geschuvindiglteitseustundè ub .

Beweis : Nehmen wir an , daß die Kraftkomponenten P Funktionen

der Geschwindigkeitskomponenten d seien , so werden die Impulsderi -

vierten von P durch die Ableitungen derselben Größen nach den 4

wie folgt auf Grund der kanonischen Gleichungen ( 74) ausgedrückt :

( 107
E , N

• — 74 % 5 % 0b, Yb,

P 8
Wenn nun alle

85
nach der Voraussetzung des Satzes gleich O werden

0

sollen , so sind die Gl . ( 101) für ein beliebiges , aber bestimmtes E.

05 ,
„ homogene , lineare Gleichungen mit den „ Unbekannten 745 Und

0

diese verschwinden , wenn die Determinante des Systems ( 101)

2*
0(102) 4 —
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von 0 verschieden ist . 4 ist aber die Determinante der quadratischen

Form , in der sich die konjugierte Energieform Y“ vermöge der 9 dar -

stellt . Sei

( 103) 5 0 ⁰ D .
0 00

927
80 bedeuten die Differentialquotienten 3“ die Koeffizi

55 , öb,
Oeffizienten 35 der

quadratischen Form , und es ist

( 104
0⁰

Würde jedoch 4 verschwinden , so wäre ( 89 ) 7 “ eine sogenannte

singuläre , quadratische Form und zwischen den Größen
9

würde eine
09N-5 0

Iineare , homogene Relation bestehen ! ) , d. h. wegen 5 , ( e eine Solche
0

zwischen den Geschwindigkeitskomponenten J %, was der Festsetzung
über die Unabhängigkeit der Koordinaten zuwiderläuft . Mithin sind

ee
045
Dieser Satz kann auch umgekehrt werden . Der Beweis verläuft

ähnlich vermittels der Energieform J .

7. Relationen , welche zwischen den beiden Klammersymbolen und ihren

Anderungsgeschwindigkeiten bestehen .

Daß wir die Anderungsgeschwindigkeiten der beiden Klammer⸗
ausdrücke untereinander ohne Vermittlung der Kraftkomponenten oder
ihrer Ableitungen nach den Justandsgröhen des Systems in Beziehung
setzen können , wird sogleich aus dem Formelsystem ( ) ( CI ) ( 98 —100)
erkannt . Wir brauchen darin ja nur die einander entsprechenden
Glieder jeder Gleichung vermöge der Ubereinstimmung der ersten Glie -
der ( der Wirbelkomponenten und Impulsderivierten ) miteinander zu ver-
gleichen . Es fragt sich dann : Wie drücken sich die Zeitderivierten
der [a, , a, ] einzeln durch die Zeitderivierten der ( d, , a, ) und umge⸗

kehrt linear aus ? Zu diesem Zwecke gehen wir nicht von den er—-
wähnten Relationen aus , sondern von den im 4. und 5. Abschnitt

Ausdrücken der beiden Arten von Anderungsgeschwindigeiten .

1) Baltzer , Theorie und Anwendung der Det int 5 1 1881)
10 ndung der Determinanten (5. Auf lage

4
1 L

ote
ht 0Uarg
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