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DaB die Reihenfolge dieser Operationen vertauscht werden kann, ist |
nicht selbstverstiindlich. e

2. Wir fithren in die GL (68b) fiir 4, ;. noch die allgemeinen
kanonischen Ausdriicke (74) ein und erhalten:
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wir fiir die Positionskoordinaten

Kraftkomponenten P, entsprechend
von den Geschwindigkeitskomponenten i

grad, zwangliufice 8.) auf ein einziges (1

Obwohl schon aus dem
Satze, daB die I
aller Poissonschen sind.

folgt, welches im vorl

diejenigen Probleme der Mech
iiber die Theorie
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q, die rechtwinkligen Ko-

., eines freien Systems von k Massenpunkten m,, so
Impulskomponenten ¢, entsprechend m,i;, m, mz

z, die
X, Y., Z. Sind diese simtlich

e unabhiingig, d. h. alle

nimmt (78b) die einfache Gestalt!) an:
0 da da
— * ¢ von 1 bis &
it P o

i

fir y und 2. Diese merkwiirdigen Gleichungen hat La-
der M. A. (Sec. Part. VII, 61 II p. 83) unter der An

eine Kriftefunktion existiert, abgeleitet.?) Sie g:_‘u"fﬁ_"ii (Ibr.’.l'l.

wie man. sieht, auch noch fiir den allgemeinen Fall veiner Ortskrifte.
3. Die Formel (76) wird fiir

n =1 (Systeme von einem Freiheits-
ied reduziert:
ﬁ;n‘f

¢ P
cp

bl dia b) 7P
= 2 - [a, 8] =,
gt cig, p > S ap’

worin @, b die beiden Elemente bedeuten.

Theorem fiber das Lagrangesche Klammersymbol. o
im dritten Abschnitte (S.26) bewiesenen
sagrangeschen Klammersymhole rationale Funktionen
ohne weiteres dasselbe Theorem fiir jene
tergehenden Abschnitte fiir diese aufgestellt worden

o
T SR - S - o P}
- ;" 4+ &%) und deshalb verschwinden alle 10,
a . T 1 -
v, withrend fiir p — » der Wert - 18t
. m,
3 L Ty
Bedeutung siche in einer nachgelassenen Arbeit von Jacobi: Uber o
anik, in welchen eine Kriiftefunktion existiert, und I
der Stérungen. — Geg Werke 5. 347
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ist, wollen wir es mit Riicksicht auf die hierbei sich ergebenden,
wichtigen Formeln und die daraus abzuleitenden F olgerungen unabh hiingig
beweisen. Das fundamentale Theorem launtet: 5
Die Lagrangeschen Klammerausdriicke sind samtlich®) dann, wnd
nur dann, explizite unabhingiq von der Zeit und blofe Funktionen der
Elemente,

Beweis:

wenn die Krdfte der ungestirten Bewegung konservativ sind.
Wenn wir an (a,, a,) die partielle Differentiation nach

¢ ausfithren, so folgt:

Ve : P
1\'|.r'£”'t’ ._{ vl.rajl(j;‘ _f}i(rrrl
i it a{; lda da. ca_ da. |
g A x ~
? [ 7k o9p, 3 ¢°q rp!. ""_j_“_,_ oq, o°p, dq |
| ’t a da dtda, da ' Oida, Da otoa da. |
/ A z /] ® x i

Vertauscht man aber die Zeitdifferentiation mit der nach den Elementen,
was hier gestattet ist, weil die ¢, p schon als Funktionen der a, ¢ dar-
gestellt sind, so schreiben wir:

dq 0 dip
‘1' =hi Il‘l )l r"Ux

dtda da ? dtca oa
o s 5

und fithren fiir ¢,, p, die kanonischen Differentialgleichungen der Grund-
bewegung ein, und zwar:
2. In der Form (70), wenn ein Potential U fir die Grundkrifte

vorausgesetzt wird. Dann folgt

aq, 0 0H > [ 6*H ¢ g, 0*H (;',h:’ ]
ea, a4, o P, 12 24, op, 'r"::rz }"l;;? ¢ q, '(,-‘4.77 Jl
(82) : {
dp, " g ,H 3 >_'T ' 04, ) o*H r“.”:' | .
ca Ja l .u; aq, da ' op dq da |
# # # v
Durch (82) entwickelt sir_-h aus (81):
s d(a_ a,) —~ { dq dq, 0*H ar;“ o g, d*H
(83) Ll A E > vt e e e
& dt — e ] da oa, {{;:I( q, oa, dn‘_. 04,94,

1) Es gilt hier dieselbe
der FuBnote zum Poissonschen Satz (]
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% a g
0q, op, ¢° H - dp, 04, 0 H
) ) 0 o ja da. dp, 0
7 r.rz f,r"). ( J”f\.mf, ¢ i o, ff,‘, '
4 0 r"i‘ ¢ ‘:a, 0*H ﬁ_p,_ rfff{_,.r 0" H
o a0 - da. 64q.0p
f (.‘,z s, ﬂ.;' (/) g?._f,‘nl [ r{/_ [ 2 (7 "L' j."
ip v, ¢*H _ip,op, ¢*H |
T o =i A A 14
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nithere Bestimmung
). 128).

Wortes . siimtlich* wie in
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34 Max WisgrLMass:

Die ersten und die letzten beiden Doppelsummen zerstiren sich, weil
sie erstens entgegengesetzies Vorzeichen haben und zweitens sich durch
Vertauschung der Summationen ineinander iihvrlfﬂhrvn lassen, Die
mittleren vier heben sich aber paarweise gegeneinander auf. Damit
verschwindet die ganze Doppelsumme (83) und wir haben gefunden:
‘ ;Hr r:/, )
L s
(84) : )

t

d h. die Existenz eines rdumlichen Potentials ist die ausreichende Be-
dingung dafiir, daB (a,, @,) blofe Funktion der Elemente ist. o

3 Dia Notwendighkeit dieser Bedingung nachzuweisen, unterlift
auch Lagrange, obgleich er in den Schlubbemerkungen zu Kap. I des
achten Abschnittes (M. A. Sec. Part. II, p. 189) ausdriicklich betont:
«Mais la méme extension!) ne peut pas avoir lieu & I'égard des forees  te §
principales qui entrent dans les équations différentielles dont I'intégration
introduit les constantes arbitraires. Ces forces, multipliées chacune par
I'élément de sa direction, doivent toujours former une quantité inté-
grable..» Doch er beruhigt sich bei dieser Beschrinkung immer mit
dem Gedanken: «C'est le cas de la natures!

Werden nunmehr die Grundkriifte allgemein vorausgesetzt, so be-

nutzen wir die kanonischen (-‘[a-»[rhnnf_wr: (74), und bilden wie vorher

(85) 24, d eI \1[ a9, ¢~ Lo on)
| (s ”y (.{I;’ ¥ p'_ || [ J,‘ d fa ¢ ‘ur.lr .“, r”zl
ip, O9F, ¢ o1 N ¢ I dq, O 2T op,
o A G | b Y 1 T AT o
[« rt/ ¢ NV [ rt" « rJrI_ "{,_ [f r’r.",l q ¢ rry ap,c fjl a e
I P 2 x P A
f_," éq, 3 {.1‘ (}J"|I?
3 2
¢ in- da, i (}19 da |
denn wir kénnen die Grundkrifte als Funktionen von q, p, t darstellen®)
ok 1M I r . . = i PR o
(s. Einl. 8.5). Werden die Ausdriicke (85) in (81) eingefiihrt, so
sind die Summenglieder mit 7" genau so gebaut wie frither mit H in |
' Dieser Teil der Doppelsummen verschwindet demnach wieder, und i
es bleibt mnii«hsi': '
p dla ] y a\oP
{86) r_.. L > a9, 0P, 0P, 04, ).r ."’ : (.r q, 04, 5 0q,c¢ ’f‘_)c: .I.'
Z] 06 _0a " fa da fdp ' \da ca, ca o6,/ 04
x A g x A x ~ kY
1) Siehe Einleitung 8. 2.
2) Stellen wir uns dage ie P als Funktionen von «, t vor, so haben wir J
auch die bemerkenswerte Form :
dle  a.) - ] AP A 3 | y -}
0w _ X1(04,0F, oP dq)  ~cioldit
at ! |!:f€ ca. da da, [ ‘:_n cla a.)
¥ ® 4 » A s V0
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Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. 35

Dieger Ausdruck kann ganz derselben Transformation unterworfen
werden wie der analoge fiir das Poissonsche Klammersymbol (75).

s verschwinden nimlich die Koeffizienten aller r.:q", bei denen ¢ = v,
:
und fiir o &+ » korrespondiert jedem Glied
/ / { a\ aP
(fffl 0gy ¢ 1,\,!1‘)&*“.

da da, da_da,] d¢
F 4 A x A f"J

ein zweites mit vertauschten Summenzeigern g, ». Diese werden ver-
einigt, so daB fiir den zweiten Teil der Doppelsumme (86)

>-—-.(q-'ﬂjr‘ r"rr? : [ r;:_ (4 t!‘_'] (r" I’:- L ?I):‘)

i NOG Gy, OB OB NGy 04,
steht, wo die Summe sich nun iiber alle Kombinationen », ¢ der Zahlen
1 bis » ohne Wiederholung erstreckt. Doch schreiben wir ihn auch

in der Form der Doppelsumme
b 3 Fw N ap AP
1 2 z (( 2, 09, 049,04, \I (r, E % c..I ,‘,)‘
- | - / .r_-‘r{r‘. ( r.r,_. r'r.rz f r{I__- \ O r!i:I [ f{‘

wo v, ¢ tiber alle Zahlen von 1 bis »n gehen,
Sl ép. 2P 3P, e
Die Koeffizienten von 7 * und gty q‘ lassen sich wieder ver-
o p (
i) ] ¥

mittels der Donkinschen ?i_\':(lLbf_alc uu‘sdriicken, so daB schlieBlich (86)
die Gestalt?) erhiilt:

(87) Ei':‘a.-_ﬁ.' ). Zz f 14y Py aP, 4 Z E__ 14, % ' ("PI -2, ("]Pe)
: ét ) ¢} a., ”;. ] f‘,u{_ ‘I.Ur ¢ ;N,H u/__ H 'fqt' [4) t{v
Mit Worten:

Die Anderungsgeschwindigheit der Lagrangeschen Klammeraus-
driicke ist ebenfalls eine lineare Funltion der samtlichen Impulsderivierten
der Krafthomponenten des Systems und der Wirbelkomponenten des Kraft-
feldes; ihre Koeffizienten sind Funltionaldeterminanten in der Form

Donlinscher Symbole.

dla @) = 2 At

Die GrioPen — %% serden Null, wenn alle Impulsderivierten und
7t ?

Wil‘belkom[:011enten verschwinden; um aber das Umgekehrte zu be-

. . 15 \ Iinos Neich-
weisen, muB gezeigt werden, daB sich die n(2n—1) linearen Gleich

P 2P 9P,
= (B —1) musp Ut v — ¢ guflésen
ungen (87) mnach den ——; GroBen - = unC oq, 04,
Sk oo TG gl sy P : .
4 e o(a,b) 2{qp) 0F — (a.b) — , worin a, b die
1) Fiir #» — 1 wird einfach srasione {”‘ b) op (@, 0) op'’
\ beiden Elemente der Bewegung sind. o
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36 Max WINKELMANN:

lassen. Hs ist uns also dieselbe Aufeabe begegnet wie bei dem Beweis
3 - n .

des Poissonschen Theorems, und ihrer gemeinsamen Erledigung wen-

den wir uns im folgenden Abschnitte zu.

6. Erginzung zn den Beweisen der br:e_i(len Fundamentaltheoreme. Um.
kehrung der Ausdriicke fiir die Anderungsgeschwindigkeiten der
Klammersymbole nach den Kraftkomponenten des Systems.

Wir stellen die fiir die Anderungsgeschwindigkeiten der beiden
Klammersymbole gewonnenen Ausdriicke noch einmal zusammen, in-
dem wir voriibergehend fiir die Wirbelkomponenten und Impulsderi-

vierten die Abkiirzungen

P ‘ '“r cP g
1 ¢ __ p 1 b
lc‘_\'“_@} _‘r_r{' g "|:.~ op I'L

5 ! ¢
gebrauchen wollen, ihre Koeffizienten aber wieder ausfiihrlich hin-

schreiben:

dla. . a. ] ~ [ 00 da aa da.n . on oa da_ga, ]
(89a) la,, 9,1 =0, "|[__V e i i, Ay oo 21 ] (o= AR _fJ P
ot 1 \dq op op dq |/ N 2\op op op 6p) W
- - =g 1 v ¥ ] ¥ n
{8(}}“ f :”z!”," iy — v [ {_ar'q‘ O Ju:: i ( ’u," |r.'rj,.\l _!l'" 4 1 {,/ elrl T__r{'{ = r- '.f:. :_:r}‘l) ]J |
S gt 1 ! \a ga da 6a.] " ' 2\gda da e da.) ’i*|
> A #* 7 x o’ * A

v 0
r g / n(8n —1)
I'rotz der Uberzahl der n(2n — 1) Gleichungen iiber —— Unbe-
kannte (die nur fiir » =1 den Wert O hat), gelingt es, diese eindeutig
und linear durch die .-\11ili_a|'1l!1j_;§]_§t_‘.\{:.]1\\'iIldig’E:th‘:]l jeder Art von
Klammersymbolen fiir sich darzustellen, und zwar durch das folgende
Verfahren: Wir vervollstindigen das System der Gl (89), indem wir
die Identititen fiir x — 4 und die Ausdriicke mit vertauschten Argu-
menten a;, @, hinzufiigen. Darauf multiplizieren wir jede der nunmehr
4n* Gl (89a) und (89b) fiir sich mit solchen Faktoren, welche die An-
wendung der Relationen ( 58), (59) durch Addition der mit den Faktoren
versehenen Gleichungen ermoglichen.

I. Die Auflésung nach den Wirbellomponenten P,, }__{uschit'ht i

oy A ., op_0p ; ;
(89a) durch Multiplikation mit , Wo o, r jede der Zahlen von
(Al o7, I

2

"
1 bis # sein konnen. So erscheint zuniichst:

- | op oapn [ [ 4 a
\' v '-'_"__.‘ | X¥ ik
el | da_cda ot

- i 2

# i

S‘T N N N1 l (r "o ﬁ“’ - it f-l;. i e - T:Ff r:a;\) I)I’"
Falh :I. :r 2 oa g 7 / 0 0a, 0 :
® A 1 l "3 r'l",' : “1. (’p, : {‘7 f—f-" - a" i

1 /0p da op oa op da
1 '

Yi

~ L

BadenWiirttemberg



	Seite 32
	Seite 33
	Seite 34
	Seite 35
	Seite 36

