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Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik, 27

Die Summe iiber die Produkte aus simitlichen Storungsgrifen A in
die sugehirigen Elementgeschwindigkeiten  hat den Wert Null.

N [n Zeichen:
A S i .
v

Diese Summe besitzt eine mechanische Bedeutnng; sie stellt die Leistung
der Storkrifte am System dar, welche durch die Storung seiner simi-
lichen Koordinaten verursacht wird. Bezeichnen wir sie mit &, so ist mit
Riicksicht auf (29):

ey b3 bg : da
(66b) T ST < e
J i o Oy i x % dt

1 *®

Es waren aber von vornherein die Stérungen der Koordinaten: bg, =0,
so daB durch € — 0 der Satz (66a) nur als ein selbstverstiindliches
Korollar dieser Festsetzung erscheint.

Immerhin miissen ihn auch die Storungsgleichungen bestifigen.
Substituiert man niimlich in (66b) fiir jedes @, seinen Ausdruck nach
(96a) oder fiir jedes A4, nach (56b), so kommt

) .~ PR, <7 o
=d,.6,=22la, ”;_E 4,.4;,=2 i (O, ;) O, 0 5
x x 2 ¥ -~

und da beide Summenbuchstaben %, A die Zahlen von 1 bis 2n durch

lanfen, so kann man auch schreiben:

S O s 4. 11 i ]
A"—“'lxt{z_ D | i '!l‘I'z'.‘.|('ry.' d/‘.i ! |.(r-'.? aZ]'
¥ 4 x A
E NN {(r A 1
= 5 0,07} (@, a;) T \@;, @, ) f-
s

Die in Klammern stehenden Faktoren verschwinden wegen (35, 55)
~

=5

Damit ist der Zusammenhang der beiden Systeme von Storungs-

gleichungen hinreichend aufgeklirt. Wir untersuchen nunmehr den

EinfluB, welchen die Grundkrifte auf ihre Struktur ausiiben.

und deshalb auch >4, a,.

4, Theorem iiber das Poissonsche Klammersymbol,

Die beiden Klammersymbole sind, wie schon bemerkt, Funktionen
der Elemente und der Zeit. Ihre Abhingigkeit von der Zeit, sofern
sie als selbstiindige Verinderliche auftritt, wird aber allein durch den
Charakter der Grundkriifte bestimmt. In bezug hierauf gilt das folgende,

fundamentale Theorem:
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Die Poissonschen Klammerausdriicke sind insgesamit dann, und
nur dann'), explizite unabhingig wvon der Zeit und blofe Funk-
tionen der Flemente, wenn die Krifte der ungestirten h’mr‘(-_rm?zy Fonser-
vativ sind.

Beweis: Poisson zeigt nur, daB die Existenz eines riumlichen
Potentials fiir die Grundkrifte die hinreichende Bedingung fiir die
Unabhiingigkeit von ¢ ist. Fiir die allgemeine Grundlage unserer Unter-
:~'uuhungi_‘.;1 ist es aber wesentlich, auch die Notwendigkeit dieser Be-

2

dingung einzusehen.

L
=]

1. Wir hilden deshalb direkt

ola a. | r ga cda oa ga,
my L% p § g™ i # A\
(67) 7t ¥ = 3 : dqd ° oda o6l =
\ - ] [}
d i \ap. oq 1, ¢P,
— 0 da 7 @ oa ¢ . ¢ ca oa. da ¢ oa
) ¢ # 0 G e : A * A # .'.1
- -~ . - — . - A 3
lét ap aq op dt dq ot dg cp dq ot op, )
] ¥ ¥ ¥ ) ¥ ¥ ’

-
worin die partielle Differentiation nach ¢ bei konstant gehaltenen Ble-
menten vorzunehmen ist. Da die im Summengliede auftretenden Diffe-
rentialquotienten durch ihre Ableitung aus den Zustandsgleichungen (3)

- y ; o ; d fa,
zuniichst als Funktionen von ¢, p, ¢ auftreten, so bedeutet z B. ﬂ”;;
. 1 . [ !f(. r . .
nicht etwa dasselbe wie —% . Vielmehr ereibt sich:
oteg, ;
- 3 39 ] » ) =} 3 o 1P
c. [ r.ry i _r. HE . - |- € ”d o r;il | & :l‘ (-p{_,
— %X 1 = s
e ot rrfl dte f.f: Pl .ff“, rf. ot Vg f‘.‘.""l‘k dt | und
(68a) 2
- 3 o Thiny ) 1o )
o0 8y S ata, N[ 2%, 9% 4 _0%a, 9P

ffﬂ:f}, ';-"(."r : é’ ll’."}‘(-:pj o ' (;rﬂr‘pr at )

Wenn wir die Gl (63), nachdem » durch o ersetzt ist, partiell

nach ¢, und p, differenzieren, so kommt:

J ta a A =} ] 3
L T I . 94, 2y o'a, ea, 0 29, ﬁjl L ap«\..
oq ot | Ly\dqdq at ' g } ot ' 3q g Pt ' dq 94 ot
i ] 1 L, R 1, p{’ e £ gu K rjl' o Jrr| ¢ f\ g !

op ot | £m ¥ POl B A e A7 TR
)‘,. > | lr_p; ‘ r'f'.' o ¢ J.u‘ ¢ D, t p ‘1‘“ ’J'P‘. ot (Pn E_inv ot I

9y @

¢ » . . . -
g g amal e . . P ge
TR = die Be z:i_lthnl'll]:__!t.n ‘lp- J(’ g

Wir kbénnen und wollen fiir

1) Wenn die Exifte kein Potential besitzen, so kimnen wohl einzelne, aber

niemals alle Klammerausdriicke unabhiingie von ¢ werden
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brauchen. Wird die Folge der Differentiationen vertauscht, so ver-
wandeln diese beide Gleichungen die vorhergehenden (68a) in

S 3

_r_r.( (da, dq "_((_ryr‘}]?.

ffrrf ](r fr; 'rjj Fq{
0

_r_- r'rlz ru o ff‘

ct ("ui {{ rf ap.

Mit Hilfe der so ausgefiihrten Differentiationen wird:

[ @.] fa da. g 0a oa. da oa. o . 3
[ .rrx, B v [ * oa, ¢ L 74, -{ra.{ o r{z(( 1 [# a‘a:_ 4 (s {(z f:aj_ {J?r{‘
it 7= ' l’.'f. oq dp op 6q 6p. ° Op dq dg ' op 313{ aq

» D [* ¥ ¥y ¥ v J‘J ¥ by \] .

(68D)

o
‘-'I'H.:' 0a. 6a o4 ‘ u o ¢ ca fa. di da da. dp
29 "3 derdieridy i) e |

°p, 99,99, 0p,0p, 04, 94,09 3p,  d4,dp,3p,)
Die Grofien ¢,, p, miissen die Differential Igleichungen der ungestorten
Bewegung befriedigen, denn die Zeitdifferentiationen verstehen sich bei
konstanten Elementen.

Setzen wir jetzt voraus, daB die Grundkriifte ein Potential I

: U 23 - h o » . -
besitzen, d. h. P, = —-—, wo U blof Funktion der Koordinaten ist,
) ’ 74
¥
aber auch ¢ enthalten kann, so lauten die Bewegungsgleichungen in der
kanonischen Form:
d H . 0 H

(70) gl N ke

Fil (]

worin H = 7"+ U, die Hamiltonsche Funktion, nur von den g,
und eventuell von ¢ abhiingt. Also:

(04, 0 H o, 0*H
. ] f r‘,:, = (7 rj, [ p“ N () -'_J‘ ¥ (7} r.r'_.r ‘jw
{ ll.' ¢ > i ¢
I ("fr 0*H 4"';#” ("J' H
\.?fjn.‘_ dpop’ op r'prr;rgil
Folglich: .
(72) £-=<‘;? e : {'{! (.jj'.' Sk & JUl 3 '}‘.‘_. 2 o ‘“l —- b=
I fp‘ I r.:j.‘rl_r A E q 0 '.I',’} (s q’ ; kﬂy

Beachtet man, daB in der Doppelsumme (69) die Indices », o
miteinander vertauscht werden diirfen, so heben sich ihre Glieder ver-

moge (72) paarweise gegenecinander weg, und man erhilt

P | a, n}__|

s g g |
i) ot )

welches der erste Teil unserer Behauptung ist.
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3. Sind aber die Grundkrifte allgemein (existiert keine Kriffe i
funktion), so treten an Stelle der speziellen kanonischen Gleichungen (70) |

die allgemeinen:

PSR o1’
(14) g :

-t ) ——
op 1 Py I o 0g

l\J

Hinsichtlich. 7’ gilt also dasselbe, als wenn H stehen wiirde,
Fiihren wir die Ausdriicke (74) in (69) ein, so bleiben allein Glieder
mit den partiellen Derivierten von P, nach g, und p, fibrig, zuniichst
in der Form:

_0[a  a] da_da da_day 0P o da, da day dP)
(15)—*—% = N S’{{ i z.} 0 _.__{ SR - ,_) rI

2t / \dg dp, €p 04/ ep, -.r'p(l op, 0P, r:p{], '(!r[r

Der zweite Teil dieser Summe kann umgeformt werden. Beachtet

: e gl o g,
man niimlich, dal die Koeffizienten aller Grifien = bei denen p=v
) g’

ist, den Wert Null besitzen, wihrend bei verschiedenen o und » die
" s .'r.'_f'r_ ¢P 4 e =
Koeffizienten von ——* und * sich durch das Zeichen unterscheiden,
adq af
v o
so kann man fiir den zweiten Teil der Summe auch

a da. O 0.y P c P

Fei . L 2\ - :
_S_.l,';l_ = J(' i J

‘lf_a” C fl‘ r}rr f_,”}.r \ L r.f, oq
Vs 0 L4 4

schreiben, wo nunmehr iiber alle Kombinationen v, o der Zahlen 1 bisn

ohne Wiederholung summiert wird, aber auch in der Form:

R SR L P
2 v §1(( a, G @, = da_ ¢ r:/:._] yr _."’? = r,j‘_}
? i i \Op Op dp dp /) \idq d q{,

g ) o ) )

wo sowohl v, als auch ¢ alle Zahlen von 1 bis # durchliunft. Wir

: : 3) éP, 4P
fassen die Ausdriicke ¢ — -
dq, dq

als selbstiindige GriBen auf und nennen

o

sie die Wirbelkomponenten des Krafifeldes.') Die GroBen

P
% sollen
ap,
kurzweg die Impulsderivierten der Kraftkomponenten des Systems heiflen.
Wenn wir uns éndlich der Donkinschen Jezeichnung fiir die Koeffi-
zienten bedienen, so wird

e f':r;. n,' a1 \Vap

(76) —= A <1 S' o\%, G oL,

3 - ot ol 1} O
o oGy CR,

1) Als ,Feld* ist hier der sog. Lagrangesche Raum zu verstehen. Vgk
Heun, L. d. M. Nr. 92, S. 146,

X = Fiir Elementarkriifte, die nach rechtwinkligen
roordinaten zerlegt sind, ist dieser Ausdruck in der math. Physik ge_hriiuchlﬁﬂh-
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Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanilc. 37

Wir sagen:

Die Anderungsgeschwindigkeit) der Poissonschen Klammerausdriicke
ist eine lineare Funktion der simtlichen Impulsderivierten der J\'r‘n,f?lmmf)@
nenten des Systems und der Wirbellomponenten des Kraftfeldes; ihre
Koeffizienten sind Funktionaldeterminanten in der Form der Donlkin-
schen Symbole.

Die Zahl der Glieder der ersten Art ist offenbar n?, die der

. nwin—1) : 5
zweiten ————, also besteht der lineare Ausdruck (76) zusammen
n(dn—1) A,
aus —— Gliedern.

. # ¢la,, a] - :
Die GroBen — ,Ig * werden Null, wenn alle Impulsderivierten und

Wirbelkomponenten verschwinden. Um aber zu beweisen, daB diese
verschwinden miissen, wenn jene sémélich den Wert Null haben, muB

)

gezeigh werden, dab sich die #(2n —1) linearen Gleichungen (76) nach

n(3n—1) ~ ., P, 2r, P - 5.

—— Grofen —* und e auflosen lassen. Hs ist aber
g

- 1]
rfl' ru": o

den

fiir die ferneren Entwicklungen ;t\\'f_!t!li:nifﬁi_s_{z:l‘, diesen Teil des Beweises
mit dem entsprechenden fiir die Lagrangeschen Klammersymbole
gemeinschaftlich im 6. Abschnitte auszufiihren. Die hier entwickelten
Formeln veranlassen noch die folgenden Bemerkungen:

1. Differenziert man die Gl. (63), wieder nach Vertauschung von
v mit o, partiell nach ¢, bzw. p, derart, dall dabei die Elemente und

die Zeit konstant gehalten werden, so kommt

d da 2084, da. o
707 iux il y |f:z (s ;,‘, G f-raz [ p::.
dq, di _ 12 4 2% 00, ¢
i) \dj J(_.‘ ”/_ o HV. (7
und — = — 17 =
ap, < ldg, 2
o ; ; g 2a ¢ da, . @i e
Die Differentialquotienten ~— ~—* und ;— == sind néimlich gleich Null,
oq op ep, op :
: v 9%, piho
. fa Ja. : : :
weil ~—* und . # urspriinglich zwar Funktionen der ¢, p, f, aber
r.r( dq ’? L=}
0 o

nach (4) hier als Funktionen von @, # aufzufassen sind. Diese sollen
jedoch bei der Differentiation unveriindert bleiben. Vergleichen wir die
eben gebildeten Ausdriicke mit den Gl. (68b), so finden wir:

-

da ¢ da d da d da
x x Ed

) - AR N P
e S 7 An n ot
dtoq, 0q, ot’ 0tap, D,
1) Da die storenden Krifte bei diesen Betrachtungen giinzlich auBer Acht
bleiben, so vergessen wir hinzuzufiigen: bei konstanten Elementen, und reden auch

schlechtweg von den Kriiften des Systems. Vgl. Cayleys Report Nr. 10.
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DaB die Reihenfolge dieser Operationen vertauscht werden kann, ist |
nicht selbstverstiindlich. e

2. Wir fithren in die GL (68b) fiir 4, ;. noch die allgemeinen
kanonischen Ausdriicke (74) ein und erhalten:

| TS:I )
(78b)

Nehmen

ordinaten :
werden die

L
Y — (}‘ 80
op '

(79)

und ebenso
grange in

nahme, daf

(=0

a.

und von

2) Ihre

BADISCHE
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wir fiir die Positionskoordinaten

Kraftkomponenten P, entsprechend
von den Geschwindigkeitskomponenten i

grad, zwangliufice 8.) auf ein einziges (1

Obwohl schon aus dem
Satze, daB die I
aller Poissonschen sind.

folgt, welches im vorl

diejenigen Probleme der Mech
iiber die Theorie

a fa — fda 8T o 7 Rkt da. 9P\
# ! ( # i, # _’)
§ < aq o oq op o4 op dq )
ot ¢ i ‘TJ rﬂL' .f“_l 1, .f\ ;'-.' L .r‘? f‘_
3 @ il da. ¢*T da ¢ P,
i A SN (" v e {_ # {,)
ctop
}J

< \9p,0q,0p,  d4,9p,0p, dp, dp )

q, die rechtwinkligen Ko-

., eines freien Systems von k Massenpunkten m,, so
Impulskomponenten ¢, entsprechend m,i;, m, mz

z, die
X, Y., Z. Sind diese simtlich

e unabhiingig, d. h. alle

nimmt (78b) die einfache Gestalt!) an:
0 da da
— * ¢ von 1 bis &
it P o

i

fir y und 2. Diese merkwiirdigen Gleichungen hat La-
der M. A. (Sec. Part. VII, 61 II p. 83) unter der An

eine Kriftefunktion existiert, abgeleitet.?) Sie g:_‘u"fﬁ_"ii (Ibr.’.l'l.

wie man. sieht, auch noch fiir den allgemeinen Fall veiner Ortskrifte.
3. Die Formel (76) wird fiir

n =1 (Systeme von einem Freiheits-
ied reduziert:
ﬁ;n‘f

¢ P
cp

bl dia b) 7P
= 2 - [a, 8] =,
gt cig, p > S ap’

worin @, b die beiden Elemente bedeuten.

Theorem fiber das Lagrangesche Klammersymbol. o
im dritten Abschnitte (S.26) bewiesenen
sagrangeschen Klammersymhole rationale Funktionen
ohne weiteres dasselbe Theorem fiir jene
tergehenden Abschnitte fiir diese aufgestellt worden

o
T SR - S - o P}
- ;" 4+ &%) und deshalb verschwinden alle 10,
a . T 1 -
v, withrend fiir p — » der Wert - 18t
. m,
3 L Ty
Bedeutung siche in einer nachgelassenen Arbeit von Jacobi: Uber o
anik, in welchen eine Kriiftefunktion existiert, und I
der Stérungen. — Geg Werke 5. 347
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