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Thre Anzahl ist wieder n(2n — 1); hinsichtlich ihrer Abhiingigkeit von
der Zeit gilt dasselbe, was am SchluBl des ersten Abschnittes bemerkt

worden 1st.

3, Die Beziehungen zwischen den Poissonschen und Lagrangeschen
Storungsformeln.
Wir haben somit das Theorem gewonnen:
ff?-ir lfe'lfr{,l'r).’r'!'i:rr‘ Form der )“Hr'.~'.§t-,‘f,~'t'fft"n und f,f;{;i'uJ.r‘su',w'hr'i.?.
Storungsformeln bleibt bestehen, selbst wenn die Grundkrifte der Be-
wegung allgemein sind und kein Potential besitzen.
Stellen wir die beiden Formelsysteme noch einmal gegeniiber:
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so fillt uns die Reziprozitiit zwischen ihnen auf, die in Bezug auf die
Klammerausdriicke als Koeffizienten namentlich in der Donkinschen
Bezeichnung deutlich ausgepriigt ist. Jedes der beiden Systeme (56a, b)
ist offenbar die Umkehrung des anderen. Jedem kommt eine eigen-
tiimliche Bedeutung zu, die sich so ausdriicken laBt:

Sind die storenden Kriifte vollstindig bekannt, so berechnen wir die
durch sie verursachten Verdnderungen der Elemente nach den Poisson-
schen Formeln (D6a): kennen wir hingegen vollstindig dic Greschwindig-
keiten, mit welchen die Elemente sich verindern, so erfahren wir die sie
verursachenden Krdfte nach den f.l;ff!’r}'r{JJl(lff'.‘\'F:-Jfff-'f’ Formeln (56Db).

Wir kénnen in der Tat immer aus den GrioBen A riickwirts die
Systemkomponenten ) der Stérkriifte konstruieren, wie wir in Nr. 31
gezeigh haben. Die weitere Reduktion (Aufldsung in Elementarkrifte)
ist eine Aufgabe der Statik.!)

Wenn wir das reziproke Verhiltnis der Poissonschen zu den
Lagrangeschen Formeln so aunffassen, wird die Polemik hinfillig,
die Lagrange an seine Formeln gegen die von Poisson anschlieBt.?)
Da wir die beiden Storungsformeln aus zwei giinzlich verschiedenen
Quellen abgeleitet haben, so ist es wiinschenswert, den i‘r};ergnng von
der einen zur andern direkt zu bewirken und damit diese durch jene

1) Der allgemeine Gedanke, {iberhaupt ans den Systemgriben der Mechanik
riickwiirts die elementaren zu berechnen, findet sich an den kinematischen Grifen
der f_}em:ilwindigkeit und Beschleunigung ausgefiihrt hei Heun, L. d. M. Nr. 86,
p. 136—139,

2) M. A. Sec. Part. Sect. VIII, Chap. I, Nr. 7, IL p. 186.
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su verifizieren. Poisson hillt eine solche Umkehrung dureh einey
direkten Eliminationsprozef fiir unméglich®): «Mais il ne parait pas
qu'on puisse parvemir, par c¢ moyen, aux expressions générales de cos
differentielles». )

Bevor wir die Moglichkeit dieser Umkehrung nachweisen, will ik
die vollstindigen Differentialrelationen vorausschicken, die sich aus der
Gleichwertigkeit der beiden Formen (3) und (4) der Zustandsgleichungen
ergeben. Diese Beziehungen bilden fiir alle ferneren I‘:ntwickhmém
dag fundamentale, analytische Werkzeug.

Wir haben die 27 Zustandsgrifien ¢,, p,, die 2n Elemente a, und
die Zeit ¢ als explizite GroBen in den funktionalen Beziehungen

4) ¢, =¢q.(a0,1), p, =p,(at) und (3) a, = a.(q p,t).

Setzen wir nun die Werte siimtlicher a aus (3) in (4) ein, so ergeben
sich in bezug auf alle ¢, p und ¢ die Identitiiten

y la (g, p. t) 3 Ezv-mlb{s:..
! 2, Py
" S i Ly von 1 bis n.

et

&)  (0) g,=g¢,[a,(qp 1) t], (B)p,

Wir differenzieren sie partiell nach jeder einzelnen vorkommenden
Variabeln und zwar

[) nach jedem g,

LEY : ~0q da
(58) W) 0, SN
: —/ ¢ ”r{ ’fh
x

I) nach jedem D,

| e - o o
(59) (57 a) 0= N 257%
| da_op ?
- x“Ey
III) nach ¢:
(60) (57 &) 0= NI 1, 9%, , 94, BT 2 ) 10 G s
o 2 FER | ’ (6P U= A Ay 1 A"
iy OGO ot jga gt gt
*® 2 ¥ *

Umgekehrt setzen wir die Werte
erhalten die identischen Gleicl

(61)

simtlicher ¢,, p, aus (4) i (3) ein,
mngen

> [. von 1 bign
a,=a,q.(a,t), p(a,i),t] L von 1 bis

und differenzieren sje partiell

I) nach jedem q,:

a8
g oa { P,
(62) R |99, ¢4, | 28 PN
A ‘_/_r'. ]‘f’fl "”. - a.

BadenWiirttemberg




BLB

Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. 95

I1) nach #:

ca r‘: el c\'i | o
(63) 0= S5 2090,) , 99,
s x-]r'!;k dt '4'1;’x_fJ ot
In den so abgeleiteten Relationen (58)— (60), (62 (63) bedeuten, wie

iiblich, die Zeichen d,, und d,; die Zahl O, sobald die Indices ver-
schieden, die Zahl 1, sobald sie einander gleich sind.
Anmerkung 1. Substituieren wir entweder die Werte von

a4 ('j' e % - 3y | . r § oa

. : ]']i.l\'h |_‘}r” n (o), "'{L‘I' HT"‘"i.'k"hl'l Lllf' W erte von —
F / =

T . J ] 1 ot

* nach (63)
in (60), so werden die Gl (63) bez (60) vermbge der Rel. (62), bez.
(58), (59) identisch erfiillt. Die Gl (63) bez. (60) sind also nicht unah-
hiingig von den iibrigen, lassen sich vielmehr durch eine Kombination

9%

derselben gewinnen. Oder auch: die Gl (60) und (6:

geniigen, um
die Rel. (58), (59), (62) zu beweisen, denn diese ergeben sich aus den oben
erwilhnten Identititen.

Anmerkung 2. Die GL (63) driickt aus, daB von dem voll-
stindigen Differentialausdruck

(Pa, da, |  da
da, = E !E-q-drf' i }r'n'fn, [+ r"'.”ll(.
- -

nur der Teil iibrig bleibt, der in Gl. (24a) nach der Definition des
Symbols D bestehen muB, da die Anderungen der Elemente allein von
den Storungen der ZustandsgréBen, dg und dp, herriihren.
Anmerkung 3. Mit Hilfe der in (58), (59) erreichten Darstellungen
der Zahlen 0, 1 geschehen leicht und unmittelbar solche Umkehrungen,
wie z. B. die Berechnung der Systemkomponenten ¢ aus den Grofen
A auf Grund der GL (30). Die Gl (31) werden aus ihnen erhalten,

R Upari | Va o 29, ., UG
wenn wir (30) einmal mit %, das andere Mal mit f_}’
G 7q ’ :
.e
iiber alle » summieren und fiir die rechte Seite die erste Gleichung
von (58) bez. (59) beachten. Die Rel. (58), (59), (62) flieBen auch aus
(28a, b).

Es liBt sich nunmehr folgender Zusammenhang zwischen den

multiplizieren,

beiden Klammersymbolen beweisen:

v ] (O wenn z == u
(64) g, = [a,, a,)(a,,a,) =
! : sdlog l1 wenn x = u.
A

Erinnern wir uns der Bedeutung der Symbole nach (56), so schreibt
sich ausfiihrlich

da da,
Z ! 1
&= E 2 it St A
)
- - 01‘ g,

L. 40D r.-p]. b qll,"]
7

\da. da g, 6a
A 1w i u
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dann, die Sumlm.ngliellcr einzeln miteinander multipliziert, a8t sich

das Produkt folgendermafien anordnen:

da ¢ 6, 0t da dq. fa.on.
[ 08,00 v( gy v i « 4, st P,
) I g 0 oa oqg da 6P 6a.
dp oa, A ' ' o - b, 3

P

- <) / ]

By ™= 2. ) da 6p ., «—0a, 04q., 0a 04 o— 00,6,
; » ¥ e Ty Y U Y % x*. >1 e BF

" Y i p da cp da 0q da.

f»ff,fffr\_..;_.a’!,f 2 P, 4.:...' q, 0@,

Hier verschwinden die beiden letzten Doppelsummen ganz wegen (58, 59),
und nach denselben Relationen zieht sich die urspriinglich dreifache
Summe zusammen auf die einfache

(62 < % >_, i,--,r/ P, o F IFK! q, | o
&) &= 2 \op,éa, " 3q,da ] xg
e

| ¥ T

.
w.z b.w. Ich fand diese Beziehung samt Beweis nachtriiglich auch in
dem neuen, vortrefflichen Buche von Whittaker, A Treatise on the
Analytical Dynamies of Particles and Rigid Bodies (Cambridge 1904),
Chapt. X1, Nr. 130, p. 288. Dort wird jedoch auf ihre wichtige Be-
deutung fiir den Zusammenhang der beiden Storungsformeln nicht auf-
merksam gemacht. Sie findet sich aber auch schon in einer nach-
gelassenen Arbeit von Jacobi: Nova methodus aequationes differen-
tiales partiales primi ordinis inter numerum variabilinm quemcunque
propositas integrandi. Ges. Werke B. 5, 1 p. 188.

Aus den Formeln (64), denen man noch die ihnen #quivalenten
und ebenso leicht zu beweisenden (die Eigenschaften (35«) bez. (55
der beiden Klammersymbole beachtend)

i
zur Seite stellen kann, ergibt sich ohne weiteres, daB die Gl (56a) die
Auflosungen der GL (56b) nach den A als Unbekannten und umgekehrt,
daB die Gl (B6b) die Auflssungen der Gl. (h6a) nach den @ als Un-
bekannten sind. Aus diesen n(2 n 1) bilinearen Relationen (64)
zwisehen den [a,, a,] und (e, «,) folgt ferner:

Die Poissonschen Klammersymbole sind rationale Funldionen der
Lagrangeschen und wmgelehrt.

Hs gehért hierher noch ein Satz, den Lagrange unter der Voraus
setzung konservativer Kriifte nur fiir das spezielle astronomische Storungs
problem als eine bhemerkenswerte Folgerung aus seinen ',‘_:'uti}rullf_',Sf'OI'me]u
angesehen hat.?) Wiy verallgemeinern ihﬁ in der folgenden Fassung:

1) M. A. Sec. Part. Seet. VII, 65. II, p. 90: ('est une conséquence impor
tante, un résultat tris remarquable.
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Die Summe iiber die Produkte aus simitlichen Storungsgrifen A in
die sugehirigen Elementgeschwindigkeiten  hat den Wert Null.

N [n Zeichen:
A S i .
v

Diese Summe besitzt eine mechanische Bedeutnng; sie stellt die Leistung
der Storkrifte am System dar, welche durch die Storung seiner simi-
lichen Koordinaten verursacht wird. Bezeichnen wir sie mit &, so ist mit
Riicksicht auf (29):

ey b3 bg : da
(66b) T ST < e
J i o Oy i x % dt

1 *®

Es waren aber von vornherein die Stérungen der Koordinaten: bg, =0,
so daB durch € — 0 der Satz (66a) nur als ein selbstverstiindliches
Korollar dieser Festsetzung erscheint.

Immerhin miissen ihn auch die Storungsgleichungen bestifigen.
Substituiert man niimlich in (66b) fiir jedes @, seinen Ausdruck nach
(96a) oder fiir jedes A4, nach (56b), so kommt

) .~ PR, <7 o
=d,.6,=22la, ”;_E 4,.4;,=2 i (O, ;) O, 0 5
x x 2 ¥ -~

und da beide Summenbuchstaben %, A die Zahlen von 1 bis 2n durch

lanfen, so kann man auch schreiben:

S O s 4. 11 i ]
A"—“'lxt{z_ D | i '!l‘I'z'.‘.|('ry.' d/‘.i ! |.(r-'.? aZ]'
¥ 4 x A
E NN {(r A 1
= 5 0,07} (@, a;) T \@;, @, ) f-
s

Die in Klammern stehenden Faktoren verschwinden wegen (35, 55)
~

=5

Damit ist der Zusammenhang der beiden Systeme von Storungs-

gleichungen hinreichend aufgeklirt. Wir untersuchen nunmehr den

EinfluB, welchen die Grundkrifte auf ihre Struktur ausiiben.

und deshalb auch >4, a,.

4, Theorem iiber das Poissonsche Klammersymbol,

Die beiden Klammersymbole sind, wie schon bemerkt, Funktionen
der Elemente und der Zeit. Ihre Abhingigkeit von der Zeit, sofern
sie als selbstiindige Verinderliche auftritt, wird aber allein durch den
Charakter der Grundkriifte bestimmt. In bezug hierauf gilt das folgende,

fundamentale Theorem:
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