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6 Max WIiNKELMANN:

Zustandsgleichungen die Integrale der Bewegungsgleichungen genannt.!)
Mit ihnen ist aber auch gleichwertig®) die andere Form, in der die
Zustandsgriben

\-LJ q, = q,\a, f",,\_ P, P, a2 t) v von 1 bis 5
als Funktionen der simtlichen Elemente und der Zeit erscheinen. Sie
beschreiben uns eigentlich erst die Bewegungsform des mechanischen
S

ristiseh fiir die zuerst von Poisson (Mémoire 1809) und die Form (4)

stems. Die Form (3) der Zustandsgleichungen ist nun echarakte-

fiir die zuerst von Lagrange (Mémoire 1809) hergestellten Stirungs-
formeln. Entsprechend wollen wir zwischen der Poissonschen und

Lagrangeschen Theorie unterscheiden, wenngleich die spiiteren Unter

suchungen der beiden Forscher ganz ineinandergreifen, indem sie beide
Formen der Stérungsgleichungen nebeneinander betrachtet haben. Wir

beginnen mit der Poissonschen Theorie.

1. Die Poissonschen Stérungsformeln.
Wird das betrachtete, mechanische System in irgend einem Augen-
blick von einem einzelnen StoB”) oder von einem System von Stob-
f

sich von dem fritheren nur durech eine Anderung seiner Elemente unter-

kriiften getroffen, so gelangt es in einen neuen Bewegungszustand, der
scheidet. In der Tat sind die besonderen Werte der Elemente einer
individuellen |ir_‘\\'nf_rungsi’urrn des Systems durch seinen ,,Anfangszustand®
bestimmt. Als Anfangszustand komnen wir aber Lage und Geschwin-
digkeit, bez. Lage und Impuls des Systems in dem Augenblick setzen,
in welchem die eben beschriebene Unstetigkeit des dynamischen Vor-
ganges eingetreten ist. Dadurch erleiden also bloB die willkiirlichen
Konstanten in den Zustandsgleichungen plitzliche und, allgemein zu
reden, endliche Anderungen. Wir nennen sie Starungen der Elemente
durch Impulsionen. Lagrange hat solche unstetigen .-.imh‘l‘llll‘t_;'vn in
den Elementen der elliptischen Planetenbewegung wirklich berechnet?)

1) Rep. Nr. 11. Auch Jacobi unterscheidet so zwischen Integralen und
T . :
Integralgleichungen der gewthnlichen D

terentialgleichungen in seinen Vorlesangen

tiber Dynamik, Supplementband zu seinen ges. Werken (2. Ausgabe 1884) p. 8.
Wir vermeiden beiliiufi

! durch die oben an den Gebrauch der mathematischen
J\']_z_\'su\' angeschlossenen Namen den Doppelsinn, den das Wort ,,Integralgleichungen*
durch die Arbeiten von Hilbert neuerdings angenommen hat, I

%) Diejenigen Differentialrelationen, welche diesen Gleichwert von (3) und
(4) ansdriicken, werden im 3. Abschnitt p- 24) vollstiindig entwickelt,
3 Hier wird unter einem ,StoB* nicht der wahre und komplizierte, physi-
kalische Vorgang verstanden,

! e g sondern der daraus idealisierte, instuntan verlaufende
ProzeB, der die W irkung einer ,Momentankraft* ausdriickt.
1) M. A., Sec. Part VII, Chap. II, 1. II p. 66
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Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. T
und neben einer anderen merkwiirdigen Folgerung daraus eine obere
Grenze fiir die durch einen Sto auf den Planeten hervorgerufene
Geschwindigkeit abgeleitet, damit er sich in einen Kometen ver-
wandeln konne.

Folgen sich aber die StiBe ,rasch” aufeinander!), und setzen wir
ihre Intensitit proportional mit dem Zeitelemente ihrer Wirkung, so
sind sie von unendlich kleinen _-‘\-uulm‘un_;:ml der Elemente begleitet. Fr-

setzen wir demmach die Storkrifte wie Lagrange®) durch eine be

liebig rasche Aufeinanderfolge solcher umendlich kleiner Stofe, so
beleben sich unter ihrem EinfluB die vorher starren Elemente der
Grundbewegung und verindern sich in der Grenze stetig in der ge-
stirten, solange sich auch die Storkriifte kontinuierlich &ndern. Eben
diese Veriinderung der Elemente heiBt die Variation der Konstanten.

Um aber diesen Prozef mechanisch zu verstehen, miissen wir

1. von dem elementaren Stofvorgang (Impulsion) ausgehen. Wirkt
auf einen freien Massenpunkt m in irgend einem Augenblick # die

h sein Impuls P mit ¥ zu einem neuen

Stobkraft %) ein, so setzt si
Impuls 7" zusammen, der die Resultante aus p und T ist, symbolisch:
(ba) p=p+¢E,

oder die Anderung des Impulses, AP =p —p, ist nach GroBe und
Richtung mit der StoBkraft ¥ identisch. Die Geschwindigkeit # des
Massenpunktes erleidet also, weil p — m7 ist, eine plotzliche Anderung

7, deren GroBe und Richtung bestimmt wird durch die Gleichung:

(dh) ADp =

Ist dagegen der Punkt m als Massenteilchen eines mechanischen Systems
gebunden, so tritt zum eingepriigten StoB die Reaktion T hinzu, und
die Impuls-, bez. Geschwindigkeitsinderung erfolgt so, daB

(be) Ap=mAT=1+7,

wobei die Reaktionsstifie ©
D’Alembertschen Prinzip im Gleichgewicht sein miissen. Wiederholt
sich der Stofvorgang in kurzen Zeitintervallen, und werden die Stob-
stirken diesen Zeitintervallen selbst proportional, so ist er bei beliebig

von simtlichen Massenpunkten nach dem

1) Teh bediene mich absichtlich dieser mathematisch nicht priizisen, aber an-
schaulichen Ausdrucksweise, wie sie mneuerdings wieder in der Mechanik durch
die Monographie von Klein-Sommerfeld: {"ber die Theorie des Kreisels, zur
Geltung gebracht ist.

2) 1. ¢. und Sec. Part. Seet. VIII, Nr. 4, 5. IT p. 180—181.

3) Vektoren sollen nach dem Vorgange von Resal und Heun durch einen

i‘lh&:‘l‘ﬂ‘t‘s(}tztl‘i\ Strich hezeichnet w erden.
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o Max WiNkeLMANK:

abnehmender GriBe der StoBpausen von der Wirkung kontinuierlicher
Kxifte in der Grenze nicht mehr zu unterscheiden. Folgen sich also
die StiBe f im Zeitelemente dtf, und setzen wir

) f )'.'rilf:

so ist der Faktor % gleichwertig mit einer dem Punkt m eingepriigten,
zeitlich wirkenden Kraft. f heiBt alsdann der von der Kraft k ,wiihrend
des Zeitelementes dt“ erzeugte infinitesimale Stof.?) Damit geschehen

auch die Impuls- und Geschwindigkeitsiinderungen stet (bbh) ver

o
iz,

wandelt sich in die Differentialgleichung
1) rflil mdn kdt,

die fiir die ganze Dauer der Wirkung von £ gilt. Iiir den gebundenen
Massenpunkt des Systems wird auch der Reaktionsstof T dem Zeit-
elemente (/¢ proportional; wir setzen also (6) entsprechend,

(8) T rdt,

worin der Faktor 7 die Reaktionskraft bedeutet. Die stetige Anderung
des Impulses und der Geschwindigkeit jedes Systempunktes erfolgt
80, daB

:'.") dp mdv = kdt + rdt

und nach dem D’Alembertschen Prinzip die séimtlichen Reaktionen F
withrend der Bewegung des Systems im Zustande des Gleichgewichtes
verharren. Wir entwickeln nunmehr

2. den elementaren Stirungsprozef. Die Bewegung des Systems
moge unter dem EinfluB der seine Massenteilchen angreifenden Grund-
krifte § vor sich gehen. Zu irgend einem Zeitpunkt mogen nene
Krifte b hinzutreten, welche die vorhandene Bewegung storen. Die (e-
schwindigkeit 7 eines jeden Systemteilchens erfihrt nanmehr in jedem
ferneren Augenblick eine doppelte _‘m]n-rnng‘. nimlich erstens von den
(infinitesimalen) StéBen der Grundkrifte her und die mit &%
von den StoBen der Storkviifte

, zZweitens
her und die mit d% bezeichnet sei. Die
4 Geschwindigleil v wihrend des Zeilsu-
l_"i't'l‘}mnpf' wollen wir fortan mit dem Symbolen
¢, D) 1mmer solche Anderungen aller GriBen ausdriicken, die von den

letztere I'l'llfilt_l:'l_- die Storung der

wachses dt hei Ben.

1) Man pflegt in der angewandten Mechanik (iidt den Antrieb der Kraft k
withrend des Zeitraumes ihrer Wirkune z ‘

- s u nennen. Der infinitesimale StoB von
k zar Zeit 1

wWurs y 0 le P 9 lao QY 12 > i . - .
wiirde also auch das Element dieses Kraftantricbes heiben miissen. b

2) Das vo ors 3 1 - : 5 -
Das von Lagrange und Poisson benutzte & empfiehlt sich hier nicht
egen des fiir die virtuellen Verriickungen eing

gebiirgerten Gebrauchs dieses
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Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik, 9

(Grund- bez. Storkriften herrithren und die der letzteren Art als
Storungen') der betroffenen Griben benennen. Damit zerfillt auch die
Elementarreaktion 7 der gestorten Bewegung in zwei Komponenten:
F, von den Grundkriften, 7, von den Stiérkriften verursacht. Da der
D’ Alembertsche Ansatz sowohl fiir die Grundbewegung die Impuls-
bez. Geschwindigkeitsinderung durch

(10a) cp=mée0 = (F + 7,)adt,

als auch fiir die gestirte Bewegung durch

(10b) dD = mdv (k+ 7v)dt

ausdriickt, wenn dp=7p+ D) die totale Anderung des Elementarimpulses,
dv — 09 + D7 die totale Anderung der Geschwindigkeit, & die Resul-
tante aus ¢ und . bedeuten, so besteht auch fiir die Storung des Im
pulses bez. der Geschwindigkeit der Ansatz:

(10e) 0D = mdT . (B r}.{-rr!f.

und die von den Stovkriften erzeugten Realtionskomponenten 7, sind fiir
sich wihrend der gestirten Bewegung im Gleichgewicht.

Damit ist aber der StorungsprozeB noch nicht erschopfend gekenn-
zeichnet. Denn wie geschieht der Anschluff der gestorten Bewegung
an die ungestorte? Durch die den Storkriiften gleichwertigen Stobe
erfahren nur die Tmpulse und mit ihnen die Geschwindigkeiten aller
Massenpunkte des Systems instantane Storuncen. Mit anderen Worten:

Der Bingriff der Storkrifte geht so vor sich, daB nur
die Elementarimpulse und Elementargeschwindigkeiten des
Systems, nicht aber die Lage seiner simtlichen Paunkte augen
blicklich geiindert werden.

Der diesem Stérungsprozel zugrunde liegende StoBvorgang ist also
nach Heun?) eine reine Impulsion. Sie bildet das mechanische Funda-
ment aller Storungsrechnungen. Erst nachdem Lagrange im II. Bande
der Mécanique Analytique am Planetenproblem seiie Methode der
Variation der Konstanten entwickelt hat, begriindet er seine mecha
nische Auffassung des Stirungsprozesses allgemein mit den Worten?®):
«En nommant &, v, ¢ ete. les variables indépendantes auxquelles on
aura réduit toutes les coordonnées z, v, 2 des corps du systéme, par le

moyen des équations de condition nlrfl;em!nntw de la liaison des corps,

1) Vgl. Tisserand, Traité de Mécanique Céleste I (1889), p. 167. Franz.:
Perturbation.

2) Die Bedeutung des d’Alembertschen  Prinzips fiir starre Systeme und
Gelenkmechanismen. Archiv der Math. u. Phys. (3) 2, 1901, p. 306.

8) Sect. VIII, Chap. Prem. I p. 181.

BLB BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK BadenWiirttemberg
n- m|



10 Max WINKELMANN:

on pourra toujours exprimer chaque constante par une fonction donnée

= . dé dvy dg ] L
de & v, o efe, ot des différentielles T rL TS ete.  Or, les variables
finies & ¥, @ ec. ne dépendent que de la position instantanée des corps

dans Uespace, et ne pewvent, par conscquent, subir aucun changement pay

) py= e dE dv
les impulsions chrangeres; il W'y avra done que les différenticlles an T
dg g o ol lsions
dont les valeurs pourront étre ,-J',::ulr_;f s par ces tmputsions.»
at

Sei daher # der Positionsvektor eines beliebigen Systempunkdes,
so verschwinden die Storungen aller Positionsvektoren, d. h. soviel
Gileichungen
(11) D 0,
als Systempunkte vorhanden sind, driicken die reine Impulsion des
ren kimnen aber auch durch die

Storungsprozesses aus. Diese Gleichung
folgenden ersetzt werden:
(12) di = 07%.

Das bedeutet: Die Bahnen der Grundbewegung und der gestirten eines
jeden Systempunktes haben ihr Richtungselement gemeinsam, oder
genauer ausgedriickt:

Die gestirte Baln eines jeden Systempunktes beriihrt seine unge-
stirte, die eintreten wiirde, sobald wir die Storkrdfte zu irge nd einer Zeit
ausschalten. V)

Fiihren wir nunmehr an Stelle der rechtwinkligen Koordinaten
der Systempunkte die Positionskoordinaten ¢, des Systems ein, ist also

e | q Vi v von 1 bis =
v 7

so stellt sich eine virtuelle Verschicbung der Systempunkte dar dureh g
die willkiirlichen Anderungen der ¢, in den Gleichungen

[_] :)) ) 0T = \'1' e 0 q.,
. TR . - 0x = . : ’ o
worin alle i =3 ; die sogenannten Begleitvelitoren®) des betrachteten

Punktes bedeuten. Ebenso wiirden die Storungen der Positionsvektoren
des Systems Storungen seiner allgemeinen Koordinaten. bg,, nach sich
. - . a I L
ziehen, die mit ihnen verbunden sind durch die Gleichungen
(14) DZ = =2 dg,,

— ¥ v

’

1) Der astronomische Gebrauch gpricht deshalb von oskulierenden Elementen

der Planetenbahnen,

2) K. Heun, Lehrbuch der

Kinematik Leipzig 1906, Godschen, Samml
Schubert 87), p. 67 (Nr. 47). I
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Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik, 11

da jene aber nach (11) verschwinden, so kénnen sie selbstverstind-
lich nur durch
(15a) bg, =0 ¥ von 1 bis a
erfiillt werden, d. h.
Bei der reinen Impulsion verschwinden die Stirungen sdmtlicher
Positionskoordinaten des Systems.
Unmittelbar folgt:
Die Storungen simtlicher Begleitvektoren des Systems sind gleich Null.
Denn aus (13, 15a) ergibt sich ohne weiteres:

By F o Nlp9fg,
(15b D»,__\”!‘DJ,J — 5%

1
Damit gelangen wir
8. zu dem Einflup der Stirung auf die mechanischen Systemgrifen
und zur Herleitung der fundamentalen Storungsformel.
Die virtuelle Arbeit, angesetzt fiir die Impulse aller Systempunkte:

(1ba SPOT ";_:-P-.'.)’f.

definiert die # Impulskomponenten p, des Systems, die sich vermdge (13)
darstellen als
I]_i_:'l h._.l r)ﬁl — .'_\.'f'l.il_, v von 1 bis #
oder in Worten als die Summe iiber die Begleitmomente') aller Elemen-
tarimpulse. Die Anderung, welche p, wiihrend der Grundbewegung
erfihrt, ist gegeben durch
(17a) op,= Se, 69 + Spoe,;
die Storung der Impulskomponente wird dagegen, weil die Begleit-
vektoren ungestort bleiben (15b), nur durch die Storungen der Ele-
mentarimpulse, Dp, erzeugt und ist

Dp, = Se,op,
wihrend die vollstiindige Anderung der Im]mlskn}mimnuutz'»u in der
gestirten Bewegung folgendermalien lautet:
117 ¢) In — Sg dp 4+ Sbhde
(1T7e) dp,= Se,dp + pde, .
Da aber die vollstindige Anderung der Elementarimpulse dp = ¢p + DD,
die Anderung der Begleitvektoren bei der gestorten Bewegung dieselbe
ist wie hei der Grundbewegung, oder de, =¢é€,, SO folgt mach (17a)
(18) dp,=— ép, + bp,.
Die Anderungen dieser kinematischen Systemgrofien setzen Wir Jetzt
vermdge der bekannten Verbindung des Prinzips der virtuellen Arbeiten

1) Kinematik, p. 69 (Nr. 47).
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15 Max WINKELMANN:

and des d’Alembertschen in Beziehung zu den dynamischen. TDa
sowohl die siimtlichen Elementarreaktionen 7 als auch ihre (8, 9 g-
klirten) Komponenten 7, und 7, fiir sich genommen am System i
Gleichgewicht stehen, so verschwindet die Summe ihrer virtuellen
Arbeiten:

(19a) S7éz =0, Sroz=0, S70z=0,

oder es gelten, wenn man den Ausdruck (13) fiir die virtuellen Ver-
e 1 I:" TS a aloichwearbioe 2 n (.ill‘if'h\tll!_’:l"ll
riickungen einfiihrt, die gleichwerfigen o g

(19Dh) Ser=0, Ser, =0, Ser,=0, »voutbisn

Durch Bildung der Summe iiber die zu jedem Systempunkt hinsichtlich
der Koordinate ¢, gehorigen Begleitmomente im 1’ Alembertschen An-
satz (10) eliminieren wir also die zuniichst unbekannten Elementar
reaktionen und erhalten die kinetischen Gleichungen, nimlich

(20a) fiir die gestorte Bewegung: Se, dp = dt Se |,
(201) fiir die Grundbewegung: Se,ip =ditSe,g,
(20¢) fiir die Storung: Sz, bp = dtSe,h,

die Summe iiber die Begleitmomente der die Systempunkte angreifenden
Krifte k, g, h sind aber die diesen entsprechenden Systemkomponenten
der totalen, der Grund- und der Stérkriifte hinsichtlich der Koordi-
nate ¢,, wie sie auch wieder aus der Quelle der virtuellen Arbeiten
(21a) Skoz = DK dq, Sgoi= SPdqg, Shoz= 30.dq,

s Qyy D = 4,04, = %94,
flieBen, so daB

(21b) K, — Sek, P,=Se,g, @ = Seh

] Cy ¥
ist, und vermége k = 7 - h natiirlich auch

(22) K =P +0,

L

Die das zweite Glied der kinetischen Gleichungen bildenden Grifen
K. dt, P,dt, @,dt sind dann die von K, P, @, resp. erzeugten, infi-
nitesimalen StoBkomponenten. Das erste Glied der Gleichungen "\20"
die Summe iiber die Begleitmomente aller [mpulséinderungen, driicken
wir durch die oben eingefiihrten Impulskomponenten p, nach (17) aus,
beschriinken aber unsere Aufmerksamkeit zuniichst bloB auf die kint
tischen Stirungsgleichungen

Se,0p =dtSe,h,
welche durch (17b) und

(23a)

(21b) direkt iibergehen in die Form

I‘;r'.ij 2 fljlf.r'f.
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Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. ]¢

&2

oder durch Beziehung auf die Zeiteinheit:

op,

23D) ot &, v von 1 bis n.

Wir haben » sogenannte Impulsgleichungen') erhalten, welehe die
gesuchten Anderungen dp, dynamisch bestimmen. Thr Inhalt ist wort
lich der folgende:

Die Stirung einer jeden Impulskomponente p, des Systems wdilrend
des Zeitelementes dt ist gleich der von den Storkriften in derselben Zeil
ergeugten -"‘-fr-/J.-"'fJJr.i;ir_nih';'n"f* f'e"'J' die zuge fu-J-;'g'I:,rr' Koordinate q,.

Wesentlich ist an dieser Herleitung der Impulsgleichungen, daf
jede beschrinkende Voraussetzung sowohl iiber die Grund-, als auch
iiher die Storkriifte weggefallen ist. Fiir konservative Kriifte finden
wir sie erst bei Lagrange, M. A. L. Sect. VIII, IT p. 185, abgeleitet
md zwar in der ,energetischen Form“: ¢ ‘f-.fr. = 'J,"'_! dt.

d& dE

Anmerkung. Die kinetischen Gleichungen der Grundbewegung:

4 z"” T
¥ ‘JJI - _Hu. e, = !J!“-’rl “di_‘i' o -“D " _ ‘“I
C . L { L (AR
und der gestorten
dp d e T
d!’. \Dre"rl — K Ir:’f odex e Sp = ’J‘u
kinnen wegen
ol Y o1
P, = and %5
oq dt da

1 I,
- leicht in die energetische Form der Lagrangeschen (leichungen

0 ¢T T BT 7l | -
= =P, bzw. . = 5 K,
ot 6q, 2aq. L (e o a__:l Pl |

iibergefithrt werden und sind also, allgemein zu reden, keine reinen
Impulsgleichungen mehr.

Jetzt fithren wir die Zustandsgleichungen (3) oder (4) ein — erst
dadurch wird die in der Kinleitung iher die Grundkrifte gemachte
Beschriinkung notwendig —, erfiillen mit ihnen bei konstant gehaltenen
Elementen identisch die kinetischen Gleichungen der Grundbewegung
und suchen nun durch ,Variation der Konstanten“ die Storungs
gleichungen zu befriedigen. Wir wissen durch die Uberlegung am
Eingange dieses Kapitels, daB dies aus mechanischen Griinden geschehen
muP. Denn die Stérungen der Koordinaten und Impulsgrifien erzeugen
Storungen der Blemente und umgekehrt zeigen diese die ptorungen
1) Diese Bezeichnung rithrt von G. Hamel her. — Die Lagrange-Euler-

schen Gleichungen der Mechanik, § 9. (Genaueres Zitat S. 18, FuBnote.)
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14 Max WINRELMANN:

jener Zustandsgrofien an. Damit erhalten die Symbole ¢, d anch einen
analytischen Sinn: die durchgehende Finsetzung der 7:11.-:-t;m:lsgleic]mugeu
(4) macht alle vorkommenden mechanischen oder geometrischen Grifen
zu bloBen Funktionen der Elemente und der Zeit, ihre totalen Diffe-
rentiale bestehen also aus der Summe der partiellen ¢, ausgefiihrt bei
konstanten @ und veriinderlichem ¢, und der partiellen b, ausgefiihr
bei konstantem f und veriinderlichen @. Die Storungen der Elemente a
selbst, oder, was dasselbe ist, die Variationen der Konstanten «, werden
wir nicht, wie es folgerichtig wiire, mit ba, sondern einfach mit da
bezeichnen. da sie sich von einem gewdhnlichen Differential sr.lmrge
nicht unterscheiden, als sie wie nur von der Zeit abhiingige Variablen
angesehen werden.

Driicken wir die Storungen der Elemente durch die Storungen
der Zustandsgriofien g, p, des Systems vermige der Gleichungen (3)
aus, so erhalten wir die 2# simultanen Differentialgleichungen

- : <UL da \
(244a) da, = >! (5= bg, + =" dp,), # von 1 bis 2
3 J - | \dq ap, y,

oder nach Division mit dem Zeitelemente di')

; s da, = (da, b, da, dp,
(24h) == >‘f & : | = ! )
/ di el \OQy DI apy bt )
1

Wiirden wir jetzt keine Riicksicht auf die vorhergeschickte Mechanik
des Storungsprozesses nehmen, so wiirden die Gl. (24a) die 2w unbe
kannten Eindemngen da, durch die 2n .-";.11rlt-1"|111:_-j<-'11 bg,, bp, ausdriicken;
diese miissen aber den n Differentialgleichungen der gestorten Bewegung
gehorchen. Daraus folgte, daB # von ihnen und damit auch die ge-
suchten Storungen der FElemente unbestimmt bleiben wiirden. Wit
ktnnen und miissen daher?) jenen 2n GriéBen noch n, zuniichst be-
liebige Bedingungen auferlegen, die von der Art abhiingen, wie wir
den Zustand der gestirten Bewegung an den Zustand der Grund:
bewegung anschliefen. Die Willkiir dieses Anschlusses ist aber durch § ™
die vorhergehende mechanische Betrachtung des Stérungsvorganges be "

1) Bei der vollstindigen Differentiation von (8) muf demnach der Bestandteil
i, | 0e0n) e,

Ir'f,l',_ ot ! op, it j ™ 3¢ verschwinden. Siehe 3. Abschnitt, Anmerkung 2

¥

Formel (63) 8. 25

27 e o 2. inl . i . - . =S

2) Falls wir nicht durch nochmals wiederholte Zeitdifferentiation von n Gleich-
ungen die zweiten Differentialquotienten der @ nach der Zeit (die Beschleunigung
aw+ Fla 3 e . . x b -y g
der Elemente) einfiithren, womit wir uns aber des Vorteils begeben, das Storungs

wroblem anf si tane Harant:s . - T
problem auf simultane Diffi rentialgleichungen erster Ordnung zuriickzufiibren.

BADISCHE
LANDESBIBLIOTHEK

BadenWiirttemberg



Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. 15

reits aufgehoben. Die reine Impulsion desselben fithrte gerade auf »
besonders einfache Bedingungsgleichungen (15a):

9. =9 v von 1 bis n,

die auch ausdriicken, daB der Eingriff der Storkrifte in das System
dureh die ihnen #quivalenten infinitesimalen Stife nur den Impuls-,
nicht den Geschwindigkeitszustand veriindern. In der Tat ist (15a)

nichts anderes als :

o dg, 04 .
1__‘_):'-| r”’ =t r‘ =, y von 1 bis n.
Denkt man sich diese Grifen abhingig von den Elementen und der
Zeit. so heiBt das mathematisch: Die Geschwindigkeitskomponenten
bewahren dieselbe Form in der ungestorten wie in der gestorten Be-
wegung des Systems, nur sind die Elemente in jener konstant, in dieser
varisbel. Die Differentialgleichungen (24a) vereinfachen sich also
folgendermalien:

1 oda
roe _ # :
(26) da, — : 7 0g,, % von 1 bis 2n
]

1 )
die Impulsstorungen dp, sind bereits nach den kinetischen Stérungs-
gleichungen (23a) durch die Storkriifte ausgedriickt, so daB ihre Sub-
stitation zu den Fundamentalyleichungen der Poissonschen Stirungs-

— ¢
da, — Z () dt,
' ‘rJ. o

theorie') fiihrt:

oder nach Division mit dem allen Gliedern der Summe gemeinsamen
Zeitelement:

da ~ 11
o7 B ot b e a8
(27) g 2 7p @, vt 1o hih Bzt
.

1

Damit haben wir schon die Anderungsgeschwindigkeit eines jeden Ele-
& . durch bekannte

mentes a,, oder kurz die Elementgeschwindigkett d,,,
Grofen ausgedriickt. Sie stellen soviel simultane Differentialgleichungen
der ersten Ordnung vor, als Elemente vorhanden sind. Die vollendete
Integration muB 2n willkiirliche Konstanten einfithren; sie ist also die

vollstindige Losung des Storungsproblems. Die gleichsam verlorenen

1) Poisson, Mém. 1818 S.15. Lagrange hat diese Fundamentalgleich-
ungen fiir Systemkoordinaten micht (fiir freie Punktsysteme siehe jedoch M. A.
Sec. Part. Sect VII, § I, Nr. 58, IL p. 76). Er kann auch gar nicht zu ihnen ge-
langen, weil er bestiindig mit den Geschwindiglkeits- statt mit den Impulﬁkm'n—
ponenten operiert, Die Einfiithrung der p als selbstiindiger \"{‘riludm‘]mhei‘ ist
wesentlich Poisson znzuschreiben, freilich ohne daf ihm auch ihre mechanische

Bedeutung bewuBt gewesen wiire.
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16 Maix WINEELMANN:

Konstanten der Grundlosung sind dann wieder ersetzt durch diese Inte-
orationskonstanten des gestorten Problems. Es bleibt aber noch iibrig,
I.l.j.g Abhingigkeit der Systemkomponenten €, von den Elementen ex-
plizit darzustellen.

7u diesem Zwecke betrachten wir die virtuelle Arbeit der Stor-
krifte: 31@,d¢q, und withlen unter allen virtuellen Verriickungen dy : et Wl
jene aus, die allein aus unendlich kleinen, im {ibrigen willkiirlichen
Anderuncen einzelner oder aller Elemente hervorgehen. Geben wir
diesen das Zeichen!) Aa, so unterscheiden wir solche speziellen Ver
schiebungen aller ¢ von den allgemeinen durch 4¢. Ebenso erzengen
die willkiirlichen Anderungen Aa virtuelle Verschiebungen der Impuls-
komponenten p, die wir entsprechend 4p nennen. Wiihrend nach (4)
fiir jedes »

— 0 1 .r'}f
(28 a) 1q, Z r”' da,, Adp, = E '”' da,

» x %
ist, wird umgekehrt nach (3) fiir jedes x

) b eq, |
(DR K = = Ag. + #
(28Db) da, 2, I“fj_'hh T op ‘F,“,.]'

1

und man erhiilt auf Grund der Gl (28a) fiir die virtuelle Arbeit den

Ausdruck
=
a0 Y
(29) E Q’.-»’.’f. == /\ -‘];_-'f"’,-
¥ ®
wo
. Y
(30) A :j ) t.,
* Yr Ba
= %

Substituieren wir dagegen fiir 4a, den Wert (28b), so flieBen aus der

Identitit
= = v [fa, do_ |
>_.- Q,dq,= D' 4, > 1 g A0 5y 40

* ¥ 1

r'r!’ll

'/'A”r")r'
1) 1

E.:‘.jrf"zj[’f 2 _,’J,-,

i
04q. "
r 1

fir die in (29) definierten GriBen A, die Gleichungen?®)

o da da
91) S W PR N
2ag = 24, =0,
x

1) Poisson, L. c. p. 18; Lagrange, M. A. Sec. Part. Sect. V. 1 p. 33L

2) Poisson, 1, ¢. p. 26.
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Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. 17

die, je m, die eindeutigen Umkehrungen zu (30) sind. Vermoge der
Ausdriicke fiir die @, erhalten die Differentialgleichungen (27) die Gtestalt

€ a, oa, da, }'r.—
. 1 o1 L L 3
[‘;323} @, = 2 > \ J 2 y i vou 1 bis 8 .

4-1 —fp.r.afl

Es ist aber wegen der zweiten l'irup]-u der Gl (31)

@ 0-3% Sl S Sl

Wenn wir die GL. (32b) von (32a) subtrahieren, erscheint als Koeffizient
von A, der von Poisson zuerst eingefiihrte Klammerausdruck

— /da da, da, E'r: \
\ ( % L

aa Y I
(33a) e, a, A _ _
JESE— -rjalrrlf‘ ffjr ﬂ‘”_
Wir verwenden fiir solche Funktionalsubdeterminanten, wie sie das
Summenglied auf der rechten Seite bilden, auch das Donkinsche Sym-
bol!) und schreiben
£ - | |

901 0\ A,y G
(33b) |, rlr‘! — 2 ~ |! S "':

: o ; » OC\Pyr Uy

So gewinnen wir aus (32)
(34) ,';7 = E'ilf/_. ”,—_];1,. # von 1 bis 2n
1

die Poissonschen Stirungsqleichungen in ihrer allgemeinen Form?) ohne
jede Voraussetzung iiber die Grund- und Storkrifte. Thr Inhalt lEBt sich
5o aussprechen:

Die Geschwindigkeit eines jeden Elementes der gestirten Bewegung
ist eine lineare Fumktion der aus den Systemlomponenten der storenden
Kriifte zusammengesetzten Grifien A; ihre Koeffizienten sind die Poisson-
schen Klammersymbole.

Wir merken hier bereits zwei fundamentale Kigenschaften des
Poissonschen Klammerausdrucks an, die sich unmittelbar aus der
Definition ergeben:

A

(35] ((:) {.-';f.__. nz] A |,{” a,], ( {5':' [a,, f_{:4| —)

Es sind also nur #(2m — 1) wesentlich verschiedene vorhanden. Sie
sind Funktionen der Elemente, konnen aber in besonderen Fillen auch

1) Cayley, Report 1856 Nr. 6 FuBnote. An Stelle der iiblichen runden
Klammern sind hier geschweifte gesetzt worden, nm einer Verwechslung mit den
Lagrangeschen Klammersymbolen vorzubeugen.

2) Poisson, 1. e. P &;T. __ Mém. 1809 setzt voraus, daB die Storkriifte ein
Potential besitzen. T.acra nge M. A. Sec. Part. Sect. V, 18. I p. 341.

]
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18 Max WINKELMANN:

zu bloBen Zahlen ausarten. Ihre explizite Abhingigkeit von der Zeit
ist durch die Natur der Grundkriifte allein bedingt. Wir behalten uns

die genauere Untersuchung dieses Umstandes vor, wenn wir die Storongs-

theorie von Lagrange entwickelt haben.

2. Die Lagrangeschen Storungsformeln.

Als der natiirliche Ausgangspunkt fiir die Ableitung der zuerst
von Lagrange aufoestellten Storungsformeln erscheint die Zentral-
gleichung?), deren Keim wir schon bei ihm?) finden. Thre Bedeutung

in dynamischer Auffassung?®) ist diese:

Die Leistung der virtuellen Impulsarbeit des Systems ist gleich der
Summe der virtuellen Anderung seiner Linelischen Energie und der vir-
wuellen Arbeit der eingeprigten Kriifte.

1) Thre zentrale Bedeutung (daher der Name) fiir die systematische Mechanik,
insbesondere ihr wesentlich kinematischer Inhalt ist wohl zuerst von K. Heun
klar erkannt worden. Von der Literatur iiber die Zentralgleichung, soweit sie
wirklich selbstiindig auftritt, ist mir die folgende bekannt. a) Deutsche Autoren:
Schering, Hamilton-Jacobische Theorie fiir Kriifte, deren MaB von der Bewegung
der Korper abhiingt, 1873. — Abhandlungen der konigl. Gesellschaft d.
Wiss. zu Gottingen. Bd. XVIIL. Ableitung aus dem GauB schen Prinzip
des Kleinsten Zwanges. Rein formal. p. 17. ,Fundamentalgleichung der
Bewegung."

Hamel, Die Lagrange-Eulerschen Gleichungen der Mechanik, 1903. — Sonder-
abdruck aus der Z. f. Math. u. Phys. 50 (1904), S. 14 (K. II § 4). Dyna-
mische Auffs

wsung und Ableitung aus der Lagrangeschen Identitiit.
Uber die virtuellen Verschiebungen in der Mechanik, 1904, — Math,
Ann. 59, 8. 423 (§ 2). ,,Allgemeine Zentralgleichung.*
Heun, Die Bedeutung des D’ Alembertschen Prinzipes fiir starre Systeme und
Gelenkmechanismen, 1901. Archiv der Math. u. Phys. (3) 2.
Formeln und Lehrsitze der allcemeinen Mechanik, 1902. (Leipzig, (Grbsehen)
Anhang. Hier heiBt sie noch ,Lagrangesche Grundgleichung*
—  Lehrbuch der Mechanik I Teil. Kinematik, 1906, (Leipzig, Goschen.
Sammlung Schubert Nr. 87) a. m, O. sieche Register. Rein kinematische
Form. Methodischer Gebraunch.
b) Nichtdeutsche Autoren:
Bel trami, Sulle equazioni dinamiche di Lagrange. — Rendiconti dell’ Istitnto
Lombardo, S.1I, vol. XXVIII, fase. XIV p- 745 zitiert bei
Volterra, Sopra una classe di equazioni dinamiche Atti di Torino 1897—1895
vol. XXXIII p. 255. Einfach als ,principio di Lagrange bezeichnet.
Lorentz, Weiterbildung der Maxwellschen Theorie. — Encyklopiidie der math.
Wiss. V, 2 Heft 1 Nr. 13 Abschnitt 85, p. 124; Nr. 14 Abschnitt 8
p. 165. L. nemnt es ,das D’Alembertsche Prinzip in der Form ...
2) L c. Sec. Part. Sect. IV, 8. I p. 305.
3‘| Der Z&J!!U‘uiglt'ivhung liegt dann nur die Verbindung einer kinematischen
Relation mit dem D’ Alembertschen Prinzip zugrunde.

BADISCHE
8LB LANDESBIBLIOTHEK

BadenWiirttemberg



	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18

