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59 Max WISEELMANN:

un critére général pour juger de Texactitude d'une solution trouvée par
quelque méthode que ce soit.”

/w«lw(hrn ich (127) noch weiter, indem ich auf die Variationen
der Elemente selbst zuriickgehe, so entw ickelt sich vermoge (28a) und der
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und durch Vergleich der Koeffizienten von Da, 4 a, leicht die im fiinften
Abschnitt entwickelte Fundamentalformel der Lagrangeschen Storungs-

theorie. Zugleich erkennen wir aber auch aus (127) und (128) wegen binger
der Willktir der Anderungen Da,Aa,; direkt ohne das im siebenten

(@ a.)
KP4
ot
nur verschwinden kdnnen, wenn es zugleich alle P,, und Py, tun. Das

Abschnitte gebrauchte, umstindliche Verfahren, daB simtliche

war das vollstindige Fundamentaltheorem iiber das Lagrangesche

Klammersymbol.

9. Reduktion der Storungsgleichungen auf die kanonische Form. Die :
allgemeine Niherungsmethode. Beispiel. o
A. Die Ableitung der kanonischen Form.
Wihrend wir bisher gezeigt haben, daB die allgemeine Form der
Storungsgleichungen weder eine Beschrinkung in der Arb der stirenden,
noch eine andere, als die in der Einleitung gemachte Voraussetzung,

der Art der Grundkriifte erfordert, daB die Grundkrifte allein die kg]
Abhi&ng'

gkeit der in den Storungsformeln auftretenden Koeffizienten von
der Zeit beeinflussen, ertrtern wir nunmehr ihr Verhiltnis zu den Yor-
aussetzungen der klassischen Theorie, d. h. die Vereinfachungen, die
sich aus der Beschrinkung ? ligsey

1. anf konservative Grundkriifte
2. auf konservative Storkriifte
ergeben.

L. Lassen die Grundkrifte ein riumliches Potential zu, so fiht
eine spezielle Wahl der Elemente zur sogenannten kanonischen Form
der Storungsgleichungen Diese hesonderen Werte bilden eben deshalb
ein kanonisches System der Hlemente. Lagrange!) hat diese kanoni-

1) Es ist immer noch die irrtiimliche Meinung verbreitet, dab sie erst yon
Hamilton 1837 entdeckt worden sei.
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1

sche Form zuerst in seiner zweiten Abhandlung?) vom Jahre 1810 auf-
gestellt, dann in der Mécanique Analytique?) reproduziert, an beiden
Stellen auch mit konservativen Stirkriften. Poisson reduziert seine
allgemeinen Storungsformeln erst in der Abhandlung vom .Jahre 1816
(p. 29) auf die kanonische Form, doch ohne die Stérkrifte zu spezia-
lisieren.

Werden niimlich zu den konstanten Elementen der Grundbewegung
dic Anfangswerte der Zustandsgrifien q, p erkoren, jene mit @, diese
mit b bezeichnet, ist also fiir f =0

( 12!, q, = ,;‘ s P, = .",a” v von 1 bis n

— a,, b, sollen konjugierte Elemente heiben — so miissen die Zustands-
gleichungen (3) sich gewill auf die Form

(130} a, = q, —{—{'a: b = p, + H;': 3 ¥ von 1 bis n

¥

bringen lassen, wo @y, b, wieder Funktionen aller ¢, p und von ¢ sein
konnen, die fiir f=0 endlich bleiben, und #hnlich die Zustands-
gleichungen (4) auf die Form
(131) g, =a,+tg, p,—b,+1p,, vvmivin
Wo ¢y, py wieder fiir / = O endlich bleibende Funktionen der Elemente
und der Zeit sein konnen. Da nach den Fundamentaltheoremen die
Klammersymbole, sowohl von
da_da, da_ da

L2 I Ed i »® " &

SSOM: ] == oEos e 2) ol anch won
Poisson: [a,,a;] E (3‘”.. 94 94 9p ), als
: v ey

-
s (E; rIV (.r.‘nl' rPI ;(’ {E‘v.
agrange: 1) = = = oot
L BREALEE: Gy 0 2 \da_ da, da ca_)
- 3 ~ *® 4

unabhingig von ¢ sind, so konnen die darin vorkommenden Differential-
quotienten simtlich fiir  — O gebildet werden. Dann folgt aus (130)
fiir diesen Zeitpunkt:

139 ga [O wenn a, =F @, co. (0 wenn a, +b,
(152) = : o=
b / 0q, |1 wenn a,=a ap, l1 wenn e, — h.v

und deshalb
ll}’.:;’_] ‘{[Z?({,_] — — 1 oder 0,

1) Second Mémoire sur la variation des constantes arbitraires dans les
: fie 'application des formules gé-

problemes de Mécanique, dans lequel on simpli .
-352, gelesen 19, Febr.

nérales A ces problemes. Mém. de I'Institut 1809 p. 343-
1810, Vgl. Cayley, Report 1857 Nr. 18.
2) Sec, Part. Sect. V § II Nr. 14 T p. 336.
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54 Max WiskELMaNN:

je nachdem a,,a, zwei konjugierte Elemente sind oder nicht. Analog

aus (131) fiir denselben Zeitpunkt:
(134) 74, (0 wenn a, < @, 2p, (0 wemn a, =, 2
i da,~ |1 wemn a, = a, da, {1 wenn a, =0,

und deshalb
(135) (a,,a;,) =+ 1 oder O,

j(g nachdem @, a; ZWel kntljug‘il".rltf Elemente sind oder nicht,
Die beiden Klammerausdriicke bewahren aber diese Werte fiir alle
Zeiten.

Der Dualismus so konjugierter Elemente zerfillt deshalb auch die

allgemeinen Storungsformeln in Paare und zwar die Poissons (34)

in der Gestalt: -
'113'5) (, - HI " L' + A v von 1 bis n T
und die Lagranges (54):

4, =4+0b, B =—a,

identisch mit (136). Die Storungsgrifien A4, B, sind einander so zu-

geordnet wie die konjugierten Elemente a,, b,, nimlich durch die

H y?
virtuelle Arbeit der Storkrifte in der Form:
b K 2 {14
: i “{ ] > i i > \ -
(137) A48 = (4,da, + B,4b,). gy
v -
Wir haben den bekannten Satz:

Die allgemeinen Storungsgleichungen von Poisson und Lagrange "
verwandeln sich dwrch diese Wahl Lanonischer Elemente in dieselbe Tl
kanonische Form.

Der grofie Vorteil fiir die Anwendung der kanonischen Gleichungen
besteht darin, daB sie die, oft miihsame, Berechnung der n(2n—1) :
Koeffizienten in den allgemeinen Stérungsformeln erspart. Dagegen R
gestatten nicht-konservative Grundkriifte diese Reduktion nicht, oder L
ich behaupte: .

Es gibt keine kanowischen Storungsgleichungen im strengen Sinne ¢ s

des Wortes, wenn die Grundkrfte nicht-konservativ sind.

Beweis. Denn wiirde eine solehe kanonische Form, wie sie in
(136) aufgestellt wurde, angenommen, so hiitten alle Klammerausdriicke
als Koeffizienten durch eine besondere Wahl der Elemente die kon-

stanten Zahlwerte 0,4+ 1 oder — 1 IET}IE{“'&‘.II, wie (133, 135) angeben_
s wiirde :

P ; sich also kein einziger Koeffizient darunter befinden, der
funk S a T : ayaaar
wktion der Zeit ¢ wiire Nach den Fundamentaltheoremen iiber die
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beiden Klammersymbole kann dies nur eintreten, wenn die Kriifte kon-
servativ sind, was der Voraussetzung widerspricht.

Zusalz. Das im 8. Abschnitte behandelte Theorem von Lagrange
ermoglicht, wie von ihm selbst?) schon geschehen, die direkte Ab-
leitung der kanonischen Form. WNach dem Sutze S.5H1 ist jetzt
:S_" Dp,A4q, — Dy, Ap,)= 0.

O il
¥

(138)

Nehmen wir fiir die Verriickung 1) der Zustandsgrifien insbesondere
ihre im Zeitelemente d¢ stattfindenden Stérungen 9?), so wird aus (138)

y{hp,_ Aq, Dy, Adp,) = 0.

(139) .f.
/ iR

Die Summe links ist aber nach (48) gleich der virtuellen Arheit der

den Storkriiften #quivalenten, infinitesimalen Stofkomponenten, oder

es ist

(140) S__’I‘Gpl.fql — bg, dp,) = ABdt.

Da wegen (139) das erste Glied dieser Gleichung unabhiingig von f ist,
so konnen wir darin fiir die ¢,, p, ihre Anfangswerte (129) a, bzw. b,
setzen, die virtuelle Arbeit 4B wie in (137) zerlegen, so daB an Stelle
von (140) die folgende Gleichung tritt:

(141)  D'(@b, da, — da, 2b,) = dt D'(4,4a, + B, 4b,)

Indem man hiiben und driiben die Faktoren von Aa,, baw. 4b, ver-
gleicht, erscheinen nach Division mit df die kanonischen Gleichungen
(136) wieder:

f”:l Sy d”r- 2l i

dt Ui AT £ v

2. Die Voraussetzung, dafl die Storkrifte ein Potential besitzen,
vereinfacht an sich bloB die Berechnung der aus ihren Systemkom-
ponenten ¢ entspringenden Griofen A. Das (negative) Potential der
Storkriifte heiBt bekanntlich die Stirungsfunkéion, und ihr wird gewdhn-
lich das Zeichen & gegeben. Stellen wir & vermége der ,fertigen” Be-
wegungsgleichungen ¢, = ¢, (a,t) als Funktion der Elemente dar, so sind
die GroBen A einfach die partiellen Ableitungen der Storungsfunktion £
nach den zugehdrigen Elementen a¢. In Zeichen:
oS82

(142) A, =5

3

1) 1. ¢. Sec. Part. Sect. V Nr. 12—14. I p. 353—386.

2) was erlaubt ist, weil die virtuellen Verschiebungen die reellen umfassen
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R Max WiskeLMANN:

Hamilton und Jacobi') haben ibrigens nachgewiesen, daf 0
aufer den Koordinaten ¢ auch die Impulskomponenten p enthalten darf

Sind auBerdem die Grundkrifte konservativ, und nehmen wi
wieder die Anfangswerte der ZustandsgrioBen als kanonische Elemente,
so erhalten wir an Stelle von (136) die eigentlichen kanonisehen
Storungsformeln der Astronomie:

_ da, on  db, 2z

(143) Y= — Y o=

it -r'f;‘ dt } £

’ .
B. Die allgemeine Niherungsmethode.

Das Storungsproblem ist somit seiner analytischen Natur nach auf
ein System simultaner Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die
veriinderlichen Elemente zuriickgefiihrt, ihre Form sei nun die allgemein
giiltige oder die unter A. fiir konservative Grundkriifte entwickelte
kanonische (136, 143). Denn im allgemeinen werden die Storungs-
grofien 4 auch Funktionen der Elemente.

Diese Gleichungen erfreuen sich (innerhalb der getroffenen Voraus
setzungen) vollkommen mathematischer Strenge. Wie aber sehon in

der Einleitung hervorgehoben ist, gewihren sie den wahren Nutzen
fiir die Bestimmung der gestirten Bewegung erst durch ihre, stets mog-
liche, angeniiherte Auflésung. Ein schon von den Erfindern der Storungs-
rechnung ausgearbeitetes, allgemein geltendes Verfahren?) besteht nun
kurz darin: Sind die Stérkriifte relativ klein, so sind sie von entsprechend
langsamen Veriinderungen der Elemente begleitet. Wir kénnen sie selbst
also in erster Annéiherung konstant setzen, nachdem die Klammersym-
bole und Storungsgréfen als Funktionen der Elemente und der Zeit
ausdriicklich berechnet worden sind. Dann werden simtliche Element-
geschwiudigk(_’itvn offenbar nur noch reine Zeitfunktionen, z. B.

(144) a,=f.(t), g

woraus durch reine Quadratur nach ¢ folot

(145) a,= [1,dt + a

d. h. der zeitliche Verlauf des Elements ist bekannt, das Ziel, welches

wir erreichen wollten. Die [ntegration beginnt mit # = 0, indem wir

.1': Jacobi in der schon S, 32 zitierten, nachgelassenen Abhandlung p. 338,
Hamilton, L c. (FuBnote S, 19),

: 2) Lagrange M. A. Sec. Part. Sect. V, 15 I, p. 336—339. Im iibrigen in i
diese Methode nicht zwingend. An ihre Stelle kann irgend ein anderes Verfahren e
treten, z. B. der von Runge (Math. ¥
u, Phys. 45 (1898)) nach dem
Algorithmus,

Ann. 46 (1895)) und Heun (Zeitschr. f. Math. :
- Vorbilde der mechanischen Quadratur erfundene ‘
Vgl auch Kin. Probl. p. 116.
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die Zeit von dem Angenblick an zihlen, wo die Storkrifte eingreifen.
Die zu den veriinderlichen Elementen a, der gestirten Bewegung
gehorigen, willkiirlichen Integrationskonstanten a? sind demnach die
unverinderlichen Werte derselben Elemente in d[r Grundbewegung.
Da in den Funktionen f, keine anderen Konstanten vorkommen, so
erhalten wir durch Substitution des Ausdrucks (145) fiir die a, in den
Zustandsgleichungen (3) oder (4) die volls stindige Losung des “aturungs—
problems in erster Anniiherung. Dieses Verfahren trigt den Keim
einer vollstindigen Reihenentwicklung in sich. Wir brauchen es ja
nur mit den neuen Zustandsgleichungen zu wiederholen. Ich begniige
mich mit dieser Skizze einer hinreichend bekannten Methode, die keinen
anderen Zweck hatte, als zu zeigen, daB sie, unberiihrt von dem
Charakter der Grundkrifte, inshesondere von dem Unterschied, ob die
Klammerausdriicke die Zeit explizite enthalten oder nicht, auf die all-
gemeinen Stirungsformeln ebenso anwendbar bleibt, wie sie es hinsicht-
lich der kanonischen Gleichungen immer gewesen ist.

C. Beispiel: Einfacher Typus eines gekoppelten Systems von zwei
Freiheitsgraden der Bewegung ohne Dimpfung.

Um die ganze Theorie noch kurz an einem Beispiel ohne mathe-
matische Verwicklungen durchzufiihren, wollen wir die Differential-
gleichungen fiir die kleinen Schwingungen eines sog. gekoppelten
Systems mit zwei Freiheitsgraden!) in der einfachen Form
(146a) s ,I{l"ff = (), Y+ he=0

annehmen, worin wir die , Koppelungskoeffizienten® k, /. als Griflen mit
demselben Vorzeichen der Bequemlichkeit halber glut.‘h 1 setzen konnen.
Wenn also =z, y die hbeiden Koordinaten des gekoppelten Systems
bedenten, sind

146h) i—y=0 und y+2z=0

die simultanen Differentialgleichungen seiner ungestérten Bewegung;
sie bestimmen die ungedimpften Eigenschwingungen. Deuten wir 2, y
s rechtwinklige Koordinaten eines Punktes mit der Einheit der Masse,
so stellen auch die Gl (146) die Bewegung des reprisentierenden
Punktes in der Koordinatenebene dar, der einem mnicht-konservativen
Kraftfeld mit den Komponenten X =+ ¥ und Y = — 2 gehorcht.

a

1) Solche Systeme haben neuerdings das Interesse der Physiker wieder erregt.
Thre méchanisché Theorie hat M. Wien in den Annalen der Physik (1897, N. F. {.;1‘
151) vollstindig diskutiert, und die von ihm gebranchte Terminologie SC]]GII?";
sehr y\\-tckmllﬁi-rr zu gein. In der Wellentelegraphie sind Sender und Empfinger mit
ihren Antennen Beispiele. Auch schwingende Sc ‘hraubenfedern sind inferpsaarn‘ta Fille
dieser Art, Vel. A. Sommerfeld, Wiillner-Festschrift. Leipzig 1905, B. G. Teubner
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Wirken auBerdem Storkriifte mit den rechtwinkligen Komponenten X
Y’ ein, so lauten die Differentialgleichungen der gestirten Bp-"'"’_uun;_: A
(147) #—y =X, j+a=XY.

Die vollstindige Losung (146) wollen wir der Bequemlichkeit halber in der
komplexen Form angeben, welche die zugehtrige determinierende (tleichung

(148) M+1=0
direkt liefert. Die Wurzeln derselben sind
. i1 N i -1 T 1—1 §i—1 .

(149) Ai=—r—, Ao — A : }_l = s

: Ve i V2 el Ve’
und ihnen entsprechend erhalten wir die komplexen Zustandsgleichungen?|
in der Lagrangeschen Form (4), wenn wir noch abgekiirzt setzen:
(150) e et h von 1 bis 4

’ | T | > = b 1 R B B T 5

|'1.':]1I"' ae,+ bey + cey+ dey, hyae, — dibey + Aycey— hyde,

y=iae,+ibe,—ice,—ide,, y=1ilae,—il be,—ilyce,+ilyde,
Die zu @, y gehorigen Impulskomponenten sind mit & bzw. y identisch.
a, b, ¢, d sind die vier Elemente der Bewegung. Werden die Gl (161)
nach ihnen aunfgeltst, so erscheinen die Zustandsgleichungen in der
Poissonschen Form (3):

[ , f
a=-=(z A2"), e=-L(g—R E)
(152) I 4 s 4 ‘
| P c 4 A =
| lb e ; (2’4 4,2"), @ f;u_,-‘ + A 2),

worin 2, z° die aus z, y gebildeten, konjugiert-komplexen GriBen
o . , ;

‘_‘]._}_,] 2 2 - Y, & =X — iy

bedeuten. Aus (151) leiten sich die Poissonschen, aus {1562) die
Lagrangeschen Klammersymbole, sechs von jeder Art, her, die wir
hier zusammenstellen wollen:

|.r:, J'lr] 2 I_J_‘ (a. ,f,) 0
l.' (] ]
a, o o=y .2 ( 1) DY Dp+il Bt
i | ] { 3 | 7 Z !/_‘f
. V2 . - _
(194 l”’.-”l|— th‘ I’"'l“"_ et
]
|'|r"(| T "I ~etV2t (. i g
] ’
>
if: rr’| 1__( Vet (b
] :
le, d] =0, (¢, d) = 0.
1) Die reslle T.:an =0 . . : 3 2 ) A
£ :' S lle Losung 148t sich ja leicht daraus ableiten, z. B. in der Form:
o — 0 3 o2l 1 ’ . ; = f n
e SI(r ) o' e sin(e 4-¢), Y= —me™ “cos(v &) -m'e cos(r T Eh
WO t
T
Ve
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In vier Klammerausdriicken jeder Axt tritt also die Zeit explizite auf,
weil die Komponenten X, Y sich nicht als Ableitungen einer Kriifte-
funktion darstellen lassen. Die Werte der 10 Unstetigkeitsfaktoren

werden aus (154) nach (64) leicht bestiitigt.
Die Storkrifte wollen wir uns als reine Zeitkriifte vorstellen,
indem wir
X'=g(t), Y =h(d
setzen. ‘Alsdann existiert eine Stérungsfunlktion
R =gz + f}-_z)r_
aus der die Storungsgrifien
A0

Lt ¢ . - g2 : ; 782 a 7 2 i
(167) A="7 =fe, B=  =fe, C=""=fe, D=5 =,

ga cbh ¢
bequem folgen. Hierbei haben wir aus g, I die konjugiert-komplexen
GiroBen
(158) g+ th=f, g—ih={"
gebildet. Die Poissonschen Storungsformeln ergeben fiir die Varia-
tion der vier Elemente:

a =[a, b] B + [a, ¢]C + [a, d]D = 1‘ e,

b—[b, al4 +[b, ]C+[b, d1D="2F,

(159) ] e
¢=[e, ald +[c, b] B+ [¢, d]D= e,
d=|d,ald+[d,b]B+[d, c]C = 1‘ fes

Nun sind auch die Elemente selbst durch Integration nach ¢ als Zeit-
funktionen bekannt.. Ihre Rinfithrung in die Bewegungsgleichungen
(161) des ungestorten Systems scheidet die Eigenbewegungen desselben
von den durch die Storkriifte ¢, h erzwungenen. Diese lassen sich

leicht mit Benutzung der Komplexen 2, z* in die Form

[
g, =2 /fllrlr?r‘_f?"*':"' ) — ¢ht=T))
o 2
-
0

(160) 2
4y = l_:l /f("(r \dT ’<’ t=1) _ ghlt=1]
- ]
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60 Max WINKELMANK:

kleiden, wihrend jene nach (151, 153) sind:
(161) 2, =2(ce; + de), #=2(a’e +be),
so dafBl

(162) e=2+2, {=4+4

die vollstindige Losung des gestorten Problems in komplexer Form
ist. Die Akzente sollen nur die Unveriinderlichkeit der GriBen @ bisd
ausdriicken. Bei diesem ganzen Rechengeschiift mag man alle Vorteile
wahrnehmen, welche die Beziehungen zwischen den Wurzeln der bino-
mischen Gleichung (148) fast von selbst darbieten. Die Zerlegung der
Ausdriicke (160) in reelle Bestandteile konnen wir hier fiiglich unter-
lassen. Es miissen vermige des Anschlusses der gestérten Bewegung
an die ungestorte die Gleichungen

(163) 0z2=0 und dby=0

erfiillt sein. In der Tat ist

b dx . | ¢ &y 04 ox j . fire 0
= o -+ ) ¢ - I [ Y L L E ik

ot o "db g . ,'”"‘ Ay) 4 (4 Ag)

by _0y. . Oy 0y,  Oys $f 0 oy W 4o 0 '
== + ) 4 b il = ( L — L (1, 1) =1

bi da ' ob de od 4 (A T 4y 4 Ay T Ag)

Da die Grundkriifte X, ¥ bloB vom Orte abhiingen, so besteht der
lineare Zusammenhang mit den Anderungsgeschwindigkeiten der Klammer-

symbole allein in der Wirbelkomponente (,"._'\ L PRy folgende Weise:
dy

dla, b] f‘f:' a db dadb\ (06X ¢ X

(164) dt \0 & ¢ - oy d :I (‘ ady v ?-'.'J")
(e, b) (o= oy (_'_.'_p 0 .J) r0X 0 X a !
at " \da 2b da db) { Yy B .'-f:.r) 3

Wenn wir dies fiir alle Klammersymbole ausfithren, so erhalten wir die-
selben Werte wie durch direkte Zeitdifferentiation der Ausdriicke (154)
~ Nehmen wir jetzt an, daB uns allein die Zustandsgleichungen des
Systems in den Formen (151) und (152) bekannt seien, so finden Wir
riickwirts die Bigenschaften des Kraftfeldes nach den Fundamental
formeln (98, 99) des 6. Abschnittes.

[) Sind Wirbel komponenten des Kraftfeldes vorhanden? (98) ant-
wortet:

4 ..., oder anch

0 X ook Y 2y ({., oy 3 i pe ‘) d|e, bl
t

oy ox da ob dag b) o

(165)
= {'r'r.r b da }'L) dla,b

at

\¢ & gy ay da
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Untersuchungen iiber die Variation der Konstanten in der Mechanik. 61

IT) Sind Impulsderivierten der Kraftkomponenten vorhanden? (99)
antwortet: ;

X (r:'.t' dx ) o (‘r]

:-N , b | ‘ca 6 b fa
= il

[/
dadb pdadb) ot drdx o ox)

aX ('e.“ iy da o E?g;‘) dla, b] | (("'u ab da ﬁh) d(a, b)

e a1 \da gb ) da ob) ot g2l \\(:‘-_\-"i,l_a[,r(xr ot s
[‘lui::- : %
X {.-r'.r' ay oy E.);'-), [a, B] | da 8b da ol d(a, b)
o \da b oadb Y {.‘(,3' yor ox Efy) dt gy
Y L3 (0 Y ¢ _ii I;:‘If._l‘ rﬂ.‘_r,r) ¢ ||f_l 3 h% ; ((. aobh da ob E‘{u, h‘)
a1 \da gb da gb ot T \dwéy o9 Ly) ot S gt
Als Kontrollformeln dienen uns aber
[T) die Relationen (100):
[0 0Y dyda\ ofa, b da 6b  da b\ d(a, b)
(167) (558 — 22 )it 4. = (3252 — 2 DB 4o =0
/ \dadb Baddb) ot : \d& oy oy dx) ot ! =
In unserem Beispiel waren also 2-#n(2n — 1) =12 Formeln zu

berechnen.
X, ¥ sind hiermit als rein vom Ort abhiingige Kriifte erkannt,
die der Bedingung
A0 0 X Y
(168) i
oy ox

unterliegen. Diese partielle Differentialgleichung wird aber befriedigt
durch die allgemeine Losung

: " v 3 N7
(169) X=y+20 Y=—0+9,

worin ¥ eine notwendig unbestimmte Kriiftefunktion bedeutet.

Der Zusammenhang der Klammerausdriicke mit ihren Anderungs-
geschwindigkeiten, wie er in den Formeln (94, 99) des 7. Abschnittes
ausgedriickt ist, wird durch einfache Rechnungen bestitigt. Hs ist iiber-
flissig, das vollstindige System der 2 - 6 Gleichungen in der besonderen
Form unseres Beispiels herzusetzen; es mag gentigen, zwei der typischen
hinzuschreiben: .

@)

ola, b) Trb‘ d(a, b) abld(a, €) "u!r'l dla,d

it abl ot a (:_| ot T
rabjad, ¢ , [abyopd, 4 F! 6, d)
iy Lbe ot ol Lt'md ot 7 _‘ﬂfd ot

und die reziproke mit vertauschten Klammern. Das erste und das letzte
Glied verschwinden wegen (@, b) = (¢, d) = 0, die iibrigen, weil die
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